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Einleitung

Die schnell fortschreitende Entwicklung der Rechentechnik ermoglicht es, viele
Fragestellungen, welche bisher nur vom Existenzstandpunkt aus behandelt wur-
den, nun auch konstruktiven Untersuchungen zu unterziehen. Der algebraischen
Zahlentheorie kommt dabei eine wichtige Rolle zu, da sich die Menschen schon
vor mehreren Tausend Jahren mit der algorithmischen Lésung von algebraischen
Gleichungen beschéftigt haben. In diesem Jahrhundert hat sich die konstruktive
Zahlentheorie endgiiltig zu einem eigenstdndigen Forschungsgebiet herausgebil-
det.

Eine der grundlegenden Aussagen der algebraischen Zahlentheorie ist die Exi-
stenz einer Ganzheitsbasis. Thre Kenntnis ist fiir viele weiterfiihrende Konstruk-
tionsprobleme von Bedeutung, um praktisch rechnen zu kénnen. Fiir die Bestim-
mung von Ganzheitsbasen stehen verschiedene Verfahren zur Verfiigung, einige
davon sind nur in speziellen Koérpern anwendbar. Thema dieser Arbeit ist die
Beschreibung und Implementierung eines von D. Ford [Fo87] und H. Zassenhaus
entwickelten Algorithmus, welcher die Ganzheitsbasis von beliebigen algebrai-
schen Zahlkorpern berechnet. Er ist unter der Bezeichnung Round 4 bekannt

geworden.

Vor der Entwicklung des Round 4 existierten schon andere Verfahren zur
Losung der gleichen Aufgabenstellung. Von diesen hat vor allem der Round 2
groflere Verbreitung gefunden. Die Idee des Round 2 besteht in dem schrittweisen
Aufsteigen von einer Startordnung zur Maximalordnung. Ordnungen sind immer
durch Z-Basen gegeben. Dabei wird stdndig der Index der aktuellen Ordnung
in der Maximalordnung verringert. Hat die Startordnung nun einen sehr grofien
Index in der Maximalordnung, so kann es zu groflen Rechenzeiten kommen. Damit
war das Ziel weiterer Forschungen gegeben. Es mufite eine andere Aufteilung der
Konstruktion in weniger Teilprobleme gefunden werden.

Grundlage des Round 4 ist eine Arbeit von H. Zassenhaus [Za], welche die
Verlagerung der Berechnungen von groflen Strukturen in mehrere kleinere Struk-
turen im nicht priméren Fall erm6glicht. Als problematisch erwies sich die Ein-
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schrinkung, daf§ die Zerlegung des Problems nur bei Vorliegen einer Gleichungs-
ordnung moglich ist. Es ist somit nicht moglich, diese Zerlegung in den Round 2 —
mit Ausnahme der Startordnung — einzubinden und so eine gemischte Berechnung
durchzufiihren. D. Ford hat in seiner Arbeit [Fo87] einen Weg angegeben, auf wel-
chem es moglich ist, bis zum Erreichen der Maximalordnung die Berechnungen
immer wieder in kleinere Teile zu zerlegen. Seit der ersten Implementation durch
D. Ford wurden zahlreiche Verbesserungen von R. Boffgen, D. Ford, R. Land und

H. Zassenhaus in den Algorithmus eingebracht.

Wir werden in dieser Arbeit zuerst den Algorithmus schrittweise entwickeln
und anschlieSend Probleme der Implementation diskutieren. Die recht komplexe
Natur des Algorithmus lief§ diese Trennung von Korrektheits- und Effizienziiber-
legungen ratsam erscheinen. In den ersten beiden Kapiteln werden wir die theo-
retischen Grundlagen fiir den Algorithmus zusammenstellen. Das zweite Kapitel
enthélt im Gegensatz zum ersten schon erste fiir den Algorithmus verallgemei-
nerte, spezielle Aussagen. Den kompletten, in drei Teilprobleme zerlegten Algo-
rithmus stellen wir im dritten Kapitel vor. Im vierten Kapitel fassen wir dann
unsere Teilergebnisse zusammen, was vor allem auf dem Hasseschen ,Lokal —
Global® Prinzip basiert. Anschliefend werden wir im fiinften Kapitel die Pro-
bleme bei der Implemetation und Modifikationen zur Laufzeitverbesserung dis-
kutieren. Die dargelegten Erfahrungen wurden bei der Einbindung des Round 4
in das Programmpaket KANT gesammelt. Beispiele mit einem Laufzeitvergleich
des Round 4 zum Round 2 und statistischen Werten zum Verhalten des Round 4
im Kernalgorithmus listen wir im sechsten Kapitel auf. Abschlielend zeigen wir,
daf sich die Idee des Round 4 auch fiir eine andere Problemstellung als Lésungs-
ansatz anbietet. Unter Beibehaltung der Kerngedanken des Algorithmus werden

wir zeigen, daf es moglich ist, separable Polynome iiber @, zu faktorisieren.

An dieser Stelle mochte ich mich bei Herrn Professor Dr. M. E. Pohst und den
Mitarbeitern des KANT Projektes bedanken. Fiir viele fruchtbare Diskussionen
und die TEXnische Unterstiitzung bin ich Florian Hefl und Claus Fieker dankbar.

Schliefllich gilt mein besonderer Dank meinen Eltern, die mir das Studium
ermoglicht haben, und Maren.



Kapitel 1
Grundlagen

In diesem Kapitel werden wir die grundlegenden Begriffe der algebraischen Zah-
lentheorie mit Ausnahme der Bewertungstheorie einfithren. Wir beschranken uns
auf Aussagen, welche spiter noch benotigt werden. Eine umfassende Einfiihrung

in die Theorie der algebraischen Zahlkérper wird in den Werken [Ar, Ri, We]
gegeben.

1.1 Algebraische Zahlk6rper

Dieses Gebiet ist in vielen Lehrbiichern der Zahlentheorie ausfiihrlich beschrieben,

so dafl hier auf Beweise vollstiandig verzichtet werden soll.

Eine endliche Erweiterung F (C C) des Korpers der rationalen Zahlen Q heift
algebraischer Zahlkérper. F ist als endliche Erweiterung eines vollkommenen
Korpers einfach, es existiert also ein £ € F mit

F =Q(&).

Sei f € Z[t] normiert und irreduzibel mit f(£) =0, so gilt

F = Q[]/f(H)Q[t] = Q(p)

mit p:=t+ f(t)Q[t] und [F : Q] = Grad(f) = n. Zu a € F heifit das normierte
Polynom p, € Z[t] minimalen Grades mit p,(«) = 0 das Minimalpolynom von

a. Fiir p gilt somit p, = f. Uber C zerfallt tt, in Linearfaktoren

n

po(t) = H(t - P(i))-

=1

7
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Man bezeichnet p() als die i-te Konjugierte von p und F@ = Q(p{?) als den
i-ten Konjugiertenkérper von F. Verméoge der Q-linearen Fortsetzung der Ab-

bildung
oi: pr— p¥

fiir i € {1,...,n} erhilt man Q-Isomorphismen zwischen F und seinen Kon-
jugiertenkorpern, welche Q elementweise festhalten. Fiir ein beliebiges o € F
bezeichnet man o®) = o;(a) als die i-te Konjugierte zu . Im Gegensatz zu
oM, p sind die Konjugierten oV, ..., (™ von o im allgemeinen nicht paar-

weise verschieden.

Wir koénnen F auch als Q-Vektorraum betrachten und entsprechend der linea-
ren Algebra fiir ein Element a aus F das charakteristische Polynom definieren. Sei
lo : F — F die Q-lineare Abbildung x — ax und M, die darstellende Matrix
von [, fiir eine beliebige Q-Basis wy, ... ,w, von F, so ist das charakteristische
Polynom von « definiert durch

Xa(t) == det(tE, — M,).

Xao liegt in Q[¢] und ist von der Wahl der Q-Basis von F unabhéngig. Weiterhin
definiert man mit M, die Norm und die Spur von «

N(a) = det(M,)
Tr(a) = Tr(M,).

Da —Tr(M,) dem Koeffizienten der zweithochsten ¢-Potenz und (—1)" det(M,,)
dem konstanten Term des charakteristischen Polynoms von « entsprechen, sind
auch sie von der Basis unabhéngig. Die Norm und die Spur lassen sich auch
mit Hilfe der Konjugierten von « beschreiben. Es gilt N(a) = [, 0;(a) und

Tr(a) = i, 03(0).

Jeder Q-Basis wy,... ,w, von F kann man durch

d(wi, ..., wy,) = det(Tr(ww;))

eine Zahl zuordnen, die als Diskriminante von wy, ... ,w, bezeichnet wird. Sei
wi,. .. ,w, eine weitere Basis von F und T die Ubergangsmatrix
/ A
(Wiyeooywh) = (wi,. .. ,wn)T,
so gilt

d(w, ..., w) = (det T)*d(wi, ... ,wy).

Kommen wir jetzt zu dem wichtigsten Begriff fiir diese Arbeit.
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Ganze Elemente und Ordnungen

Existiert zu einem Element o aus F ein normiertes Polynom ¢ € Z[t] mit g(«) =
0, so heifit o ganzalgebraisch. Die Menge aller ganzalgebraischen Elemente aus
F werde mit or beziehungsweise oy bezeichnet (F = Q[t]/f(t)Q[t]). o bildet
mit der Addition und der Multiplikation aus F einen Ring, fiir den der folgende
wichtige Satz gilt.

Satz 1.1.1 Der Ring or st ein freier Z-Modul vom Rang n = [F : Q| =
Grad(f).

Beweis: Ein Beweis findet sich in [Ri].

or besitzt also eine Z-Basis wq,... ,w,, die als Ganzheitsbasis von F be-
zeichnet wird.

Einen unitiren Teilring von F, der ein freier Z-Modul vom Rang n = [F : Q)
ist, bezeichnet man als Ordnung von F. Der Ring or ist also eine Ordnung. oz
spielt eine besondere Rolle unter den Ordnungen von F. Denn ist R eine beliebige
Ordnung von F, so gilt R C 0. Sei dazu « aus R beliebig. Wir miissen zeigen,
daf « einer Polynomgleichung o™ + a;a™ ! + ...+ a,, = 0 mit a; € Z geniigt. Sei

M, € Q"™ die Darstellungsmatrix von « beziiglich der Z-Basis wy,... ,w, von
R, d.h.

a(wiy .o ywy) = (W1, oo wp) M.
Da fiir alle ¢ € {1,...,n} mit a auch aw; in R liegt, ist M, aus Z"*". Sei

g(t) = det(tF, — M,) das charakteristische Polynom von «, so ist g ein normier-
tes Polynom mit ganzrationalen Koeffizienten und « eine Nullstelle von ¢g. Denn
nach der Wahl von M, gilt (wy,...,w,)(aE, — M,) = (0,...,0). Nach der Cra-
merschen Regel mufl damit fiir alle ¢ € {1,...,n} gelten det(aF, — M,)w; = 0,
was nur fiir 0 = det(«E,, — M,) = g(a) moglich ist. Deshalb heifit 0 Maximal-
ordnung von F. Wir haben dabei sogar zuséatzlich gezeigt, dafl ein Element «
genau dann ganzalgebraisch ist, wenn sein charakteristisches Polynom Koeffizi-

enten aus Z hat.

Die Diskriminante einer Ganzheitsbasis ist nicht von der Basis abhéngig, denn
die Ubergangsmatrizen zwischen Ganzheitsbasen sind unimodular. Die Diskrimi-
nante verandert sich aber um das Quadrat der Determinante der Ubergangs-
matrix und ist somit invariant. Die Diskriminante einer Ganzheitsbasis bildet
eine Invariante des Korpers. Man nennt sie daher Korperdiskriminante von
F. Nach einem Resultat von Minkowski ist die Korperdiskriminante fiir algebrai-
sche Zahlkorper, ungleich dem Korper der rationalen Zahlen, immer von Eins
verschieden.
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Die Maximalordnung eines algebraischen Zahlkoérpers hat eine weitere sehr
wichtige Eigenschaft. Dazu fiihren wir zunéchst den Begriff des Dedekindringes
ein. Ein Integritatsring R heifit Dedekindring, wenn sich jedes Ideal von R,
ungleich dem Nullideal, als eindeutiges Produkt von Primidealen darstellen 148t.

Satz 1.1.2 Die Mazimalordnung eines algebraischen Zahlkérpers ist ein Dede-
kindring.

Beweis: Zum Beweis siehe [Ri].

Die Kenntnis der Maximalordnung ist also fiir das Verstdndnis der Strukturen
in einem algebraischen Zahlkorpers von besonderem Interesse. Dazu ist es not-
wendig, eine Ganzheitsbasis konstruktiv erzeugen zu koénnen. Die Beschreibung
eines solchen Algorithmus ist das Ziel dieser Arbeit. Dabei handelt es sich um den
unter dem Namen Round 4 bekannten Algorithmus von D. Ford. Im Gegensatz
zum Round 2, der nur im Korper F und der Maximalordnung o rechnet, ist der
Round 4 gezwungen, auch in allgemeineren Strukturen — Algebren — zu rechnen.
Das fiihrt haufig zu einer schnelleren Reduktion der Problemstellung und somit
zu kiirzeren Rechenzeiten. Die mit der Ausweitung der algebraischen Strukturen
einhergehenden notwendigen Verallgemeinerungen der benotigten Begriffe, wie
,ganzes Element®, sollen in diesem und dem néchsten Kapitel kurz dargelegt

werden.

1.2 Quotientenringe

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Da wir nur kommutative Ringe betrachten
werden, soll im ganzen Tert mit Ring immer ein kommutativer Ring mit Eins
gemeint sein. Hat man eine multiplikative Teilmenge S von R ohne Nullteiler
und Null, so kann man den Quotientenring S™'R von R nach S definieren
durch

SR = {£|7’ € R,s¢ S},

wobei Z die Aquivalenzklasse von (r, s) zu der Aquivalenzrelation (r,s) ~ (7,§) <
rs = rs auf dem direkten Produkt R x S von R und S ist. Man kann nun R
vermoge der Abbildung r +— (rs,s) — fiir ein beliebiges festes Element s aus
S — als Teilmenge von S™'R betrachten. Ist R ein Integrititsring, so kann fiir
S die Menge R\{0} gewihlt werden. Man erhilt mit S™'R dann den Quotien-
tenkorper Q(R) von R. Fiir einen Ring R mit Nullteilern ist die Menge S aller
Nichtnullteiler ungleich Null eine zulédssige multiplikative Teilmenge von R. Der
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Quotientenring S™'R heifit totaler Quotientenring von R. Wir bezeichnen ihn
ebenfalls mit Q(R), da wir fiir Integritiatsringe als totalen Quotientenring gerade

den Quotientenkorper erhalten.

Fiir einen Integritatsring R und ein Primideal p von R ist S := R\p eine
multiplikative Teilmenge mit Eins von R. Der Quotientenring R’ von R nach
S wird p-Lokalisierung von R genannt. Im weiteren wird die p-Lokalisierung
von Ringen eine wichtige Rolle spielen. Interessant wird sie durch die Beziehung

zwischen den Idealen im Ring R und denen in der p-Lokalisierung R’.

Satz 1.2.1 Seien R ein Integrititsring und R' der Quotientenring von R nach
S. Dann qilt

o Fir jedes Ideal o' von R’ gilt R'(¢/ N R) = o'
Die Abbildung o' — a' N R ist also injektiv und inklusionserhaltend.
Insbesondere gilt (' " R)N S =0 fiir alle Ideale o' # R’ von R'.

e Die Abbildung p' — p' N R bildet die Primideale p' von R' surjektiv auf die
zu S disjunkten Primideale von R ab.

e Fiir das Mengenkomplement S = R\p eines Primideales p von R ergibt
sich, daf die p-Lokalisierung R’ von R nur noch ein mazimales Ideal R'p
hat.

Durch die Abbildung p' — p' N R werden alle Primideale von R , die in p

lregen, erreichit.

Beweis: Siehe [Ri].
Grob gesagt, besteht also die p-Lokalisierung in der Vernachlissigung aller

Primideale von R, die nicht in p liegen. Bei Dedekindringen erhélt man also, dafl
die p-Lokalisierung von R nur noch genau ein Primideal hat und alle anderen

Ideale davon Potenzen sind.

Eine detaillierte Beschreibung der Eigenschaften von Quotientenringen findet

sich in [Ri].

1.3 Algebren

Sei K ein Korper und A ein IC-Vektorraum. Besitzt A eine weitere innere binére
Verkniipfung - : A x A — A, die Multiplikation, beziiglich der A ein unitérer
Ring ist und fiir welche die Assoziativitit A(a-b) = (Aa)-b = a-(\b) fiir beliebiges
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A aus K und a,b aus A gilt, so heifit A eine K-Algebra. Ist die Multiplikation
kommutativ, so heifit A eine kommutative KC-Algebra. Unter dem Rang einer
Algebra versteht man die Dimension des K-Vektorraumes A. Wir werden uns

nur mit speziellen kommutativen Q-Algebren beschéaftigen.

Falls nicht anders erwéhnt, so soll unter einer Algebra immer eine der im fol-
genden beschriebenen Art gemeint sein. Sei f ein normiertes separables Polynom
mit Koeffizienten aus dem unitdren R C Q, das heifit, f hat keine mehrfachen
Nullstellen, so bildet der Faktorring

Ar = Qlt]/f(1)Qlt]

zusammen mit der Polynommultiplikation eine Algebra tiber Q vom Rang n =
Grad(f). Ist f nicht irreduzibel iiber R, so gilt nach dem chinesischen Restsatz
die Isomorphie
,
Af = 691 Afi’

wobel f =TI,_, fi die Zerlegung von f in normierte, irreduzible Faktoren iiber Q
sei. Die f; sind paarweise koprim, da f separabel ist, und der chinesische Restsatz
ist anwendbar. Nach der Wahl von R ist der Quotientenkorper von R gleich Q und
somit nach dem Lemma von Gauf} jede Zerlegung von f iiber QQ eine Zerlegung
iber R. Fiir f; irreduzibel ist Ay, aber ein Kérper. Wir kénnen also alle unsere
Algebren Ay als direkte Summe von Korpern schreiben. Damit setzen sich auch
alle Rechnungen in A; aus den gewohnten Rechnungen in Kérpern zusammen.
Ay enthilt moglicherweise Nullteiler, aber da es eine Summe von Koérpern ist,
keine nilpotenten Elemente ungleich Null. Es gilt sogar die umgekehrte Aussage,
ist A eine endliche Q-Algebra mit dem einzigen nilpotenten Element Null, so ist

A die direkte Summe von Korpern.

Ganze Elemente und Ordnungen

Analog zu algebraischen Zahlkoérpern wollen wir ganzalgebraische Elemente aus-
zeichnen. Die neue Definition mufl natiirlich mit der aus Abschnitt 1.1 auf Alge-

bren, die Korper sind, iibereinstimmen.

Im Hinblick auf unsere Konstruktionsaufgabe wollen wir jedoch unsere De-
finition noch weiter fassen. Wir kénnen ganz allgemein fiir eine unitdre Ringer-
weiterung S/R definieren, daf§ ein Element « aus & ganzalgebraisch iiber R
heiflen soll, wenn es ein normiertes Polynom ¢ aus R[t| mit g(«) = 0 gibt. Ana-
log zu Abschnitt 1.1 kénnen wir die iiber R ganzalgebraischen Elemente von &
charakterisieren.
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Satz 1.3.1 Sei §/R eine unitire Ringerweiterung. Fin Element « aus S ist
genau dann ganzalgebraisch iber R, wenn R[] ein endlich erzeugter R-Modul

15t.

Beweis: Sei g aus R[t] ein normiertes Polynom mit g(«) = 0, dann ist offen-
sichtlich, daB 1,a,...,a%?d@)=1 ¢cin endliches R-Erzeugendensystem von Ro]
ist.

Seien umgekehrt R[] ein endlich erzeugter R-Modul und wy, ... ,wy ein R-
Erzeugendensystem des Moduls. Fiir jedes i € {1,...,k} liegt aw; in R[a]. Die
k x k-Matrix M® mit a(wy, ... ,wg) = (wi,...,w,)ME ist somit aus RF**. Sei
g(t) das normierte Polynom det(Eyt — M*) vom Grad k. Nach der Cramerschen
Regel gilt det(Era — MR )w; = 0 fiir alle 7 € {1,...,k}. Da R die Eins enthilt,
existieren by, ..., by aus R mit XF bw; = 1. Fiir g(a) gilt damit 1 - g(a) =
Sk bi(det(Ero — MR)w;) = 0. O

Die ganzalgebraischen Elemente eines Zahlkorpers F sind also genau die iiber
Z, ganzalgebraischen Elemente von F. Wir wollen nun die Situation fixieren, dafl
S gleich unserer Q-Algebra Ay ist und R gleich dem faktoriellen Ring R, iiber
welchem unser Polynom gegeben ist. Das im Beweis von Satz 1.3.1 konstruierte
Polynom g ist in diesem Fall also das charakteristische Polynom x, von a. Unter
dem charakteristischen Polynom eines Elements der Q-Algebra A verstehen wir
das in dem unterliegenden Q-Vektorraum gegebene charakteristische Polynom.

Fiir unsere Situation haben wir also folgenden Satz gezeigt.

Satz 1.3.2 Ein Element a aus Ay ist genau dann tiber dem faktoriellen Ring R

ganz, wenn das charakteristische Polynom von o Koeffizienten aus R hat.

Aus Satz 1.3.1 erhalten wir weiterhin, daf§ die Menge aller iiber R ganzalgebra-
ischen Elemente von Aj ein Ring ist, denn mit R[a] und R[] ist auch R, (] ein
endlich erzeugter R-Modul. Die Menge aller iiber Z ganzalgebraischen Elemente
aus Ay bezeichnen wir wie in Abschnitt 1.1 ebenfalls mit 04, oder einfach mit
os. Fiir oy gilt in Analogie zum Zahlkorperfall der folgende Satz.

Satz 1.3.3 Der Ring 04, ist ein freier Z-Modul vom Rang n.

Beweis: Auf den Beweis soll an dieser Stelle verzichtet werden, da wir die Aussage

spater aus Satz 1.3.8 leicht folgern kénnen.

Analog zu dem Abschnitt 1.1 bezeichnen wir einen unitérer Teilring von Ay,
der ein freier R-Modul vom Rang n = Grad(f) ist, mit R-Ordnung von Ay.
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Ist R der Ring der ganzrationalen Zahlen oder aus dem Kontext ersichtlich, um
welchen Ring R es sich handelt, so wollen wir kiirzer nur von einer Ordnung von

Ay sprechen.

Wenden wir uns nun einigen konstruktiven Problemen in Algebren zu. Ist Ay
kein Korper, so haben wir bereits gesehen, dafl die Algebra isomorph zur direkten
Summe @;_, Ay, von Koérpern ist. Wollen wir in der Summe, statt in A rechnen,
so miissen wir explizit einen Q-Isomorphismus zwischen den Algebren A; und
@;_, Ay, angeben, welcher R-Ordnungen auf R-Ordnungen abbildet. Zunéchst
zeigen wir, dafl wir orthogonale Idempotente in A; konstruieren koénnen, so daf
die damit erhaltene Zerlegung der Algebra Ay in eine innere direkte Summe genau

der schon erwahnten dufleren Summe entspricht.

Lemma 1.3.4 Sei f = fify eine Zerlegung von f dber R in normierte, koprime
Faktoren. Dann existieren orthogonale Idempotente e; und ey von Ay und ein

Q-Isomorphismus ¢ von Ay nach Ay & Ay, mit

plerAy) = Ay @ {0}
pleaAy) = {0} © Ay,

Beweis: Durch

p: Ay — Ap Ay,
g(t) + fF(OQ[t] — (g(t) + fr(1)Q[t]) D (g(t) + f2(t)Q[t])

wird ein Q-Modulisomorphismus definiert. Seien ry,ry € Q[t| mit ry f1 +72f, = 1.

Setze €y = rf; und €; = ro fy. Dann sind

er = é(t)+ f(t)Q[t]
e = é(t)+ f(t)Q[t]

orthogonale Idempotenten in Ay mit

plerAy) = Ay @ {0}
pleaAs) = {0} ® Ay,

Denn e; + e; = 1 nach Wahl von ry,r und ejes = rirofifo + f(£)Q[t] = 0.
Damit gilt auch e; = e;e; + ejen = e;2 fiir @ € {1,2}, und die Eigenschaften
von zwei orthogonale Idempotenten sind gezeigt. Dal (e Af) = Ap, & {0} und
p(eaAp) = {0} B Ay, gilt, ist offensichtlich nach der Wahl von ¢ und der Definition
von e, €s. O



1.3. ALGEBREN 15

Durch die konstruktive Angabe der orthogonalen Idempotenten e; und e, im
Beweis des Lemmas 1.3.4 — die Existenz ist schon im Voraus klar gewesen —

erhalten wir eine explizite Darstellung von ¢!,

Bemerkung 1.3.5 Das Inverse, des in Lemma 1.3.4 konstruierten Q-Isomor-
phismus @, ist gegeben durch

90_1 : "4f1 @AfZ - Af
91(&1) B 92(&) — e1g1(§) + e202(€),
mit & =t + fi(t)Q[t] fir i € {1,2} und & .=t + f(t)Q[t].

Aus Lemma 1.3.4 erhalten wir induktiv das Korollar.

Korollar 1.3.6 Se: f =1[;_, fi die Zerlegung von f in normuerte, koprime Fak-
toren dber R, so emistieren orthogonale Idempotente ey, ... e, in Ay und ein

R-Isomorphismus ¢ von Ay nach @;_, Ay, mit

p(eidy) = P b Ay,
j=1
fir allei e {1,...,r}.

Wir gehen noch kurz auf die Beziehung zwischen dem charakteristischen Poly-
nom eines Elements o aus Ay und denen seiner Bilder unter ¢ in den Kérpern Ay,
ein. Bezeichnen wir e;4; mit A; und die Projektion e;a von a auf A; mit o, so
ist klar, dafl das charakteristische Polynom von «; gleich dem charakteristischen
Polynom von ¢(«;) ist.

Satz 1.3.7 Seien ey, ... e, orthogonale Idempotenten von A; und A; == e; Ay,
so ust das charakteristische Polynom von o aus Ay gleich dem Produkt der cha-

rakteristischen Polynome der Projektionen von o in A; .

Beweis: Fiir jedes i € {1,...,7} sel wjie;,... ,w;;e; eine Q-Basis von A;. Dann
st wigeq, ... ,Wij€1,... ,Wr1lp, ... ,wyj e, eine Q-Basis von Aj. Betrachten wir
die Darstellungsmatrix M, von « beziiglich dieser Basis. Auf Grund der Eigen-

schaften von Idempotenten gilt

(Wi1€1, e s W1, €1, ey W1y, Wrj €)M,
= (Wil ... , W11, vy Wpllpy.n. Wy Ey)
r
= D ae | (wier, ... ,wij€1, ooy Wrilpy ..., WrjEr)
=1
(aejwirer, ..., e W1, €1, ..y QW Cry. .. , OC Wy, Er)

= (qwii€1,... ,QW1j €1, «. .y Qi Cry... , OGWypj, Er).
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M, hat also die Gestalt

M.,

wobei die Matrizen M, die Darstellungsmatrizen der «; in A; beziiglich der Basen
Wit€i, . . . ,wij;e; sind. Fiir das charakteristische Polynom von « folgt

Xa(t) = det(E,t — M,)
= [l det(E;t — M,,)

=1

- H Yo 8).

O

Die charakteristischen Polynome von iiber R ganzalgebraischen Elementen
sind nach Konstruktion und Satz 1.3.2 normiert und aus R[t]. Da R ein faktorieller
Ring ist, ist das Produkt von normierten Polynomen iiber Q(R) = Q nach dem
Lemma von Gaufl genau dann aus R[t], wenn alle Faktoren aus R[t] sind. Damit

haben wir auch folgenden Satz gezeigt.

Satz 1.3.8 Sei f =1[[._, fi die Zerleqgung von f in normierte, koprime Faktoren
iiber Q, so qilt fir die Mazimalordnung von Ay

,
Of = 69 0
=1
unter dem Q-Isomorphismus ¢ aus Korollar 1.5.4.

Aus Satz 1.3.8 folgt sofort mit Satz 1.1.1 die Aussage von Satz 1.3.3.

Zum Schlufl wollen wir noch eine spezielle Ordnung, welche hdufiger benétigt
wird, bezeichnen. R := Z[{] mit £ =t + f(¢)Q[t] ist eine Ordnung von A, die
sogenannte Gleichungsordnung von &.

Im Kapitel 2 werden wir eine fiir unsere Ringe dquivalente Charakterisierung
von ganzalgebraischen Elementen zeigen, die besser auf die Entwicklung des Al-
gorithmus zugeschnitten ist.
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1.4 p-adische Korper

Fiir Effizienzuntersuchungen und die Beschreibung einer weiteren Anwendungs-
moglichkeit der Grundidee des Algorithmus bendétigen wir eine andere Metrik auf
dem Korper Q der rationalen Zahlen, als die durch den Absolutbetrag gegebe-
ne. Desweiteren suchen wir einen vollstdndigen metrischen Oberkorper von Q, in
welchem Q dicht liegt und dessen Metrik eine Fortsetzung von der auf Q ist. In
Kapitel 2 werden wir sehen, dafl die benotigte Metrik von einer nichtarchimedi-

schen Bewertung induziert wird.

Definieren wir zunéchst die Metrik. Seien p eine beliebige rationale Primzahl
und v, : Q — Z folgende Abbildung. Fiir eine ganze rationale Zahl n ungleich
Null sei v,(n) der Exponent von p in der eindeutigen Zerlegung von n in Prim-
faktoren. v,(0) definieren wir als plus unendlich. Fiir eine rationale Zahl * sei
vp(2) == vp(n) — vp(m). Diese Definition ist von der Wahl des Représentanten ™
fiir die rationale Zahl unabhéngig. Durch d,(r, ¢) := p~ (=9 wird auf Q eine Me-
trik definiert. Dabei soll p~>° als Null interpretiert werden. Sie heifit die p-adische
Metrik. Somit existiert ein bis auf Isomorphie eindeutiger vollstdndiger Korper
Qp, in welchem Q dicht liegt, und dessen Metrik auf Q mit d, iibereinstimmt. Q,
heifit der Koérper der p-adischen Zahlen. Wir kénnen die Struktur von @Q, noch

genauer angeben. Es gilt
Q, = {Zaipi|ai e {o,... ,p—l},rEZ,aT;éO},

dabei ist die Summendarstellung fiir die Elemente aus Q, eindeutig. An dieser
Darstellung 148t sich leicht der Abstand eines Elements von Q, zur Null ablesen
d,(0,3°2°, a;p') = p~". Die Elemente mit 7 > 0 bilden einen Ring. Sie heifien die
ganzen p-adischen Zahlen

ZpZ{ZaipWaie{O,... ,p—l},rEZZO,ar#O},

i=r

Zum Schluff wollen wir noch eine Abbildung angeben, welche @Q, auf Q ab-
bildet. Sei m € Z, so konnen wir b = %2 a; p* abbilden auf b = 37 ' a, p'. Die
Abbildung ,, ™ ist additiv und auf Z, multiplikativ. Zwischen dem Argument und

dem Bild besteht weiterhin folgender Zusammenhang
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beziehungsweise

IA A

fiir a € Q, und b € Z,, b ist dabei aus Z.

Die aufgefiihrten Aussagen und eine weitergehende Beschreibung der engen
Beziehung zur Bewertungstheorie sowie weitere tiefliegende Eigenschaften der
p-adischen Zahlen und ihrer Verallgemeinerung auf beliebige algebraische Zahl-
korper wird in [Ar, Na, We| gegeben. Die topologischen Aussagen sind [Qe] ent-

nommen.



Kapitel 2
Bewertungstheorie

Zahlreiche Werke analysieren das Gebiet der algebraische Zahlentheorie aus be-
wertungstheoretischer Sicht. Wir werden uns deshalb hier auf die sehr spezielle
Sicht zur Losung unserer Konstruktionsaufgabe beschrianken. Eine allgemeine Be-
schreibung der Bewertungstheorie kann man zum Beispiel in [Ar, Na, Po/Za, We]

nachlesen.

Wir wollen die Situation in Algebren Ay der in Abschnitt 1.3 beschriebenen
Form untersuchen. Dazu fixieren wir die Situation, dafl R, S und A kommutative,
unitdre Ringe, moglicherweise mit Nullteilern, sind. R ist wieder ein faktorieller
Teilring von Q und A eine von einem normierten, separablen Polynom f aus R[]
erzeugte Q-Algebra Ay, das heifit, A ist die innere direkte Summe von Kérpern.
Das Radikal von A ist somit das Nullideal. .A/S/R seien unitiare Ringerweiterun-
gen. Ist A ein Korper, so wollen wir statt dessen das Symbol F benutzen.

Die iibersprungenen Beweise finden sich, soweit nicht anders angeben, in [Ar,
Po/Za, We].

2.1 Bewertungen und verallgemeinerte Bewer-

tungen

Ausgehend von dem Absolutbetrag auf dem Koérper der komplexen Zahlen erhélt
man durch Reduktion auf das Wesentliche den Begriff der Bewertung als einer

Abbildung ¢ von einem Korper in die reellen Zahlen mit den Eigenschaften

(i) ¢(a) >0

19
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Es ist unmittelbar einsichtig, dafl diese Definition nicht auf Ringe mit Nulltei-
lern iibertragen werden kann. Zwei Moglichkeiten stehen zur Verfiigung, um eine
angepafite Definition fiir Ringe zu erhalten. Da wir nicht auf die Vertrédglich-
keit von ¢ mit der Multiplikation verzichten wollen, werden wir die Bedingung

o(a) =0 & a = 0 aufgeben.

Definition 2.1.1 Sei R ein Ring mit Fins. Fine verallgemeinerte Bewer-
tung auf R ist eine Abbildung o : R — R mit den Figenschaften:

(1) p() =0

(i) pa+ ) < pla) +¢(B)
(iii) () = p(a)p(B)
(iv) p(£1) =1, ¢(0)=0
fiir a, B € R beliebig.

Der Punkt (iv) ist wichtig, um die trivialen Fille ¢ = 0 und ¢ = 1 zu verhindern.

Beispiel 2.1.2 (i) Der Absolutbetrag auf R ist eine verallgemeinerte Bewer-
tung von R.

(i1) Seien R =7 und p eine beliebige Primzahl. Fir « aus Z sei N(«) die gréfite
Zahl aus 7.2° mit p’\(‘l)|a. Dann wird durch

o) = M ce(0,1)
eine verallgemeinerte Bewertung auf Z definiert.

(1ii) Seien F ein algebraischer Zahlkorper und R = ox der Ring der ganzalgebra-
1schen Elemente von F. Weiter sei p ein beliebiges Primideal von ox. Die
Mazimalordnung or 1st ein Dedekindring. Jedem Element o von F lifit sich
also eindeutig der Exponent A(«) von p in der Zerlequng des Hauptideals

aor zuordnen. Dann wird analog zu (i) durch
o(a) = M ce(0,1)

eine verallgemeinerte Bewertung auf or erkldrt.
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(iv) Seien S = Ry & Ry und ¢, eine verallgemeinerte Bewertung auf Ry, so ist

(1 B 1o)== p1(r1)

eine verallgemeinerte Bewertung von S.

Eine verallgemeinerte Bewertung heifit nichtarchimedisch, falls sie statt der
Dreiecksungleichung (ii) die schirfere Ungleichung

pla+F) <max{p(a), o(6)}

erfiillt. Sind die Bewertungen von « und § verschieden, so erhalten wir als Be-

wertung von « +  genau das Maximum der Bewertungen von o und .

Beispiel 2.1.3 In Beispiel 2.1.2 (ii) und (ii1) handelt es sich um nichtarchime-

dische Bewertungen.

Definiert man fiir nichtarchimedische verallgemeinerte Bewertungen ¢
I(p,z) = {ae R|p(a) <z},
so ist I(y, x) ein Z-Modul fiir alle z € R=°. Fiir (¢, z) gilt
o I(p,x) CI(p,y) fir0<az<y
o I(p,x)I(p,y) C I(p,xy) fir z,y € R*

e I(p,0) ist ein Primideal von R.

Damit ergibt sich auch die Verbindung zwischen Bewertungen und verallgemei-
nerten Bewertungen. Geht man iiber zu dem nullteilerfreien Faktorring

R =R/I(¢,0)
und definiert
© R —
a+1(p,0) — ¢(a),
so erhiilt man mit @ eine Bewertung auf R.

Desweiteren besitzt I(p, 1) eine Sonderstellung, denn offensichtlich fiihrt hier
die Multiplikation nicht aus der Menge. I(p,1) ist ein Ring, der als verallge-
meinerter Bewertungsring von ¢ bezeichnet wird. Er besitzt das maximale



22 KAPITEL 2. BEWERTUNGSTHEORIE

Ideal {o € R| () < 1}, welches verallgemeinertes Bewertungsideal von ¢
heift. Ist ¢ auf einem Korper definiert, so ist der Bewertungsring ein lokaler Ring

und das Bewertungsideal das zugehorige eindeutige maximale Ideal.

Sei @ C R eine zu I(p,0) disjunkte, multiplikative Teilmenge von R. @ ist

wegen 2.1.1 (iv) nullteilerfrei, und somit 148t sich ¢ vermittels

mit r € R, q € @ auf den Quotientenring von R nach @ fortsetzen.

Beispiel 2.1.4 Sei ¢ die Bewertung aus Beispiel 2.1.2.(ii). Es gilt

e Der Bewertungsring von ¢ st 7, und pZ das Bewertungsideal.

o Sei (,5(2) = ZE;) die Fortsetzung von ¢ auf Q. So ist der Bewertungsring

von ¢ die p-Lokalisierung Z' von 7, und pZ' das Bewertungsideal.

=

2.2 Exponentialbewertungen

Nun wollen wir die nichtarchimedischen Bewertungen noch einmal von einer an-
deren Seite betrachten. Jede Bewertung ¢ auf R macht R zu einem metrischen
Raum (R, d) durch d(a, 3) := (o — (). Auf Grund der Tatsache, daf§ fiir eine
nichtarchimedische Bewertung ¢ auch ¢? eine nichtarchimedische Bewertung ist,
welche dieselbe Topologie auf R induziert, ergibt sich die Idee zwei Bewertungen
mit dieser Eigenschaft diquivalent zu nennen. Die Aquivalenzklassen nennt man
Primteiler von R.

Satz 2.2.1 Sei P ein Primteiler von F, so gilt
P={¢"|ce R
fiir ¢ € P beliebig.

Beweis: Ein Beweis findet sich in [Ar].

Jede Bewertung ¢ € P lafit sich also schreiben als () = e~ wobei Cy
eine positive reelle Konstante und e *(®) eine beliebige Bewertung aus P ist. Da
e () nichtarchimedisch ist, ist die Definition der Bewertung dquivalent zu
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(i) v(a) € RU {oo}

(i) v(a) =00 & a =0
(iii) v(e+ ) > min{v(a),v(6)}
(iv) v(aB) = v(a) +v(B).

Auch hier gilt bei der Dreiecksungleichung (iii) wieder Gleichheit, wenn wv(«)
ungleich v(f3) ist. Bei verallgemeinerten Bewertungen entféllt entsprechend Punkt
(ii), und zur Verhinderung der trivialen Fille kommen die Bedingungen v(+1) = 0
und v(0) = oo hinzu. v heifit (verallgemeinerte) Exponentialbewertung von

R.

Beispiel 2.2.2 Die in den Beispielen 2.1.2 (ii) und (iii) jeweils definierte Funk-
tion A st eine Frponentialbewertung von Z, beziehungsweise or. Man nennt sie
entsprechend die p-adische oder p-adische Bewertung und bezeichnet sie gewdhn-

lich mit v, oder v,.

Aus Satz 2.2.1 folgt, dafl zwei Exponentialbewertungen dquivalent sind, wenn
sie sich nur um einen positiven, konstanten Faktor unterscheiden. Ein Primteiler,
in Exponentialbewertungen notiert, ist also die Menge P = {cv | ¢ € R>°}. Da aus
dem Kontext und der Schreibweise zu erkennen ist, ob wir es mit Bewertungen
oder Exponentialbewertungen zu tun haben, bezeichnen wir wieder den Primteiler
mit P statt mit P.

Gilt fiir ein v € P, daBl v(R\{av € R|v(a) # oo}) eine diskrete Menge ist,
so heifit P diskreter Primteiler von R. Fiir diskrete Primteiler 148t sich eine
kanonische Exponentialbewertung v € P auswahlen. Gilt v(R\{a € R|v(«a) #
o0}) = Z, so heifit v normalisierte Exponentialbewertung von P.

Weitere Aussagen und Beweise werden in [Ar, Na, Po/Za, We| gegeben.

2.3 Fortsetzungen von Bewertungen

Eine der zentralen Fragestellungen der Bewertungstheorie ist die Fortsetzung von
Bewertungen auf einen Oberring. Seien ¢ und ¢ Bewertungen auf S beziehungs-

weise R. 1 heifit eine Fortsetzung von ¢ auf S, falls

¢|R=§0
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gilt. Betrachten wir wieder Klassen von #dquivalenten nichtarchimedischen Be-
wertungen, so ist klar, was unter der Fortsetzung eines Primteilers zu verstehen

1st.

Die Losung des allgemeinen Problems der Fortsetzbarkeit einer nichtarchime-
dischen Bewertung von R auf S leistet fiir uns folgender Satz aus [Po/Za] Seite
245.

Satz 2.3.1 Jede verallgemeinerte, nichtarchimedische Bewertung ¢ von R ldf$t

sich auf den unitdren Oberring S fortsetzen, falls
I(,0)S N R =I(p,0)

qgilt.

Wir kénnen also insbesondere jede Bewertung von R auf S fortsetzen, denn fiir
Bewertungen ist I(¢,0) = {0}. Die Moglichkeiten der Fortsetzung einer Bewer-
tung eines algebraischen Zahlkorpers auf eine endliche Erweiterung wollen wir
noch genauer beschreiben.

Fortsetzung von Bewertungen in algebraischen Zahlkor-

pern
Satz 2.3.2 Sei F ein algebraischer Zahlkdrper, dann ist jede nicht triviale Be-
wertung von F entweder diskret oder archimedisch.

Falls die Bewertung ¢ archimedisch ist, so existiert ein Q-Isomorphismus o
von F in C mit p(a) = |o(a)| wobei |- | der absolute Betrag auf C ist.

Beweis: Siehe [Na).

Die nichtarchimedischen Bewertungen eines algebraischen Zahlkorpers sind
also diskret. Alle diskreten Bewertungen werden durch den folgenden Satz cha-

rakterisiert.

Satz 2.3.3 Sei F ewn algebraischer Zahlkérper und P ein diskreter Primteiler.
Dann existiert ein Primaideal p von oxF mait

vy € P.
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Beweis: Siehe [Na).

Damit haben wir also alle Bewertungen auf einem algebraischen Zahlkoérper
beschrieben.

Wie schon erwiahnt, ist die Maximalordnung o0 von F ein Dedekindring. Je-
des Primideal p von oz enthélt genau eine Primzahl p. Damit kann die p-adische
Bewertung von F nur eine Fortsetzung der p-adischen Bewertung von Q sein. Sei
pit - ... po die eindeutige Zerlegung des Hauptideals por in Primideale. Dann
hat die p-adische Bewertung von Q genau die r nicht adquivalenten Bewertungs-

fortsetzungen vy, ... v, auf F.

Beispiel 2.3.4 Sei F = Q(p) mit p*—13 =0, so ist or = Z+ I#Z. Wie zerlegt
sich nun das Hauptideal 30772 3 teilt nicht 13, das heifst, 3 ist nicht verzweigt
in F. Wegen 12 = 13 mod 3 st 13 ein Quadrat modulo 3 und somit zerlegt in
F. Uber 3 liegen also zwei Primideale p, # py von ox. Entsprechend Satz 2.3.3
gibt es genau die zwei nichtiquivalenten Fortsetzungen vy, und vy, der 3-adischen
Bewertung von Q auf F.

Der Durchschnitt aller Primideale einer Ordnung o von Ay iiber p wird spéter
noch von Bedeutung sein, er heiit das p-Radikal von o, geschrieben 7,(0). Fiir
das p-Radikal der Maximalordnung wollen wir statt [J,(of) auch das Symbol
J»(Ay) oder kiirzer J, benutzen, sofern aus dem Kontext zu erkennen ist, welche
Algebra gemeint ist. Auf Grund der Maximalitétseigenschaft von o erhalten wir
fiir eine beliebige Ordnung o von Ay die Beziehung J,(0) = J,No.

2.4 Der Ganze Abschluf}

Wir haben jetzt alle Voraussetzungen, um die angekiindigte Beschreibung ,,ganzer
Elemente“ einer Algebra A, aus bewertungstheoretischer Sicht zu entwickeln. Als
erstes werden wir definieren, was bewertungstheoretisch ein iiber einem Ring R
ganzes Element ist. Danach zeigen wir, dafi die iiber R ganzen Elemente der
Algebra Ay genau die iiber R ganzalgebraischen Elemente von A sind. Diese
neue Charakterisierung von ganzen Elementen liegt der Idee der ,Suche® nach
einer Ganzheitsbasis zu Grunde, die von dem zu beschreibenden Algorithmus

ausgefiihrt wird.

Definition 2.4.1 Sei S/R eine unitire Ringerweiterung. Den Durchschnitt aller
verallgemeinerten Bewertungsringe von S, die R enthalten, bezeichnet man als
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den ganzen Abschlufl von R in S geschrieben CI(R,S).
Die Elemente aus CI(R,S) heiffen ganz iiber R.

Der ganze Abschlufl besitzt damit die folgenden, schon vom Namen her erwarte-
ten, Eigenschaften

e CI(CI(R,S),S) = CI(R,S)
o CI(R,,S) C Cl(R,,S) fiir Ry C R, C S

e CI(R,S;) C CI(R,S,) fir RC S, C S,.

Beispiel 2.4.2 Se: S der Kiorper Q der rationalen Zahlen und R = 7/ die p-
Lokalisierung von 7 fiir eine beliebige Primzahl p. Die p-adische Bewertung von

Q ist eine Bewertung, deren Bewertungsring gleich 7' ist. Damit ist der ganze

Abschlufl von Z' in Q gleich Z.'.

Satz 2.4.3 Seien S1/R; und Sy/R, unitire Ringerweiterungen, so gilt fir den
ganzen Abschlufl der direkten Summe

Cl(Rl @ RQ, Sl @ Sz) - Cl(Rl, Sl) @ Cl(Rz, SQ)

Beweis: Wir zeigen zunéchst die Inklusion ,,C*.
Sei ay @ ag € Cl(Ry & Ry, S1 @ Sy). Nehmen wir an, dafl oy nicht in CI(Ry, Sy)
liegt, so muf es eine verallgemeinerte Bewertung ¢, von S; geben, deren Bewer-
tungsring R; enthéalt, mit

@1(&1) > 1.
Setzen wir nun @(xy ® x9) = @1(x1), so ist ¢ eine verallgemeinerte Bewertung
von S7 @ Ss, deren Bewertungsring Ry & R, enthélt. Fiir a3 @ as gilt damit

ol @ ag) = pi(og) > 1,

was der Voraussetzung ay @ ay € CI(Ry @ Ry, Sy @ Sy) widerspricht. Unsere
Annahme ist also falsch, oy mufl in CI(Ry,Sy) liegen. Analog folgt, dafi s in
CI(Ry, Sy) liegt, womit die Inklusion gezeigt ist.

Fiir die umgekehrte Inklusion nehmen wir an, daf§ «; in CI(R;, S;) fiir i €
{1,2} und ay & ay nicht in Cl(R; & R,, S; & Ss) liegt. Es existiert wieder eine

verallgemeinerte Bewertung ¢, diesmal von Sy & Sy mit

olag & ag) > 1.
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Dann liegt vy &0 oder 0@ v nicht in Cl(Ry & Ry, S; & S3). Ohne Einschriankung
liege ay @ 0 nicht in CI(Ry & Ry, Sy @ Sy). Setzen wir nun ¢ (z) := ¢(x & 0), so
ist ¢ eine verallgemeinerte Bewertung von Sy, deren Bewertungsring Ry enthélt.

Denn der Bewertungsring von ¢ enthélt Ry & {0}. Fiir oy gilt damit
pi(a1) = (a1 ©0) > 1,

was der Voraussetzung oy € CI(Ry,S;) widerspricht. Unsere Annahme ist also

falsch, und ay @ ap muf} in CI(R; ® R, Sy & Ss) liegen. O

Beispiel 2.4.4 Seien S| und Sy gleich dem Korper der rationalen Zahlen und
R, beziehungsweise Ry die Lokalisierungen von Z nach p und q. Dabei seien p
und q zwei beliebige Primzahlen. So ist der ganze Abschluff von Ry ® Ry in S1H S,
nach Beispiel 2.4.2 gleich Ry & R,.

Satz 2.4.5 Seien Si/R und Sy/R wunitire Ringerweiterungen, so gilt fir den
ganzen Abschluf$ der Einbettung D = {r & r|r € R} von R in die direkte Summe
von S; und S,

Cl(D, Sl @ Sz) - CZ(R, Sl> @ CZ(R, SQ)

Beweis: Auf Grund der Eigenschaften des ganzen Abschlusses und der Aussage
von Satz 2.4.3 geniigt es zu zeigen, dafl der Bewertungsring jeder verallgemeiner-
ten Bewertung ¢ von S; &S5 mit D auch die direkte Summe R® R enthélt. Dazu
miissen wir nur zeigen, dafl die Elemente 1 ® 0 und 0@ 1 im Bewertungsring von
@ liegen, sie also durch ¢ auf einen Wert kleiner gleich Eins abgebildet werden.

Zunéchst stellen wir fest, dal wegen 0 = (0B 0) = p(1D0)p(0@ 1) eines der
Elemente 160 beziehungsweise 01 durch ¢ auf Null abgebildet wird. Betrachten
wir die Ungleichungen 0 < p(1®1) = ¢(1H0 + 0B1) < max{o(1@0),o(0d1)}.
Wir wissen, dafl einer der beiden Terme, von denen das Maximum bestimmt wird,
gleich Null ist. Weiterhin ist auf Grund der Eigenschaften von verallgemeinerten
nichtarchimedischen Bewertungen ¢(1® 0 + 0@ 1) gleich dem Maximum der
Bewertungen der Summanden, wenn diese verschieden sind. Der Fall, daf} die
Bewertungen gleich sind, ist trivial, da dann beide die Bewertung Null haben und
somit im Bewertungsring von ¢ liegen. Nehmen wir also an, die Bewertungen von
1 ®0 und 0 ® 1 sind verschieden. Dann erhalten wir wegen der Voraussetzung
P(1B0 4+ 081) = p(1d1) < 1, dal wiederum beide Summanden eine Bewertung

kleiner oder gleich Eins haben und damit im Bewertungsring von ¢ liegen. [

Wir wollen statt Cl(D,S; & S;) die etwas ungenaue, aber verstindlichere
Notation CI(R,S; & S,) verwenden.
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Definition 2.4.6 Ein Integrititsring R heifit ganz abgeschlossen, wenn in
dem Quotientenkéorper Q(R) gilt: R = CI(R, Q(R)).

Beispiel 2.4.7 Z und Z' sind in Q ganz abgeschlossen.

Wir haben nun den bewertungstheoretisch motivierten Begriff des iiber R gan-
zen Elements fiir unitare Ringerweiterungen eingefiihrt. Uns interessieren die Be-
ziehungen zwischen den , bewertungstheoretisch-“ und den , algebraisch-“ganzen

Elementen.

Satz 2.4.8 Sei S/R eine unitire Ringerweiterung. Dann liegt jedes iiber R ganz-
algebraische Element in dem ganzen Abschlufg CI(R,S) von R in S.

Beweis: Sei a € S mit a® + Y7, a;a" ¢ = 0, wobei a; € R, also a ganzalge-
braisch iiber R ist. ¢ : S — R sei eine beliebige verallgemeinerte Bewertung

deren Bewertungsring R enthélt. So gilt

ola)" = ¢<an>:¢<_§aianz>

S e e(mea™)

= max | o(—a)e(a™)

LG

da a; € R C I(p,1). Fiir alle ¢ € {1,...,n} gilt somit die Ungleichung ¢(a)™ <
()" was nur fiir p(a) < 1 gelten kann. a liegt also im Bewertungsring von

©. Il

IN

Satz 2.4.9 Sei S ein Integrititsring, dann ist jedes Element aus CI(R,S) ganz-
algebraisch tiber R.

Beweis: Zunichst wollen wir den Quotientenkérper von S mit F bezeichnen.
Sei aw € CI(R,S)\{0} beliebig. Dann gilt fiir jede verallgemeinerte Bewertung
¢ : S — R, deren Bewertungsring R enthélt, p(«) < 1. Betrachten wir nun den
unitdren Teilring R[a!] von F. Sei a := a 'R[a!] = ¥, Ra* das von a !

erzeugte Hauptideal in R[a!]. Fiir den Fall, da§ die Eins in a liegt, ist wegen
1 = Z aicfi
=1

m
am = Zaicu"%Z
i=1
m

m m—t
0 = « —|—Z—az~a
i=1
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« Nullstelle eines normierten Polynoms aus R[t] und damit ganz iiber R.

Wir werden nun zeigen, dafl die Eins immer in a liegen mufl und somit «
ganzalgebraisch iiber R ist. Nehmen wir an, daf§ die Eins nicht im Ideal a liegt,
so ist a ein echtes Ideal von R[a '] und somit in einem maximalen Ideal 90t von
R[a~!'] enthalten. Die Idee ist, zu zeigen, daf} es eine Bewertung ¢ von F gibt,

deren Bewertungsring R und ein Ideal q~3 mit
M =P N Rla!]

enthilt. Dann erhalten wir, dafl o' in 901 liegt und wegen obiger Gleichheit auch
im Bewertungsideal von ¢. Da der Bewertungsring von ¢ eine Obermenge des
Ringes R ist, mufl er auch das iiber R ganze Element « enthalten. Wir stoflen
damit auf den Widerspruch, dafl einerseits ¢(«a) kleiner gleich Eins sein mufl und
andererseits wegen o' € P = @(a)' = @(a') < 1 auch echt gréBer als Eins
sein muf}. Die Annahme, dafl die Eins nicht im Ideal a liegt, ist somit falsch. Dafl

diese Idee realisierbar ist, werden wir in Lemma 2.4.11 zeigen. O

Um den Beweis des Lemmas 2.4.11 zu vereinfachen, zeigen wir, daf3 es geniigt,

lokale Ringe 7zu betrachten.

Lemma 2.4.10 F/R sei eine unitire Ringerweiterung, wobei F einen Kdrper
bezeichne. p sei ein beliebiges Primideal von R und R' die Lokalisierung von R
nach p. ¢ ser eine Bewertung auf F, fiir deren Bewertungsideal 3 gult

T / p
NR =—.
P R\p

Dann schneidet das Bewertungsideal ‘i? von ¢ den Ring R in p

Beweis: Wir zeigen zunéchst die Inklusion ,,D“. Sei v aus p beliebig. Dann liegt
« insbesondere in dem von p in der p-Lokalisierung von R erzeugten Primideal.
Nach der Voraussetzung an das Bewertungsideal von ¢ ist o somit aus B N R'.

Daraus folgt die gewiinschte Inklusion wegen p C R.

Fiir die umgekehrte Inklusion sei o aus ‘B N R beliebig. Dann hegt « insbe-
sondere in ‘Bﬂ R N R und damit wegen der Voraussetzung an ‘13 in R\p N R. Nach
Satz 1.2.1 gilt ;N R = p, da p ein Primideal von R ist. Somit liegt o auch in

p. O
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Lemma 2.4.11 F/R sei eine unitire Ringerweiterung und F wieder ein Korper.
M sei ean mazimales Ideal von R. Dann existiert eine Bewertung ¢ von F, deren

Bewertungsring R enthdlt, so daf8 fiir das Bewertungsideal ‘i? von @ qilt

BN R =M.

Beweis: Sei zunichst R ein lokaler Ring. Betrachten wir die unitiren Ringe I
iber R in F mit der Eigenschaft 1 ¢ 9MI. Sie bilden beziiglich der Inklusion eine
induktiv geordnete Menge, denn die Vereinigung aller Ringe einer Kette ist ein
Ring f, wobei die Eins nicht in 907 liegt. I ist somit eine obere Schranke. Nach

dem Lemma von Zorn existiert also ein maximales Element 1.

Fiir I gilt dann, 91 enthélt nicht die Fins und ist somit in einem maximalen
Ideal p von I enthalten. p enthélt ebenfalls nicht die Eins, und es gilt nach Satz
1.2.1 . I

p IOI\p Q.[r1ﬂnl\p.
Das heif}t, EIRI—QJ enthélt nicht die Eins, denn [ ist ein unitarer Ring, die Eins
wiirde im Durchschnitt und damit auch in p liegen. Auf Grund der Maxima-
litatseigenschaft von I mufl somit I mit seiner p-Lokalisierung I—(p iibereinstim-
men. [ ist also ein lokaler Ring, und p ist sein eindeutiges maximales Ideal. Sei
¢ eine Fortsetzung der p-adischen Bewertung von I auf F. Dann enthélt der

Bewertungsring von ¢ den Ring R, und fiir das Bewertungsideal ‘i? von ¢ gilt
BPNR=pnNR=9M,

da der Durchschnitt von p und R nicht die Eins enthélt. pN R ist somit ein echtes
Ideal von R, welches in dem maximalen Ideal 991 von R liegt. Andererseits ist
wegen M1 C p C P auch M Teilmenge von ‘P. Fiir lokale Ringe haben wir das

Lemma also gezeigt.

Betrachten wir nun den Fall eines beliebigen unitdren Ringes R. Sei R’ die
Lokalisierung von R nach 9. Dann existiert nach dem eben Gezeigten eine Be-

wertung ¢ von F, fiir deren Bewertungsideal i]~3 gilt

> m
NR = ——.
¥ R\
Nach Lemma 2.4.10 schneidet dann ‘i? den Ring R in 9. O

Die verbliebene Liicke im Beweis von Satz 2.4.9 ist damit geschlossen.

Wir haben also die Aquivalenz der , bewertungstheoretisch® und der ,alge-
braisch® motivierten Definition eines iiber einem Ring R ganzen Elements aus
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S, fiir den Fall, daf§ S ein Integritatsring ist, gezeigt. Als letztes bleibt uns
die Aquivalenz fiir den allgemeinen Fall, dafi S eine Algebra Aj ist, zu zei-
gen. Die Schliissel dazu sind die Satze 2.4.5 und 1.3.8. Denn wie schon in Ab-
schnitt 1.3 erwdhnt, ist unsere Algebra A; nach dem chinesischen Restsatz iso-
morph zur direkten Summe @;_, A, von Koérpern Ay,. Nach Satz 2.4.5 gilt fiir

die direkte Summe: CI(R,@;_, A;,) = D_, Cl(R, A;,). Fiir die Summanden
haben wir aber schon die Aquivalenz gezeigt, das heifit, es gilt CI(R,Ay,) =
{a € Ay, | a ist ganzalgebraisch iiber R}. Analog Satz 1.3.8 ist « genau dann

ganzalgebraisch iiber R, wenn die «; ganzalgebraisch iiber R sind, wobei «a; das
Bild von « in Ay, unter dem Q-Isomorphismus von A, nach @;_, Ay, aus Lemma
1.3.4 ist. Wir haben also folgenden Satz gezeigt.

Satz 2.4.12 Sei A;/R eine unitire Ringerweiterung und R ein faktorieller Teil-
ring von Q. Dann sind die dber R ganzalgebraischen Elemente von Ay genau die
tiber R ganzen Elemente.

2.5 Die v;-Bewertung

Am Ende dieses Kapitels soll noch eine spezielle Funktion betrachtet werden.

Definition 2.5.1 Sei f € Z[t] ein normiertes, separables Polynom. Fir o € Ay
definiere

)= i 00
wober vz(f) die nicht dquivalenten Bewertungsfortsetzungen der p-adischen Bewer-

tung v, von Q auf Ay seien.

Aus der Definition und den Eigenschaften von verallgemeinerten Bewertungen
ergibt sich fiir vy,

LY

Die vy-Bewertung wird fiir uns interessant, da sie mit Hilfe des charakteristi-
schen Polynoms von « berechnet werden kann und einige wichtige Eigenschaften
des Elements durch sie beschrieben werden.
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Satz 2.5.2 Sei o € 07\{0}. Das charakteristische Polynom von o habe die Dar-
stellung xo(x) = 2" + c1x™ ' + ... + ¢,. Dann gilt

vi(a) = min M.

P ie{l,..n} 1

Beweis: Ein Beweis findet sich in [We] beziehungsweise anderen Werken iiber

algebraische Zahlentheorie unter dem Stichwort ,,Newton Polygon®.

Mit Hilfe der v;-Bewertung ldfit sich auch das p-Radikal von of leicht be-
schreiben:

Jp = {a € As|vy(a) > 0}.



Kapitel 3
Lokalisierung

Der erste Schritt, die komplexe Aufgabenstellung zu reduzieren, basiert auf fol-
gender Beobachtung. Sei R C o eine Ordnung, so gilt

d(R) = [o; : R]*d(0y).

Teilt eine Primzahl p den Index von R in der Maximalordnung, so mufl p? die
Diskriminante von R teilen. Es liegt also nahe, eine Ordnung R C o; p-maximal
zu nennen, wenn p nicht den Index von R in oy teilt. R ist somit gleich der Maxi-
malordnung, wenn R p-maximal fiir alle Primzahlen p ist, welche quadratisch in
der Diskriminante von R aufgehen — beziiglich der verbliebenen Primzahlen p
ist R in jedem Fall p-maximal — Zu einer beliebigen Ordnung R C o bezeichnen
wir mit R? die Ordnung mit den Eigenschaften

e RCRPCoy
e [R? : R] = p-Potenz
o pflos: RP].
RP heifit p-Maximalordnung iiber R. Fiir R” gilt
RP ={a€o;|Fk € N:pfa € R}.

Per Definition einer Ordnung von Ay sind oy und R Z-Moduln vom Rang n.
Der Faktor oy/R ist also ein endlicher Z-Modul und somit ein Torsionsmodul.
Nach dem Struktursatz iiber Torsionsmoduln ist o;/R die direkte Summe seiner
p-Komponenten

Of/R: @ Mp,

pllog:R]

33
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dabei sind die p-Komponenten M, von o;/R definiert als
M, ={a€o;/R|3Ik € N:pra=0}.

Die p-Komponenten von o/R sind also die Faktoren R? /R. Die Maximalordnung
von Ay ist somit gleich der Summe der p-Maximalordnungen von R

o = E: R?

pEPR

mit Pz := {p € P| p?|d(R)}. Daher geniigt es, die p-Maximalordnungen fiir alle
p € Pg zu berechnen. oy als Modulsumme lait sich daraus leicht unter Verwen-
dung der Hermiteschen Normalform erzeugen. Dazu verwende man den modula-
ren Algorithmus mit der in Abschnitt 3.2 entwickelten reduzierten Diskriminante
von R als Modulerzeuger. Zur algorithmischen Repréisentation von endlich er-

zeugten Moduln siehe [Col.

Betrachten wir den ganzen Abschlufl der p-Lokalisierung Z' von Z, so erhalten
wir die Beziehung

CUZ',Ay) =Z'R? = 7oy = 0}

fiir eine beliebige Ordnung R von Ay, wobei 0 den Quotientenring von oy nach
Z'\pZ bezeichne. RP ergibt sich somit als der Durchschnitt von C1(Z', A) und
#R, wobei wegen [0 : R] | d(R) zum Beispiel x = v,(d(R)) gewéhlt wer-
den kann. Wir konnen also aus einer Z'-Basis von CI(Z', Ay) eine Z-Basis von
R? durch Multiplikation mit Einheiten aus Z’ gewinnen. Es geniigt damit einen

Algorithmus fiir den lokalen Fall zu beschreiben.

Im folgenden sei p eine fest gewahlte Primzahl, die quadratisch in der Diskri-
minante von f aufgeht. Im ganzen Kapitel wird die Quotientenringbildung nach

"“ gekennzeichnet. Unter

der multiplikativen Gruppe Z\pZ durch den Index ,,
einer Ordnung werden wir im weiteren eine Z'-Ordnung verstehen. Wir beschrei-
ben jetzt in drei Schritten einen Algorithmus, welcher eine Z'-Basis des ganzen

Abschlusses von Z' in Ay berechnet.

3.1 Die Geichungsordnung ist maximal

Zuerst soll der Fall, da die Gleichungsordnung maximal ist, behandelt werden.
Dazu gibt es ein einfaches Kriterium, das sogenannte Dedekind Kriterium.
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3.1.1 Der Dedekind Test

Um den Notationsaufwand im Satz so gering wie moglich zu halten, wollen
wir im voraus eine Konvention vereinbaren. Seien ¢ und A zwei Polynome aus
Z'[t] und g, h die Bilder unter dem kanonischen Homomorphismus von Z'[t] nach
Z'|pZ't] = F,[t]. Unter dem groften gemeinsamen Teiler ggT,(g, h) von g und h
modulo p wollen wir ein Lifting gleichen Grades des grofiten gemeinsamen Teilers

der Polynome g und h von F,[t] nach Z'[t] verstehen.

Satz 3.1.1 (Dedekind) Seien f ein normiertes, separables Polynom aus Z'[t]
und
f=gh mod pZ'[t]

eine Zerlequng von f in normierte Polynome g und h aus Z'[t], wobei g der

quadratfreie Teiler mazimalen Grades von f modulo p ist. Setze ¢ :=t+ f(t)Q[t]

f—gh
k = gng (TJ g, h )

so ist die Gleichungsordnung Z'[¢] von ¢ genau dann mazimal, wenn k eine

und

Konstante 1st.

Der Multiplikatorring o' = [T, (Z'[¢])/ T, (Z'[¢])] des p-Radikals der Glei-
chungsordnung von ¢ ist gleich Z'[¢] + %Z’[g@], wobei [(t) ein normiertes Poly-
nom aus Z'[t] mit Ik = f mod pZ'[t] ist. Der Index von Z'[p] in dem Multipli-
katorring o' ist gleich p™ mit m := Grad(k) und somit d(o') = %.

Beweis: Satz und Beweis sind in dem Buch [Co] fiir Z-Ordnungen algebraischer
Zahlkorper aufgefiihrt. Eine genaue Analyse des Beweises ergibt jedoch, dafl die
[rreduzibilitdt von f an keiner Stelle in dem Beweis benotigt wird. Die Aussagen
fiir den ganzen Abschlufl der p-Lokalisierung von 7Z sind ein Spezialfall, da sich

die Ergebnisse nur um Einheiten aus Z' unterscheiden.

Aus dem zweiten Teil des Satzes erhalten wir fiir spezielle Félle eine Testmog-
lichkeit, mit der ermittelt werden kann, ob die Ordnung o’ maximal ist. Stellt sich
heraus, daf in der Diskriminante von o’ unsere Primzahl p nicht mehr quadratisch
aufgeht, das heift, v,(d(f))—1 ist kleiner gleich 2m, so mufl der Multiplikatorring
o’ maximal sein. Fiir diesen Fall miissen wir also nur noch eine Z’-Basis der
Modulsumme Z/'[p] + I(T“’)Z’[ap] bestimmen. Dazu muf keine Hermite Normalform

einer n X 2n Matrix bestimmt werden, denn durch

n—(m—l—l),@ @ Up) i

17@7"'7@ ) Pyevey — P
p p p
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ist uns eine Z'-Basis des Multiplikatorringes o’ explizit gegeben. Sei R der durch

das angegebene Z'-Erzeugendensystem definierte Z’-Modul. R ist sicherlich in der

Modulsumme von Z'[¢] und l(T‘p)Z’[gp] enthalten. Wir werden zeigen, dafl umge-

kehrt R die Moduln Z'[¢] und @Z’[gp] enthalt. Sei 7 aus {0,... ,m —1} beliebig,

n=mti in R liegt. Nach Konstruktion ist [ ein normiertes

P

so ist zu zeigen, dafl ¢

Polynom iiber Z' vom Grad n — m, somit ist p — "™+ ein Polynom iiber

Z' vom Grad kleiner als n — m + 4. Spezialisieren wir ¢ — ¢, so erhalten wir, dafl
@ ™*in R liegt, wenn 1, ¢, ..., "0 ML %, %g@, cee %g@mfl in R liegen.

Fiir ¢ gleich Null ist die Bedingung erfiillt, und wir erhalten induktiv die Be-

hauptung, dal Z'[¢] in R enthalten ist. Analog zeigen wir, daf l(T‘p)gpm"'i fiir 2 aus

{0,...,n—(m+1)} in dem Modul R liegt. Nach Konstruktion der normierten
Polynome k und [ gilt f = kI + pr fiir ein Polynom r aus Z'[t]. Daraus erhalten
wir die Beziehung

1)t — f(t) ()™ — k(1))

" = " + r(t).

Spezialisieren wir ¢ — ¢, so erhalten wir wegen f(¢) = 0, dafl %g@m‘” in R liegt,

n—1 1 [ m—+i—

die Behauptung und somit die Gleichheit R = Z/[¢] + Z(TW)Z’[@].

wenn 1,p,...,¢ in R liegen. Es folgt wieder induktiv

Um die Koeffizienten der Basiselemente fiir weitere Rechnungen zu reduzie-
ren, berechnen wir eine modulare Hermite Normalform von der Koeffizientenma-
trix der Elemente p*(1,¢,... " (M), %, I(T“’)go, el %(‘qu) beziiglich des
Moduls p*Z'. Fiir k£ mufl dabei gelten p®o}; C Z'[¢], das ist zum Beispiel fiir
k = vp(d(f)) erfiillt. Vorgreifend auf den Abschnitt 3.2.2 wollen wir schon den
Wert v,(d,(f)) fir x im Algorithmus verwenden — d,(f) ist die reduzierte Dis-

kriminante von f —

Dieser Test ist besonders einfach algorithmisch zu realisieren und somit fiir

unsere Zwecke gut geeignet.

3.1.2 Der Dedekindalgorithmus

Wir werden den Dedekindtest nur in einer speziellen Situation anwenden. Das
Polynom f wird modulo p immer nur genau einen irreduziblen Faktor v besitzen.
Das heifit, wir wissen sofort, dafl g gleich v ist und A demzufolge ein normier-
tes Lifting von f/7, wobei f,7 die Bilder von f und v unter dem kanonischen
Homomorphismus von Z'[t] nach Z'/pZ'[t] sind.
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Algorithmus 3.1.2 Dedekind Test

Eingabe:

FEs wird ein normiertes, separables Polynom f aus Z'[t] erwartet, wel-

ches modulo p genau einen irreduziblen Faktor g besitzt.

Ausgabe:

Es wird ,wahr* zurickgegeben, wenn die Gleichungsordnung R'y oder
wenn der Multiplikatorring des p-Radikals der Gleichungsordnung R’y
maximal 1st. Im letzteren Fall wird auflerdem das Polynom | aus dem
Satz 3.1.1 fiir den Algorithmus 3.1.3 bereitgestellt.

In den anderen Fillen wird ,falsch® zuriickgegeben.

1. Schritt: (Quotient)

Bestimme ein normiertes Polynom h aus Z'[t] mit f = gh mod pZ'[t].

2. Schritt: (ggT,)
Setze
f—gh

k— ggTy(———, g, h).

3. Schritt: (Gleichungsordnung maximal?)

Wenn k eine Konstante ist, so terminiere mit ,wahr”.

4. Schritt: (Multiplikatorring maximal?)

Wenn v,(d(f)) < 2Grad(k)—1, so bestimme ein normiertes Polynom

[ mit f =1k mod pZ'[t] und terminiere mit ,wahr*.

5. Schritt:

Terminiere mit ,falsch”.

37
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Algorithmus 3.1.3 Dedekindbasis

Eingabe:

Es wird ein normiertes, separables Polynom f aus Z'[t] und ein Ele-
ment p aus o’f mit Q(¢) = Ay erwartet. Dabei ist entweder die Glei-
chungsordnung von ¢ oder der Multiplikatorring der Gleichungsord-
nung von @ mazimal. Im letzteren Fall wird aufSerdem das Polynom [
aus Algorithmus 3.1.2 benotigt — Das heifst, | ist das Polynom glei-
chen Namens aus Satz 3.1.1, wobei dort statt f das Minimalpolynom
von @ verwendet wird —

Ausgabe:

Es wird eine Ganzheitsbasis von oy zuriickgegeben.

1. Schritt: (Gleichungsordnung ist maximal)

Falls | nicht tibergeben wurde, so setze

(/617"' 7571) <_(]-,Q0, 7Q0n_1)

mat n := Grad(f) und gehe zu Schritt 3.

2. Schritt: (Multiplikatorring ist maximal)
Setze

(ﬂla s 7/371) — (17(107- e ,wn—(m—l—l),@, @Qpa s a@@m_l)
p p p

mit m := Grad(f) — Grad(l).

3. Schritt: (Hermite Reduktion)

Ser A die n xn Matriz tiiber Z', welche als i-te Spalte die Koeffizienten
von p*» (D) B beziiglich der Basis 1,€,...,6" " mit € .=t + f(¢)Q[t]
hat. B = (b;;) sei die auf Hermite Normalform transformierte Matriz

A. Setze
- 1 S i—1
©i T iy 22 b
fir j € {1,... ,n}. Terminiere mit

((:}1, NN ,wn).
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3.2 Die Algebra ist zerlegbar

Als zweites soll der Fall, dal f modulo p in zwei verschiedene, teilerfremde Poly-

nome zerlegbar ist, betrachtet werden. Sei

f=fifs mod pZ'[t]

eine Zerlegung von f in zwei, modulo p teilerfremde normierte Polynome. Mittels
Hensels Lemma lassen sich zu beliebigem x € N normierte, modulo p teilerfremde
Polynome f, f, € Z'[t] mit

f = fife mod P Z'[t]
S fl mod PKZ,[t]
fo f, mod p"Z'[t]

berechnen. Siehe dazu [Co, Po/Zal. Ziel ist die Herstellung einer Isomorphie zwi-

schen den Strukturen o, und Olfl @ o’f2 fiir ein hinreichend grofies k. Grundlage
!/
N f
garantiert, wenn nur f und f p-adisch nahe beieinander liegen. Zunéchst wollen

dafiir ist eine Arbeit von Zassenhaus [Zal], welche die Isomorphie von o'f und o

!

wir erst einmal die Beziehung zwischen 0

und 0;;1, 0’];2 fiir f = f1 f» untersuchen.

3.2.1 Reduktion durch Zerlegung

Sei f = fifo mit fi, fo zwei normierte, teilerfremde Polynome iiber Z', die beide
keine Konstanten modulo p sind. Nach dem chinesischen Restsatz gilt

Af = Az ©Ap,.

Wegen Grad(f) > Grad(f;),Grad(f,) reduzieren wir das Problem, wenn die

Berechnung von o’f auf die Berechnung von 0'~1 und o', zuriickgefiihrt werden

kann. In Satz 2.4.5 haben wir gezeigt, daB CI(Z', A}, é Ap) = Cl(Z A @
CU(Z', Aj,)) ist. In Lemma 1.3.4 haben wir einen speziellen Z'-Isomorphismus
p: Af — Aj ® Aj, gefunden, welcher dem chinesischen Restsatz geniigt und
zwei orthogonale Idempotente e, e, von Aj; konstruiert mit den Eigenschaften
gp(eiAf) = 6145 ® 095A, fiir i € {1,2}. Aus Satz 1.3.7 konnen wir weiter fol-
gern, daBl o(Cl(e;Z',e;Af)) = 61,CUZ, Af,) @ 62, CUZ!, Aj)) fiir i € {1,2} ist.
Damit sind wir in der Lage, aus Z'-Basen von CI(Z', A ) und CU(Z', A},) zwei
Z'-Basen fiir Cl(e,Z',e1 A7) und Cl(eyZ', e5.Af) zu berechnen und diese zu einer
Z'-Basis von CI(Z', Aj) zusammenzusetzen.
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Satz 3.2.1 Seien wiy,... ,wij undwsy, ... ,wsj, Z'-Basen von CI1(Z', Af1> bezie-
hungsweise CI(Z', A},). Definieren wir

0 = @ Hw;B0) je{l,...,qn}
@ = @ (0B wy) je{l,... 5}
so bildet Wy1, ... ,W15,,@2, ... Wy, eine Z'-Basis von CU(Z/, Af) = 0’f~.

Nach Bemerkung 1.3.5 ist uns ¢! konstruktiv gegeben, so daf§ wir w;; wirklich
bestimmen kénnen.

Das Berechnen einer Basis fiir o’f kann also auf die Berechnung der Basen von

! !
% und o 7,

und des [somorphismus ¢ zu Basen von o

0 zuriickgefiihrt werden, da diese mittels orthogonaler Idempotenter
!

f

Vom algorithmischen Standpunkt aus betrachtet ist die Konstruktion von ¢~

zusammengesetzt werden konnen.

1

entsprechend Bemerkung 1.3.5 sehr aufwendig, da wir einen erweiterten grofiten
gemeinsamen Teiler bestimmen miissen. Setzen wir die zusétzliche Annahme,
dafl fl und fg modulo p teilerfremd sind, voraus, so kénnen wir, statt der in
Bemerkung 1.3.5 benutzten €; und é,, einfach die Polynome f, und f; verwenden
und erhalten bei Anwendung der dadurch definierten Abbildung v an Stelle von

o~ ! ebenfalls eine Z/-Basis von o’f~.

Satz 3.2.2 Seien f, und fy zusdtzlich koprim modulo p, und 1 : A @ A; — A;

definiert durch V(g1(6) D 92(&2)) = g1(€) Fo(€) + g2(6) F1(€) mit & ==t + f()Q[t]
und & = t+f;(t)Q[t] firi € {1,2}. Soist (wir), ..., Y(wij, ), Y(war), ..., Y(way,)

ewne 7' -Basis von 0’f~.

Beweis: Zunéchst bezeichnen wir der Ubersicht halber die im Satz definierte Ba-
sis mit Wy, ... , D14, Wat, - - . , Waj,. Wir zeigen, dafl es Z'-Basen w;y, . .. w;;, von o’fi
fiir i € {1,2} gibt, so daB &y; = ¢~ (w1; B 0) beziehungsweise wy; = @~ (0D Wy;)
fir alle j € {1,...,7;} und i € {1,2} gilt. Nach Satz 3.2.1 ist dann @3, ... , @,
i Jmgen @
ma 1.3.4. Dabei sind nur f, f; und f5 durch f, f; und f, zu ersetzen.

eine Z'-Basis von o’;. Wir benutzen die Bezeichnungen aus dem Beweis von Lem-

Ohne Einschrankung sei 7 gleich Eins. Seien a := f,(¢) aus Z'[¢,] und g;
aus Q[t] mit g;(&;) = wy, fir j € {1,..., 11} FurN awy; B 0 erhalte~n wir unter
o1 das Bild (@ ©0) = ex Fo(€)05(€) = &1(€)(€)05(€) = ro(€) F2(E)g5(€) =
A =118 £1(£))g(§) = f2(§)g;(&) = ¥(g;(1) ®0) = Y(wi; B O) fiir alle j aus

{1,...,71}. Wir miissen also nur noch zeigen, dafl a eine Einheit aus Olfl ist.
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a ist eine Einheit in 0’];1 genau dann, wenn a beziiglich jeder Fortsetzung der
p-adischen Bewertung von Z' auf 0’f~1 den Wert Null hat. Das geht auf Grund der
Eigenschaft (iv) von Exponentialbewertungen und der Minimabildung bei der V-
Bewertung nur fiir v(a) = v3(a™') = 0. Da a nach Konstruktion in Z'[¢] liegt,
muf die v;-Bewertung von a grofer gleich Null sein. Wir miissen also zeigen, daf3
a in keinem Primideal p von Z'[¢;] liegt. Greifen wir auf den Satz 3.3.4 vor. Die
Primideale von Z'[¢;] haben danach die Gestalt p = u(&)Z'[&1] + pZ'[€1], wobei
p aus Z'[t] ein normierter, irreduzibler Teiler von fl modulo p ist. Da fl und fz
modulo p teilerfremd und normiert sind, kann fz (&1) = a nicht in einem Primideal
von Z'[¢] liegen und hat somit die v;-Bewertung Null. O

Die zuséitzliche Voraussetzung der Teilerfremdheit von fl und fz modulo p
ist keine echte Einschriankung, da wir f gerade als das Produkt zweier Polynome
mit dieser Eigenschaft konstruiert haben.

3.2.2 Structural Stability

Damit kommen wir zum Kerngedanken des Algorithmus. Wir miissen aus einer
Z'-Basis von o’; eine Z'-Basis von o} bestimmen. H. Zassenhaus hat in seiner
Arbeit [Za] gezeigt, daf die isomorphen Q-Moduln Ay und Af fiir p-adisch nahe
beieinanderliegende Polynome f und f auch ,strukturell &hnliche* Ordnungen
besitzen. Wir zeigen den folgenden spezielleren Satz, welcher fiir unsere Bediirf-
nisse gentigt.

Satz 3.2.3 (Structural Stability) Seien f, f € Z'[t] normiert und d € N mit
pdolf le
pdo’f le

f o= [ modp 7z,

N 1N

so gilt fir den Q-Modulisomorphismus
oA — A
t+ f(OQt] — '+ f(1)Q[
mit i € {0, ..., Grad(f) — 1}
7(a) = o(a)o(8) mod p'R/;

fiir o und B aus R’y beliebig.
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Beweis: Seien ¢ = t 4+ f(t)Q[t] und & = t + f(¢)Q[t], so gilt fiir die Algebren
A = Q(€) und A; = Q(f) Die Polynome f und f haben die Gestalt f(t) =
" 4 @ t™ N 4 4 ag und f(t) = " + @pt" N+ .+ G mit a0 € 7.
Fiir die n-ten Potenzen von ¢ beziehungsweise € ergeben sich die Darstellungen
& = — ;7:_01 ;&7 und 5” = — ;7:_01 ajff. Auf Grund der Q-Linearitit von o
geniigt es, die Behauptung fiir beliebige £ Potenzen anstelle von a und § zu

zeigen.

Im Fall i € N mit i < n = Grad(f) ist nichts zu zeigen, da nach Definition
von o gilt o(£) = & = o(£)". Den Fall i > n werden wir durch Induktion iiber
k =1 — n zeigen.

INDUKTIONSANFANG: k = 0, das heif}t 1 = n.

Betrachten wir die Differenz o (") — o(£)™.

&) =" = o= X asgh) - €
n—1 n—1

a; — a; liegt in p??7' da nach Voraussetzung f =2 f mod p??Z'[t]. Das heifit, die
Differenz o(£™) — o (&)™ liegt in p2Z/[€].

INDUKTIONSSCHRITT: k — k + 1.
Es sei schon gezeigt, daff o(£"%) — o (&)™t = p* 0§ h;&/ € p**R'; gilt. Seien
gt = Yrm my¢d und £ = 20,80 mit my — iy = p*hy, so gilt

O'(fn+k+1> o O,(g)nJrkJrl

= o(gmthe) — e
= o0 (i mjfjH) — i rhjfj“
j=0 3=0

n—2 n—1 n—2 n—1
=0 (Z me! T —my g Y %f]) — D me Y
3=0 3=0 j=0 §=0

n—2 . n—2 - n—1 - n—1 .
— Z m]{”l _ Z T;L]_SJH — Z ajfj + My Z &]EJ
7=0 7=0 7=0 7=0
n—2 n—1 n—1
= D (my = )& = (Mt — M) Y @€ = Y (a5 — ;)€
7=0 7=0 7=0

e pz'g,
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da die Differenzen m; — m; und a; — a; fiir alle j aus {0,...,n — 1} in p**Z/
liegen. O

Korollar 3.2.4 Mit den Voraussetzungen aus Satz 3.2.3 ist R = o(o) eine
Ordnunyg.

Beweis: R = o(0';) ist als Bild eines Z'-Moduls unter einem Q-Modulisomorphis-
mus ebenfalls ein Z’-Modul gleichen Ranges. Zum Nachweis, daf§ R eine Ordnung
ist, bleibt noch zu zeigen, dafl R beziiglich der Multiplikation abgeschlossen ist.
Seien & und 3 aus Rund o, 3 € 0, so dafl & = o(ar) und B = J(B) gilt. Aus Satz

3.2.3 erhalten wir wegen p’a, p?8 € R'; fiir @ und (3 die Darstellung

ap = o(a)o(B)
= po(p'a)o(p’s)
p o (p*afB) + p**y)
= o(af)+y
mit v € R’f. Nach der Konstruktion von o ist R’f eine Teilmenge von R, und
somit liegt auch a3 = o(af) +vin R. O
Uns liegt also die Situation, daff o(o’) € Af und O'_1<Olf) C A; Ordnungen
sind, vor. Fiir o, miissen somit die Inklusionen

o) = o H(o(0})) C o (0f) C 0}

gelten. Das heifit, in ¢ haben wir einen Q-Modulisomorphismus zwischen o’f und
o'f gefunden. Wurde eine Ganzheitsbasis fiir 0’f~ berechnet, so kénnen wir auf
Grund der Q-Linearitét von o sofort eine Ganzheitsbasis fiir o, vermittels o~ ! an-
geben. Die Umkehrabbildung von o hat die einfache Gestalt o= : t* + f(¢)Q[t] —

t+ f(6)Q[t].

Satz 3.2.5 Mit den Voraussetzungen aus Satz 3.2.3 gilt, der ganze Abschluf§ o'y
von Z' in Ay ist isomorph dem ganzen Abschluff 0']; von Z' in Aj. Die Funktion

o bildet o} Q-invariant und isomorph auf o’f ab. Insbesondere werden Z'-Basen
durch o auf Z'-Basen abgebildet.

Offen geblieben ist damit noch die Bestimmung von d € N, das in der Voraus-
setzung von Satz 3.2.3 steht. Auf das Problem, einen Q-Isomorphismus zwischen
zwel Algebren zu konstruieren, der auch ein Q-Isomorphismus zwischen den Ma-
ximalordnungen ist, sind wir gekommen durch die Existenz einer Zerlegung von

f modulo p in zwei verschiedene, teilerfremde, normierte Faktoren

f=fifs mod pZ'[t]
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und der Moglichkeit, mittels des Henselschen Lemmas eine analoge Zerlegung
modulo einer beliebigen p-Potenz berechnen zu kénnen. Das heif3t, wir haben zur

Berechnung von d zwei Probleme zu 16sen.

(i) Bestimmung eines x € N mit p*o’, C R’y
(ii) Bestimmung eines A € N mit

f=f mod pPZ[t] = f ist separabel und p>‘0'f~ CR';.

Das Maximum beider Zahlen ist dann als das gewiinschte d wahlbar.

Bestimmung von &

Das kleinste p® € N mit p®o; C R'; ist der Exponent der Gruppe o;/R’s. Gesucht
ist also eine Abschétzung des Exponenten nach oben. Diese ist gefunden, wenn wir
aus R’y einen Z'-Modul M konstruieren, der o’ enthélt und wir den Exponenten
von M/R's berechnen koénnen. Dazu bedienen wir uns einiger Hilfsmittel der

linearen Algebra.

Mit Hilfe der Spur auf .A; kann eine symmetrische, nicht entartete Bilinear-
form auf A; durch

Bt.Af XAf — @
(@, 8) — Tr(af)

definiert werden. Sei R eine Ordnung in Ay mit der Z'-Basis wy,... ,w,, so ist
der Dualraum R¥ zu R definiert durch

R¥ ::Z'w#—k...—i—Z'w#,

wobei
w¥ e Ay mit Bw#,w)) =6, Vi, je{l,...,n}

die duale Basis zu wy, ... ,w, beziiglich B ist. Den Dualraum von R konnen wir

auch wie folgt charakterisieren.
Lemma 3.2.6 R¥ = {a € A;Vg € R: Tr(ap) € Z'}

Aus dem Lemma erhalten wir sofort unsere Forderung o, C R#_Der Exponent
von R¥ /R ist also eine obere Schranke des Exponenten von o’/ R. Beweisen wir
zunichst das Lemma.
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Beweis: Sei « ein beliebiges Element aus dem Dualraum, dann hat a die Dar-
stellung
o= Z ozl-wz# € R*
i=1
mit a; € Z'. Auf Grund der Linearitdt der Spur erhalten wir fiir § = >0 | fiw;
aus R beliebig

Tr(af) = Tr(aZﬂiwi) = Zﬂz Tr(aw;).
i=1 i=1

Fiir unsere Bedingung ,\V3 € R : Tr(af) € Z' “ ergibt sich somit die dquivalente
Aussage Vi € {1,...,n} : Tr(aw;) € Z' “. Betrachten wir fiir k € {1,... ,n} die
Spur von awy,

Tr(awy) = Tr(d o wp)
i=1

n

= Zai Tr(wz#wk)
=1

= 0.

Nach der Definition von R# folgt damit die Behauptung. O

Zu einer beliebigen Ordnung R von Ay ist der Dualraum von R ein Z'-Modul,
welcher 0} enthiilt. Wir miissen den Exponenten der Faktorgruppe R#*/R be-

stimmen. Seien wy, ... ,w, eine Z'-Basis von R und T# die Ubergangsmatrix von
w#, ... w? nach wy,...,w,. Der Exponent der Gruppe R¥/R ist gleich dem

Betrag des maximalen Elementarteilers von T#. Welche Gestalt hat die Uber-
gangsmatrix T#? Aus der Linearitit der Spur erhalten wir

Tr(wiw;) = Tr((wwf,... ,wiw#)Tj#)
= (Tr(wiw!),..., Tr(ww)TF
- (62',17 ceey 6z,n>T]#
#
tija
wobei (t??)m:l,---m = (Tl# ...T#) = T# die Elemente beziehungsweise Spalten
der Ubergangsmatrix sind. Die Ubergangsmatrix T# zwischen den Z'-Moduln

R und R# beziiglich der Basen wy,...,w, und w#, ... ,w¥ ist also die Spu-
renmatrix (Tr(w;w;))ij=1.. n. Sei Diag(dy,...,d,) = V7'T#U die Smith Nor-

malform von T#. Die Matrix Diag(dy,...,d,) = (8ijd;)ij=1.. n sei dabei die
n X n-Diagonalmatrix mit den Eintrdgen di,...,d, auf der Diagonalen. Dann

sind (wy, ... ,w,)U und (0¥, ..., w#)V Z/'-Basen von R beziehungsweise R¥, und
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Diag(d,, ... ,d,) ist die Ubergangsmatrix zwischen diesen Basen. Auf Grund der
Teilbarkeitsbedingung d;|d;,; fiir die Diagonaleneintrige in der Smith Normal-
form gilt
dy,
W#, .. W)V €ERX...xR,

dy,

womit |d,| der Exponent von R* /R ist. |d,| heifit die reduzierte Diskriminan-
te von R und wird mit d,(R) bezeichnet. Ist R gleich der Gleichungsordnung R
und wy, ... ,w, eine Z-Basis, so bezeichnet man |d,| mit d,.(f).

Wihlen wir als x den Exponenten von p in d,(R'f), so haben wir das erste

Problem gel6st.

Bestimmung von A\

Wenn es moglich ist zu zeigen, da8 fir A := v,(d,(R'y)) gilt
f=f modp?Z[t] = f ist separabel und vp(d(R'5)) = A,

so haben wir auch das zweite Problem gel6st. Dazu miissen wir zuerst eine andere
Charakterisierung der reduzierten Diskriminante fiir den Fall, daf R = R’; eine

Gleichungsordnung ist, herleiten.

Satz 3.2.7 Fir eine Gleichungsordnung R'y gilt
1
Rl
flo)™?

# _
R'f =
mit p Nullstelle von f.

Beweis: In einem Zerfallungskorper von f haben f und f die Faktorisierung

=1
THORESD DI | IS
7=1 i=1,i#j
wobei p = pM), ..., p™ die Konjugierten von p sind. Wir werden zun#chst Poly-

nome g; konstruieren mit g;(p®) = p@i=1 fiir alle i,j € {1,...,n}. Fiir f'(p@)
gilt

PO =TT (69— o).

J=15#1
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Daher leistet

1 f)
hz' t) = - -
D= Fomy =0
dann
hi(p(j)) = 6i ).
Definieren wir nun fiir j € {1,...,n} das Polynom g; durch
g;(t) = 3 i)™,
=1

so hat g; ausgewertet an der Stelle P den Wert p(¥7—1. Die gjfirje{1,... ,n}
sind also Polynome der gewiinschten Art. Da der Grad von g; hochstens gleich
n — 1 ist und g;(t) — =" aber die n Nullstellen p = p), ... p{™ hat, muf

= gy(t)
— zn:hi(t)pwl (3.1)

1
f'(p)
me y." m = Tr(ﬁ) erhalten wir die Spur. Wir miissen nun eine andere
Darstellung von #~! aus den g; entwickeln, so dafl wir durch einen Koeffizienten-

gelten. In h; tritt fiir ¢ = 1 der behauptete Nenner auf, und mit der Sum-

vergleich die Bedingung an die duale Basis Tr(wiwf) = ¢;; fiir einen Ausdruck mit
dem Nenner f'(p) beziiglich einer Z'-Basis von R’ erhalten. Die Polynomdivision
liefere fiir f

f Z”: (i) -1
== 7 .
t—p() jr J

Betrachten wir
()
(i) 7

% )
fir j = 1,...,n und setzen in Gleichung (3.1) die Definition von h; ein, so

erhalten wir

h; (t>P(i)j_1

~
<
L
I
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<
Il
-

|
1=
%
—
=
=
o~
|
=
e

<
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-
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~~
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=2
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~
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=
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k=1 i=1
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Ein Koeffizientenvergleich fiir die t-Potenzen liefert nun

61 = D00 T = Tr(6" )
=1

n—1.

und damit die duale Basis zu 1,p,...,p

Es bleibt also wegen

#
w =
" f(p)
nur noch zu zeigen, dafl 7%1), e ,’yg) eine Z'-Basis von R’y bildet. Der Ubersicht
halber definieren wir ; := %(1) firi € {1,... ,n}. Sei A € Q"*" eine Ubergangs-
n—1

matrix von 1,p,...,p nach vq,...,9,. Zu zeigen ist, dal A unimodular ist.
Sei f =t" 4+ c;t" '+ ...+ c,. Dann gilt

O A S Y A 7]
" tet" M+ 4,
t—p
— tnil—|—(61—|—p)tn72—|—(62—|—61p—|—p2)tn73—|—

+(Cnet F Cpoap+ .o Fep” P,

Ein weiterer Koeffizientenvergleich fiir die t-Potenzen liefert

Yn = 1
Yn-1 = € + p
Yoo = Cyteip+p
Vi = CperFCagpt . e p" M

Die Ubergangsmatrix A hat also die Gestalt

1 0 0
c1 1 O 0
A= Co Cq 1 0 0
Cn—1 (&1 1
und ist somit unimodular. O

Jetzt konnen wir leicht die erwdhnte andere Charakterisierung der reduzierten
Diskriminante fiir Gleichungsordnungen zeigen.
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Satz 3.2.8 Fir eine Gleichungsordnung R'; gilt

A (R'p)Z" = (fF(OZ]t] + f'(O)ZTH]) N Z.

Beweis: Sei x = u(t)f(t) +v(t)f'(t) € (f(H)Z'[t] + f'(¢)Z'[t]) N Z' beliebig, dann

gilt insbesondere fiir die Spezialisierung ¢t — p

z =u(p)f(p) +v(p)f'(p) =v(p)f (p),
also f’( T = v(p) € R'y. Damit mufl der Exponent von R']"Z’E/R'f wegen R’]’?E =
——=TR'; aber z teilen, und = liegt in d,.(R';)Z/ .
) ™ 1 f

Andererseits gilt fiir d,.(R'y)
dr(R'f)
f'(p)

es gibt also ein g € Z/[t] mit einem Grad kleiner n = Grad(f) und d,(R'y) =
g(p)f'(p). Dann liegt aber d,.(R'y) in (f(t)Z'[t] + f'(t)Z'[t])) N Z'. O

R';=d,(R)R'] SRy,

Mit dieser Charakterisierung der reduzierten Diskriminante einer Gleichungs-
ordnung sind wir in der Lage, folgenden Satz, der unser zweites Problem voll-
standig 16st, zu zeigen.

Satz 3.2.9 Sei f ein normiertes Polynom aus Z'[t] mit f = f mod p Z/[t] mit
A > v,(d(R'y)) + 1, dann gilt

(i) f ist separabel
(i) vp(dr(R'p)) = vp(dr(R')).

Beweis: Fiir die Separabilitiat von f miissen wir zeigen, daf} f und f’ teilerfremd
sind. Sei f = f + p*h mit h aus Z'[t] und Grad(h) < n = Grad(f). Es gilt
f''=f'+p k. Seien u,v € Z'[t] mit d,.(R'y) = uf +vf’ entsprechend Satz 3.2.8.
Dann gilt

uf +vf = uf—puh+of —p ok
= d.(R'}) — p*(uh +vh').

Falls f nun nicht separabel ist, so gibt es einen nicht trivialen Teiler g von f
und f g 1st normiert, da f normiert ist. Modulo p*Z/[t] erhalten wir damit,
daB d,(R’y) das Produkt zweier nicht trivialer Polynome ist, von denen eines
normiert ist. Das ist wegen d,(R';) € Z' nur fiir d,(R';) =0 mod p*Z’ moglich.
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Das steht im Widerspruch zur Wahl von A, fiir welches d,(R'f) nicht kongruent
Null modulo p*Z/ ist. f ist somit separabel.

Kommen wir zur Gleichheit der p-adischen Bewertungen von den reduzierten
Diskriminanten der Ordnungen R’y und R';. Da A > v,(d,(R')) + 1 und f = f
mod p*Z'[t] ist, gilt nach Satz 3.2.8 0 # d.(R'y) = c¢d.(R'f) mod p*Z’ mit
c € Z', das heifit, es muf vp~(dr(72’f~)) < v,(d,(R'f)) gelten. Weg~en der schon
gezeigten Separabilitidt von f konnen wir die Rollen von f und f vertauschen
und erhalten die umgekehrte Ungleichung. O

3.2.3 Der Zerlegungsalgorithmus

Auf Grund seiner klaren und iibersichtlichen Struktur wollen wir den Algorithmus
zunéchst entsprechend der bisher entwickelten Theorie, ohne Effizienziiberlegun-
gen, aufschreiben. Im Anschlufl werden wir eine erste Verbesserung angeben und
uns, nachdem wir alle Teilprobleme vom theoretischen Standpunkt aus geldst
haben, nochmals gesondert in Kapitel 5 mit der Effizienzproblematik bei der
Implementierung beschéftigen.

Algorithmus 3.2.10 Zerlequngsalgorithmus

Eingabe:

FEs wird ein normiertes, separables Polynom f aus Z'[t] erwartet, wel-

ches modulo p in mindestens zwei koprime Faktoren zerfdllt.

Ausgabe:

Es wird eine Ganzheitsbasis von oy zuriickgegeben.

1. Schritt: (Faktorisierung)

Faktorisiere f modulo p

f=fi...fs mod pZ'[t]

mit f; normiert und paarweise koprim modulo p.
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2. Schritt: (Liften der Faktorisierung)

Lifte mittels Hensels Lemma die Faktorisierung zu
f=Ff...fo modp™ZH,

wobei k > v,(d,(f)) ist.

3. Schritt: (Bestimmung ,,orthogonaler Idempotenter)

Seien f; die Auslassungsprodukte H;:L#ifj fir alle i € {1,...,s}
und ry,...,rs € Q[t] mit 1 =7’1f1 +...—|—7°sfs. Setze

€i < Ti(f)fi(f)
firie{1,...,s} und & :=t+ f()Q]t].

Wir haben jetzt erreicht, daf fiir f = fl e fs gilt

CUZ',Ay) = CUZ',Af) nach Satz 3.2.5
>~ ClZ, Af) @ ... @ cuz, Af) nach Satz 2.4.5

~ A

und fiir &; == r;(€)fi(€), € .=t + f(t)Q[t]
Afi = éiA];.
4. Schritt: (Ganzheitsbasen der Summanden)

Bestimme die Ganzheitsbasen von CU(Z', Aj,), ... ,CUZ, A;).

S~eien (wll(gl)a sy Wing (51))7 R (wsl(€s>a sy Wang (53)) mat fz =1+
fi(t)Q[t] die berechneten Ganzheitsbasen.

5. Schritt: (Addition)

Zusammensetzen der einzelnen Basen zu einer Ganzheitsbasis von

CUZ', Ay). Setze

(wla cee awn) — (61(4}11(5)7 <o €1Wing (5)7 s aeswsl(g)a <oy CslWen, (5))

o1
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6. Schritt: (Hermite Reduktion)

Ser A die n xn Matriz tiiber Z', welche als i-te Spalte die Koeffizienten
von p* &N, beziiglich der Basis 1,&, ... ,&" ! hat. B = (b;;) sei die
auf Hermite Normalform transformierte Matriz A. Setze

1 - i1
I () ;bijf
fir j € {1,... ,n}. Terminiere mit

((:}1, NN ,wn).

Wir kénnen natiirlich statt Schritt 3 den folgenden verdnderten Schritt be-
nutzen.

3. Schritt: (Bestimmung , orthogonaler Elemente®)
Setze .
€ < H fi(€)
=1

firie {1,...,s} und & =t + f(t)Q[t].

Nun haben wir nicht mehr eine so klare Aufteilung der Algebra wie durch
,orthogonale Idempotenten“, aber nach Satz 3.2.2 wird in Schritt 5 mit den
neuen Elementen e; ebenfalls eine Ganzheitsbasis von o’f konstruiert.

3.3 Primarer Fall

Als letztes bleibt die Situation, dafl die Gleichungsordnung weder maximal noch

zerlegbar ist, zu 16sen.

Wir haben es also mit einem normierten, separablen Polynom f aus Z/'[t]
zu tun, welches modulo p nur einen nicht trivialen Teiler besitzt. Um diesen
komplexen Fall beschreiben zu kénnen, ist es von Vorteil, einige Definitionen und
einfache Aussagen voranzustellen.
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3.3.1 Definitionen und Satze

Ein Element o € o’ heifit primér, wenn sein charakteristisches Polynom bezie-
hungsweise sein Minimalpolynom modulo p genau einen irreduziblen Faktor hat,
das heifit

Xo = VP mod pZ'[t].

Vo heifit das p-Minimalpolynom von «. D, sei der Grad von v,. Grad(f) =
n=D,FE,.

Wir wollen wihrend des Algorithmus ganze Elemente abandern, ohne daf} sich
bestimmte Eigenschaften d&ndern. Zunéchst zeigen wir, dafl das charakteristische
Polynom eines ganzen Elements « sich nicht wesentlich d&ndert, wenn man zu «

Elemente aus dem p-Radikal der Maximalordnung addiert.

Satz 3.3.1 Seien o, 8 € o mit a = mod J), so gilt

Xa = xp mod pZ'[t].

Beweis: Ay ist eine innere direkte Summe +;_,.4; von Koérpern. Fiir das p-Radikal
eines Korpers A; gilt offensichtlich j;(.Ai) = J, N A;. Damit ist das p-Radikal
von Ay gleich der inneren direkten Summe der p-Radikale der A;. Nach Satz 1.3.7
ist das charakteristische Polynom eines Elements aus Ay gleich dem Produkt der
charakteristischen Polynome der Projektionen des Elements in die Korper A; fiir
alle7 € {1,...,s}. Wir miissen also die Behauptung nur noch fiir den Fall zeigen,

dafl f irreduzibel ist.

Seien Ay ein Koérper und oy,...,0, die verschiedenen Q-Homomorphismen
von Ay in einen algebraischen Abschlul £ von A;. 7 sei die Differenz von 3 und

a, das heifit, 7 liegt in J. Fiir die charakteristischen Polynome von o und £ gilt

.
Il
_

—=
= = =
| | |
2 2 2

(@)

Xo(t) =

(6))

xp(t) =

-
Il
-

I

.
Il
-

(@)

|
s
3

Sei J,(0}) das p-Radikal von o7, wenn wir zeigen, daf} alle Konjugierten von 7
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in dem p-Radikal von o/, liegen, so erhalten wir

alt) = ﬁ(t—oxa)—m(w))
_f[lor— 7i(a))

= Xalt) mod Jj(0})[f]

und daraus, wegen Z'N jz;(o'ﬁ) = pZ', die gewiinschte Kongruenz der charakteri-

stischen Polynome von a und (.

7 liegt im p-Radikal der Maximalordnung des Korpers Ay. Sei B ein beliebiges
Primideal von o}, so ist der Schnitt von B mit o/ ein Primideal p von 0. Damit
liegt 7 in allen Primidealen von o, also im p-Radikal von o.. Das p-Radikal von
0. ist unter Korperautomorphismen invariant, da diese Primideale in Primideale
iiberfithren. Das heifit, mit 7 liegen auch alle Konjugierten von 7 im p-Radikal
von 0. O

Damit dndert sich bei der Addition von Elementen aus j; insbesondere nicht
die Eigenschaft eines Elements, primér zu sein. Diesen wichtigen Fall wollen wir
als Korollar nocheinmal gesondert festhalten.

Korollar 3.3.2 Seien «, 8 € 0, a primdr und a =  mod J;, so ist 3 primdr
und

Ve =vg mod pZ'[t].
Die p-Minimalpolynome von o und ( sind also bei der Wahl eines geeigneten

Liftings gleich.

Als néchstes werden wir den Restklassenring der Gleichungsordnung eines

Elements a nach dem von p erzeugten Hauptideal untersuchen.
Lemma 3.3.3 Sei a € 0%, so gilt die Isomorphie
Z']a] [pZ[o] = Fy[t]/ o (t)F,[2).
Beweis: Wir betrachten die folgenden beiden Verkettungen von Epimorphismen.
Z'lt] — Z'[o] — Z'[o]/pZ'[a]
Z] — Fp[t] — F,[t]/Aap 1]

Der Kern beider Verkettungen ist offensichtlich pZ'[t] + p.(t)Z'[t]. Daraus folgt
nach dem Isomorphiesatz fiir Ringe sofort die Behauptung. O
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Nachdem wir den Restklassenring Z'[a]/pZ/[] als Faktor von Polynomringen
beschrieben haben, kénnen wir jetzt die Struktur der p enthaltenden Ideale der

Gleichungsordnung von « untersuchen.

Satz 3.3.4 Sei o € 0} und o = pi - ... - pyr mod pZ'[t] die Zerlegung von f
in paarwese 1rreduzible, normierte Faktoren modulo p, so qilt
pZa] =pi ... py
mat
pi = pi()Z'[o] + pZ'o]
firi e {1,...,r} die verschiedenen Primideale von 7'« iiber p.

Beweis: Auf Grund der Isomorphie aus Lemma 3.3.3 geniigt es, die nicht trivialen
Primideale von F, [t]/fia(t)F,[t] zu bestimmen.

Die Primideale iiber fi,(t)F,[t] des Hauptidealrings F,[t] werden durch die
irreduziblen Teiler von fi, in F, [t] erzeugt. Die einzigen irreduziblen Teiler von fi,
sind fiq, ... , fiy. Das heit, fi (¢)F,[t], ... , @ (t)F,[t] sind alle Primideale von F, [t]
tiber fi,(t)F,[t]. Alle nicht trivialen Primideale von F,[t]/fis(t)F,[t] sind somit
f1(t) + e (t)F,[t], - ., Br(t) + Ba(t)F, [t]. Wir erhalten daraus alle Primideale von
Z'[a] iiber pZ'[«

pi = pi(@)Z'[a] + pZ'a].

Die Beziehung pZ'[a] = p7' - ... p% ergibt sich aus der Zerlegung ji, =
it ...- pér in Fyft] und dem daraus folgenden Produkt 0 + fi,F,[t] = (@1 (t) +
Pa(O)F [E]) - - (1 (8) + Fa()F [6]) in By [£]/ 1 (), [¢]. B

Fiir primédre Elemente stellt sich die Primidealstruktur in der Gleichungsord-

nung besonders einfach dar.

Korollar 3.3.5 Sei a € oy primdr mit Ay = Q(«). Dann gilt

mat
p = vo()Z'[a] + pZ'[a] = j; NZ'[a]

dem einzigen Primideal in 7'[c].
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Bemerkung 3.3.6 Wir erhalten damat fiir primdre o die Isomorphie

20/ (T, N Z[a]) 2 Fp[t]/va(t)F, [¢].

Nach Satz 2.3.3 iiber die Fortsetzungen diskreter Bewertungen stimmen so-
mit alle nicht trivialen Bewertungen, deren Bewertungsring p enthélt, auf der

Gleichungsordnung von « iiberein.
1}1(,1) |Z’[a] = ... = UI()T) |Z’[a} (32)
Fiir die v;-Bewertung erhalten wir die Gleichheit
vylaeg = v |210)

fiir alle 7 € {1,...,r}. Damit hat die v,-Bewertung auf der Gleichungsordnung
eines primaren Elements die Eigenschaften einer nichtarchimedischen Bewertung.
Ist o ein primitives priméres Element der Algebra Ay, so erhalten wir fiir alle Ele-
mente § aus der Gleichungsordnung von «, welche zusétzlich noch im p-Radikal

liegen die Abschéitzung
. 1
Up (/B> 2 E_
der vy-Bewertung von ( nach unten. Fiir ein priméres « seien L, und M, definiert
durch v} (vq () = ]1\34—”‘ mit ggT(Ly, M,) =1 und M, > 0. Die GroBe M, wird fiir
die Termination des Algorithmus von Bedeutung sein. Da v,(a) nach Korollar
3.3.5 in J, N Z'[a] liegt, bekommen wir fiir den Nenner M, die Abschétzung
L 1

o (vala)) = T >

— M, < FE,L,. 3.3
p Ma Ea = a — HoHo ( )

Spéter konnen wir zeigen, dal M, schon durch E, beschrankt ist.

Durch D, und M, werden wir jetzt zwei Elemente charakterisieren, deren

Gleichungsordnung maximal ist.

Definition und Satz 3.3.7 Sei a € o)y primdr mit
(1) Grad(p,) =n
(ii) vy (vale)) = 77 #1,

dann heifit o Eisenstein Element zu p.
Fiir ein Eisenstein Element ist die Gleichungsordnung mazimal.
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Beweis: Die Anwendung des Dedekind Kriteriums liefert die Behauptung, falls

der Eo
T, (ua(t) —pVa(t) ,Va(t)an)

eine Konstante ist. Sei h(t) := %’M. Das Polynom h hat Koeffizienten aus
Z', da nach (i) pq = Xo und x, kongruent v modulo pZ/[t] ist. Der groBte
gemeinsame Teiler von h und v/~ iiber F, ist auf Grund der Irreduzibilitit von
v, genau dann keine Konstante, wenn v, ein Teiler von h ist. Nach Bemerkung
3.3.6 gilt

Z/(0]/(F, N Z'[0]) = By 1)/7al].

Das heift, das Element h(a) liegt in dem p-Radikal von Z'[a], wenn der grofte
Fo—1

o

gemeinsame Teiler von A und v, tiber IF, keine Konstante ist. Insbesondere

muf} die vy-Bewertung von h(c) dann echt grofier als Null sein. Bestimmen wir

also die vr-Bewertung von h(a).
vp(h(a)) = v(pala) = ve(a)™) =1
= Eav;(ya(oz)) -1
1
= EQE—Q —1 wegen (ii)
= 0

h(«) liegt also nicht in dem p-Radikal von Z'[e], und der grofite gemeinsame
Ba—1

Teiler von h und v

iiber IF, kann nur eine Konstante sein. O

Definition und Satz 3.3.8 Sei o € 0y primdr mit
(1) Grad(p,) =n
(1) D, = Grad(v,) = n,

dann heiffit o ein Berwick Element zu p.

Fiir ein Berwick Element ist die Gleichungsordnung maximal.

Beweis: Als Beweisansatz soll wiederum das Dedekind Kriterium herangezogen
werden. Aus (i) folgt wieder u, = Xo und somit gilt mit (ii)

Lo = Vo1 mod pZ'[t].

6T, (Ma(t) 1—) Va(t), 1)

Das heifit, es ist der
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zu bestimmen. Die Behauptung folgt sofort. O

Wie sich in den letzten beiden Sdtzen zeigte, spielen die priméren, Ay er-
zeugenden, ganzen Elemente o mit v} (v, (o)) = - beziehungsweise Grad(v,) =

Grad(ua) eine besondere Rolle.

In der Tat bildet die Suche nach einem Berwick oder Fisenstein Element die
Grundlage des Kernalgorithmus. Die Suche erfolgt dabei im wesentlichen in zwei
geschachtelten Transformationen. Immer vorausgesetzt, wir stoflen nicht auf ein
nicht priméres Element, so wird im ersten Schritt aus dem aktuellen Element ein
Aj erzeugendes Element a mit v (vq(a)) = MLQ konstruiert. Im zweiten Schritt
wird mit « ein neues Element gesucht, welches einem Eisenstein beziehungsweise
Berwick Element ndher kommt.

Stoflen wir auf kein nicht priméres Element, so erhalten wir nach endlich
vielen Transformationen ein Eisenstein oder Berwick Element. Leider handelt es
sich bei der Suche nicht um ein gezieltes Vorgehen. Der Algorithmus konstruiert
eine Folge von ganzen Elementen, von der sichergestellt ist, daff nach endlich
vielen Schritten ein Eisenstein, Berwick oder nicht priméres Element auftritt.

Die bendétigten Satze und Konstruktionen sollen im folgenden entwickelt wer-

den.

Normierung von «

Ein priméres Element « € o) heifit normiert, wenn fiir die v;-Bewertung von
Vo) gilt

vy (Va(@)) = —.
Wir wollen zeigen, dafi zu einem beliebigen priméren « € o) ein normiertes &
existiert mit

a=a mod J,.

Nach Korollar 3.3.2 gilt damit insbesondere, dafi als p-Minimalpolynom von &
das Polynom v, gewahlt werden kann.

Satz 3.3.9 Sei a aus Ay primdr und 1, = %’7)& mit k,l e N, kL, — M, =1,
so liegt n, n j;, und & := o + 1, 15t normiert mit Mg = M,

Bewelis:

BEHAUPTUNG 1: 7, € J;
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Wir zeigen, dafl v (n,) groBer als Null ist.

* . i Vaak
vp(na) =  min vz(,)< (l>>

BEHAUPTUNG 2: vy (va(@)) = MLQ

Nach Korollar 3.3.2 und Behauptung 1 ist v5; = v, wahlbar. Betrachten wir fiir
va(a) = va(a@) = va(or 4 1a)
die formale Taylorentwicklung
Vo(ow+ 1a) = va(@) + navy () + nah(er, m0)

mit h(z,y) € Z'[z,y]. Wir konnen summandenweise auswerten und erhalten als

vr(va(@)) das Minimum der v;-Bewertungen der Summanden, falls es nicht von

zwel Summanden gleichzeitig angenommen wird.

Gale) = 15> 5
oA = _min (1)) + o) (4 (0))}
= uin, )
= v, (1)
= MLQ nach Behauptung 1

Die zweite Gleichheit fiir vi(nv,(a)) gilt, da nach Satz 3.3.5 Z'[a] N J, =
Vo(a)Z'[a] 4+ pZ'[a] ist, also v, () nicht in Z'[a] N J, liegen kann. Damit folgt
v (V) (o)) = 0 fiir alle 7 € {1,...,r}, denn nach Satz 3.3.5 ist Z'[a] N J das

o
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einzige nicht triviale Primideal von Z'[«].

vy(mah(a,ma)) = vp(na) + vy (h(a, 1))

2 *

— A +vp(h(oz,77a))
2

> _

Z L

Das Minimum der Bewertungen wird nur von dem zweiten Summanden ange-

nommen, fiir die v,-Bewertung von va (@) erhalten wir somit ML O
@

Aus dem Satz kénnen wir sofort die schon erwahnte Verschiarfung der Ab-
schitzung (3.3) von M, ableiten. Nach Korollar 3.3.1 ist wegen & = o mod J,
insbesondere E; — E,,. Fir M, erhalten wir damit aus M, = Mz < E;Ls; — E;
die Abschétzung

M, < EB,. (3.4)

Anniherung an die Eisenstein Element Schranke

Als zweites soll gezeigt werden, wie man aus zwel normierten, priméren Elemen-
ten ein neues ganzes Element gewinnen kann, welches ndher an der Eisenstein
Element Schranke 3.3.7 (ii) liegt, ohne sich von der Berwick Element Schranke
3.3.8 (ii) entfernt zu haben.

Satz 3.3.10 Seien «, § primdre, normierte Elemente von Ay mit Mg f M, Set-
ze P = n‘S—ZIB mit Ny, np wie in Satz 3.3.9 definiert und k,l,m € Z=° so, dafs
geT(My, Mg) = IMy + kMg — mM,Mg ist. Dann liegt ) in J,, und & := o+ 1)
ist primdr und normiert mit Mg = kgV(M,, Mpg).

Beweis:

BEHAUPTUNG 1: ) € J;
Wir zeigen, daf v3(¢) gréBler als Null ist. o und @ sind primar. Nach (3.2)

gelten somit die Gleichungen vz(,l)(ya(oz)) = ... = vz(f)(ya(oz)) = v3(vo(a)) und
v (vs(B)) = ... = v{7(v5(8)) = v3(vs(3)). Entsprechend der Konstruktion von

Mo beziehungsweise 7 ist dann ebenfalls v{)(n,) = v}(n,) und v (ng) = v} (ns)
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fiir alle ¢ € {1,... 7} erfiillt und wir erhalten fiir vy (1).

nW) = v (w)

pm
= __min {kv(z (1) + 1o (115) — mo (p)}

€{l,...,r P
= kvp(na) + lvy (1) — mu,(p)
IM,, + kMg — mM,Mj

M, M;

ggT(M,, Mg)

M, Mj

1

kgV(M,, M)
> 0

o ist somit kongruent & := a + ¢ modulo dem p-Radikal von 0. Nach Korollar
3.3.2 kann als p-Minimalpolynom von & das p-Minimalpolynom von « gewé&hlt
werden.

.ok ~ — 1
BEHAUPTUNG 2: vy (va(@)) = L)
Der Beweis erfolgt analog zu Behauptung 2 von Satz 3.3.9 iiber die formale Tay-

lorreihe von v, (o 4 1)). Sei

Vol +9) = va(a) + vv,(a) + 7 h(a, )

mit h(x,y) € Z'[z,y] die formale Taylorentwicklung von v,(« + ). Betrachten

wir wieder die vy-Bewertung der Summanden.

. 1 1
B = S g
v, (Yvi(a)) = min {U (d’) + Ug()i)(V;(a))}

ie{1,...,r}
= v,(¢)
1
kgV(Ma, Mﬁ>.

Die zweite Gleichheit erhalten wir aus Satz 3.3.5. Danach ist wieder Z’[a] N jp’ =
Vo () Z'[a]+pZ' [, das heiflt, v () liegt nicht in Z'[o]NT). Fiiralle: € {1,... ,r}
gilt somit v{ (v, (ar)) = 0.

v (P (e, ) > 2u5(Y) + vy (Al 1))

v
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Das Minimum der Bewertungen wird nur von dem zweiten Summanden ange-

nommen, und wir erhalten

.~ 1
v

o) = VL )
]

Wichtig fiir die Termination des Algorithmus ist, dafl aus der Kongruenz a =
o mod *71; nach Korollar 3.3.2 die Gleichheit Ds = D, folgt. Wir kénnen also
niaher an die Eisenstein Element Schranke riicken, ohne uns von der Berwick

Element Schranke zu entfernen.

Anniherung an die Berwick Element Schranke

Analog zur Eisenstein Element Schranke wollen wir eine Methode entwickeln, mit
der man aus zwel primédren Elementen ein neues ganzes Element konstruieren

kann, welches nédher an der Berwick Element Schranke 3.3.8 (ii) liegt.

Satz 3.3.11 Seien a, 3 € 0);\J, normiert, primdr und Dg f D,. Dann ezistieren
Polynome Py, P, € Z'[t] mit Grad(P;) < D,,Grad(P,) < Dg, und die Koeffizi-
enten von Py, Py sind reduziert modulo p, so daf fiir

& = Pi(a) + Py(5)

eine der folgenden Aussagen qilt

o & ist primdr und Grad(vg) > Grad(ve)

e « st nicht primdr.

Beweis: Wir unterscheiden zwei Falle.

L. Farn: £ = Z'[o, B8] /(Z' v, ] N T)) ist ein Korper.

Sei P das maximale Ideal Z'[cr, 5] N T von Z'|, §]. Nach Voraussetzung sind a
und § primér, das heifit, p, 1= Z'[a|NJ) und pg = Z'[3]NJ, sind maximale Ideale
von Z'[a] beziehungsweise Z'[(], somit sind K, := Z'[a]/p, sowie Kg := Z'[5]/ps
Korper. Die Abbildungen ¢; : K; — L; z + p; — = + P sind Injektionen von K;
in L fiir i € {o, f}. Denn wegen p; C P ist ¢; wohldefiniert. Der Schnitt von P
mit der Gleichungsordnung von « ist P N Z'[a] = J) N Z'[a] = p, das Primideal
Pa, das heilt p,(a) = @q(b) genau dann, wenn a = b fiir beliebige a,b aus K,.
¢4 ist also injektiv. Analog folgt, dafl ¢z injektiv ist. Wir kénnen K, und Kp als
Teilkorper von £ auffassen.
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Ko und Kz sind nach Lemma 3.3.3 endliche Kérper mit pP= beziehungswei-

se pPs Elementen. Der Kérper £ mufl somit auch den endlichen Kérper mit
pkeV(De,Ds)

Element & + ‘B, welches iiber dem Primkoérper I, einen p

Elementen enthalten. Da endliche Korper einfach sind, existiert ein
keV(De,Ds) _clementigen
Teilkorper von L erzeugt. Der Repriasentant & von &+ ‘R ist in der Form P (a) +
Py(3) mit Polynomen P, P, der geforderten Art wéhlbar. Ist & primér, so muf3
wegen der Voraussetzung Dgf D, der Wert Dy = kgV(D,, Dg) grofier als D,

sein.

2. FALL: Z'[e, B]/(Z' v, B] N T,)) ist kein Kérper.
Sei 2 das nicht maximale Ideal Z'[a;, 5]NJ,. Wir betrachten wieder die Abbildung
¢ Z'a]/p — Z'la, B]/2A, wobei p das maximale Ideal J; N Z'[a] von Z'[a] sei.
@ ist wie im ersten Fall ¢, wohldefiniert und injektiv. Z'[a, ]/ enthélt somit
den Korper ¢(Z'[a]/p) und ist selbst kein Korper. Es existiert also in Z/[a, 5]/
ein Element & + 3, dessen charakteristisches Polynom in nicht triviale, koprime
Faktoren zerfillt. & kann wieder, wie im ersten Fall, in der Form P;(«) + Py(53)
gewahlt werden. O

D. Ford hat in seiner Dissertation [Fo78]| fiir & die Summe « + 3 gewéhlt. Zu
dieser Aussage jedoch keinen vollstandigen Beweis angegeben. In seinem Artikel
[Fo87] ist er von dieser Wahl wieder abgeriickt. Fiir den speziellen Fall, da§ D,
und Dy teilerfremd sind, kann & = o +  gesetzt werden. Heuristisch findet sich
fiir & immer ein Kandidat der Gestalt oo+ P5(3). In den meisten Fallen ist schon
a + [ ein passender Kandidat. Die Effizienz des Algorithmus ist an dieser Stelle
nicht auf die theoretische Endlichkeit der Suche zuriickzufiihren, sondern auf das
giinstige Verhalten des Algorithmus. Bei grofleren Primzahlen wiirde schon ein
notwendiges vollstandiges Auszihlen der pP2~? vielen Moglichkeiten fiir die Wahl

von & in der Gestalt o + P»(f) zu unbrauchbar langen Rechenzeiten fiihren.

Die angegebene Konstruktion von & hat leider noch einen weiteren Nachteil,
sie erhélt uns nicht den Abstand zur Eisenstein Element Schranke. Wir konnen
uns jedoch nach Satz 3.3.10 wieder dorthin vorarbeiten, ohne D, zu verdndern.

In Kapitel 5 werden dieses Problem noch einmal aufgreifen.

Finden neuer erzeugender Elemente

Die erste Bedingung an ein Berwick beziehungsweise Fisenstein Element ist, dafl
das Minimalpolynom maximalen Grad hat. Das heift, es erzeugt iiber QQ die gan-
ze Algebra Aj;. Wir haben bis jetzt drei Konstruktionen entwickelt, bei denen
unser konstruiertes Element immer modulo J; kongruent zum Ausgangselement
geblieben ist. Die einzelnen Konstruktionen beeinflussen sich zwar gegenseitig,
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jedoch nicht zyklisch. Eine analoge Konstruktion fehlt uns jetzt noch, um aus
einem beliebigen ganzen Element ein modulo J, kongruentes, den ganzen Korper
iiber Q erzeugendes Element zu berechnen. Die vier Konstruktionen zusammen
diirfen ebenfalls nicht die bisher erreichten Eigenschaften des betrachteten Ele-
ments so verdndern, dafi es zu einem Konstruktions — Zerstérungs Zyklus kommt.
Zunéchst miissen wir wieder die Kongruenz modulo ) erhalten, um den Abstand
zur Berwick Element Schranke nicht zu verlieren. Desweiteren sollte unser neues

Element normiert sein, um nicht in einen Zyklus mit der Normierung zu gelangen.

Satz 3.3.12 Seien { € o)y mit Ay = Q(§) und a € o} sowie k € {1,2} beliebig.
Dann existiert ein k € Z, so daf8 fir q := p* qilt

o= a+ qké

erzeugt iber Q die ganze Algebra A;.

Beweis: Wir werden zeigen, daf es nur endlich viele k € Z=° gibt, fiir die & kein

primitives Element der Algebra ist.

1. FALL: Sei f irreduzibel. Die Algebra A, ist also ein Kérper. Wir zeigen,
daf} fiir ein beliebiges Element o aus Q(£) nur fiir endlich viele k € Z=° das
Element a + gk& tiber Q nicht den ganzen Korper erzeugt. Seien o4,... , 0, die
verschiedenen Q-Isomorphismen von Q(§) in einen algebraischen Abschluf§ von
Q(¢). Wir miissen zeigen, daf es nur fiir endlich viele k£ € Z Indizes i # j aus
{1,...,n} mit o;(a + kqg€) = oj(a + kg€) geben kann. Dazu konstruieren wir
ein Polynom, welches genau dann in gk eine Nullstelle hat, wenn es Indizes mit

obiger Eigenschaft gibt. Definieren wir das Hilfspolynom
h(t) = [[(oi(er) —tos(&) — [oj () — to;(E)]),
i#g
so ist h nicht das Nullpolynom. Nehmen wir nun an, ein Faktor fiir ¢ # j wére
identisch Null
0 =t(0;(§) — 0i(€)) + 0i(@) — gj(a),
so mufl insbesondere
0i(§) = 0;(¢)
gelten, was nur fiir 2 = 7 moglich ist. Das steht im Widerspruch zur Voraussetzung
i #j.Sei N :={l € N|h(lg) =0} die Menge der Nullstellen von h der Form lg.
N ist, als Teilmenge der Nullstellenmenge eines Polynoms ungleich Null, endlich.
Sei k € Z\N beliebig. Dann ist h(kq) ungleich Null, das heift, alle Faktoren von
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h sind von Null verschieden. Wir erhalten also fiir alle i # j € {1,...,n} die
Ungleichungen

oi() = kqoy(§)
oi(a — kqt)

# oj(a) — kqo;(§)

# oj(a— kqgf).

Die Konjugierten von & := a — kg€ € Q(§) sind alle verschieden, das heifit, der
durch & erzeugte Teilkorper von Q(€) hat den gleichen Grad iiber Q wie Q(¢).
Die Korper Q(¢) und Q(&) miissen also gleich sein.

2. FALL: Sei f nicht irreduzibel. Die Algebra Ay ist somit die innere direk-
te Summe +;_,.A; von Korpern. Wir miissen zeigen, dafl nur fiir endlich viele
k € Z=° das Element a(k) := a + gk¢ iiber Q nicht die ganze Algebra A; er-
zeugt. Zu einem beliebigen Element § aus A sei (; die Projektion von § auf
A;. Das charakteristische Polynom xg ist nach Satz 1.3.7 das Produkt der cha-
rakteristischen Polynome xgs;, der 3; in A;. Seien Ny,..., N, die endlichen Teil-
mengen von Z=° entsprechend FALL 1 fiir die das Element o;(k) = a; + gk&;
nicht den Korper A; erzeugt. Dann ist fiir ein beliebiges k aus Z=°\ Ui_, N; das
Minimalpolynom von «(k) gleich dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Po-
lynome Xa;(k)s -« - » Xas (k). Wir miissen also zeigen, dafl nochmals héchstens fiir
endlich viele k aus Z=°\U{_, N; der grofite gemeinsame Teiler der Polynome
Xai(k)s - - - » Xas(k) keine Konstante ist.

Betrachten wir den Korper Q(&, ... , &), wobei ; eine Nullstelle des irredu-
ziblen Faktors f; ist. Fiir die Diskriminante des Polynoms g := Xa, (k) * - -+ * Xas(k)
erhalten wir bis auf das Vorzeichen das Produkt

I I («’®)-af®) I TI (o) -a™(k)),

# e S

wobei n; der Grad des charakteristischen Polynoms von «;(k) ist. Das zweite
Doppelprodukt ist ungleich Null, da & in keiner der endlichen Ausnahmemengen
N; liegt. Die Polynomdiskriminante ist somit genau dann gleich Null, wenn das
erste Produkt gleich Null ist. Sei

mk) = 1 II (od”(k) = o{™ (k)

i) 1<I<n;
1§m§nj

= T II (i —af™ + k(e — ™).

i#j 1<I<n;
ISmSnj

Auf Grund der Separabilitiat unseres Polynoms f ist keiner der Koeffizienten von
k im letzten Produkt gleich Null. h(k) ist also ein nicht konstantes Polynom
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in k£ und hat somit nur endlich viele Nullstellen. xo) ist also nur fiir endlich
viele k € Z2°\ U;_, N; nicht separabel. Sei nun k € Z=%\ Ui_, N; so gewiihlt, daB
Xa(k) separabel ist. Dann ist das kleinste gemeinsame Vielfache der Polynome
Xai(k)s - - - » Xas(k) gleich dem Produkt dieser Polynome. Das Minimalpolynom von
& := a(k) hat also den gleichen Grad wie f und & muf} ein primitives Element
der Algebra sein. O

In Satz 3.3.12 haben wir uns die Moglichkeiten, o modulo pZ’[¢] oder modulo
p?Z'[€] abzuindern, offen gehalten. Wofiir bendtigen wir diese Wahlfreiheit? Im
voraus hatten wir uns iiberlegt, dafl unser neues erzeugendes Element & normiert
sein soll, wenn a normiert ist. Bestimmen wir also Lz und Mj;. Analog zum

Beweis von Satz 3.3.9 betrachten wir dazu die formale Taylorentwicklung v, (o) +

qkév (o) + (qk&)*h(a, qk&) von Vaigre(a + k&) = vo(a + qk&) mit h(z,y) €
Z'[z,y]. Unser Ausgangselement o soll normiert sein, das heit v (va(a)) = 5
Wenn nun & ebenfalls normiert sein soll mit M, = Mg, so miissen der zweite
und der dritte Summand der Taylorentwicklung eine v;-Bewertung echt grofer
als Mia haben. Das heifit, vy (qgkév, (o)) = v;(gk) mufl grofer als MLQ sein. — Da
o primér ist, liegt v, () nicht in v, (a)Z'[a] + pZ'[a] = T,(Z'[a]), dem einzigen
Primideal von Z'[o]. Fiir alle i gilt v{?(¢/,(av)) = 0, und wir erhalten fiir die v}-
Bewertung die Gleichheit vy (gkév,, (o)) = vy(qk§). — Fiir M, > 1 ist das fiir
g = p garantiert, fiir M, = 1 benétigen wir jedoch g = p?. An dieser Stelle ist die

Fordsche Dissertation nicht korrekt.

Technische Hilfssatze

Wir haben jetzt alle wichtigen Konstruktionen fiir den Algorithmus zusammen-
gestellt. Ausgehend von einem priméren, die Algebra erzeugenden Element £ von
Ay wollen wir eine Folge (¢;) von primitiven, priméren Elementen konstruieren,
fiir deren Folgenglieder entweder D, = D, ., und M,, < M, oder D,, < D,,_,
gilt. Auf Grund der Diskretheit von N und der Beschréanktheit von D; und F
muf} diese Folge nach endlich vielen Schritten ein Berwick, Eisenstein oder nicht
priméres Element enthalten, womit wir unser Ziel erreicht hédtten. Problema-
tisch i1st dabei jedoch, dafl in den Sédtzen 3.3.10 und 3.3.11 ein weiteres priméres
Element mit speziellen Eigenschaften benotigt wird. Das heiflt, wir miissen zu je-
dem ¢; weiterhin eine Folge (ﬂj(z)) von ganzen primaren Elementen konstruieren,
von der wir wissen, dafl nach endlich vielen Schritten ein nicht priméres oder ein
den Voraussetzungen von Satz 3.3.10 oder 3.3.11 entsprechendes Element erzeugt
wird. Der Losung dieses Problems, welches nicht unmittelbar mit der Strategie
des Algorithmus, eine Ganzheitsbasis zu finden, zusammenhéngt, wollen wir uns
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jetzt im letzten Abschnitt zuwenden.

Gegeben ist uns ein primitives, normiertes, priméres Element ¢ der Algebra
Ay, Um ndher an die Berwick oder Eisenstein Element Schranke zu kommen,
benotigen wir ein weiteres Element. Wie bereits angesprochen wird der Algorith-
mus eine Folge (ﬂ](z)) von ganzen Elementen auflerhalb der Gleichnungsordnung
von ¢ mit streng wachsender v;-Bewertung erzeugen. Wir werden zeigen, daf die
Elemente auflerhalb der Gleichungsordnung von ¢ eine nach oben beschriankte
v,-Bewertung haben. Da wir nach Satz 3.3.9 jedes primire Element normieren
konnen, die normierten Elemente jedoch eine nach unten durch EL beschrink-

te v;-Bewertung haben, kénnen wir nach endlich vielen Schritten die Folge der
(ﬂj(z)) nicht fortsetzen. Das heifit, wir miissen an einer der Terminationsstellen

nach endlich vielen konstruierten Folgengliedern ﬂ](z) ein passendes Element ge-

funden haben.

Zunichst bendtigen wir ein Startelement, das ein ganzes Element auflerhalb

der Gleichungsordnung von ¢ sein muf.

Satz 3.3.13 Sei ¢ ein normiertes, primdres Element von Ay mit M, < E, und
Q(¢) = Ay. Dann ist

ganz tber Z' und liegt nicht in der Gleichungsordnung von .

Beweis: Fiir die v;-Bewertung von (3 gilt

() = ue

P P
= va;(u(p(gp)) -1
_ M, | _
M,

3 ist also ganz iiber Z’. Es bleibt noch zu zeigen, dafi § nicht in der Gleichungs-
ordnung von ¢ liegt. (3 liegt in Z'[¢] genau dann, wenn pf3 = v,(¢)M¢ in pZ'[¢]
liegt. Nach der Voraussetzung gilt jedoch M, < E,, das heifit v, ()¢ % x,(t)

mod pZ/[t]. Damit ist auch v,(¢)Me £ 0 mod pZ'[p], da x, wegen Q(p) = Ay
minimalen Grad hat. O

Fiir die Termination des Algorithmus bendtigen wir die Beschrianktheit der
v,-Bewertung der ganzen Elemente aulerhalb der Gleichungsordnung von ¢ nach
oben.
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Satz 3.3.14 Sei ¢ primdr und a aus 0};\Z'[¢], so ist die vy-Bewertung von a
durch die p-adische Bewertung der reduzierten Diskriminante der Gleichungsord-

nung von ¢ nach oben beschrinkt.

Beweis: Sei d, = v,(d,(Z'[¢])). Nehmen wir an v;(a) > d,. Dann 1st - ganz,
und a = p? (p a) liegt wegen p* oy, C Z'[¢] in Z'[¢p], was im Wlderspruch zur
Voraussetzung steht. U

Fiir die Konstruktion des néchsten Folgengliedes ﬂj(-i) benétigen wir ein r € Z
mit der Eigenschaft

bellp)+T = 0" eyl

Sei dazu = av+ 3 mit o € Z'[p] und 3 € J; beliebig. Fiir die v;-Bewertung von
0 gilt
. 1
Up (ﬂ) 2 57
wobei n der Grad von f ist. Denn sei [J;_, p;* die eindeutige Zerlegung von poy in
Primideale, so gilt >7_; e; < n. Damit liegt aber " in pof Fiir jede Fortsetzung
v(z) der p-adischen Bewertung von Q auf A; gilt somit v J(p™) > 1. Auf Grund
der Homogenitét der Bewertungen folgt damit sofort die Behauptung v, “(B) > %
Fiir die p-adische Bewertung d, := v,(d,(Z'[¢])) der reduzierten Diskriminante
von Z'[¢] gilt pPe o, C Z'[]. Wir Wollen jetzt zeigen, dafB fiir k > nd, die Potenz
B* in Z'[p] liegt. Dazu benutzen wir die Charakterisierung von iiber Z’ ganzen
Elementen durch die v;-Bewertung, um zu zeigen, dafi pd%ﬂk ganz ist. Dann liegt
B* wegen B¢ = pd*’(pd%ﬂk) € pd*"o'f C Z'[¢] in Z'[p]. Fiir die v3-Bewertung von

pd%ﬂk gilt

* 1 *
Up(pdso ﬂk) = kﬂp(ﬂ> - d‘/’
1
2 nd(p; — d(p

= 0

das heifit, pd%ﬂk ist ganz iiber Z'. Betrachten wir nun 97""? . Der Ubersicht halber

sei s = rD,. Nach dem binomischen Lehrsatz erhalten wir die Summe

p

0" = (a+ B)” Z<s>ﬂz e

(2

fir 67", Der erste Summand (i = 0) und die letzten p® — nd, + 1 Summanden
(nd, < ¢ < p°) liegen in Z'[p]. Es bleibt also ein r zu finden, so daf die ver-
bliebenen Summanden (0 < ¢ < nd,) ebenfalls in Z'[¢] liegen. Dazu werden wir
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zeigen, dafl sich r so wihlen lafit, daf§ vy ((pl)) > vi(d (Z'[¢])) = d,, ist und
somit (p;)ﬂiaps*i in Z'[¢] liegt.

() - witsh

= o)+ (T

) — vp(i!)

v

s — vp(i!)

Wir miissen also v,(i!) noch nach oben abschitzen. Sei l € Nmit i — (p — 1) <

P <

(i) = (P

_ -1
= T3

1—1
< .
= 5T

Wihlen wir s so grof3, daf3
d,—1

d, < s—nw

p—1

ist, so liegt (p;)ﬂi in Z'[¢] fiir 0 < i < nd,. Fiir

ri=

D Dtp(p_D

P

dy + nZ:ll _ {dw(P— 1+n)— 1}

ist das sicher erfiillt. Somit haben wir folgenden Satz gezeigt.

Satz 3.3.15 Sei ¢ ein tdber Z' ganzes Element von Ay und r = {%1

mit dy, = v,(d,(Z'[¢])), so liegt fiir beliebiges 0 aus Z'[¢] + T, die Potenz v
in Z'[y].

Mit Hilfe des eben berechneten r konnen wir eine Situation kennzeichnen, in
der es moglich ist, nach einer endlichen Anzahl von Versuchen ein nicht priméres
Element zu finden.
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Satz 3.3.16 Seien ¢ und v primdr mit D,|D, und N e ¢ Z'[p], wobei r ent-
sprechend Satz 3.3.15 gewdhlt wird. Dann existieren Polynome Py, P, mit redu-
zierten Koeffizienten modulo p und Grad(Py) < D,,Grad(P,) < D,, so daf
¢ = Pi(v) + Py(¢) nicht primdr ist.

Beweis: Zum Nachweis der Existenz von P; und P, miissen wir analog zum

Beweis von Satz 3.3.11 Fall 2 nur zeigen, daf

Z'o, N/ (Z' e, N T,)

kein Korper ist. Nehmen wir an, K := Z'[p,v]/(Z'[¢,v] N J}) ist ein Korper, und
K, und K, sind die von ¢ + (Z'[¢,v] N J,) beziechungsweise v + (Z'[¢,v] N J;)
tiber dem Primkérper erzeugten Teilkérper von K. Dann mu wegen D, |D,, die
Elementanzahl von K, ein Vielfaches der von K, sein. Da in endlichen Koérpern
aber die Teilkérper durch ihre Kardinalitiat eindeutig bestimmt sind, mufl X, ein
Teilkérper von K, sein. Das heifit aber, dafi v in Z'[¢] + J, liegt, was der Wahl
von r widerspricht. I kann also kein Koérper sein. O

Wir haben jetzt alle Voraussetzungen fiir den letzten Teil des Algorithmus
zusammengetragen.

3.3.2 Der Kernalgorithmus

Im wesentlichen versucht der Algorithmus eine Folge von ganzen Elementen zu
erzeugen, wobei jeweils eine Annéherung an eine der Bedingungen 3.3.7 (ii) oder
3.3.8 (ii) fiir ein Eisenstein beziehungsweise Berwick Element erreicht werden
soll. Er terminiert bei Auffinden eines Berwick, Eisenstein oder nicht priméren
Elements. Wir erhalten also entweder ein Element, dessen Gleichungsordnung ma-
ximal ist, oder ein nicht priméres Element, womit sich eine Reduzierung unseres
Problems entsprechend den Ausfithrungen in Abschnitt 3.2 ergibt.

Zunichst wollen wir eine Grobstruktur des Algorithmus angeben, um danach
den Algorithmus mit detaillierten Beschreibungen angeben zu kénnen, ohne den
Uberblick zu verlieren.
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Algorithmus 3.3.17 Struktur des Kernalgorithmus

E: Fin normiertes, separables Polynom aus Z'[t] vom Grad n mit einem primdren
£:=t+ f(H)Q[t].
A: FEine Z'-Basis von CI(Z', Ay).
1. p—¢
2. Stelle sicher, dafl Q(¢) gleich der Algebra Ay ist.
1

3. Teste, ob Z'[p] gleich 0} wst. Termaniere gegebenenfalls mit 1,¢,..., " .

4. Teste, ob ¢ nicht primdr ist. Terminiere mat der vom Zerlequngsalgorithmus
3.2.10 berechneten Basis.

5. Stelle sicher, daf$ ¢ nicht in *7; liegt.
6. Falls © nicht normiert ist, so normiere ¢ und gehe zu Schritt 2.
7. Suche ein neues @ mit Hilfe des Algorithmus 3.3.18.

8. Gehe zu Schritt 2.
Algorithmus 3.3.18 Suche neues ¢

E: Ein primdres, normiertes Element ¢ aus oy mit Q(p) = Aj;.

A: FEin neues Element ¢ aus 0, welches nicht primdr ist oder eine der folgen-
den Bedingungen erfillt
° DV,ZD@ U,TldM(p<M¢
° D(p < D@.
1. Finde ein By aus o' \Z'[¢p].
Setze 1 +— 0.
2. e Teste, ob [3; nicht primdr ist. Terminiere mit ¢ «— [3;.

e Teste, ob mit Hilfe von [(; eine Anndherung an ein Berwick oder Ei-
senstein Element mdglich ist. Berechne gegebenenfalls ¢ entsprechend
dem Satz 3.3.11 oder 3.3.10 und terminiere mit @.

8. Finde ein neues Element By, aus o', \Z'[¢] mit v}(Biy1) > vy(0;) oder Bi
nicht primdr. Setze i «— i + 1 und gehe zu Schritt 2.
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Nachdem wir nun einen groben Uberblick von dem Kernalgorithmus gewonnen
haben, werden wir ihn detailliert beschreiben. Der Algorithmus 3.3.18 ,Suche
neues ¢ wird im folgenden der Schleife Schritte 7 - 12 entsprechen.

Algorithmus 3.3.19 Kernalgorithmus

Eingabe:

Fiir den Kernalgorithmus wird ein normiertes, separables Polynom f
aus Z'[t] mit & ==t + f(t)Q[t] primdr erwartet.

Ausgabe:

Es wird eine Ganzheitsbasis von CI(Z', Ay) zuriickgegeben.

Im ersten Teil testen wir, ob wir bereits fertig sind, beziehungsweise stellen
den Ausgangszustand, fiir die Suche nach einem neuen priméaren Element, welches
ndher an der Berwick oder Eisenstein Element Schranke liegt, her. — Entspricht
den Schritten 1 - 6 im Algorithmus 3.3.17 —

1. Schritt: (Initialisierung)

Setze

o «— ¢
q <« p

2. Schritt: (Suche erzeugendes Element)

Teste, ob ¢ die ganze Algebra iiber Q erzeugt. Falls nicht, so finde ein
k € Z so, daf

¢ =@+ gk
die ganze Algebra tiber Q erzeugt. Setze

p— @

In Satz 3.3.12 haben wir gezeigt, dafl nach endlich vielen Versuchen ein sol-
ches k auftreten mufl. Entsprechend Satz 3.3.1 ist wegen ¢ = ¢ mod qo’f das
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Minimalpolynom von ¢ kongruent s, modulo pZ'[t]. Der Abstand zur Berwick
Element Schranke bleibt also gleich. Weiterhin ist bei richtiger Wahl von ¢, den
Erlduterungen zu Satz 3.3.12 folgend, das neue Element ¢ normiert, wenn ¢

normiert ist.

3. Schritt: (Dedekind Test)

Fiihre mit p, einen erwesterten Dedekindtest mit dem Algorithmus
3.1.2 durch und terminiere mit der von Algorithmus 3.1.3 berechneten
Basis, wenn die Gleichungsordnung oder der Multiplikatorring des p-

Radikals der Gleichungsordnung mazimal ist.

4. Schritt:

Teste, ob o in J, liegt. Ist das der Fall, so setze

p+— o+ 1.

Wir stellen fest, dafl mit ¢ auch ¢ + 1 die ganze Algebra iiber Q erzeugt.
Weiterhin gilt fiir das charakteristische Polynom von ¢ + 1

Xo+1(t) = Xp(t = 1).

Auf Grund der Aquivalenz v;(gp) > 0 <= v,(t) = t ergibt sich das p-Minimalpolynom

von ¢ + 1 zu

Vor1(t) = vt —1) =t —1

und somit vi(p + 1) = 0. ¢ + 1 liegt also nicht in J. Im priméren Fall gilt
insbesondere

L

U Wi + 1)) = v, (wp(p +1-1)) = Vi

weshalb der Nenner M, der fiir der Termination wichtig ist, nicht verkleinert
wird.
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5. Schritt: (Normierung)

Teste, ob ¢ normaert ist, ist das nicht der Fall, so berechne entspre-

chend Satz 3.3.9 ein normiertes ¢, setze

P .
Falls M, gleich Eins ist, so setze ¢ < p* sonst ¢ +— p und gehe zu
Schritt 2.

Nun sind die Grundvoraussetzungen fiir unsere zweite Konstruktionsstufe —
entspricht Algorithmus 3.3.18 ,Suche neues ¢“ — erfiillt. Dabei wurde der Wert

M., nicht verandert.

6. Schritt: (Initialisierung der Schleife)

Initialisiere u
V()"
p

b —

( ist nach Satz 3.3.13 ganz iiber Z’ und liegt nicht in Z'[¢].

Die folgenden Schritte 7 bis 12 bilden eine Schleife, in der bei jedem Durchlauf
ein neues # € 0%;\Z'[p] mit einer groBeren v;-Bewertung konstruiert wird. Diese
ist jedoch fiir ganze Elemente auBerhalb von Z'[¢] nach Satz 3.3.14 beschriankt.
Es mufl also zu einer Termination durch das Finden eines Berwick, Eisenstein
oder nicht priméren Elementes beziehungsweise durch eine Anndherung an die

Berwick oder die Eisenstein Element Schranke kommen.
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7. Schritt: (Termination der Schleife?)

e Teste, ob 3 primdr ist.
Wenn nicht, so finde, falls notwendig, entsprechend Schritt 2 mat
q = p ein 3, welches die ganze Algebra iiber Q erzeugt. Nach Satz
3.8.1 st B nicht primdr. Berechne mit Hilfe des Zerlequngsalgo-
rithmus 3.2.10 eine Ganzheitsbasis von CIl(Z/, Q(B)) und termi-

niere.

e Teste, ob mit 3 die Anndherung an ein Berwick Element méglich
18t — Dﬁ /{/an —
Berechne gegebenenfalls entsprechend Satz 3.3.11 ¢, setze

o —
q «— D

und gehe zu Schritt 2.

e Teste, ob mit B eine Anndherung an ein FEisenstein Element
méglich ist — Mg JM, —
Berechne gegebenenfalls entsprechend Satz 3.3.10 ¢, setze

o —
q «— D

und gehe zu Schritt 2.

Zur Wahl von ¢ ist zu bemerken, dafl im Fall der VergréBerung von D, uns
in der Konstruktion entsprechend Satz 3.3.11 nicht der Erhalt des Abstandes zur
Eisenstein Element Schranke garantiert wird. Wir kénnen also nichts durch die
Wahl von ¢ = p verlieren. Im zweiten Fall, der Vergroferung von M, ist M, fiir
das neue ¢ grofler als Eins, denn Eins ist die untere Schranke. In Schritt 2 geniigt

uns somit die Bedingung vy(qk¢) > 1.

Hat keiner der Tests zu einem Riicksprung beziehungsweise zum Verlassen des

Kernalgorithmus gefiihrt, so gilt fiir :
e (3 ist primér
* Ds|D,

o M;s|M,
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8. Schritt:
Setze

k e— Myvy(8).

k liegt in Z, denn entweder ist v5(3) = 0 oder v3(8) = vy (vs(8)) = ]@—Z, und
da nach obiger Bemerkung Mps|M,, gilt, liegt M,vs(3) in Z. Daf§ die Gleichheit

vr(B) = vy (vs(B)) gilt, sieht man folgendermaBen. 3 ist ganz iiber Z' und vy (3) #

0 genau dann, wenn v;(ﬂ) > 0. Nach Satz 2.5.2 mufl damit vg(t) gleich dem
Monom ¢ sein, das heifit v5(3) = 3.

9. Schritt: (Hilfselemente)
Setze

v %

Vnp(@)
rDy
6 «— AP

mat r € Z entsprechend Satz 3.3.15, so dafs
bellp)+T = 0" eyl

qilt.

Die konstruierten Elemente sind aus o, denn wegen

" (%) > 0(8) — koy(v(9)

v
= 0

ist v und damit auch § ganz iiber Z'.

Zuerst testen wir jetzt natiirlich, ob wir zuféllig ein nicht priméres Element
gefunden haben oder eines, dafi die Anwendung von Satz 3.3.11 oder Satz 3.3.10

ermoglicht.



3.3. PRIMARER FALL 7

10. Schritt: (Termination der Schleife?)
e Fiihre Schritt 7 fiir v an Stelle von (B aus
e Fliihre Schritt 7 fiir 6 an Stelle von (8 aus

Analog der Bermerkung nach Schritt 7 gilt also

e 7,6 sind priméar
o M,|M, und Ms|M,

e D,|D, und Ds|D,,.

Der Riicksprung von Schritt 7 oder Schritt 10 zu Schritt 2 kann nicht beliebig
oft erfolgen. Denn D,, ist durch n = Grad(f), und M, ist nach der verschérften
Abschitzung (3.4) durch E¢ nach oben beschrinkt.

In den folgenden beiden letzten Schritten konstruieren wir entweder ein neues
Glied in der Folge der § mit groflerem v;-Wert, oder wir finden ein nicht priméres
Element.

11. Schritt: (Néichstes Element in der Folge — neuer Schleifendurchlauf)
Falls 6 € Z'[¢], so setze

Be— B —v,(p)s

und gehe zu Schritt 7.

12. Schritt: (Suche nicht priméires Element)
6 liegt also nicht in Z'[¢], nach Satz 3.3.16 finden wir ein nicht

primdres ¢. Falls erforderlich, so dndere ¢ entsprechend Schritt 2 mat
g = p so ab, dafs ¢ ein primitives Element der Algebra ist. Berechne

mit Hilfe des Zerlequngsalgorithmus 3.2.10 eine Ganzheitsbasis von
ClUZ',Q(®)) und terminzere.

Fiir die Termination miissen wir zeigen, dafl das in Schritt 11 neu konstruierte
# nicht in Z'[¢] liegt und sich die v3-Bewertung vergréfert hat. Nach Vorausset-
zung liegt § in Z'[¢] und somit auch v,(¢)*6. 3 hingegen liegt nicht in Z'[] und
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damit auch nicht 8 —v,(¢)*¢. Um die Vergréfierung der v,-Bewertung des neuen

B 7zu zeigen, benutzen wir die Definition von -~y

B —vp(0)"6 = ()" (7 — 0).
Wir erhalten also fiir die v;-Bewertung des neuen
(B = vp(9)*8) = vy (p(9)'(v = 6))

> ko (wp(e)) + upy — 6)
= vy(B) + v, (v —9)

wegen  normiert und k = va;(ﬂ) = v*?i(fgp)). Wir miissen also zeigen, daf
p\“¥
vr(y — &) > 0 ist, welches dquivalent zu v — 6 € J} ist.

7 ist nach Schritt 10 primar. K = Z'[7]/(Z'[v] N J;) ist damit nach Bemer-
kung 3.3.6 der endliche Kérper mit p”+ Elementen. In K gilt nach dem Kleinen
Fermatschen Satz

(v + @ NTNP — (v + (@ N TL)) =0+ (Z Y] N T,

da D, nach Schritt 10 D,, teilt. Das heifit, 6 — v = q/prD“’ — v liegt in Z'[y] N T,

also insbesondere in j; i

Der Algorithmus mufl somit terminieren. Dies kann nur in den Schritten 3,
7, 10 oder 12 erfolgen. Dabei kéonnen wir entweder unser Problem auf Algebren
kleineren Grades reduzieren, oder wir finden eine Ganzheitsbasis entsprechend
unserem erweiterten Dedkindkriterium 3.1.1.



Kapitel 4
Globalisierung

Nachdem wir nun in Kapitel 3 vollstandig das Problem der Berechnung einer
lokalen Maximalordnung gelést haben, miissen wir uns iiberlegen, wie wir zum
globalen Fall zuriickfinden. In Kapitel 3 hatten wir schon festgestellt, daf die
Maximalordnung von Ay die Summe o; = > pep; RP der p-Maximalordnungen
ist. Wir miissen also eine Modulsumme bilden. Dazu benutzen wir die modulare

Hermite Normalform von ganzzahligen Matrizen. Siehe auch [Co, Po/Za).

Wir sind nunmehr in der Lage den vollstdndigen Algorithmus zur Berechnung
einer Ganzheitsbasis eines algebraischen Zahlkorpers beziehungsweise allgemeiner

einer separablen Algebra anzugeben.

4.1 Der Round 4 Algorithmus

Algorithmus 4.1.1 Round 4

Eingabe:

Es wird ein normiertes, separables Polynom f aus Z[t] erwartet.

Ausgabe:

Es wird eine Ganzheitsbasis von Ay zuriickgegeben.
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1. Schritt:

Bestimme die reduzierte Diskriminante sowie die Polynomdiskrimi-

nante von f.

2. Schritt: (quadratische Diskriminantenteiler)

Faktorisiere die reduzierte Diskriminante von f. Bestimme aus der

Faktorisierung der reduzierten Diskriminante die Faktorisierung der

Polynomdiskriminante von f. Setze

Py — {peP|v(d(f)) =2}
B — {1,6...,6Y

Die folgenden Schritte 3 bis 8 bilden eine Schleife.

3. Schritt: (Schleifentermination)
Falls Py = 0 gehe zu Schritt 9.

4. Schritt: (Wihle p fiir Lokalisierung)

Wiihle p aus Py beliebig.
Setze Py — P\ {p}.

5. Schritt: (Dedekind Test)

Untersuche mit dem Dedekind Test Algorithmus 3.1.2, ob die lokale
Gleichungsordnung von f oder der Multiplikatorring des p-Radikals
der Gleichungsordnung von f maximal sind. Bestimme gegebenen-
falls mit dem Dedekindbasis Algorithmus 3.1.3 eine Ganzheitsbasis
Wiy ... ,wy, des ganzen Abschlusses der p-Lokalisierung von Z in Ay.

Gehe zu Schritt 8.



4.1. DER ROUND 4 ALGORITHMUS

6. Schritt: (Lokale Ganzheitsbasis mit Zerlegungsalgorithmus)

Falls f modulo p in verschiedene koprime Faktoren zerfillt, so be-
stimme eine Ganzheitsbasis wy, ... ,w, des ganzen Abschlusses der p-
Lokalisierung von Z in Ay mit Hilfe des Zerleqgungsalgorithmus 3.2.10.
Gehe zu Schritt 8.

7. Schritt: (Lokale Ganzheitsbasis mit Kernalgorithmus)

Bestimme eine Ganzheitsbasis wy, . .. ,w, von CU(Z', Ay) mit Hilfe des
Kernalgorithmus 3.3.19.

8. Schritt:

Fiir alle i aus {1, ... ,n} multipliziere w; mit einer passenden Einheit
aus 7', so dafl w; in RZ} liegt. Setze

B— BU{w,...,w,},

gehe zu Schritt 3.

9. Schritt: (Summieren der lokalen Basen)

Ser A die nxm Matriz (m = |B|) dber Q, die zu jedem Element [3
aus B eine Spalte mit den Koeffizienten der Darstellung von d,.(f)3
beziiglich der Basis 1,&,...,£""" enthdilt. B = (b;;) sei die auf Her-
mite Normalform transformierte Matriz A. Es sind nun nur noch die
ersten n Spalten ungleich Null. Setze

~ L & p..gi=1

RARTAP P

=1

fir j € {1,... ,n}. Terminiere mit

((:)1, e ,wn).
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Kapitel 5

Implementierung

5.1 Implementierung des Kernalgorithmus

Die Schritte 1 — 5 des Algorithmus 3.3.19 lassen sich direkt, bei Vorhandensein
eines Computeralgebra Systems wie zum Beispiel KANT, implementieren. Hin-
gegen ist eine solche Herangehensweise fiir die Schleife, Schritte 7 — 12, nicht
moglich, da schon bei sehr kleinen Beispielen grofle Rechenzeiten auftreten. Das
liegt, am starken Anwachsen der Koeffizienten der konstruierten Elemente 3, v, 6
beziiglich der Q-Basis 1,¢,...,¢""" von A;. Wir werden jetzt untersuchen,
wie durch Reduktionen die Koeffizientenexplosion der zu berechnenden algebrai-
schen Zahlen verhindert werden kann. Zunéchst stellen wir nochmals fest, daf3
die Termination des Algorithmus im wesentlichen durch die Beschrankung der
v,-Bewertung der berechneten Elemente garantiert wird. Somit miissen wir min-
destens die Invarianz der v;-Bewertung der algebraischen Elemente unter den Re-
duktionen sicherstellen. Wir werden jetzt nacheinander die Reduktionsmoglich-
keiten fiir die einzelnen Schritte des Algorithmus 3.3.19, in denen ein starkes

Koeffizientenwachstum auftreten kann, untersuchen.

Schritt 5: (Normierung)
Unser aktuelles ¢ ist nicht normiert, das heifit, L., ist ungleich Eins. Entsprechend
Satz 3.3.9 berechnen wir ein ¢ = ¢ +n, mit 1, € J,, ¢ normiert und My = M,,.
Gesucht ist ein k € Z”°, so daB fiir § € p*Z'[{] beliebig das Element ¢ + § vom
algorithmischen Standpunkt aus — Termination — die gleichen Eigenschaften
wie ¢ hat, das heifit, ¢ + ¢ ist normiert, My, s = My = M, und Dyys = Dy =
D,. Offensichtlich ist, dal x grofler gleich Eins sein muf}, damit entsprechend
Korollar 3.3.2 das p-Minimalpolynom von ¢+ 6 gleich dem von ¢ gewéhlt werden
kann. Analog zu dem Beweis von Satz 3.3.9 bestimmen wir die v;-Bewertung von
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Vors(P+0) = vy(p+6). Sei
V(@ +6) = vyl +(n, +9))
= vo(p) + (n, + 6, () + (n, + 6)°h(p,m, + 6)

mit h(z,y) € Z[z,y] die formale Taylorentwicklung von v,(¢ + 6). Fiir die v;-
Bewertung der Summanden erhalten wir entsprechend dem Beweis von Satz 3.3.9

. L, 1
vy (V) = E>E

U;((n(p + 6)”@(90)) = U;(nw +6)
vp((n+6)2h(@,mp +6)) > 205(n, +6).
K ist also so zu wihlen, daB vy(n, + ) = v;(n,) gilt und damit v%(v,(e +

(n, +0))) =vs(n,) = M%o die gewiinschte Invarianz der v,-Bewertung unter der
Reduktion gegeben ist.

Da v,(¢) in der Gleichungsordnung des priméren Elemets ¢ liegt, gilt fiir
U;(nw)

. NEZA
U;(ntp> = mlnr}vng)( Lpl )

i€{l,..., P

=i R0

(p)) —1
= min kvz(,j)(l/w(ﬁp)) -1

tef{l,...,r}
= U,(f)(mo)

fiir alle j € {1,...,r}. Die Gleichheit v} (n,+06) = v;(n,) ist demzufolge sicherlich
fiir vy (n,) < vy(6) erfiillt. Wir erhalten die beiden Félle M, > 1 und M, = 1. Im
ersten Fall konnen wir kK = 1 wéhlen und im zweiten Fall k = 2, das entspricht

genau unserer Wahl von ¢. Wir kénnen also modulo ¢Z'[¢] reduzieren.

Schritt 8: (Initialisierung der Schleife)

Wir benotigen als Startelement fiir die Schleife ein iiber Z' ganzes Element, wel-
ches nicht in der Gleichungsordnung von ¢ liegt. Sei b := v,(p)M*, so ist j
definiert als z%' Zum Nachweis, daf3 § iiber Z’ ganz ist und nicht in der Gleichungs-
ordnung von ¢ liegt, hatten wir in Satz 3.3.13 gezeigt, dafi b nicht in pZ’[¢] liegt
und die v;-Bewertung von b gleich Eins ist. Andern wir b um ein Element § aus
p°Z[@] ab, so liegt b + & ebenfalls nicht in pZ'[p] und v (b + 6) = vi(b) = 1.
Bei der Berechnung der Initialisierung von (3 kénnen wir also v,(¢)"* modulo
p?Z'[p] reduzieren.
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Schritt 9: (Hilfselemente) &

Schritt 11: (Néchstes Element in der Folge — neuer Schleifendurchlauf)
Wir befinden uns in der Schleife Schritte 7 — 12. Ziel der Schleife ist die Annéhe-
rung an ein Berwick beziehungsweise Eisenstein Element. Dazu erzeugen wir Ele-
mente (3 in 0’\Z'[p] mit streng steigenden Ms Werten. Nach Satz 3.3.14 ist deren
vr-Bewertung nach oben durch d, := v,(d,(Z'[¢])) beschrdnkt. Wir kénnen also
modulo p? Z'[p] reduzieren, ohne die v,-Bewertung der Elemente zu verdndern.
Dabei ist es sinnvoll die Berechnung der Elemente modular durchzufiihren. Bei
der Potenzierung von v haben wir es im allgemeinen mit sehr groflen Exponen-
ten zu tun. Eine exakte Berechnung mit einer anschliefenden Reduktion wére zu
zeitaufwindig.

Schritte 7 & 10: (Termination der Schleife?)
Stellen wir in einem der beiden Schritte fest, dafl wir ndher an ein Berwick oder
Eisenstein Element riicken konnen, so ist eine Reduktion von ¢ moglich, wenn wir
nicht Dj beziehungsweise M; verdndern. Im ersten Fall geniigt die Bedingung,
daf wir um 6 aus 7y, also zum Beispiel modulo pZ'[¢], reduzieren. Im zweiten Fall
diirfen wir ebenfalls modulo pZ'[¢] reduzieren, da ¢ nach Satz 3.3.10 normiert

und M grofer als Eins ist, also die Situation aus Schritt 5 vorliegt.

Den Fall, da wir ein nicht priméres Element gefunden haben, werden wir bei

der Untersuchung des Zerlegungsalgorithmus betrachten.

Jetzt wollen wir noch einmal das Problem, der Anndherung an ein Berwick
Element, betrachten. Wie schon in Abschnitt 3.3.1 erwahnt, erhélt die Konstruk-
tion des neuen ¢ nach Satz 3.3.11 nicht den Wert A,. Vielmehr muf sich der
Algorithmus durch Anwendung von Satz 3.3.10 wieder vorarbeiten. Dazu bendti-
gen wir ein priméres Element § mit Mz [ Mz . Wir kénnten also im giinstigsten
Fall Mg sofort vergrofiern, wenn wir uns dasjenige Element § mit dem grofiten
Mg Wert, welches wéhrend des Kernalgorithmus auftrat, gemerkt hitten. Diesen
kleinen Test, ob Mg nicht M, teilt, kénnen wir sofort an die Anderung von ¢ nach
Satz 3.3.11 — Schritte 7 und 10 — anschlieBen. Uberlegen wir uns zuerst, welches
das Element mit dem grofiten bisher aufgetretenen ,, M-Wert® ist. Wéhrend des
Kernalgorithmus 3.3.19 kommt es nur bei Benutzung der Konstruktion nach Satz
3.3.11 in den Schritten 7 und 10 zu einer moglichen Verkleinerung von M,. Sei
¢ das nach Satz 3.3.11 konstruierte Element mit Dy > D,. Wenn M, nicht M,;
teilt, so konnen wir mit Hilfe von Satz 3.3.10 My vergrofiern. Teilt jedoch M,
das neue Mgy, so ist Mz grofler oder gleich M,,. Schlielen wir an die Veranderung
von ¢ mit dem Ziel der Vergréfierung von D, immer den Test M, / Mz mit der
gegebenenfalls moglichen Vergréfierung von Mgy an, so ist ¢ immer dasjenige Ele-
ment mit dem gréfiten bisher im Kernalgorithmus aufgetretenen ,, M-Wert® bis
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zur Konstruktion von ¢. Zur Durchfiihrung des Test miissen wir zundchst Mg be-
rechnen. Dazu bendtigen wir das charakteristische Polynom von v;(@), welches zu
berechnen einen erheblichen Zeitaufwand bedeutet. Leider kénnen wir bei einem
fehlgeschlagenen Test die berechneten Werte nicht zu einem spéteren Zeitpunkt
verwenden. Es kommt also in manchen Beispielen zu einer gréfleren Laufzeit des
Algorithmus. Im allgemeinen wird wihrend des Kernalgorithmus nur sehr selten
niaher an ein Berwick Element geriickt. Zudem ist der Test meist nur fiir den
speziellen Fall, dal M, gleich Eins ist, nicht erfolgreich. Dieser triviale Fall 1af}t
sich gesondert, ohne die Berechnung von M; abfangen. Trotz dieses Nachteils
erweist sich der Test als sinnvoll, da er die Anzahl der Schleifendurchldufe im
Kernalgorithmus und damit die Anzahl der zu berechnenden charakteristischen

Polynome stark reduzieren kann.

5.2 Implementierung des Zerlegungsalgorithmus

Laufzeituntersuchungen zeigen, dafl vor allem nach einer Zerlegung entsprechend
dem Zerlegungsalgorithmus 3.2.10 die Teilprobleme eine lange Rechenzeit erfor-
dern. Das liegt vor allem daran, dafl auch bei einem Startpolynom mit kleinen
Koeffizienten die im Kernalgorithmus berechneten charakteristischen Polynome
sehr grofle Koeffizienten haben. Mit einem solchen Polynom zerlegen wir danach
unsere Maximalordnung. Es stellt sich somit die Frage, ob es mdglich ist, eine
Zerlegung unseres Startpolynoms in koprime Faktoren modulo einer geeigneten
p-Potenz zu konstruieren, statt mit dem neuen schlechteren erzeugenden Polynom
weiterzurechnen.

Zunichst rekapitulieren wir noch einmal das bisherige Vorgehen nach der Kon-
struktion eines nicht priméren Elements im Kernalgorithmus. Gegeben ist ein
normiertes, separables Polynom f iiber Z’' und ein iiber Z’ ganzes, nicht priméres
Element ¢. Unter Berufung auf Satz 3.3.12 finden wir nach endlich vielen Ver-
suchen ein k € Z=° so, daB ¢ := ¢ + pk€é mit £ = t + f(¢)Q[t] nicht primér
ist und die ganze Algebra Aj iiber Q erzeugt. Statt des Polynoms f haben wir
unsere Algebra nun durch das Minimalpolynom von ¢ erzeugt. Jetzt konnten
wir mit Hilfe des Henselschen Lemmas eine Zerlegung f; fo des Minimalpolynoms
von ¢ modulo d?»(Z¥DZ/[t] bestimmen und die Berechnung von o auf die
Berechnung von o, und o, zuriickfiihren.
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5.2.1 Approximation orthogonaler Idempotenter

Auf Grund unserer bisherigen Uberlegungen wissen wir also, dafl es eine Algebra
Af mit einer zu o'f isomorphen p-Maximalordnung gibt, welche zwei orthogonale
[dempotente besitzt. Die Algebra A]; ist als @-Modul jedoch zu unserer Ausgang-
salgebra A; isomorph. Es ist auch méglich zuerst die Urbilder der Idempotenten
unter dem Isomorphismus ¢ aus dem Structural Stability Satz 3.2.3 in Ay zu be-
stimmen, um daraus ein f mit kleineren Koeffizienten, welches zu f modulo einer
geeigneten p-Potenz kongruent ist, zu erhalten. Diese Urbilder der Idempotenten
werden wir p-adisch approximieren, denn o ist bis auf einen bekannten p-adischen

Fehler multiplikativ.

Seien byby die Zerlegung des charakteristischen Polynoms von ¢ in zwei nor-
mierte, teilerfremde Faktoren modulo pZ'[t] und ry,ry aus Z'[t] so gewihlt, daf
r1by + 19by =1 mod pZ'[t]. Setzen wir e < (r1b1)(p), so liegt e in Z'[¢], und es
gilt

e = (6+(T252)(90))
+ (1172) () (b1b2) ()

= ¢’ mod pZ'[y],

da (b1by)(¢) kongruent Null modulo pZ'[¢] ist. e und 1 — e bilden somit mo-
dulo pko’f fiir £ = 1 zwei orthogonale Idempotente. Diese Eigenschaft ist eine

Schleifeninvariante des folgenden Iterationsverfahrens

e «—— 3e?—2¢

kL «— 2k.

Wir kénnen also zwei orthogonale Idempotente beliebig genau p-adisch approxi-
mieren. Beweisen wir zunichst einmal, dafl e? = e mod pko'f eine Schleifeninva-
riante ist. Sei é := 3e? — 2¢e3, so miissen wir zeigen, dafl €2 = ¢ mod p%o’f. Nach
Voraussetzung ist 2 = e 4+ ¢ mit 6 € pko’f. Wir stellen € und €2 in e und 6 dar

¢ = 3e?—2¢
3e? — 2e(e + 6)
e? — 2e6
e+ 06— 2ed

= e+ (1—2e)d.
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Damit erhalten wir fiir €2 die Darstellung

e® = (e+(1—2e)s)’
e* +2(e — 2e%)8 + (1 — 2¢)%6*
e+ 6+2(e—2e—26)6+ (1 — 2e)%8
e+6—2ed+ ((1—2e)*—2)8
= &+ ((1 —2e)* —2)8?

und die gewiinschte Kongruenz ¢? = ¢ mod kaO’f. Benutzen wir die Eigen-

schaft der reduzierten Diskriminante, daf§ d,.(Z'[{])o} C Z'[¢], so gilt fiir k& >
vp(dr (Z'[¢]))

e?=e mod pF @D 7],

Wir kénnen also orthogonale Idempotente sogar modulo p*Z’[£] beliebig genau
approximieren und erhalten somit eine Folge von Polynomen é; aus Q[t] vom Grad
kleiner n = Grad(f) mit é2 = ¢; mod p'f(¢)Q[t] und é,,; = é; mod p'f(¢)Q[t].
Es existiert also ein Polynom é vom Grad kleiner n mit Koeffizitenten aus Q, und
e = ¢ mod f(t)Q,[t], das heifit, f teilt é(1 — ¢é) in Q,[f]. Sei d > 0 so gewiihlt,
daB p?é in Z,[t] liegt. Wir definieren in Z,|[t]

A= egT(f,p%)
fo = ggT(f,p"(1—¢)).

fl und fz sind mit f normiert, und wegen der Teilerfremdheit von € und 1 — €
sowie der Teilbarkeit von é(1 — é) durch f ist f;f, eine Faktorisierung von f in

zwei koprime Faktoren iiber Z,.

Wir miissen nun aus einer p-adischen Approximation e; an € eine Approxima-
tion an den groBten gemeinsamen Teiler f; von f und p?é aus Z' bestimmen.

Approximation des p-adischen ggT

Seien ¢ € Z,[t] und e € Z'[t] zwei Polynome vom Grad kleiner n mit

e’ = ¢ mod f(t)Z,lt]
¢ = e modp"Z,t]

und f; ein Polynom minimalen Grades aus (fZ'[t]4+eZ'[t]4+p™Z'[t])\p™Z' gegeben.
Fiir G := ggT(f, p’e) gilt in Z,|[t]

p’G=cf+ Cdeé
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mit ¢y, ¢y € Zy[t] und s so, dal p°Z, = (éZp[t] + %Zp[t]) N Z, gilt. Weiterhin
ist G wieder mit f normiert. Sei ~: Z,[t] — Z[t] der in Abschnitt 1.4 eingefiihrte
Homomorphismus, welcher in der Laurent-Entwicklung beziiglich p die Terme mit

einer p-Potenz grofler als m — 1 abschneidet. Ist m grofler als s, so gilt

¢ = e mod p"Z[t]
0#p'G = & f+cple mod pmZ'[t],

und G teilt modulo p™Z/[t] die Polynome f und e. Somit muf} p°G auch f, modulo
p™ teilen. Wegen der Bedingung an den Grad von f; muf dieser mit dem von G

iibereinstimmen und fl durch p* teilbar sein. Da G normiert ist, gilt

fi = % mod p"*Z'[t],

G

wobei [ der Leitkoeffizient von fl ist.

Wir haben also in f; eine p-adische Approximation aus Z'[t] an den grofiten
gemeinsamen Teiler von f und p?é modulo p™~*Z,[t] gefunden. Es bleibt somit

nur noch fl zu bestimmen und eine Abschétzung fiir s herzuleiten.

fl kann wie folgt bestimmt werden. Fiir e gilt, pdr() e(§) liegt in der Glei-
chungsordnung Z'[¢] von &, das heifit, p (D e hat Koeffizienten aus Z'. Seien S
die Sylvestermatrix von f und pdr(f) e und H = (h;j); j=1,.n die zeilenreduzierte

(e )

iber Z' mit N := Grad(f) + Grad(e). Das Polynom

Hermite Normalform der Matrix

~ N .
fi= Z hi; NI

Jj=t
fiir i := max{k | hg, # 0} hat die gewiinschte Eigenschaft.

Wir wollen jetzt zeigen, daBl r := v,(d,(f)) eine obere Abschitzung von s
ist. Entsprechend der Konstruktion der Polynome é; gilt é;(¢) ist ganz tiber Z'.
Das Produkt p"é; hat also Koeffizienten aus Z’. Damit liegt aber das Polynom
p'é in Z,. Seien e; := p"é, ey := p"(1 —é€), G; = ggT(f,e;) und p*Z, =
(GLin[t] + é—in[tD N Z, fir i = 1,2. Auf Grund der Teilerfremdheit von e; und
ey gilt f = G1Go, das heif3t Gil = (G3_; fiir © = 1, 2. Damit liegt Glg—ll —|—ng—22 =p"
sowohl in p*'Z, als auch in p*?Z,, und r muf insbesondere gréBer oder gleich s;
und s» sein.



90 KAPITEL 5. IMPLEMENTIERUNG

Fassen wir unsere Ergebnisse zum Schlufl zusammen. Wir wollen eine Zerle-
gung f = fi1f> mod p*Z'[t] von f in zwei modulo p®Z/'[t] koprime, normierte Po-
lynome f; und f, fiir & € Z”° bestimmen. Dazu berechnen wir zunéchst mit unse-
rem Iterationsverfahren orthogonale Idempotente e und 1 —e modulo p”““d’“(f)o’f.
Dann sind e und 1 — e auch orthogonale Idempotente modulo p*+dr(NZ/[¢]. Sei é
ein Polynom aus Q[t] vom Grad kleiner n mit é(¢) = e. é ist modulo p**4-()Q, [t]
kongruent zu einem Polynom ¢ aus Q,[¢f] mit ¢ = é* mod f(¢)Q,[t]. Als néchstes
berechnen wir entsprechend den obigen Ausfithrungen eine Approximation f; aus

Z'[t] an den p-adischen grofiten gemeinsamen Teiler von f und pd( g
fi = geT(f, p*Dé) mod ptd- D=2z, [1].
Analog berechnen wir
fo = geT(f, p" V(1 —¢)) mod ptD=s7 [1].
Wir haben gezeigt, dafi s kleiner oder gleich d,.(f) ist. Damit gilt
f=fifs mod p"Z,[t].

Da f; und f, aus Z'[t] sind, haben wir die gesuchte Zerlegung berechnet.

5.2.2 Der Zerlegungsalgorithmus II
Algorithmus 5.2.1 Zerlegungsalgorithmus mit approximierten Idempotenten

Eingabe:

Es werden ein normiertes, separables Polynom f aus Z'[t], ein alge-
braisches Element ¢ aus Ay und eine Zerlegung biby = X, des cha-
rakteristischen Polynoms von ¢ in zwei normierte koprime Faktoren

modulo pZ/'[t] erwartet.

Ausgabe:

Es wird eine Ganzheitsbasis von CU(Z', Ay) zurickgegeben.

1. Schritt: (reduzierte Diskriminante)

Bestimme die reduzierte Diskriminante von f und setze

ko vp(d(f))-
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2. Schritt: (Idempotente modulo pZ'[¢])

Bestimme ry und ry aus Z'[t], so daff riby +reby =1 mod pZ'[t] und
inatialisiere e, k mat

e« ri(p)bi(p)
k «— 1.

3. Schritt:
Wiederhole

e «—— 3e2—2¢3

kL «— 2k

solange, bis k > 3k + 1. Die Berechnung von e kann jeweils modulo
p*ZE], € =t + f(t)Q[t], mit dem aktuellen k erfolgen.

4. Schritt: (Approximation des p-adischen ggT)

Sei g ein Polynom aus Q[t] von kleinerem Grad als f mit g(§) = e.
Dann hat p*qg Koeffizienten aus Z'. Sei H die modulare zeilenre-
duzierte Hermate Normalform der Sylvestermatriz von f und p“g,
beziiglich des Moduls p***1Z'. Fiir i := max{k|hy, # 0} und N :=
Grad(f) 4+ Grad(g) setze

1 X v
FZhijt -,

1 j=;

f L
Reduziere f; modulo p**Z/[t].

5. Schritt: (Approximation einer p-adischen Faktorisierung)

Bestimme fy aus Z'[t] mit

fle = f mod P%HZIM-
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6. Schritt: (Ganzheitsbasen der Faktoren)

Bestimme die Ganzheitsbasen von CU(Z', A},) und CU(Z', A, ).

Seien (wi1 (&), ... ywin, (&) mit & =1+ ﬁQ[t] und n; = Grad(f;-) fiir
i € {1,2} die berechneten Ganzheitsbasen von Aj und Aj, .

7. Schritt: (Addition)

Zusammensetzen der einzelnen Basen zu einer Ganzheitsbasis von

CUZ', Ay). Setze

(Wiy v ywy) — (w1 (€), ..., ewin, (&), (1—€)wa(§), ..., (1—e)wan, (§)).

6. Schritt: (Hermite Reduktion)

Seir A die n xn Matriz tiber 7', welche als i-te Spalte die Koeffizienten
von p*w; beziiglich der Basis 1,€,... " hat. B = (b;;) sei die auf
Hermate Normalform transformierte Matrix A. Setze

N 1 & i
Dj = — > byg!
Y2

fir j € {1,... ,n}. Terminiere mit

((:}1, NN ,wn).



Kapitel 6
Beispiele

Zur Untersuchung des Verhaltens des Algorithmus wollen wir noch einige Bei-
spiele angeben. Die Berechnungen wurden auf einer Hewlett Packard HP 9000
Series 735/100 mit 160 MB RAM und maximal 60 MB fiir einen Prozess unter
HP-UX 9.05 durchgefiihrt. Die Polynome sind zum Teil den im Literaturverzeich-
nis aufgefiihrten Werken iiber den Round 4 entnommen. Sie sind so gewéhlt, dafl
der Round 4 nach Moglichkeit nicht sofort mit dem Dedekind Kriterium die p-
Maximalitdt der Gleichungsordnung feststellt.

In der ersten Tabelle geben wir zum Vergleich die benotigten Rechenzeiten
von Round 2 und Round 4 an. Beim Round 2 handelt es sich um eine erweiterte
Version, welche analog dem Round 4 zuerst versucht, die Startgleichungsordnung

entsprechend dem Zerlegungsalgorithmus zu zerlegen.

Die folgenden Tabellen enthalten detailliertere Angaben zum Laufzeitverhal-
ten des Round 4. Fiir jeden Koérper wird das erzeugende Polynom f, die Fakto-
risierung der Diskriminante und der reduzierten Diskriminante von f sowie die
Zeit zur Faktorisierung der Diskriminante aufgefithrt. Zur Faktorisierung wird
zuerst die reduzierte Diskriminate berechnet und faktorisiert, um von den erhal-
tenen Faktoren die korrekten Exponenten in der Zerlegung der Diskriminante
zu bestimmen. Darauf folgend werden fiir alle Primzahlen p, die quadratisch in
der Diskriminante von f aufgehen, und fiir die die Gleichungsordnung nicht p-
maximal ist, einige statistische Groflen angegeben. Das ist zunéchst der Index
der lokalen Maximalordnung in der lokalen Gleichungsordnung, die Laufzeit, die
zur Berechnung der p-Maximalordnung benétigt wurde, und die Zeit, die dabei
zur Berechnung charakteristischer Polynome aufgewandt wurde. Weiterhin ist die
Héufigkeit, mit der die Schleife Schritte 2 — 8 im Algorithmus 3.3.17 ,,Struktur
des Kernalgorithmus“ durchlaufen wird — dabei wird jeder zusétzliche Test in
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Schritt 2 als ein Durchlauf gezdhlt — und die Haufigkeit, mit der die Schleife
Schritte 2 und 3 im Algorithmus 3.3.18 ,,Suche neues ¢* durchlaufen wird, ange-
geben. Zum Algorithmus 3.3.18 ,Suche neues ¢“ ist ebenfalls die Anzahl der in
Schritt 2 durchgefiihrten Tests aufgefiihrt. Diese sind aufgeschliisselt in die Tests
A, B und C, welche wie folgt zugeordnet wurden.

A: Test, ob das Element primé&r nicht ist.
B: Test, ob die Anndherung an ein Berwick Element moglich ist.

C: Test, ob die Annéherung an ein Eisenstein Element moglich ist.

In den Tabellen sind zu jedem Test zwei Werte aufgefiihrt. Der erste Wert gibt
an, wie oft der entsprechende Test zur Termination des Algorithmus 3.3.18 ,,Su-
che neues “ gefiihrt hat, der zweite Wert in Klammern gibt an, wie haufig der
Test insgesamt durchgefiihrt wurde. Dabei werden die Ergebnisse aller Kernalgo-

rithmusaufrufe zur Berechnung einer p-Maximalordnung aufsummiert.

Aus den Beobachtungen kann entnommen werden, dafl eine lange Laufzeit
in den meisten Féllen durch die Berechnung der charakteristischen Polynome
der im Kernalgorithmus erzeugten algebraischen Elemente hervorgerufen wird.
Durch die Reduktion der Koeffizienten der berechneten Elemente, entsprechend
den Ausfithrungen in Kapitel 5, wurde diese erheblich verringert. Desweiteren ist
zu bemerken, dafl der zusétzliche Test auf p-Maximalitdat des Multiplikatorringes
entsprechend den Ausfithrungen zu Satz 3.1.1 besonders bei grofleren Primzahlen
oft zur sofortigen Termination des Kernalgorithmus fiihrt. Das ist daran zu er-
kennen, dafl es zu keinem Schleifendurchlauf im Algorithmus 3.3.18 ,Suche neues
©“ kommt. Der Round 4 hat vor allem dann eine erheblich kiirzere Laufzeit als
der Round 2, wenn er den Grad durch Zerlegung reduzieren kann und die lokale
Gleichungsordnung einen grofien Index in den lokalen Maximalordnungen hat.
Das ist an den Beispielpolynomen groéfleren Grades zu erkennen, siehe die Poly-
nome vom Grad 30 oder 40. Wie das zweite Beispiel vom Grad 16 zeigt, kann
es auch sehr effizient sein, nach einem Berwick beziehungsweise Eisenstein Ele-
ment zu suchen, wenn die zu bestimmenden charakteristischen Polynome schnell
berechenbar sind.
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Rechenzeiten und Verhiltnis von Round 4 zu Round 2

Polynom Zeit in sec .
’ Round 4 | Round 2 Verhiltnis

t° 4+ 20t — 16 0.07 0.11 0.63
t7 — 56t + 48 0.08 0.37 0.21
8 — 817 + 6588344 0.31 1.59 0.19
8 4+ 217 — 327617t6 + 4967336t° 2.19 2.83 0.77

— 30273556t* + 94618928t3

— 1593011482 + 136438758t

— 46443931
19 — 10t — 3874204890 2.87 9.09 0.31
t'" — 5082t — 181016¢® 20.71 36.25 0.57

+ 820908t" 4 826455168t°

+ 28828948896t> + 557148848256t*

+ 6517138725504t + 46090291534848¢2

+ 182206040924160t

+ 310338030993408
" — 132t + 120 0.91 3.90 0.23
2 1% + 316 + 12t + 8 0.21 0.47 0.44
2 — ¢t 6 3¢t — 1082 — 4 0.38 0.28 1.35
A 212 o 10 T ¢t ] 0.21 0.37 0.56
15 — 240t 4 224 12.89 15.44 0.83
16 1+ 132¢1* + 6868t1% 4 179570¢1° 2.87 5.91 0.48

+2494972t% + 18111820t 4 65000173t

+ 102234000t% 4 46240000
16 — 16t + 7006302246093750000 35.82 205.82 0.17
120 — 412 — 1 0.56 4.28 0.13
120 4415 4 2t10 — 45 1 0.08 0.38 0.21
2! + 420t — 400 20.23 107.34 0.18
22 — 22¢%! 323.00 | 1668.15 0.19

— 128536914404491615470384737262
5 + 600t — 576 437.34 | 279.85 1.56
27 — 756t 4+ 728 105.17 | 509.61 0.20
129 + 812t — 784 74.43 | 504.17 0.14
139 + 234420 — 5678t1° + 670097641028 15.82 196.00 0.08
140 4+ 530 4 26420 — 5¢10 41 2.23 10.66 0.20
140 — 30 L 2420 L 410 11 1.60 6.34 0.25
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Laufverhalten des Round 4

f(t) =1" 420t — 16

d(f) = 2'%5° d,(f) = 2'5?
Gesamtzeit: 0.08 sec Faktorisierung von d,.(f): 0.00 sec
2-Maximalordnung Index: 2°
Zeit: 0.05 sec Zeit char. Polynom: 0.04 sec
Schleifendurchlaufe
Kernalogrithmus: 3 Suche neues ¢: 3
Tests
A: 1(6) B: 0(5) C: 1(5)
f(t) =17 — 56t + 48
d(f) = 2243%78 d,(f) = 2*3'7?
Gesamtzeit: 0.08 sec Faktorisierung von d,.(f): 0.00 sec
2-Maximalordnung Index: 2°
Zeit: 0.04 sec Zeit char. Polynom: 0.00 sec
Schleifendurchldufe
Kernalogrithmus: 4 Suche neues ¢: 3
Tests
A:2(3) B: 1(1) C: 0(0)

f(t) =% — 81" + 6588344

d(f) — 242750 dr(f) — 26714
Gesamtzeit: 0.32 sec Faktorisierung von d,.(f): 0.01 sec
2-Maximalordnung Index: 27
Zeit: 0.02 sec Zeit char. Polynom: 0.01 sec
Schleifendurchldufe

Kernalogrithmus: 2 Suche neues ¢: 0
Tests

A: 0(0) B: 0(0) C: 0(0)

7-Maximalordnung Index: 72!
Zeit: 0.27 sec Zeit char. Polynom: 0.00 sec
Schleifendurchldufe

Kernalogrithmus: 2 Suche neues ¢: 1
Tests

A: 0(1) B: 0(1) C: 1(1)
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f(t) =18 + 217 — 3276175 + 4967336t> — 30273556t* + 94618928¢3
—159301148¢? + 136438758t — 46443931

d(f) = 285241%2474013122532
11031067%178565062576312

d,(f) = 2'5%41%247'401"'12253?
11031067%178565062576312

Gesamtzeit: 3.23 sec

Faktorisierung von d,.(f): 1.82 sec

5-Maximalordnung

Index: 5'

Zeit: 0.01 sec

Zeit char. Polynom: 0.00 sec

Schleifendurchldufe
Kernalogrithmus: 0 Suche neues ¢: 0
Tests
A: 0(0) B: 0(0) C: 0(0)
41-Maximalordnung Index: 41!

Zeit: 0.02 sec

Zeit char. Polynom: 0.00 sec

Schleifendurchldufe
Kernalogrithmus: 0 Suche neues ¢: 0
Tests
A: 0(0) B: 0(0) C: 0(0)

12253-Maximalordnung

Index: 12253!

Zeit: 0.02 sec

Zeit char. Polynom: 0.00 sec

Schleifendurchlaufe

Kernalogrithmus: 0

Suche neues ¢: 0

Tests
A: 0(0)

B: 0(0) C: 0(0)

11031067-Maximalordnung

Index: 11031067}

Zeit: 0.03 sec

Zeit char. Polynom: 0.00 sec

Schleifendurchldufe
Kernalogrithmus: 0

Suche neues ¢: 0

Tests
A: 0(0)

B: 0(0) C: 0(0)

17856506257631-Maximalordnung

Index: 17856506257631"

Zeit: 0.63 sec

Zeit char. Polynom: 0.00 sec

Schleifendurchlaufe
Kernalogrithmus: 0 Suche neues ¢: 0
Tests
A: 0(0) B: 0(0) C: 0(0)
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F(t) =10 — 109 — 3874204890

d(f) — 2183162518111

d,(f) = 223%5211"

Gesamtzeit: 2.99 sec

Faktorisierung von d,.(f): 0.02 sec

3—-Maximalordnung

Index: 37

Zeit: 2.92 sec

Zeit char. Polynom: 0.33 sec

Schleifendurchlaufe
Kernalogrithmus: 6

Suche neues ¢: 4

Tests
A:1(4)

B: 0(3)

C: 3(3)

F(t) =t — 5082t° — 181016t° 4 820908t + 826455168t°
+288289488961% + 557148848256¢* + 6517138725504
+46090291534848¢2 + 182206040924160t + 310338030993408

d(f) = 2'¥3%1152191'6037"
321831698992502121046523!
43477717621421"
3763521724294384699"

d,(f) = 2%31211'2191'6037"
32183169899'502121046523!
43477717621421"
3763521724294384699"

Gesamtzeit: 24.13 sec

Faktorisierung von d,(f): 14.45 sec

2-Maximalordnung

Index: 2°2

Zeit: 1.30 sec

Zeit char. Polynom: 0.11 sec

Schleifendurchlaufe
Kernalogrithmus: 10 Suche neues ¢: 11
Tests
A:4(21) B: 1(17) C: 2(16)
3—-Maximalordnung Index: 315

Zeit: 0.59 sec

Zeit char. Polynom: 0.03 sec

Schleifendurchldufe
Kernalogrithmus: 6 Suche neues ¢: 4
Tests
A:1(7) B: 1(6) C: 1(5)
11-Maximalordnung Index: 1122

Zeit: 7.56 sec

Zeit char. Polynom: 1.62 sec

Schleifendurchlaufe
Kernalogrithmus: 5

Suche neues @: 2

Tests

A:2(2)

B: 0(0)

C: 0(0)
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f(t) =" — 132t + 120

d(f) — 2303105101112

d,(f) = 23315112

Gesamtzeit: 0.91 sec

Faktorisierung von d,.(f): 0.01 sec

2-Maximalordnung

Index: 2"

Zeit: 0.86 sec

Zeit char. Polynom: 0.55 sec

Schleifendurchlaufe

Kernalogrithmus: 2

Suche neues ¢: 5

Tests
A:2(12)

B: 0(10)

C: 0(10)

f(t) =2+ +3t° + 12t* + 8

d(f) = 2213125323%43138629"

d,(f) = 2°315223'43!38629"

Gesamtzeit: 0.24 sec

Faktorisierung von d,(f): 0.03 sec

2-Maximalordnung

Index: 26

Zeit: 0.13 sec

Zeit char. Polynom: 0.02 sec

Schleifendurchldufe
Kernalogrithmus: 4

Suche neues ¢: 3

Tests
A:1(3)

B: 1(2)

C: 1(1)

5-Maximalordnung

Index: 5!

Zeit: 0.03 sec

Zeit char. Polynom: 0.00 sec

Schleifendurchlaufe
Kernalogrithmus: 0 Suche neues ¢: 0
Tests
A: 0(0) B: 0(0) C: 0(0)

f(t) =t — ! + 45— 3¢t — 10t — 4

d(f) = 2'01279!
9282895166777041"

d,(f) = 2*41279"
9282895166777041"

Gesamtzeit: 0.37 sec

Faktorisierung von d,.(f): 0.18 sec

2-Maximalordnung

Index: 22

Zeit: 0.19 sec

Zeit char. Polynom: 0.03 sec

Schleifendurchlaufe

Kernalogrithmus: 3

Suche neues ¢: 4

Tests
A: 0(9)

B: 1(9)

C: 1(8)
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f(t) — t14 + 2t12 _ 2t11 _ th _

27T —t* — 1

d(f) = 2%°271'719'811'3127693"

d,(f) = 2%271'719'811'3127693"

Gesamtzeit: 0.23 sec

Faktorisierung von d,.(f): 0.05 sec

2-Maximalordnung

Index: 24

Zeit: 0.18 sec

Zeit char. Polynom: 0.06 sec

Schleifendurchlaufe

Kernalogrithmus: 3

Suche neues @: 2

Tests
A: 0(5)

B: 1(5) C: 0(4)

f(t) =t — 240t + 224

d(f) — 270316516714

d,(f) = 25325271

Gesamtzeit: 12.91 sec

Faktorisierung von d,.(f): 0.01 sec

2-Maximalordnung

Index: 226

Zeit: 12.88 sec

Zeit char. Polynom: 11.40 sec

Schleifendurchlaufe

Kernalogrithmus: 5

Suche neues ¢: 4

Tests
A:1(9)

B: 0(8) C: 1(8)

f(t) = t'® + 132¢1 4 6868¢'% + 179570¢1% + 2494972t + 18111820¢°
+65000173t* + 102234000¢? + 46240000

d(f) = 2738507513121 765312

d,(f) = 2'33%5°7213117253"

7901*36654374 7901236654372
Gesamtzeit: 3.06 sec Faktorisierung von d,.(f): 0.17 sec
2-Maximalordnung Index: 236

Zeit: 0.59 sec

Zeit char. Polynom: 0.08 sec

Schleifendurchldufe
Kernalogrithmus: 7 Suche neues @: 6
Tests
A:1(9) B: 4(8) C: 0(4)
3—-Maximalordnung Index: 3%

Zeit: 0.04 sec

Zeit char. Polynom: 0.00 sec

Schleifendurchlaufe

Kernalogrithmus: 0

Suche neues ¢: 0

Tests

A: 0(0)

B: 0(0) C: 0(0)
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5-Maximalordnung

Index: 510

Zeit: 0.35 sec

Zeit char. Polynom: 0.00 sec

Schleifendurchlaufe

Kernalogrithmus: 2

Suche neues ¢: 1

Tests
A: 0(1)

B: 1(1) C: 0(0)

7T-Maximalordnung

Index: 74

Zeit: 0.04 sec

Zeit char. Polynom: 0.00 sec

Schleifendurchldufe
Kernalogrithmus: 0

Suche neues ¢: 0

Tests
A: 0(0)

B: 0(0) C: 0(0)

17-Maximalordnung

Index: 173

Zeit: 0.05 sec

Zeit char. Polynom: 0.00 sec

Schleifendurchlaufe
Kernalogrithmus: 0

Suche neues ¢: 0

Tests
A: 0(0)

B: 0(0) C: 0(0)

7901-Maximalordnung

Index: 79012

Zeit: 0.07 sec

Zeit char. Polynom: 0.00 sec

Schleifendurchlaufe

Kernalogrithmus: 0

Suche neues ¢: 0

Tests
A: 0(0)

B: 0(0) C: 0(0)

3665437-Maximalordnung

Index: 36654372

Zeit: 0.16 sec

Zeit char. Polynom: 0.00 sec

Schleifendurchlaufe

Kernalogrithmus: 0

Suche neues ¢: 0

Tests
A: 0(0)

B: 0(0) C: 0(0)
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F(t) = '8 — 1615 4 7006302246093750000

d(f) — 212032265226

dr(f) — 28330530

Gesamtzeit: 36.29 sec

Faktorisierung von d,.(f): 0.15 sec

2-Maximalordnung

Index: 24!

Zeit: 3.81 sec

Zeit char. Polynom: 2.85 sec

Schleifendurchlaufe

Kernalogrithmus: 4

Suche neues @: 6

Tests
A: 2(15)

B: 0(13) C: 1(13)

3—Maximalordnung

Index: 3105

Zeit: 11.29 sec

Zeit char. Polynom: 0.05 sec

Schleifendurchldufe
Kernalogrithmus: 5

Suche neues @: 2

Tests
A:1(2)

B: 1(1) C: 0(0)

5-Maximalordnung

Index: 5105

Zeit: 20.56 sec

Zeit char. Polynom: 0.04 sec

Schleifendurchlaufe
Kernalogrithmus: 5

Suche neues ¢: 3

Tests
A:1(3)

B: 1(2) C: 1(1)

f(t) =12 —4¢12 —1

d(f) = 2*°107467*

d,(f) = 22107467"

Gesamtzeit: 0.67 sec

Faktorisierung von d,.(f): 0.03 sec

2-Maximalordnung

Index: 210

Zeit: 0.54 sec

Zeit char. Polynom: 0.30 sec

Schleifendurchlaufe

Kernalogrithmus: 4

Suche neues @: 2

Tests
A: 0(2)

B: 2(2) C: 0(0)
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f(t) — t20 + t15 + 2t10 _ t5 + 1

d(f) — 210310530

d,(f) = 2'3'52

Gesamtzeit: 0.09 sec

Faktorisierung von d,.(f): 0.02 sec

2-Maximalordnung

Index: 2°

Zeit: 0.06 sec

Zeit char. Polynom: 0.00 sec

Schleifendurchlaufe

Kernalogrithmus: 0

Suche neues ¢: 0

Tests
A: 0(0)

B: 0(0) C: 0(0)

f(t) = t*' + 420t — 400

d(f) — 280322540722

d,(f) = 24325272

Gesamtzeit: 19.00 sec

Faktorisierung von d,(f): 0.03 sec

2-Maximalordnung

Index: 22!

Zeit: 15.55 sec

Zeit char. Polynom: 13.89 sec

Schleifendurchldufe
Kernalogrithmus: 3

Suche neues ¢: 3

Tests
A: 1(6)

B: 0(5) C: 1(5)

5-Maximalordnung

Index: 5!

Zeit: 2.87 sec

Zeit char. Polynom: 2.30 sec

Schleifendurchlaufe
Kernalogrithmus: 1 Suche neues ¢: 1
Tests
A:1(1) B: 0(0) C: 0(0)
7-Maximalordnung Index: 7!

Zeit: 0.45 sec

Zeit char. Polynom: 0.01 sec

Schleifendurchlaufe

Kernalogrithmus: 1

Suche neues ¢: 1

Tests
A:1(1)

B: 0(0) C: 0(0)
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f(t) =% — 22¢*' — 128536914404491615470384737262

d(f) — 24234417441 1142231

d,(f) = 2234174112231

Gesamtzeit: 325.54 sec

Faktorisierung von d,(f): 0.98 sec

3—-Maximalordnung

Index: 3210

Zeit: 86.52 sec

Zeit char. Polynom: 0.09 sec

Schleifendurchlaufe

Kernalogrithmus: 5

Suche neues @: 2

Tests

A:1(2)

B: 1(1) C: 0(0)

7T-Maximalordnung

Index: 7210

Zeit: 237.10 sec

Zeit char. Polynom: 0.08 sec

Schleifendurchlaufe

Kernalogrithmus: 8

Suche neues ¢: 5

Tests

A: 2(5)

B: 0(3) C: 3(3)

f(t) = t** + 600t — 576

d(f) — 2144348552

d,(f) = 263254

Gesamtzeit: 446.65 sec

Faktorisierung von d,.(f): 0.04 sec

2-Maximalordnung

Index: 2%7

Zeit: 435.55 sec

Zeit char. Polynom: 392.08 sec

Schleifendurchldufe
Kernalogrithmus: 5 Suche neues ¢: 5
Tests
A: 2(8) B: 1(6) C: 1(5)
3—-Maximalordnung Index: 3!

Zeit: 7.44 sec

Zeit char. Polynom: 6.49 sec

Schleifendurchldufe
Kernalogrithmus: 1 Suche neues ¢: 1
Tests
A:1(1) B: 0(0) C: 0(0)
5-Maximalordnung Index: 5°

Zeit: 3.49 sec

Zeit char. Polynom: 2.09 sec

Schleifendurchlaufe

Kernalogrithmus: 1

Suche neues ¢: 1

Tests

A:1(1)

B: 0(0) C: 0(0)
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f(t) =127 — 756t + 728

d(f) — 2783847261326

d,(f) = 23367113!

Gesamtzeit: 101.71 sec

Faktorisierung von d,.(f): 0.06 sec

2-Maximalordnung

Index: 224

Zeit: 99.02 sec

Zeit char. Polynom: 93.03 sec

Schleifendurchlaufe

Kernalogrithmus: 3

Suche neues ¢: 4

Tests
A:1(9)

B: 0(8) C: 1(8)

3—Maximalordnung

Index: 312

Zeit: 2.48 sec

Zeit char. Polynom: 1.26 sec

Schleifendurchldufe
Kernalogrithmus: 2

Suche neues @: 2

Tests
A:2(2)

B: 0(0) C: 0(0)

f(t) = + 812t — 784

d(f) — 21127562930

d,(f) = 2472292

Gesamtzeit: 74.95 sec

Faktorisierung von d,.(f): 0.07 sec

2-Maximalordnung

Index: 22°

Zeit: 50.37 sec

Zeit char. Polynom: 45.85 sec

Schleifendurchlaufe
Kernalogrithmus: 3

Suche neues @: 2

Tests
A:1(2)

B: 0(1) C: 1(1)

7-Maximalordnung

Index: 7'

Zeit: 24.39 sec

Zeit char. Polynom: 22.32 sec

Schleifendurchlaufe

Kernalogrithmus: 1

Suche neues ¢: 1

Tests
A:1(1)

B: 0(0) C: 0(0)
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Ft) = 13 4 234420 — 5678t + 670097641028

d(f) = 2?85%13192311'°114269?
1314971°1466053°
9590309558257110

d,(f) = 2*5'13'2311'114269"
13149711466053"
95903095582571"

Gesamtzeit: 15.88 sec

Faktorisierung von d,.(f): 1.08 sec

2-Maximalordnung

Index: 210

Zeit: 14.47 sec

Zeit char. Polynom: 13.19 sec

Schleifendurchlaufe

Kernalogrithmus: 1

Suche neues ¢: 1

Tests
A:1(1)

B: 0(0)

C: 0(0)

f(t) =% + 583 + 26t*° — 5¢'° + 1

d(f) — 26032054013202920

d,(f) = 2231513229!

Gesamtzeit: 2.85 sec

Faktorisierung von d,(f): 0.15 sec

2-Maximalordnung

Index: 210

Zeit: 1.91 sec

Zeit char. Polynom: 0.14 sec

Schleifendurchldufe
Kernalogrithmus: 3

Suche neues @: 2

Tests
A:1(2)

B: 1(1)

C: 0(0)

13-Maximalordnung

Index: 1310

Zeit: 0.47 sec

Zeit char. Polynom: 0.00 sec

Schleifendurchlaufe
Kernalogrithmus: 0

Suche neues ¢: 0

Tests

A: 0(0)

B: 0(0)

C: 0(0)
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f(t) — t40 _ t30 + 2t20 + th + 1

d(f) — 260320560

d,(f) = 223152

Gesamtzeit: 1.85 sec

Faktorisierung von d,.(f): 0.10 sec

2-Maximalordnung

Index: 20

Zeit: 1.71 sec

Zeit char. Polynom: 0.13 sec

Schleifendurchlaufe

Kernalogrithmus: 3

Suche neues @: 2

Tests
A:1(2)

B: 1(1)

C: 0(0)
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Kapitel 7

Faktorisierung von separablen
Polynomen iiber Q,

In diesem Kapitel wollen wir zeigen, dafl sich der Grundgedanke des lokalen
Round 4 Algorithmus auch fiir die Faktorisierung von separablen Polynomen iiber
dem Korper der p-adischen Zahlen Q, verwenden lafit. Wir suchen nicht mehr
nach einer Z'-Basis des ganzen Abschlufies von Z' in Ay, sondern nach einer p—
adischen Approximation an die Zerlegung von f in irreduzible Faktoren iiber Q,
beziehungsweise den Nachweis der Irreduzibilitdt von f iiber Q,. Dabei fixieren
wir wieder eine rationale Primzahl p und kennzeichnen die Quotientenringbildung

1«

nach der multiplikativen Gruppe Z\pZ durch den Index ,,

Analog zur Darstellung von reellen Zahlen im Rechner konnen wir p—adische
Zahlen nur mit einer begrenzten Genauigkeit repriasentieren. Das Henselsche Lem-
ma garantiert uns jedoch, dafl sich eine gegebene Zerlegung von f in koprime Fak-
toren modulo p* beliebig genau an eine Faktorisierung in Q,[t] mit der gleichen
Anzahl von koprimen Faktoren liften 148t. Damit ist klar, dafl die Faktorisierung
von f iiber Q, nur so genau zu approximieren ist, daf§ die Anzahl der koprimen

Faktoren von f modulo p* mit der in Q,[t] iibereinstimmt.

Fassen wir zunédchst zusammen, welche Zerteilung der lokale Round 4 Algo-
rithmus uns in Polynomen beschrieben liefert. Dabei gehen wir davon aus, dafl wir
den Zerlegungsalgorithmus 5.2.1 mit approximierten Idempotenten, jedoch nicht
den erweiterten Dedekindtest, verwenden. Unter diesen Bedingungen berechnet

der lokale Round 4

e cine Zerlegung von f in koprime, normierte Polynome fi,..., fs modulo
p"Z'[t] so, daB die ganzen Abschliisse von Z' in Ay und Ay,. ., isomorph
sind und
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o der ganze Abschluf von Z' in Ay, gleich der Gleichungsordnung eines pri-

mitiven, priméren Elements der Algebra Ay, ist.

Der lokale Round 4 zerlegt also entweder die Konstruktionsaufgabe oder findet
ein erzeugendes priméres Element, dessen Gleichungsordnung maximal ist. Die
einzige Terminationsmoglichkeit besteht somit in dem letzten Fall. Wir verdndern
die Riickgabewerte des lokalen Round 4 wie folgt. Falls mit dem Dedekindkrite-
rium festgestellt wird, dafl die Gleichungsordnung eines Elemets maximal ist, so
soll die einelementige Liste mit dem aktuellen erzeugenden Polynom der Algebra
statt der Potenzganzheitsbasis zuriickgegeben werden. Statt der Bestimmung ei-
ner Basis der Modulsumme soll die Vereinigung der Listen zuriickgegeben werden.
Wir erhalten mit unserem so verdnderten lokalen Round 4 das oben angegebe-
ne Produkt fi,..., fs von Polynomen. Es stellt sich die Frage, ob die erhaltene
Faktorisierung von f modulo p®Z'[t] schon die anfangs geforderten Eigenschaften
einer Approximation an die Zerlegung von f iiber Q, erfiillt. Kénnen wir zeigen,
da die Faktoren f; iiber Q, irreduzibel sind, so kann keiner der Faktoren beim
Liften zu einer Faktorisierung von f in @, mehr zerfallen. Das heifit, statt des
Dedekind Tests bendtigen wir einen Irreduzibilitdtstest fiir Polynome iiber Q,.
Leider erfiillen die f; diese Bedingungen noch nicht. Der lokale Round 4 garantiert
uns nur, daf die Algebra Ay, die direkte Summe von Kérpern ist, wobei in jedem
Korper ein primitives Element existiert, dessen Gleichungsordnung maximal ist.
Wir werden jetzt zeigen, dafl die irreduziblen Faktoren von f; iiber Q auch in Q,
irreduzibel sind. Damit reduziert der lokale Round 4 die Faktorisierung iiber Q,
auf eine Faktorisierung iiber Q. Sei also ¢ ein irreduzibler Teiler von f; aus Q[t],
so liegt die folgende Situation vor. F := A, ist ein Korper, g hat modulo pZ'[t]

genau einen irreduziblen Faktor, und in o’z liegt ein Element a mit

e « ist primér
e « erzeugt F iiber Q

o Z'la] = o

Seien vy, ..., vy, die r nicht dquivalenten Bewertungsfortsetzungen der p—
adischen Bewertung von Q auf F und Fy, die Vervollstindigung von F beziiglich
der durch die Bewertung vy, induzierten Topologie auf F fiir alle 7 aus {1,... ,r}.
Da F/Q separabel ist, erhalten wir fiir den Grad der Erweiterung

r

Grad(g) = [F : Q] =>_[Fy, : Q.

i=1
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Fiir einen Beweis verweisen wir auf [We]. Wenn wir zeigen, dafl » = 1 ist, so gibt
es nur genau ein Primideal B iiber p in F, und es gilt [Fy @ Q,] = Grad(g).
Damit ist aber, wie behauptet, g iiber Q, irreduzibel.

Fiir unseren speziellen Fall hat Kummer einen Satz iiber die Struktur der
iiber p liegenden Primideale von ox angegeben. Wir werden hier nur die fiir uns
notwendige Aussage zitieren.

Satz 7.0.2 (Kummer) Sei F/Q eine separable Zahlkérpererweiterung und «
ein Element aus o'z mit F = Q(«) und o'y = Z'[a. Ist

r
Ha = H gzel
=1

die Zerlegung des Minimalpolynoms von « in irreduzible, koprime Faktoren in
F,[t] = Z'/pZ'[t], so liegen tber p die r verschiedenen Primideale

PBi = po’s + gi(a)o’x

und poly = T, B

Beweis: Den vollstédndigen Satz von Kummer einschliellich eines Beweises findet
man in [We].

Auf Grund des Zerlegungsverhalten von p, modulo p — « ist primér — kann
nach dem Satz von Kummer also nur genau ein Primideal iiber p in F liegen.

Unser Polynom g ist entsprechend den obigen Uberlegungen irreduzibel iiber Q,.

In dem Artikel [Fo/Le| wird zusétzlich behauptet, dal die Polynome f; iiber
Q, irreduzibel sind. Das ist im allgemeinen nicht so, wie folgendes Beispiel zeigt.
Seien Iy (t) = 3 —t* — 1, Ir(t) = 3 + > + 4t — 1 und f = Ljl,. f ist separabel,
jedoch nicht irreduzibel. Wollen wir die Faktorisierung von f in Qs [¢] bestimmen,
so terminiert unser veranderter lokaler Round 4 mit der einelementigen Liste [f].
In der Tat sind [y und [l in Q, irreduzibel. Der Dedekind Test ist jedoch schon
fiir f erfolgreich. Da l; kongruent Iy modulo 2Z'[t] ist, kann der lokale Round 4

auch f nicht zerlegen.



112 KAPITEL 7. FAKTORISIERUNG UBER Q,



Notation

Zl
!
Of
1A
Ty

Primzahl

normiertes, separables Polynom aus Z[t]
Grad(f)

Polynomdiskriminante von f

reduzierte Diskriminante von f
reduzierte Diskriminante der Ordnung R
Kronecker Symbol

n xn Einheitsmatrix

Diagonalmatrix mit den Elementen dq,... ,d,
auf der Diagonalen

endlicher Kérper mit p Elementen

endlicher Kérper mit p* Elementen

Qlt]/ (1) Qlt]

Gleichungsordnung von & =t + f(t)Q]t]
ganze Abschlufl von Z in Ay
Maximalordnung von Ay

¢ =1,...,r Primideale in o iiber p
Ni—; pi das p-Radikal von oy

p-Lokalisierung von 7Z
Quotientenring von oy nach Z/

Quotientenring von J, nach Z’

Fiir o € Ay wird definiert:

Xa
Hao

charakteristisches Polynom von «

Minimalpolynom von «
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Fiir # € Ay primér werden definiert:

Vg eindeutiger irreduzibler Faktor von yy modulo p
Dy Grad von vy

Ey Grad(f)/Grad(vs)

i v*(vg(0)) mit Ly, My > 0, ggT(Lg, Mp) = 1

No yg(&)”’/ps" mit rgLg — spMy =1 (7’9, Sp € N)
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