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KAPITEL 1

Einleitung

Zunichst wollen wir den Begriff ,modulares Verfahren der linearen Algebra‘ fest-
legen. Bei dem modularen Verfahren wird die Berechnung eines Wertes iiber einer
algebraischen Struktur zuriickgefithrt auf Berechnungen in einem oder mehreren
homomorphen Bildern dieser Struktur.

Das modulare Verfahren besteht entsprechend aus drei Hauptschritten. Erstens
wird das Problem auf die homomorphen Bilder abgebildet (Hintransformation),
zweitens findet die Berechnung in dem bzw. den homomorphen Bildern statt.
Rechnet man in mehreren homomorphen Bildern, so werden vor der Riicktrans-
formation die Ergebnisse mit Hilfe des chinesischen Restsatzes zu einem Ergebnis
in einem geeigneten homomorphen Bild zusammengesetzt. Drittens wird un-
ter Ausnutzung der sogenannten Schrankenbedingung der urspriinglich gesuchte
Wert in der urspriinglichen Struktur berechnet (Riicktransformation).

Trotz der fiir die Hin- und Riicktransformation benotigten Zeit kann das modulare
Verfahren eine Zeitersparnis gegeniiber der direkten Berechnung liefern, da das
Rechnen in den homomorphen Bilder oft schneller durchgefiithrt werden kann als
in der urspriinglichen Struktur.

Wie im ersten Abschnitt von Kapitel 2 dargestellt wird, ist ein homomorphes
Bild nichts anderes als eine Faktorstruktur nach einer Kongruenz. Historisch
wurde die Bedeutung des Kongruenzbegriffs fiir die Zahlentheorie zuerst von
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Gauss (1777-1855) voll erkannt, der ihn ganz an den Anfang seiner ,Disquisi-
tiones Arithmeticae® [Gau| stellte. Daran anschlieend entwickelte er eine sehr
weitgehende und reichhaltige Theorie der Kongruenzen, die sofort allgemein ak-
zeptiert und zu einem bleibenden Bestandteil der Zahlentheorie wurde.

Abgesehen vom Kongruenzbegriff der Geometrie wurde hier, historisch erstma-
lig, rein formal mit einer Aquivalenzrelation operiert. Da Kongruenzrelationen
vertréglich beziiglich der Verkniipfungen der algebraischen Struktur sind, kann
man mit ihnen weitgehend so rechnen, wie man es mit Gleichungen gewohnt ist.

Wegen dieser starken Analogie hat Gauss das Zeichen ,=* fiir ,kongruent® in
Anlehnung an das Gleichheitszeichen gewahlt.

Es soll jedoch nicht unerwédhnt bleiben, dafl sich der zahlentheoretische Begriff
der Kongruenz vor Gauss bereits ab 1730 in Briefen findet, die Goldbach (1690
1764) an Euler (1707-1783) geschrieben hat. Goldbach verwendet anstelle des
Symbols ,=" das Symbol ,,F*, allerdings blieb bei ihm im Vergleich zu Gauss der
Kongruenzkalkiil noch ganz in den Anfdngen stecken. Eine Gleichung der Form
a = b (modm) liest man als “a ist kongruent b modulo m*, eine Sprechweise, der
das modulare Verfahren seinen Namen verdankt. Diese Gleichung ist dquivalent
mit der Gleichung a + (m) = b+ (m) im homomorphen Bild. Lipson bezeichnet
das modulare Verfahren als , Methode der homomorphen Bilder [Lip81].

Mit Hilfe des chinesischen Restsatzes kann man simultane lineare Kongruenzen
l6sen. Da Fragestellungen, die auf Probleme dieses Typs rekurrieren, nach heu-
tigem Wissen erstmals im Suan-ching (Handbuch der Arithmetik) des Chinesen
Sun-Tsu ca. im ersten Jahrhundert nach Christus Erwdhnung finden [Dic52, S.
57], spricht man vom , chinesischen Restsatz“. Dicson [Dic52] erwihnt weitere
Mathematiker, u.a. Euler, im Zusammenhang mit dem Problem der simultanen
Kongruenzen. Jedoch ist es wiederum Gauss, der zweifelsohne dieses Problem
am priagnantesten in algorithmischer Darstellung in Disquisitiones Arithmeticae,
Art. 32, 36 behandelt hat.

Ziel dieser Arbeit ist es, die Verwendbarkeit modularer Algorithmen bei Proble-
men der linearen Algebra iiber algebraischen Zahlkoérpern zu untersuchen, deren
Korrektheit zu zeigen und das Laufzeitverhalten der modularen Algorithmen mit
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dem der nichtmodularen zu vergleichen. Dies geschieht exemplarisch anhand der
Determinantenberechnung iiber algebraischen Zahlkérpern und Multiplikation al-
gebraischer Zahlen.

Ein Schwerpunkt dieser Arbeit ist die Implementierung der neuen modularen Al-
gorithmen in dem Computeralgebrasystem KANT-V4 [DFK*96], welches bereits
die entsprechenden nichtmodularen Algorithmen enthélt. Beim Laufzeitvergleich
dienen die nichtmodularen Algorithmen von KANT-V4 als Referenz. Die Beispiel-
rechnungen fiir den Laufzeitvergleich wurden mit dem Computeralgebrasystem

KANT-V4 in der Oberfliche KASH ausgefiihrt.

In Kapitel 2 wird zunéchst die Grundidee des allgemeinen modularen Verfah-
rens sowie der chinesische Restsatz thematisiert. Im zweiten Abschnitt wird das
modulare Verfahren fiir spezielle Ringe dargestellt. Diese Ringe sind Z und kom-
mutative freie Algebren iiber Z. Der dritte Abschnitt stellt Grundlagen iiber
algebraische Zahlkérper und Ordnungen zusammen. Fiir das Rechnen in alge-
braischen Zahlkorpern sind Ordnungen wichtige Strukturen. Es wird gezeigt, dafl
Ordnungen geeignete Strukturen fiir das modulare Verfahren sind. Im letzten Ab-
schnitt des Kapitels wird darauf eingegangen, wie wir das Laufzeitverhalten von
Algorithmen beschreiben kénnen.

Kapitel 3 teilt sich in zwei Abschnitte. Jeder Abschnitt befaf3t sich mit einer Auf-
gabenstellung der linearen Algebra iiber algebraischen Zahlkorpern. Diese beiden
Abschnitte sind gleich gegliedert. Zunéchst wird der nichtmodulare Algorithmus
dargestellt. Anschlieflend wird der neue modulare Algorithmus beschrieben und
seine Korrektheit bewiesen. Im dritten Unterabschnitt werden jeweils die Lauf-
zeiten der Varianten verglichen.

Bei der Nummerierung von Sétzen, Definitionen, Abbildungen und Tabellen wird
die Kapitelnummer vorangestellt. Innerhalb der Kapitel ist die Nummerierung
fortlaufend.

Das Literaturverzeichnis und eine Liste der verwendeten Bezeichnungen mit deren
Bedeutung befinden sich am Ende der Arbeit.



1. EINLEITUNG



KAPITEL 2

Grundlagen

1. Homomorphe Bilder und der chinesische Restsatz

Eine algebraische Struktur schreiben wir als Paar (A, ), wobei A eine Menge
und €2 eine Menge von inneren Verkniipfungen auf A ist. Die Menge der Q-Terme
bezeichnen wir mit 7().

Zunichst werden einige elementare jedoch fiir das modulare Verfahren grundle-
gende Sitze und Definitionen aus [Mey80al, [Lip81] aufgefiihrt.

DEFINITION 2.1. Seien (A,Q) und (H,Q) algebraische Strukturen. Dann heifst
eine Funkion ® : A — H Homomorphismus von (A, Q) nach (H,Q), falls fir alle
w € Q und alle ay,... a0 € A

S(wlag,...,aq)) =w(®(ay),...,P(aq))

qilt. Dabei sei d die Stelligkeit von w.

Obwohl die Verkniipfungen der Strukturen (A, Q) und (H,Q) gleich bezeichnet
werden, konnen keine Zweideutigkeiten auftreten, da die Argumente die Bedeu-
tung eindeutig festlegen.

BEZEICHNUNG 2.2. Fir einen Homomorphismus ® : A — H wvon (A,Q) nach
(H,Q) ist die Menge ®(A) zusammen mit der Menge Q0 |g(4) ,der auf ®(A) einge-

9
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schrinkten  Verniipfungen aus €,  bildet eine algebraische  Struktur
(P(A),Q laay). Diese nennen wir homomorphes Bild von (A, ) unter ®.

Ist & : A — H ein surjektiver Homomorphismus von (A, Q) nach (H,Q), so ist
nach Bezeichnung 2.2 (H, Q) homomorphes Bild von (A, Q).

Fiir einen Homomorphismus ® gilt die obige Vertréiglichkeitsbedingung nicht nur
fiir alle Verkniipfungen w € €2, sondern sogar fiir alle Q-T'erme.

SATZ 2.3. (Homomorphismus-Theorem) Ser ® : A — H ein Homomorphismus
von (A, Q) nach (H,Q). Sei t(x) :=t(xy,...,xq) ein Q-Term. Dann gilt fir alle
a:=(a,...,aq) € A?

Dabei ist ®(a) .= (P(ay),... ,P(aq)).

Dies entspricht folgendem kommutativen Diagramm:

Auswertung iiber A
a t(a)

P4 o

B(a) H(®(a))

Auswertung iiber H

ABBILDUNG 2.1. Kommutatives Diagramm zum Homomorphismus-
Theorem (Satz 2.3)

Die Grundidee des modularen Verfahrens besteht darin, Rechenoperationen in ei-
ner algebraischen Struktur (A, Q) durch Rechenoperationen in einfacheren Struk-
turen zu ersetzen. Die hierfiir geeigneten Strukturen sind nach Satz 2.3 die ho-
momorphen Bilder von (A, Q).
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Nun ist es interessant zu wissen, welche Gestalt homomorphe Bilder annehmen
kénnen. FEine Charakterisierung der homomorphen Bilder bis auf Isomorphie
liefern die beiden folgenden Sétze.

SATZ 2.4. Sei (A, Q) eine algebraische Struktur und E eine Kongruenzrelation
auf (A,Q). Sei AJE = {[a]g | a € A} die Menge der Aquivalenzklassen von
A und seien fir alle w € Q Verknipfungen auf AJ/E (bezeichnet durch dasselbe
Symbol) definiert durch

w(lar]g, .-, [adg) = wlay, ... ad)]E.

Dann ist (A/E,Q) eine algebraische Struktur und heifst Quotientenstruktur von
(A, Q) nach E.

Quotientenstrukturen nach Kongruenzrelationen sind somit homomorphe Bilder.
Satz 2.7 besagt, dafl jedes homomorphe Bild isomorph zu einer Quotientenstruk-
tur nach einer Kongruenzrelation ist.

BEZEICHNUNG 2.5. Set ® : A — H ein Homomorphismus von (A,Q) nach
(H,Q). Dann bezeichne Eg die von ® mittels

a1Egay < P(ay) = P(as)

induzierte Relation auf A.

SATZ 2.6. Sei ® : A — H ein Homomorphismusvon (A, Q) nach (H,). Dann
15t Ee eine Kongruenzrelation auf A.

SATZ 2.7. (Isomorphie-Satz) Sei (A, Q) algebraische Struktur und (H,Q) ein ho-
momorphes Bild von (A,Q) unter dem Homomorphismus ®. Dann gilt H =2
A/FEs.

Nach den Satzen 2.4, 2.7 sind die homomorphen Bilder einer algebraischen Struk-
tur bis auf Isomorphie die Quotientenstrukturen nach Kongruenzrelationen.
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Im folgenden werden wir als spezielle algebraische Strukturen Ringe (R, {+,-})
betrachten. Die Anwendbarkeit des modularen Verfahrens auf Gruppen, Korper
und Vektorrdume wird am Ende des Abschnitts diskutiert.

Generalvoraussetzung: (R, {+,-}) bezeichne fiir den Rest des Kapitels stets
einen kommutativen Ring mit Einselement 1.

BEZEICHNUNG 2.8. Sei a ein Ideal von R. Dann bezeichne Ey die von dem Ideal
a muttels

rEry &r—ry€a

induzierte Relation auf R.
SATZ 2.9. Sei a ein Ideal von R. Dann ist E, eine Kongruenzrelation auf R.

BEZEICHNUNG 2.10. Statt R/E, schreiben wir kurz R/a.

SATZ 2.11. Sei a ewn Ideal von R. Dann g¢ilt

(1) Die Quotientenstruktur R/a ist ein Ring, genannt Restklassenring. Die
FElemente [r] € R/a haben die Form [r] =r+a,r € R.

(2) R/a ist homomorphes Bild von R unter ® : R — R/a,r — r + a.

SATZ 2.12. Sei ® : R — H ein Homomorphismus von (R,Q) nach (H,Q) und
sei R homomorphes Bild von R unter ®. Dann ist Ker(®) ein Ideal in R und
R = R/ Ker(®).

Nach den Sétzen 2.11,2.12 sind die homomorphen Bilder von R bis auf Isomorphie
genau die Restklassenringe von R.

BEZEICHNUNG 2.13. Sei a ein Ideal von R und ri,79 € R. Dann schreiben wir
fir die Gleichung ry +a=ry 4+ a in R/a auch r{ = ry (mod a).
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Fiir einen kommutativen Ring mit Einselement ist es moglich, das kommuta-
tive Diagramm aus Abb. 1 auf mehrere homomorphe Bilder zu verallgemeinern.
Zentrales Hilfsmittel hierfiir ist der chinesische Restsatz.

DEFINITION 2.14. Seien aq, as Ideale von R. Dann heiffen a; und as komaximal
genau dann, wenn a; + as = R.

SATZ 2.15. (Chinesischer Restsatz) Seien ay, . .. ,a, paarweise komazimale Ideale
von R. Dann st

v R/ﬁaj — R/a; x---x R/a,
7=1

r+ Il a — (r+a,...,r+ay)
=1

ein Isomorphismus.

BEZEICHNUNG 2.16. Sez a ein Ideal von R. Dann bezeichnen wir den offensicht-
lich surjektiven Homomorphismus ® von dem Ring R auf den Restklassenring

R/a

d - R — R/a
r — r4a.

als den kanonischen Epimorphismus zu a.

SATZ 2.17. ¥ bezeichne den Isomorphismus aus Satz 2.15. Seien ay, ... ,a; paar-
weise komazimale Ideale von R und v := (ry,... ,rq) € R Firl1<i<s sei®;
der kanonische Epimorphismus zu a;. Weiterhin sei ®;(r) := (®;(r1), ..., P;i(r5))

firl <i<sundt ein{+,—,-}-Term der Stelligkeit d. Dann gilt folgendes kom-
mutatives Diagramm:
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Auswertung tiber R

r t(r)
d d + 10 o
(@4, ..., o) rrd I
4 \I]il s
(®:(), ..., By (r (B (r)), ..., t(Dy(r t(r)+ I a;
Auswertung tiber chinesischer =1
R/ay, ..., R/a; Restsatz

ABBILDUNG 2.2. Kommutatives Diagramm fiir mehrere homo-
morphe Bilder

Beweis: W1t ist bijektiv. Daher geniigt es, die folgende Aussage zu zeigen:

(2-1) (t(P1(r)) + ar,... ,t(Ps(r)) +a5) =T (t(r) + ]:[ aj) :

Nach Satz 2.3 (Homomorphismus-Theorem) gilt fiir 1 < j < s:
t(®;(r)) +a; = i(r) + a;.
Somit folgt (2-1) nach Definition von ¥ in Satz 2.15. O

Sei a = JI}_, a; und ® der kanonische Epimorphismus zu a. Um das modulare
Verfahren anwenden zu konnen, fehlt uns nun nur noch die Moglichkeit, aus der
berechneten Nebenklasse ¢(®(r)) = ¢(r)+a den gesuchten Wert ¢(r) zu berechnen.
Diese Berechnung nennen wir Riicktransformation. Im ersten Teil des néchsten
Abschnitts wird gezeigt, wie die Riicktransformation fiir den Ring der ganzen
Zahlen Z durchzufiihren ist.

Fiir Gruppen und Vektorrdume gibt es kein Analogon zum chinesischen Restsatz.
Das modulare Verfahren fiir mehrere homomorphe Bilder ist somit weder fiir
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Gruppen noch fiir Vektorrdume durchfiithrbar.

Korper F sind einfache Ringe, besitzen somit nur die trivialen Ideale {0} bzw. F.
Nach Satz 2.12 sind F/{0} 2 F bzw. F/F = {0} bis auf Isomorphie die einzigen
homomorphen Bilder von F. Somit ist das modulare Verfahren fiir Kérper nicht
geeignet.

2. Das modulare Verfahren fiir spezielle Ringe

Zunichst wollen wir das modulare Verfahren fiir ein homomorphes Bild in Form
eines kommutativen Diagrammes darstellen.

Sei a ein Ideal von R, ® der kanonische Epimorphismus zu a und ¢ ein
{+,—,-}-Term der Stelligkeit d. Weiterhin sei r := (r,...,ry) € R? und

O(r) := (P(ry),... ,P(rs)). Dann gilt folgendes kommutatives Diagramm:
Auswertung iiber R
r t(r)
Riicktransfor-

q)d

mation

(r) H((r))

Auswertung tiber R/a

ABBILDUNG 2.3. Modulares Verfahren fiir ezn homomorphes Bild

® ist zwar surjektiv, jedoch fiir a # {0} nicht injektiv. Deshalb wird fiir die
Riicktransformation zusétzliche Information bendtigt. Wir zeigen nun, dafl diese
Information fiir den Ring Z' eine geeignete Schranke fiir den Absolutbetrag von

!Die Betrachtungen in Unterabschnitt 2.1 und die Verallgemeinerung in Unterabschnitt 2.2
sind analog zum euklidischen Ring 7Z auch fiir den euklidischen Ring F[z] durchfiihrbar [Lip81,
Kapitel 8]. Dabei sei F ein Korper.
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t(®(r)) kann.

2.1. Der Ring Z. 7 ist ein euklidischer Ring. Mit Hilfe der Division mit Rest
kann man in jeder Nebenklasse [ + (m) (I,m € Z) eines Ideals (m) # {0} ein
Element r € Z auszeichnen.

SaTz 2.18. Seil € Z und m € N\ {0}. Dann gilt

(1) Es gibt eindeutig bestimmte r,s € Z mit l = sm+1r und 0 < r < m.
(2) Fiir m ungerade gibt es eindeutig bestimmte r,s € Z mit | = sm + r und
r| < 3.

KOROLLAR 2.19. Seien | € Z und m € N\ {0}. Dann gilt

(1) In jeder Nebenklasse | + (m) gibt es genau ein Element r mit 0 < r < m.
(2) Fiir m ungerade gibt es in jeder Nebenklasse |+ (m) genau ein Element r
mit |r| < 7.

Beweis: Direkte Folgerung aus Satz 2.18. O

BEZEICHNUNG 2.20. Das nach Korollar 2.19 Teil (1) eindeutig bestimmte Ele-
ment bezeichnen wir auch als r = [ modm und nennen es den positiven kanoni-
schen Reprdsentanten von | + (m).

Das nach Korollar 2.19 Teil (2) eindeutig bestimmte Element bezeichnen wir auch
als r = lmodsm und nennen es den symmetrischen kanonischen Reprisentanten
von | + (m).

Sei r := (r1,...,74) € R* und {+, —,-}-Term der Stelligkeit d. Wenn wir eine
Schranke S € Z mit 0 < t(r) < S bzw. |t(r)| < S kennen, so kénnen wir ein Ideal
(m) von Z derart wahlen, da m > S bzw. m > 2S fiir m ungerade. Haben wir
dann im Restklassenring Z/(m) den Wert t(r) + (m) berechnet, so besteht die
Riicktransformation nur in der Bestimmung des positiven bzw. symmetrischen

Wir beschrinken uns auf den Ring Z und die freien kommutativen Algebren iiber Z, da wir nur
diese fiir die Anwendungen in Kapitel 3 benétigen.
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kanonischen Représentanten von t¢(r) + (m). Dies wird sofort klar, wenn man
beachtet, da t(r) € t(r) + (m) die Bedingung 0 < ¢(r) < S < m bzw. [t(r)]| <
S < ¢ erfiillt und somit nach Satz 2.19 Teil (1) bzw. Teil (2) der positive bzw.
symmetrische kanonische Représentant von ¢(r) + (m) ist.

Beim modularen Verfahren fiir mehrere homomorphe Bilder R/(my), ..., R/(my)
kann man die Riicktransformation bei gegebener Schranke S mit 0 < #(r) < S
bzw. [t(r)| < S natiirlich auf die Restklasse (r) + [T, (m;) = t(r) + (ITj=, m;)
anwenden, falls T[7_, m; > S bzw. [[;_; m; > 25 erfiillt ist.

Seien aj, ... ,a, paarweise komaximale Ideale von Z und r := (ry,... ,74) € Z%
Fiir 1 <i < s sei ®; der kanonische Epimorphismus zu a;. Weiterhin sei ®;(r) :=
(Pi(r1),... , Pi(ry)) fiir 1 < i < sundtein {+, —,-}-Term der Stelligkeit d. Dann
gilt folgendes kommutatives Diagramm:

Auswertung iiber R

Tr t(I‘)
(@ff, . CI’?) Rucktrénsfor—
mation
p! 5
(®(r), ..., Dy(r HDy(x)), ..., t(Dy(r t(r)+ I a
Auswertung iiber chinesischer =t
R/ay, ..., R/ay Restsatz

ABBILDUNG 2.4. Modulares Verfahren fiir mehrere homomorphe Bilder
Die Erzeuger m; der Ideale a; := (m;), 1 < j < s werden wir auch als Moduli
bezeichnen.

Der Algorithmus des modularen Verfahrens fiir Z wird im folgenden beschrieben
[Lip8&1].
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ALGORITHMUS 2.21. (modulares Verfahren fiir Z)

Input:

Output:
Schritt 1:

Schritt 2:

Schritt 3:

Schritt 4:

Schritt 5:

{+,—, - }-Termt(xy,... ,xq) = t(x) und und Argumente (ry,... ,rq) :=
r €7
v=1t(r) € Z.

(Bestimmung der Schranke und Wahl der Moduli)
VERSION 1: Bestimme eine Schranke S mit 0 < t(r) < S und paar-

weise teilerfremde positive my, ... ,mgs mit [I}_, m; > S.
VERSION 2: Bestimme eine Schranke S mit |t(r)| < S und paarweise
teilerfremde ungerade positive my, ... ,mg mit [[;_; m; > 25.

(Abbilden in die Restklassenringe)
Firg=1,...,s:
Berechne wl(j) =r;modm;, 1 <i<d.
(Auswerten in den Restklassenringen)
Firg=1,...,s:
Berechne (3; = t(ng), cee (ng)) (iber Z/(m;)).
(Chinesischer Restsatz)
Berechne mat Hilfe des chinesischen Restsatzes ein w € 7Z mit u =
Bjmodm; firl <j<s.
(Riicktransformation)
VERSION 1: Bestimme den positiven kanonischen Reprdisentanten v
von u + ([15-; m;) und gib v zurick. ENDE.
VERSION 2: Bestimme den symmetrischen kanonischen Reprdsentan-
ten v von u + (I[j=; m;) und gib v zurick. ENDE.

SATZ 2.22. (Korrektheit von Algorithmus 2.21)
Der Algorithmus 2.21 berechnet v = t(r).

Beweis:

Wir verwenden die Bezeichnungen aus dem Algorithmus 2.21. Nach

Satz 2.17 gilt

u + (ljlmj) =t(r) + (ljlm]) :
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Hieraus folgt

(2-2) t(r) € u+ (f[ mj) :

J=1

Version 1: In Schritt 5 wird der positive kanonische Reprasentant v von u +
(IT5=, m;) bestimmt. Nach Bezeichnung 2.20 gilt somit

(2-3) veu+ ([[m;) und 0 <v <[] m;.
j=1 j=1

Weiterhin gilt nach Voraussetzung
(2-4) 0<t(r)<S<]I[my
7=1

Mit (2-2), (2-3) und (2-4) folgt aus Korollar 2.19 Teil (1) v = t(r).

Version 2: In Schritt 5 wird der symmetrische kanonische Repréisentant v von
u + ([I32; m;) bestimmt. Nach Bezeichnung 2.20 gilt somit

s 1 s
(2-5) v €u+ ([[my) und |v] < = [ my.
Weiterhin gilt nach Voraussetzung

(2-6) i) <5 <3 f[lmj.

Mit (2-2), (2-5) und (2-6) folgt aus Korollar 2.19 Teil (2) v = t(r). O

Die homomorphen Bilder Z/(m;) = Z,; sind endliche Ringe mit m; Elemen-
ten. Die Ideale (m;) sind genau dann komaximal, wenn die Moduli m; teiler-
fremd sind. Sind die Moduli Primzahlen, so sind die Restklassenringe endliche
Korper. Rechnungen in Restklassenringen werden durchgefiihrt, indem man mit
Reprasentanten der Nebenklassen rechnet. W&ahlt man als Repriasentanten einer
Nebenklasse die kanonischen Représentanten, so sind wahrend der Auswertung
eines Termes die Reprasentanten stets beschrinkt und man hat nur Operationen
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in Z mit beschrankten ganzen Zahlen auszufithren. Dies kann die erwiinschte
Zeitersparnis bringen.

2.2. Verallgemeinerung auf freie kommutative Algebren iiber Z. In die-
sem Abschnitt verallgemeinern wir das modulare Verfahren fiir den Ring Z auf
auf freie kommutative Algebren iiber Z. In Abschnitt 3.1 dieses Kapitels werden
wir zeigen, daf} die fiir uns wichtigen Ordnungen von algebraischen Zahlkérpern
freie kommutative Algebren iiber Z sind.

DEFINITION 2.23. Unter einer Algebra tiber R verstehen wir einen Ring (A, {+,-})
mit folgenden Eigenschaften:

(1) (A, {+}) ist unitirer R-Modul.
(2) Firr € R und ay,ay € A gilt 7(ay - az) = aq(ray) = (raj)asy

Dabei heifit eine Algebra A kommutativ, falls (A, {+,-}) als Ring kommutativ
ist. Eine Algebra A iiber R heifit frei, falls (A, {+}) als R-Modul frei ist.

SATZ 2.24. Sei A eine freie kommutative Algebra tiber R. A habe als R-Modul
die Basis {by,...,b,}. Dann gelten:

(1) Seien ay,..., a5 verschiedene nichttriviale, paarweise komazimale Ideale
in R, so sind (a; - A),..., (a5 - A) verschiedene nichttriviale paarweise
komaximale Ideale in A.

(2) Sei R=7,a = (m) Ideal in Z,m € Z. Dann gibt es in jeder Nebenklasse
a+ (a-A) € A/(a-A) genau ein Element k = Y. | z;b; mit 0 < z; <
m firi € {1,...,n}.

(3) Sei R = Z,a = (m) Ideal in Z und m € Z ungerade. Dann gibt es
in jeder Nebenklasse a + (a - A) € A/(a- A) genau ein Element k =
iy zibi mit |z < % firde {1,... ,n}.

Beweis: (1) Aus der Darstellung (a; - A) = {37_, r;b;|r; € a;} folgt sofort, daf
die Ideale nichttrivial und paarweise verschieden sind.
Seien [,k mit 1 < k,l < n und k # [ fest. Wir setzen a; + a; = R voraus und
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zeigen (aj - A) + (a;- A) = A.
Sei a € A beliebig. a habe die Darstellung

(2—7) a = ZTJ)Z
=1

mit r; € R,1 <1 < n. Nach der Voraussetzung a; + a; = R folgt, daBl es a;, € a;
und a;; € a; gibt mit

(2—8) T, = a3k + ;1 fir 1 S 1 S n.

Aus (2-7) und (2-8) folgt:

a= zn:(ai,k +a;)b; = (zn: ai,kbi> + (zn: aiylbi> € (ar-A)+ (a;- A)

i=1 i=1 i=1

Es folgt (ax-A)+ (a;- A) = A. Somit sind die Ideale (a;- A), 1 < i < n paarweise
komaximal.

Aussagen (2) und (3) folgen aus (a- A) = {>", mb;|r; € a} und Satz 2.19. O

BEZEICHNUNG 2.25. Das nach Satz 2.24 Teil (2) eindeutige Element bezeichnen
wir auch als k = amodm und nennen es den positiven kanonischen Reprdisen-
tanten von a + (m - A).

Das nach Satz 2.24 Teil (3) eindeutige Element bezeichnen wir auch als k =
amodsm und nennen es den symmetrischen kanonischen Reprdisentanten von
a+(m-A).

BEZEICHNUNG 2.26. Seir A eine freie kommutative Algebra diber 7 mait Z-Basis
by,... b, und se1 « = Y7, a;b; € A. Dann bezeichnen wir das Mazimum der
Betrdge der Koeffizienten von « beziiglich der Basis von A als

MAX(«) = max ([as])

Nach Satz 2.24 kénnen wir das modulare Verfahren von Z sofort auf freie kom-
mutative Algebren iiber Z erweitern. Wir miissen dazu nur eine gemeinsame
Schranke S fiir die Koeffizienten von t(r) bzw. beziiglich der Basis by,... b,
bestimmen. Damit erhalten wir fiir eine freie kommutative Algebra iiber Z mit
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der Basis by,...,b, den folgenden Algorithmus, der den Kern der in Kapitel 3
beschriebenen Programme darstellt.

ALGORITHMUS 2.27. (modulares Verfahren fiir eine freie kommutative Algebra

A mit Basis {by,...,b,} iiber Z)

Input: {+,—,-}-Term t(zy,... ,xq) := t(x) und Argumente (ry,... ,rq) =
re A

Output: v =1t(r) € A.

Schritt 1: (Bestimmung der Schranke und Wahl der Moduli)
Sei t(r) =>4, zkbg, 2k € Z fir k € {1,...,n}.
VERSION 1: Bestimme eine Schranke S mit 0 < z, < S firk €

{1,...,n} und paarweise teilerfremde positive my, ... ,mg mit Iy m; >
S.

VERSION 2: Bestimme eine Schranke S mit |z| < S fir k € {1,... ,n}
und paarweise teilerfremde positive ungerade my, ... ,ms mit [I5_; m; >
2S.

Schritt 2: (Abbilden in die Restklassenringe)
Seir; =Y gy rixbe firie {1,...,d}.
Firg=1,...,s:
Berechne wl(j) = r;modm;, 1 <i <d (Bezeichnung 2.25).
Schritt 3: (Auswerten in den Restklassenringen)
Firg=1,...,s:
Berechne (3; = t(ng), cee (ng)) (iber Af(m;-A)).
Schritt 4: (Chinesischer Restsatz)
Berechne u = U~ (By,...,[0).
Schritt 5:  (Ricktransformation)
VERSION 1: Bestimme den positiven kanonischen Reprisentanten
v =Y p_y vkbp von u+ (A(IT;=, m;)) und gib v zurick. ENDE.
VERSION 2: Bestimme den symmetrischen kanonischen Reprdsentan-

ten v = 3_p_; viby von u+ (A(II52, my)) und gib v zuriick. ENDE.

SATZ 2.28. (Korrektheit von Algorithmus 2.27) Der Algorithmus 2.21 berechnet

v =t(r).
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Beweis: ~ Wir verwenden die Bezeichnungen aus dem Algorithmus 2.27. Im
folgenden verwenden wir die Identitit [T5_,(Am;) = (A(Hj-:1 mj)) Nach Satz

2.17 gilt

U+ (A (ﬁ m]-)> =t(r)+ (A (f[ m])> .
Hieraus folgt
(2-9) t(r) € u+ (A (ﬁ m]->> :

Version 1: In Schritt 5 wird der positive kanonische Repriasentant v von u +
(A(IT;=, m;)) bestimmt. Nach Bezeichnung 2.25 gilt somit

2-10 veEu+ | A m; und 0 < v, < m; firl1 <k <n.
j j
i=1

7=1
Weiterhin gilt nach Voraussetzung fiir die Koeffizienten z;, von t(r)
(2-11) 0<z, <S<][[mfirl<k<n.
j=1
Mit (2-9), (2-10) und (2-11) folgt aus Korollar 2.19 Teil (1) v = t(r).

Version 2: In Schritt 5 wird der symmetrische kanonische Représentant v von
u + (A(ITj=, m;)) bestimmt. Nach Bezeichnung 2.25 gilt somit

S 1 S
(2-12) vGu—i—(A (Hm])) und |vk|<§Hmj fir1 <k <n.
j=1

i=1

Weiterhin gilt nach Voraussetzung fiir die Koeffizienten z;, von t(r)

1 s
(2-13) |zk|<sg§ﬂmj fir 1 <k <n.
7=1
Mit (2-9), (2-12) und (2-13) folgt aus Korollar 2.19 Teil (2) v = t(r). O

Insgesamt halten wir als Ergebnis dieses Kapitels:
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SATZ 2.29. Die freien kommutativen Algebren tiber Z sind prinzipiell fir das mo-
dulare Verfahren geeignet. Der Algorithmus 2.27 ist anwendbar.

3. Algebraische Zahlkérper und Ordnungen

BEZEICHNUNG 2.30. Sei Fy/F eine Korpererweiterung. Dann kénnen wir Fy als
F\-Vektorraum auffassen. Eine Vektorraumbasis des Fi-Vektorraums F, bezeich-
nen wir auch einfach als Fy-Basis des Kérpers Fy. Die Anzahl n der Elemente

einer solchen Basis nennen wir den Grad n = [Fy : Fy| der Kérpererweiterung
Fy/F;.

Zunéchst fiithren wir den Begriff des algebraischen Zahlkorpers ein.

DEFINITION 2.31. Fin algebraischer Zahlkdrper K st eine Kdrpererweiterung
von Q, dessen Grad n = [K : Q| endlich ist.

SATZ 2.32. Ser K ein algebraischer Zahlkorper vom Grad n. Dann qilt:

(1) Es gibt ein o € C und ein normiertes (iber Q) irreduzibles Polynom
f(z) € Zlz] mit f(o) = 0, so daff K = Q(o) = Qo] = Q[z]/(f()).
o heifit primitives Element, f(z) heifit erzeugendes Polynom und es gilt
deg(f(x)) = n.

(2) Fiir das Element o aus (1) gilt: {1, 0, 0% ... ,0" "'} ist eine Q-Basis von
K.

Die Elemente von K nennen wir algebraische Zahlen.

Zunachst werden fiir das weitere Verstandnis wichtige Ergebnisse aus [Mar95],
[Poh93] und [PZ89] zusammengefafit.

3.1. Absolute Erweiterungen. Zunéachst betrachten wir den Fall, daf§ der al-
gebraische Zahlkorper K als Korpererweiterung K/Q gegeben ist, d.h. durch ein
erzeugendes Polynom f(z) € Z[z|. In diesem Fall bezeichnen wir die Korperer-
weiterung K/Q als absolute Erweiterung.
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Generalvoraussetzung: K bezeichne stets einen algebraischen Zahlkorper K =
Q[o] einer absoluten Erweiterung K/Q, f(x) € Z das erzeugende Polynom von

K, o ein primitives Element und n := [K : Q] den Grad der Korpererweiterung.
K = Ql¢]
n
Q

ABBILDUNG 2.5. Absolute Erweiterung

Fiir das Rechnen in einem algebraischen Zahlkorper benotigen wir die Verallge-
meinerung der ganzen Zahlen aus Q.

DEFINITION 2.33. a € C heifit ganze algebraische Zahl genau dann, wenn es ein
normiertes Polynom f(x) € Z[x] gibt mit f(a) = 0. Die Menge der ganzen
algebraischen Zahlen bezeichnen wir mit A.

SATZ 2.34. Die Menge o = A N K, der ganzen algebraischen Zahlen eines
algebraischen Zahlkérpers K, ist ein Ring. Weiterhin ist o ein freier Z-Modul
von Rangn =[K : Q)] .

BEZEICHNUNG 2.35. Wir nennen ox := AN K den Ring der ganzen Zahlen von
K oder Mazimalordnung von K. FEine Z-Basis von o nennen wir Ganzheitsbasis
von K.

DEFINITION 2.36. Sei K ein algebraischer Zahlkérper vom Grad n und og die
Mazimalordnung von K. FEinen unitdren Teilring 0 von ok, der gleichzeitig ein
frerer Zi-Modul vom Rang n ist, heifit eine Ordnung des Zahlkorpers K.

Mit Hilfe des folgenden Satzes konnen wir zeigen, dafl das modulare Verfahren
prinzipiell auf Ordnungen anwendbar ist.
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SATZ 2.37. Seir K ewn algebraischer Zahlkérper und o eine Ordnung von K. Dann
15t 0 emne freie kommutative Algebra tiber Z.

Beweis: Z ist eine Teilmenge von o . Somit gilt (2) von Definition 2.23. Der Rest
folgt aus der Definition 2.36. O

Nach Satz 2.29 sind Ordnungen eines algebraischen Zahlkorpers prinzipiell fiir das
modulare Verfahren geeignete Strukturen. Algorithmus 2.27 aus dem vorherigen
Abschnitt ist anwendbar.

Da das modulare Verfahren auf Korper direkt nicht anwendbar ist, werden wir
Probleme iiber Zahlkérpern auf Probleme iiber Ordnungen zuriickfiithren.

Ob die Verwendung des modularen Verfahrens bei konkreten Problemen die ge-
wiinschte Beschleunigung gegeniiber dem nichtmodularen Verfahren bringt, wird
exemplarisch in Kapitel 3 untersucht.

Voraussetzung: Wir betrachten in K eine feste Ordnung o mit Z-Basis
O1y...,0,.

Jede Ordnung o von K besitzt per Definition eine Z-Basis 6;,...,6,. Dabel ist
01,...,0, auch eine Q-Basis von K. Jedes Element k£ € K 1d8t sich eindeutig
schreiben als
i—1 Zib;
d
mit d € N, z; € Z(1 <i <n)und ggT(z,...,2,,d) = 1. Der Zahler 37, 20, ist
offensichtlich aus o. Es ist 2-14 die von uns verwendete Standarddarstellung von

(2-14) k=

algebraischen Zahlen.

Die Multiplikationstabelle von K/Q beziiglich der Basis 6y, ... , 0, wird festgelegt
mittels

9i9j - Z Fij,ﬁk.
k=1

Da wir jedoch in K eine feste Ordnung mit einer festen Z-Basis betrachten,

sprechen wir auch kurz von der Multiplikationstabelle von K/Q und bezeichnen

. . K
sie mit (I )i jkeqt,....n}-
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BEMERKUNG 2.38. Es gilt
(Ffjvk)i,j,ke{l,...,n} c annxn,
da 919] co=720,p ---P7Zb,,.

DEFINITION 2.39. Fin Dedekindring R st ein Integrititsring mit folgenden Fi-
genschaften:

(1) R ist noethersch.
(2) R ist ganz abgeschlossen (in seinem Quotientenkorper).
(3) Jedes vom Nullideal verschiedene Primideal von R ist mazimal.

SATZ 2.40. Sei R ein Dedekindring. Dann ist jedes Ideal a (a ¢ {{0}, R}) ein
bis auf die Reihenfolge eindeutiges Produkt von Primidealen:

(2-15) a=pi...p,
p; Primideal von R, (1 <i<r).
BEZEICHNUNG 2.41. Es gelten die Bezeichnungen aus Satz 2.40. Wair sagen, dafs

das Primideal p ein Teiler von a st genau dann, wenn es in der Primidealzerle-
gung (2-15) von a vorkommt und schreiben dafir p|a.

SATZ 2.42. Die Mazimalordung ox eines algebraischen Zahlkérpers K ist ein De-
dekindring.

Fiir beliebige Ordnungen ist eine Zerlegung eines Ideals in ein Produkt von Prim-
idealen 1m allgemeinen nicht moglich.

Nun werden wir einige wichtige Eigenschaften von Primidealen in Ringen ganzer
Zahlen betrachten.
Sei im folgenden p € Z eine Primzahl.

SATZ 2.43. Sei p eimn Primaideal von ox. Dann sind die folgenden Bedingungen
dquivalent:

(1) plpox
(2) p 2 pog
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(3) p 2 pZ
(4) pNox = pZ
(5) pNK =pZ
Falls eine der Bedingungen (1),...,(5) erfiillt ist, so sagen wir auch p liegt iiber

pZ oder pZ liegt unter p. Diejenigen Primideale von o, die iiber pZ liegen sind
genau die Primideale, welche in der Primidealzerlegung von pog in ox auftreten.

Fiir die Betrachtung von Primidealzerlegungen benotigen wir noch zwei wichtige
Begriffe.

DEFINITION 2.44. Fiir ein Primideal pZ in Z betrachten wir die Primidealzerle-
gqung von pog 1n 0k in paarweise verschiedene Primideale

€g

pOKZp?... g

Wir definieren e(p;/pZ) := e;, (1 <i < g) als den Verzweigungsindex von p; iber
pZ. Ist e(p;/pZ) > 1 fiir mindestens ein i, so nennen wir pZ verzweigt in O,
sonst unverzweigt in 0.

pZ ist ein maximales Ideal in Z. Nach Satz 2.42 und Definition 2.39 ist ein
Primideal p von ok ein maximales Ideal in ox. Somit sind Z/pZ und ok /p;
Korper. Nach [Lip81, S. 64] sind Z/pZ und ok /p; sogar endliche Korper. Mit
Hilfe des injektiven Homomorphismus

P Z/pZ — OK/pi
2+ pl — z4+Pp;

identifiziert man die Koérper Z/pZ und ® (Z/pZ) und erhilt somit Z/pZ als
Teilkorper von ok /p; [Lip81, S. 64].

DEFINITION 2.45. Es gelten die Bezeichnungen aus 2.44. Als den Trdgheitsgrad
f(pi/pZ) von p; iber pZ bezeichnen wir den Kdrpergrad [(ox /p;) : (Z/pZ)).

KOROLLAR 2.46. Sei p ein Primideal in o, welches diber pZ liegt und f :=
f(p/pZ). Dann ist og/p 2 F,, wobei ¥, ein Kdrper mit ¢ = p’ Elementen ist.
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Fiir die unten angegebenen Sitze stellen wir grundlegende Ergebnisse aus [Mar95,
Anhang 2] zusammen.

Nach Satz 2.32 gilt deg(f(z)) = [K : Q. Im Zerfillungskorper hat f(z) n
paarweise verschiedene Nullstellen. Diese nennt man die Konjugierten von p
und bezeichnet sie mit o), --- o™ wobei 0.B.d.A o(") = p. Diese Konjugierten

induzieren Abbildungen oq,...,0,:
o; K — C
a=Y" g = T e 1<i<n.
Die Abbildungen oy,...,0, sind genau die Einbettungen von K in C, die Q

punktweise festlassen.

BEZEICHNUNG 2.47. Die Finbettungen von K in C, die Q punktweise festlas-

sen bezeichnen wir mit oy,...,0,. Sei a € K. Fir o;(«) schreiben wir auch
o fir1 <i<n.

Schliellich konnen wir die Diskriminante eines algebraischen Zahlkorpers einfiihren
und ein Kriterium angeben, wann ein Primideal pZ in o verzweigt.

DEFINITION 2.48. Fir aq,...,a, € K definiere die Diskriminante als
2
oi(on) oray) -+ oi(on)
disc(ay, ..., @) = :

on(ar) on(az) -+ on(an)
Fiir oy, ..., ap € 0g gilt disc(aq, ..., an) € Z.
BEZEICHNUNG 2.49. Seivy,... v, eine Z-Basis von 0k, so definieren wir 0 :=
disc(y1, ... ,Vn) als die Diskriminante von o bzw. K.

0 ist wohldefiniert, da je zweil Z-Basen von oy dieselbe Diskriminante besitzen.

SATZ 2.50. Bezeichne og die Maximalordnung und und 0 die Diskriminante
von K. Seip € Z eine Primzahl. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) pZ ist verzweigt in 0.
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(2) plox (inZ).

Insbesondere sind stets nur endlich viele Primideale in einer Maximalordnung
verzweigt.

DEFINITION 2.51. Fliir eine von den Elementen oy, ... , o, € K erzeugte additive
Untergruppe G von K definiert man

disc(G) := disc(ay, ... , ap).

Nach [Mar95, S. 45] gilt

SATZ 2.52. Seien G und H zwei freie abelsche Untergruppen vom Rang n in K
mit H C G. Dann gelten

(1) G/H 1ist eine endliche Gruppe, insbesondere ist der Gruppenindez |G : H|
endlich und
(2) disc(H) = |G : H|*disc(G).

DEFINITION 2.53. Fir o € K definieren wir die absolute Norm Tk.o(«) und die
absolute Spur Ng.g()

n n

Tr.ola) = Zai(a) und Ng.o(a) = H oi().

Wir schreiben auch T fiir Tk.q und N fiir Ng.q.

SATZ 2.54. Fiir o, f € K gelten:

T(a), N(o) € Q,
T(a+p0)=T(a)+T(B),

N(af) = N(a)N(8) und
T(ra)=rT(«a), N(ra)=r"«a firr € Q.

Nun geben wir noch eine Formel zur Bestimmung der Diskriminante eines n-
Tupels an, falls dieses Tupel aus Potenzen von o besteht.
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SATZ 2.55. Sei K = Q[o] und seien o1(p), ... ,0.(0) die Konjugierten von o tiber
Q. Dann gilt:
disc(1,0,...,0" )= J] (or—0s)°= iN(g(f'(g)).

1<r<s<n

Das Zeichen + gilt genau dann, wenn n =0 oder 1(mod 4).

Fiir die Bestimmung von Schranken bei der Determinantenberechnung benétigen
wir den Begriff der Dualbasis.

SATZ 2.56. Sei oy, ... ,q, eine Basis von K tber Q. Dann gibt es (y,...,0, €
K, so daff T(cvup,) = 645, 1,5 € {1,...,n}.

G, ..., [0, ist dann ebenfalls eine Basis von K iiber Q und wird Dualbasis zu
aq, ... ,0, genannt.

3.2. Relative Erweiterungen. Wir haben oben den Fall behandelt, da3 der
betrachtete algebraische Zahlkérper K als absolute Erweiterung K/Q gegeben
ist. Nun betrachten wir den Fall, daf ein algebraischer Zahlkérper K als relative
Erweiterung K; /Ky gegeben ist.

Nach [Mey80b] und [Fri97, S. 14] gilt der folgende Satz.

SATZ 2.57. Seien Ko/Q und K,/K, endliche Kdérpererweiterungen mit [Ky :
Ql = no, [Ky : Ko = ny, dann ist K; . Q eine endliche Kdérpererweiterung
vom Grad [K; : Q) = non; und K, somit ein algebraischer Zahlkérper. Analog
zum absoluten Fall existiert ein normiertes tiber K, irreduzibles Polynom f,(x)

vom Grad n, mit Koeffizienten aus der Maximalordnung von Kg, so daf$ fir eine
Nullstelle 1 von fi(z) gilt:

Ky = Ko[Y]

BEZEICHNUNG 2.58. Die Kdrpererweiterung K/ Ky nennen wir eine relative Er-
weiterung, falls der Grundkorper Ky von Q verschieden ist.
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Generalvoraussetzung: K, bezeichne stets einen algebraischen Zahlkérper der
absoluten Erweiterung Ky/Q mit ny = [Kj : Q]. 0p sei eine Ordnung von Kj mit
Z-Basis bﬁo), ey b,(log).

Weiterhin bezeichne K, einen algebraischen Zahlkoérper der relativen Erweiterung
K /Ky mit ny = [K; : K.

Ki = Ko[y]

Ny

Q

ABBILDUNG 2.6. Einfach relative Erweiterung

SATZ 2.59. Sei bﬁ”, e ’b£111) eine Ky-Basis von K;. Dann ist {bgo)bgl)} 1<i<ng €INE

1<j<ny
Q-Basis von K.

Die Multiplikationstabelle einer relativen Erweiterung K /K, beziiglich einer Ky-

Basis bﬁl), e ,b,(}l) wird festgelegt mittels
1),(1 = K, (1
DRSS BS EENISS
k=1
Da wir jedoch in K, stets eine feste Ky-Basis bgl), e ,b,(}l) von K; betrachten,

sprechen wir auch kurz von der Multiplikationstabelle von K /Ky und bezeichnen

. . K1
sie mit (Fi7j7k)i7j7ke{1,... ni}e



3. ALGEBRAISCHE ZAHLKORPER UND ORDNUNGEN 33

Die oben erwihnte relative Erweiterung K /K, bezeichnen wir auch als einfache
relative Erweiterung, da K eine absolute Erweiterung ist. Unter einer mehrfa-
chen relativen Erweiterung verstehen wir die relative Erweiterung einer relativen
Erweiterung.

Es seien K;, 0 < i < r algebraische Zahlkorper und die Erweiterung K;/K;
habe den Grad n;, 1 < < r. In jedem algebraischen Zahlkorper K;, 1 <1 <r
betrachten wir eine feste K;_;-Basis bgl), . ,b,(fl) von I; fiir , 1 <<,

DEFINITION 2.60. Als Produktbasis von K, bezeichnen wir:
(2-16) B0 i e {1, ) fir0 < j <)

BEMERKUNG 2.61. Durch eine Induktion tiber r erhalten wir aus Satz 2.59, dafs
die Produktbasis (2-16) von K, eine Q-Basis von K, .

Der von der Produktbasis erzeugte Z-Modul zusammen mit der Multiplikation in
K, ist im allgemeinen nicht multiplikativ abgeschlossen und somit kein Ring und
erst recht keine Algebra. Auf diese Struktur ist das modulare Verfahren nicht
anwendbar.

Unser Ziel ist es, eine freie kommutative Algebra anzugeben, auf die wir im
relativen Fall das modulare Verfahren anwenden kénnen. Diese Struktur werden
wir bei der Multiplikation von algebraischen Zahlen in Kapitel 3.2 verwenden.

Die Basis (2-16) bezeichnen wir im folgenden mit by,... ,b,. Jedes Element o €
K, kann man beziiglich der Produktbasis bq,... ,b; von K, in der Form
t
iz Zibi
YT

darstellen, wobei z; € Z fiir 1 <i <t ,d € Nund ggT(z,...,2,d) =1.

DEFINITION 2.62. Den Nenner d in obiger Darstellung bezeichnen wir auch als
d = Nen(«)

DEFINITION 2.63. Als den Nenner N(K,) von K, bezeichnen wir das kleinste
gemeinsame Vielfache der Nenner der FEintrige der Multiplikationstabelle von
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N(K,) = kgV({Nen(FiKJik) | 4,5,k € {1,... ,n.}})

Schliefllich definieren wir noch zu K, die Grofle M(K,), mit deren Hilfe die

gewiinschte Algebra definiert werden kann.

DEFINITION 2.64. Mit den obigen Bezeichnungen definieren wir
N(K,) = [[N(K)* " eN
=0

BEMERKUNG 2.65. Fir eine absolute Erweiterung Ko/Q gilt nach 2.38 N(Ky) =
1.

DEFINITION 2.66. Den von der Produktbasis by, ... b, (Definition 2.60) von K,

erzeugten Z-Modul (A, +)
¢

=1
versehen wir mat der Multiplikation x:

x: MxM — M
rxy — NK,) -x-y

Auf der rechten Seite steht dabei die normale Multiplikation in K,. Die Struktur
(A, +, %) nennen wir die zu K, gehérige Algebra und bezeichnen sie mit A(K,).
bi,...,b nennen wir die zu A(K,) gehirige Z-Basis. (Hier wird by,... b, als
Z-Basis des Z.-Moduls A(K,) aufgefafst.)

SATZ 2.67. Die Struktur (A, +,x*) := A(K,) ist eine freie kommutative Algebra
iber 7.

Beweis:  Wir fiithren eine Induktion iiber r durch. Fiir » = 0 liegt der Fall einer
absoluten Erweiterung vor und mit Bemerkung 2.65 erhalten wir, dafi (A, +, *)
mit der Struktur (0o, +, -) iibereinstimmt und somit eine Ordnung ist. Nach Satz
2.37 ist A(K)) eine freie kommutative Algebra iiber Z. Dies ist die Behauptung
fiirr = 0.
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Nun fiihren wir den Induktionsschritt durch. Es ist zu zeigen, dal A(K, ;)
beziiglich * abgeschlossen ist. Dann ist A(K, ) offensichtlich ein Ring und sogar
eine freie kommutative Algebra iiber Z.

Seien «, f € A(K, 1) mit

Np41 Nr4+1
a=3 b und g =3 bl
=1 =1

Dabei sind o, §; € A(K,) fir 1 <i < n,,;. Dann gilt:

O[*ﬂ = m(Kr-i-l)aﬂ

Nrg1 [ Nrg1
= m(Kr-i-l) Z (Z azﬂ] z;;l) T+1)

k=1 \z,j=1

— m( r+1 nil nil Oé *ﬂ *F rzl b(r+1)
mZ(KT k=1 \z,j=1 ’ o

Nr4+1 Tr41
= NE.) Y (Z (c; % B;) * T1 ) bt

k=1 \z,j=1
Neg1 [ Mri1
- 8 (L (i) i

Dabei ist nach Definition 2.62

N (K, )T e A(K,) fiir 1 <4, j,k < nygq.

2,7,k

Weiterhin gilt nach Induktionsvoraussetzung

(i % 3) (N (K )T ) € A(K,) fiir 1< 0,5k < mpgr.

0,7,k

Da die Z-Basis von A(K, 1) nach Definition 2.66 die Produktbasis von K, ist,
folgt die Behauptung

a*ﬂEA( r+1)
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4. Zeitaufwand und Komplexitéit

In diesem Abschnitt legen wir die Grundlagen dafiir, den Zeitbedarf eines Algo-
rithmus abzuschétzen. Die fiir die Ausfithrung des Algorithmus auf einem Com-
putersystem benotigte Zeit ist vom Computersystem abhéngig. Deshalb werden
wir stattdessen nur die Anzahl der auszufiihrenden zeitaufwendigsten Grundope-
rationen des Algorithmus angeben. Die Anzahl wird in der Regel von den Einga-
bedaten abhéngen, nicht jedoch von dem verwendeten Computersystem und ist
somit, charakteristisch fiir den verwendeten Algorithmus. Oft werden wir sogar
nur eine asymptotische obere Schranke fiir diese Anzahlfunktion angeben. Dies
geschieht mit Hilfe des Landau-Symbols O.

DEFINITION 2.68. Sei g : N' D D, — R (ny,...,n,) — g(ny,...,n.), so daff
es ein n € N derart gibt, fir das g(ny,...,n,) definiert und positiv ist fir alle
n; > n. Dann definieren wir:

O(g)={f NDD;y —R| es emistieren n € N und ¢ € R, so dafs
f(ny, ... n.), glng,...,n,.) definiert und positiv
und f(ny,...,n.) < c-glng,...,n,) fir alle n; >

Wenn f € O(g), so sagen wir auch, daf§ f ist durch g beschrinkt ist.

BEZEICHNUNG 2.69. Anstatt f € O(g) werden wir die tibliche Schreibweise f =
O(g) verwenden.

Mit Hilfe des Landau-Symbols O geben wir fiir eine Funktion f unter Ignorieren
konstanter Faktoren eine asymptotische obere Schranke an.

Fiir fi = O(g1) und f, = O(g2) gilt fi + fo = O(g1 + g2) und fi - fo = O(g1 - g2).

Wir schétzen den Zeitaufwand ab, indem wir die Anzahl der benétigten Bitope-
rationen [KKob87] mit Hilfe des Landau-Symbols beschreiben.

Als erstes Beispiel betrachten wir Addition, Subtraktion, Multiplikation und Di-
vision von ganzen Zahlen in Bindrdarstellung mit Hilfe der Schulmethode.
Die Anzahl der Bitoperationen fiir die Addition und Subtraktion zweier n-Bit
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Zahlen ist jeweils O(n). Fiir die Multiplikation zweier n-Bit Zahlen werden O(n?)
Bitoperationen, fiir die Division mit Rest von einer n-Bit Zahl durch eine m-Bit
Zahl O(nm) Bitoperationen benétigt [IKob87].

In den in Kapitel 3 verwendeten Ringen ist in der von uns verwendeten Dar-
stellung der Ringelemente die Multiplikation ebenfalls zeitaufwendiger als die
Addition.

Bei den endlichen Kérpern F, sind Addition, Subtraktion, Multiplikation und
Division nach [Coh93, S. 5] in nur O(log3(q)) Bitoperation durchfiihrbar. Bei der
Determinantenberechnung werden wir endliche Koérper als homomorphe Bilder

wahlen.
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KAPITEL 3

Anwendung des modularen Verfahrens

In diesem Kapitel werden zwei Anwendungen des modularen Verfahrens fiir al-
gebraische Zahlkorper vorgestellt und mit nichtmodularen Verfahren verglichen.
Diese Anwendungen sind die Berechnung von Determinanten iiber algebraischen
Zahlkorpern und die Multiplikation von algebraischen Zahlen.

1. Determinantenberechnung

Generalvoraussetzung: In diesem Kapitel sei K/Q stets ein algebraischer
Zahlkorper vom Grad n. ox sei die Maximalordnung von K und {wy,... ,w,}
eine Z-Basis von ox. Weiterhin bezeichne 0x die Diskriminante von K.

Mit m € Z,« € o schreiben wir entsprechend Bezeichnung 2.25 amodp fiir
den positiven kanonischen Repréisentanten von a + (mog) und awmods p fiir den
symmetrischen kanonischen Reprisentanten von o + (mog) .

1.1. Der nichtmodulare Algorithmus. Sei M = (m;;)i<;j<r € K™ eine
quadratische Matrix mit Eintrdgen aus dem algebraischen Zahlkorper K. Die
Berechnung von Det(M) geschieht mit Hilfe der Gauss-Elimination. Die Matrix
M wird durch die beiden elementaren Zeilenumformungen

(1) Subtraktion des Vielfachen einer Zeile von einer anderen,

39
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(2) Vertauschen zweier Zeilen

in obere Dreiecksgestalt gebracht. Dabei wird beriicksichtigt, dafl durch das die
elementare Zeilenumformung (2) das Vorzeichen der Determinante geindert wird.
Durch die elementare Zeilenumformung (1) &dndert sich die Determinante nicht.
Die Determinante einer Matrix in Dreiecksgestalt erhédlt man als Produkt der
Hauptdiagonalelemente.

Der folgende Algorithmus arbeitet nach diesem Verfahren und ist fiir beliebige
Korper giiltig [Coh93, S. 49].

ALGORITHMUS 3.1. (DetGauss: Determinantenberechnung mit Gauss-Elimination)
Input: M=(m;;),1<ij<r

Output: d = det(M)
Schritt 1:  (Initialisierung)

0 jeo
(2) d«—1

Schritt 2:  (Fertig?)

(3) je—=Jj+1

(4) Wenn j > r dann gib d aus. ENDE.

Schritt 3: (Finde Element ungleich Null)

(5) Wenn m; ; = 0 fir alle t > j dann gib 0 aus. ENDE.
(6) Sonst sei 1 ein Index i > j mit m; ; # 0.

Schritt 4: (Vertauschen)

(7) Wenn i > j

() Firl=gj,...,r:

(9) Vertausche m;; mit m;.

(10) d«— —d

Schritt 5:  (Elimination)

(11) ¢ —m;}

(12) Firk=7+1,...,r:
(13) Ck <—Em;w-
(14) Firl=j5+1,...,r:
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(15) My = My — CLMj
(16) d — dij'
(17) Gehe zu Schritt 2

SATZ 3.2. Fiir die Berechnung der Determinante einer r X r-Matrix mit Algo-
rithmus 3.1 werden 1r* + O(r?) Multiplikationen bzw. Divisionen im Kdrper
bendtigt.

Beweis:  Zeile (11) wird hochstens r mal durchlaufen, Zeile (13) hochstens

g 1= @ mal, Zeile (15) héchstens 5_,(j — 1)* = % mal
und Zeile (16) hochstens r mal. In jeder dieser Zeilen wird eine Multiplikation
oder Invertierung (Division) im Kérper durchgefithrt. Insgesamt sind dies %7”34—%7‘
Multiplikationen bzw. Divisionen. O

Diese Abschéatzung gilt fiir alle Korper. Dennoch ist das Laufzeitverhalten dieses
Algorithmus stark von dem verwendeten Korper abhéngig. Dieses werden wir
uns zunutze machen.

Bei der nichtmodularen Methode wird der Algorithmus 3.1 direkt auf den alge-
braischen Zahlkérper K angewendet. In diesem Fall tritt durch die Multiplika-
tionen und Invertierungen in Schritt 5 (Elimination) eine Koeffizientenexplosion
auf. Um ein Element

1
kEK,k:d—Zkiwi mit ]{?1,... ,kn,dkEZ
k i=1

in die gekiirzte Darstellung

1O - -
k== kuw; mit ggT(ki,... ky, dp) =1
di =1
zu tberfithren, werden zeitaufwendige ggT-Berechnungen notwendig. Diese ver-
langsamen den Algorithmus weiter.

1.2. Der modulare Algorithmus. Bei der modularen Methode werden wir in
endlichen Kérpern isomorph zu F,, ¢ = p/, wobei p Primzahl und f € N, rechnen.
Dort treten die oben geschilderten Probleme nicht auf. Nach Kapitel 1.4 sind
Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division in I, schnell ausfiihrbar.
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Zu Beginn miissen wir das Problem der Determinantenberechnung einer Matrix
M = (m;;) € K™ mit m;; = % Y =1 Mijkwr 10 gekiirzter Darstellung auf
m;

Berechnungen iiber ox zuriickfiihren.

Sei t :=kgVi<; j<p(dm, ;). Wir wenden das modulare Verfahren auf die Matrix
A:=t-M e oy

an. Sei im folgenden A = (o ;)1<ij<r- Die Maximalordnung ist nach Satz 2.29
fiir das modulare Verfahren geeignet. Das gesuchte Ergebnis d = Det(M) erhélt
man mittels
Det(A)

tT‘
wegen der Linearitit der Determinante in den Zeilen bzw. Spalten.

d=

1.2.1. Bestimmung der Schranke
Sel wy,...,w: die Dualbasis von wy,... ,w,,.

Ziel ist die Berechnung einer obere Schranke S(A) fiir den Betrag der Koeffizien-

ten von 6 := Det(A), wobei A € 0" beziiglich der Ganzheitsbasis wy, ... ,w,.
Sei
(3-1) 62261-(,01-, 6; € Z fir 1 <i<mn,

=1

dann ist eine Schranke S(A) mit
max |6;| < S(A)
1<i<n

gesucht.

Folgende Ungleichung ist in [Hup90, S. 185] bewiesen.

SATZ 3.3. (Ungleichung von Hadamard)
Sei M = (m; j)1<ij<n € C™. Dann gilt

IDet(M)] < J H (Z o)
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Nach der Definition der Dualbasis und der Spur T' = T /q gilt:

(3-2)  T(bw) =3 6Wur® = Z 58w 25 T(ww)) = 6.

k=1 i,k=1
Dabei sind 6®) bzw. w*® 1 < k < n die Konjugierten von § bzw. w*. Mit
Hilfe der Dreiecksungleichung und der Ungleichung von Cauchy-Schwarz ergibt
sich aus (3-2) und (3-1):

% - % - «(k
161 T(6w)| = |3 6Wwi®| < 3 |50
k=1

k=1

IN

(3-3)

\J Z |5(k)|2\J Z |w;f(’“)|2
k=1 k=1

Fiir den Betrag |6(k)| der Konjugierten von ¢ erhalten wir mit der Ungleichung
von Hadamard (Satz 3.3) folgende Abschétzung:

(3-4) 6] = | (Det(4)) | < JH(ZIO& )

71=1

Insgesamt erhalten wir aus (3-3) und (3-4) folgenden Satz:

SATZ 3.4. Fir A= (a;;) € 0%, 6 = Det(A), wobei 6 = Y1, b;w; ist, gilt:

o< (8 (1 (S8 (E07)

KOROLLAR 3.5. Fir A= (o;;) € 05", 6 = Det(A), wobei 6 = Y1 | b,w; ist, gilt:

S(A) = (kzl (r:[ <§|m§f§>|2>))lrgjag; (Z_hw*(k )

18t ewne obere Schranke fiir die Betrdge der Koeffizienten von 6, d.h.

max(|6 |) < S(A).

1<i<n
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1.2.2.  Wahl der Moduli

Um das modulare Verfahren korrekt anwenden zu kénnen, wéahlen wir, bei der
Primzahl 2 beginnend, s aufeinander folgende geeignete Primzahlen py,... , ps
mit

s

[Ip: >25(4).

i=1
Dabei ist eine Primzahl p genau dann fiir uns geeignet, wenn p kein Diskriminan-
tenteiler ist, d.h. es soll

(3-5) P fox

gelten. Dahinter steckt die folgende Uberlegung:

Fiir eine Primzahl p ist (pof ), das von p in ok erzeugte Ideal, i.a. kein Primideal
und somit erst recht kein maximales Ideal in 0x. Da 0k ein Dedekindring ist, be-
sitzt das Ideal (pog) nach Satz 2.40 eine bis auf Reihenfolge eindeutige Zerlegung
in paarweise verschiedene Primideale:

(p0K> :pel P i"

Die Restklassenringe o /p;, 1 < j < r sind sogar Kérper, da in Dedekindringen
jedes Primideal auch maximales Ideal ist (Definition 2.39). Wenn e; = --- =
e, = 1 gelten wiirde, d.h. pZ in ox unverzweigt wéire, so kénnte man nach
der Berechnung von 6, = émodp; in den Korpern ox/p;, 1 < j < r mit Hilfe
des chinesischen Restsatzes ¢ mod([I}_, p;) = dmodpox berechnen. Falls pZ
verzweigt, so ist die Berechnung von 6 mod(poy) nicht mdoglich, da o p; #
(pog). Nach Satz 2.50 ist eine Primzahl genau dann fiir uns geeignet, wenn

p *DK-

Falls die Diskriminante 0x nicht bereits berechnet ist, so konnen wir das folgende
hinreiche Kriterium fiir die Unverzweigtheit von pZ verwenden, falls ein o € 0x
mit K = Q[o] bekannt ist.

SATZ 3.6. Seip eine Primzahl und K = Q|o| ein algebraischer Zahlkorper. Dann
qilt:

p fdisc(Z[g]) = po unverzweigt.
Dabei gilt Zlo| = Z® Lo ® - -+ D L™ L.
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Beweis:  Nach Voraussetzung gilt o € ox. Somit gilt fiir die beiden freien
abelschen Untergruppen Z[p| und ok von K vom Rang n die Inklusion Z[g] C 0.
Aus Satz 2.52 folgt die Behauptung mit Satz 2.50. O

In KANT ist meistens ein p € ox mit K = Q[g] bekannt. Daher ist disc(Z[g])
mit Hilfe von Satz 2.55 schneller zu berechnen als 0.

Im folgenden werden wir 0k als bekannt voraussetzen und das giinstigere Krite-
rium (3-5) verwenden.

Bei der Wahl von p nach Satz 3.6 sind wir nicht stark eingeschriankt, da natiirlich
nur endlich viele Primzahlen 0% teilen.

Wir wahlen, mit 2 beginnend, aufeinanderfolgende Primzahlen pq, ... , ps, so daf3
pifoK, 1 <i<sund ][, >2S.

Der folgende Satz nach [Mii94, S. 55] gibt uns erstens eine gemeinsame obere
Schranke fiir die Primzahlen p;, 1 < i < s und zweitens eine obere Schranke fiir
die Anzahl s der Primzahlen.

SATz 3.7. Firm,C € N mit C > 2 ser P € N definiert als
P := max{43, [2log,(mC)]}.

Dann qilt die Ungleichung
II r>c

p<P,pfm
p Primzahl

KOROLLAR 3.8. Ses
P := max{43, [2log, (0x2S(A))]}.

Dann qilt mit obigen Bezeichnungen:

(1) ps < P und

P
(2) S S W(P) < 1,26m

Dabei ist w(P) die Anzahl der Primzahlen kleiner oder gleich P.
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Beweis: Teil (1) folgt aus Satz 3.7. Teil (2) folgt aus der Definition von 7 und
aus [RS62, S.69 Korollar 1]. O

1.2.3. Abbilden in die Restklassenringe
Sei p eine der Primzahlen py, ..., p;.

pZ habe folgende Primidealzerlegung in oy

(pOK) =P, 5P

Die Eintrage der Matrix A = (ag;)1<k < werden mit Hilfe des kanonischen Epi-
morphismus

q)j D0 — OK/]J]'
o = oot p;

abgebildet. Die zugehorige Matrix und ihre Determinante bezeichnen wir mit

Aj = (@j(ak7l))1§k7l§r und 6j = Det(Aj).

1.2.4. Auswerten in den Restklassenringen

Nach Korollar 2.46 ist ox/p; ein endlicher Kérper mit p/ Elementen, wobei
f = f(p;/pZ) und somit isomorph zu F,, ¢ = p/. Die Berechnung von Det(A;)
erfolgt mit Algorithmus 3.1 iiber dem endlichen Kérper og/p;.

Die Verwendung von endlichen Korpern ist ein grofler Vorteil des modularen
Verfahrens gegeniiber der direkten Berechnung im algebraischen Zahlkorper. In
endlichen Kérpern kann keine Koeffizientenexplosion auftreten, und die zeitauf-
wendige gg'T-Berechnung entfillt ebenfalls. Nach Kapitel 1.4 sind Addition, Sub-
traktion, Multiplikation und Division in F, in O(log3(q)) Bitoperationen ausfiihr-
bar.

1.2.5. Chinesischer Restsatz
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In KANT steht uns ein chinesischer Restsatz ,ChinRem* zur Verfiigung, der fiir
aq, ap € 0 und zwei Ideale aq, a; von og als Riickgabewert

«a = ChinRem (ay, ag, a1, az)

liefert, wobei

o = oy mod a; und o = oy mod as.

In Schritt 3 von Algorithmus 3.9 wird ChinRem innerhalb einer geschachtelten
Schleife aufgerufen. Die duflere durchlauft die Primzahlen pq,... ,p,. Fiir jedes
p € {p1,...,ps} wird in der inneren Schleife fiir alle {iber pZ liegende Primideale
von og ChinRem einmal derart aufgerufen, dafl

nach dem ersten vollstdndigen Durchlauf der inneren Schleife

6o den Wert Det((a; j)1<i <) modpy,

nach dem zweiten vollstdndigen Durchlauf der inneren Schleife

6o den Wert Det((a; j)1<ij<r) mod pips

und am Ende von Schritt 3

6o den Wert Det((o ;)1<ij<r) mod [I;_4 p; besitzt.

Natiirlich wiirde man dieses Ergebnis auch bei einer anderen Reihenfolge der
Primideale erhalten. Jedoch hat sich herausgestellt, dafl der Zeitaufwand am
geringsten ist, falls man wie oben beschrieben vorgeht, d.h. zuerst die iiber einer
Primzahl liegenden Primideale sukzessive zusammensetzt und anschliefend die
von den Primzahlen py,...,ps in o erzeugten Ideale.

1.2.6. Riicktransformation

Die Riicktransformation entspricht der Bestimmung des symmetrischen kanoni-
schen Représentanten modulo []}_; p;.

1.2.7. Der Algorithmus MatDetMod

ALGORITHMUS 3.9. (MatDetMod)
Input: M = (m;;),1 < i,j < r. Dabei sei m;; = d—l__ZZ:l Wi kW
vollstindig gekiirzt und d,,,; € N. ’
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Output:

Schritt 1:

Schritt 2:

Schritt 3:

Schritt 4:

Schritt 5:

3. ANWENDUNG DES MODULAREN VERFAHRENS
d = Det(M)
l— kgv1§i,j§r(dmi,j)
a;j—tm;; firl <i,57 <r

den « t"
(Bestimmung der Schranke und Wahl der Moduli)

S — \l (i (ﬁ ( ) |m5k])|2>>> maxi<;<n <§: |w;-‘(k)|2>-|—1 (Korollar
=1 ’ - k=1

k=1 \j=1 \i=
3.6)
Bestimme s aufeinander folgende Primzahlen pq, ..., ps,
so daf p; fox firl <i<sundl[;_, >2S.
(Hauptteil)

Fire=1,...,s:

Bestimme alle Primidealfaktoren py,...p,. von (p;of).
Firg=1,...,r:
By — Pjlagy) firl <kl <r (®; ist kanonischer Epimorphis-
mus zu ;)
b — DetGauss((ﬂk,l)lgk,l§r> (Algorithmus 3.1 dber dem Kdrper

0K /P;)
Firg=mr;,... 1:
Wenn 1> 1 oder j > 1
Pi = PiPj—
6j—1 <= ChinRem(6;, 8;1,p;, pj—1)
Sonst
Po =M
(Sg — 61
(Riicktransformation)
6 «— 6o mods [}, pi
8

d— 2

Gib d aus. ENDE.

1.2.8. Korrektheit
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Da der obige Algorithmus 3.9 etwas von der Vorgehensweise von Algorithmus
2.27 abweicht, gehen wir nun auf diese Abweichungen ein, um die Korrektheit
von Algorithmus 3.9 zu zeigen.

Die Abweichung besteht darin, daff wir in Algorithmus 3.9 nicht den {+,—,}-
Term

Z sign(w)a:lﬂr(l), e Ty ()

TES,

iber dem Restklassenring ox/(p;0k), 1 < i < s auswerten und somit direkt
den Wert Det((a; j)1<; j<r) mod p; erhalten, sondern stattdessen den Algorithmus
DetGauss auf bestimmte endliche Koérper anwenden. Diese Korper sind die Rest-
klassenringe, die durch Faktorisierung nach den iiber p;,Z liegenden Primidealen
von 0k entstehen. Da wir erstens nach Voraussetzung nur unverzweigte Primzah-
len verwenden und zweitens der Algorithmus DetGauss korrekt ist, erhalten wir
nach Anwendung des chinesischen Restsatzes (nach vollstdndigem Durchlaufen
der inneren Schleife) gerade den Wert Det((c ;)1<i j<r) mod p; in der Variablen
01. Die restlichen Schritte entsprechen dem Schema 2.27. Der Algorithmus 3.9
ist somit nach Satz 2.28 korrekt.
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1.3. Vergleich. In diesem Abschnitt werden einige Beispielrechnungen
aufgefiihrt, die mit dem Computeralgebrasystem KANT V4 in der Oberfliche
KASH berechnet wurden. Alle Rechnungen wurden auf einem HP9000/735s mit
160MB Speicher unter dem Betriebssystem HP-UX 9.04 ausgefiihrt. In den Ta-
bellenkopfen werden die folgenden Bezeichnungen verwendet:

N fiir die maximale Grofle der Betrdge der Koeffizienten der Matrixeintrige
(Koeffizienten bzgl. der fest gewdhlten Ganzheitsbasis) und

r fiir die Anzahl der Zeilen und Spalten der Matrix

In der oberen Hilfte jedes Tabellenfeldes steht die von Algorithmus MatDetMod
(Algorithmus 3.9 ) fiir die Berechnung der Determinante benotigte Zeit. Diese
Zeilen sind mit dem Hinweis ,,modular® in der Spalte ,, Algorithmus® gekennzeich-
net.

In der unteren Hélfte steht die von dem nichtmodularen Algorithmus DetGauss
(Algorithmus 3.1 ) bendtigte Zeit.

Die Berechnung der Determinante mit der nichtmodularen Methode ist bei grofien
Beispielen sehr zeitintensiv. Deshalb ist teilweise nur die von dem modularen
Algorithmus MatDetMod bendétigte Zeit angegeben.



1. DETERMINANTENBERECHNUNG

51

Sei p eine Nullstelle des Polynoms

flz) =2+ 1.
Wir betrachten den Zahlkorper K := Q[p].
. N 10 10% 108 1016 Algorithmus
1 0,26 s 0,42 s 1,20 s 3,02 s modular
0,00 s 0,00 s 0,02s 0,03 s
8 0,49 s 1,15 s 391 s 6,89 s modular
0,05 s 0,74 s 2,88 s 4,22 s
19 1,19 s 3,39 s 7,78 s 982 s modular
6,36 s 180 s 12,6 min | 19,1 min
16 2,40 s 8,66 s 14,1 s 19.9 s modular
20,7 min
Sei ¢ eine Nullstelle des Polynoms
f(z)=2xz"—32° + 2z + 1.
Wir betrachten den Zahlkorper K := Q[g].
. N 10 10* 108 1016 Algorithmus
1 0,60 s 1.02s 2,32 s 6,54 s modular
0,03 s 0,15 s 0,43 s 1,67 s
3 1,73 s 3,05 s 8,08 s 16,0 s modular
368 s 60,2 s 209 s 266 s
19 4,18 s 8,95 s 13,8 s 20.2 s modular
24,3 min | 302 min
16 6,47 s 157 s 22,1s 329 s modular
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Sei p eine Nullstelle des Polynoms
f(z) =22 +1822° + 62'° 4+ 5628 — 4927 — 94216 — 129221° — 100521 + 865513 +
15832244309z +542371°+26302° —10152° — 3463z" — 174725 —6512° +

789z + 303z® + 402 — Tz + 1.
Wir betrachten den Zahlkorper K := Q[p].

. N |10 108 Algorithmus

5 29.4 min | 38,3 min || modular
0,4 min 1,3 min

1 39,6 min | 49,6 min || modular
2,5 min 10,1 min

6 52,2 min | 62,5 min || modular
12,3 min | 51,9 min

3 56,1 min | 67,2 min || modular
92,7 min | 408 min

10 75,9 min | 87,5 min || modular
21,53 h

Bei kleinen Beispielen benétigt der Algorithmus MatDetMod einen groflen Teil
der Gesamtlaufzeit fiir die Berechnung der Schranke. Deshalb ist in diesem Fall
der nichtmodulare Algorithmus schneller.

Ab etwa r = 8 ist der modulare Algorithmus MatDetMod schneller. Schon ab
r = 12 ist der modulare Algorithmus um ein Vielfaches effizienter als der nichtmo-
dulare. Teilweise liegen die Laufzeiten des modularen Algorithmus im Sekunden-
bereich, wihrend die entsprechenden Laufzeiten des nichtmodularen Algorithmus
im Minuten- und Stundenbereich liegen.

Bei Fehlen von Vergleichswerten wurde die Berechnung mit dem nichtmodularen
Algorithmus nach frithestens zwei Stunden abgebrochen.
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2. Multiplikation algebraischer Zahlen

Generalvoraussetzung: Es seien K;, 0 < 7 < r algebraische Zahlkorper und
die Erweiterung K;/K; 1 habe den Grad n;, 1 < i < r. In jedem algebraischen
Zahlkorper K;, 1 < 1 < r betrachten wir eine feste K; (-Basis b() ,bgi) von
K, firl <i:<r.

K sei eine absolute Erweiterung vom Grad ng und 0y sei eine Ordnung von K|
mit Z-Basis b§°), cey b,(%).

Weiterhin sei A(K,.) die nach Definition 2.66 zu K, gehorige Algebra und by, ... , b,
die zu A(K,) gehorende Z-Basis. Nach Definition von A(K,) gilt dabei t =

r

2.1. Der nichtmodulare Algorithmus. Hier sind zwei Algorithmen angege-
ben, die das Produkt zweier Elemente aus K, berechnen. Der erst Algorithmus
gilt allgemein. Der zweite Algorithmus gilt, falls die Basis bg’”), . ,b(’;) eine Po-

n

tenzbasis ist.

Der erste Algorithmus benutzt die Multiplikationstabelle (Ff(jk)i,j,ke{l,...,n} Seien
o, € K,. Das Produkt v = af € K,, wobei

a=3 o ud g =3 gl
=1 =1

ist, wird mit Hilfe der Multiplikationstabelle berechnet:

Y= Z azﬂ]r‘%kb

i,7,k=1

Sei v = Y, v:b; = af. Der folgende Algorithmus berechnet v. Dabei nutzen

wir die Tatsache aus, da T, = FK’,C gilt.

i,J,k
ALGORITHMUS 3.10. (Mult: Multiplikation zweier algebraischer Zahlen)

Input: Aty eve y Qp und Br, ... Bn,, wober o = 37" by =307 Bib;
Output: Yise o s iy mit 22;1 fkak = O[ﬂ
(1) Firi=1,... ,n,:

(2) Vi <0
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ut
~

w

Firi=1,... ,n,:
Firg=1,...,1—1:
temp; < a;f;

N

~1
O\/\_/\_/\_/\_/\_/\_/

—_
\)
~— — — ~—

o Ot

temp, «— o;f3;
tempy <« temp; + temps
Firk=1,...,n,:
Vi Yk + tempg 77
temp, «— a;[;
Firk=1,...,n,:
Vi Y + tempy 77
Gib v =Y v:b; aus. ENDE.

)
—

AN TN AN N N TN N N N N N

—_
w

SATZ 3 11. Algorithmus 3.10 bendtigt fir die Multiplikation zweier Elemente aus
3

Ko 3nd + 2n?2 = %= 4+ O(n?) Multiplikationen in Q und fir die Multiplikation

zweier Elemente aus K, die gleiche Anzahl Multiplikationen in K,_; firr > 1 .

Beweis: Die Zeilen (5) und (6) werden jeweils M Zeile (9) wird %,
Zeile (10) wird n, mal und Zeile (11) wird n? mal durchlaufen. O
Ist die Basis b() b,(l’;) eine Potenzbasis, d.h. bE’“) = o lfirl < i < n,,

so sollte die Multiplikation mit Hilfe des unten angegebenen Algorithmus aus-
gefiihrt werden. Er ist schneller als Algorithmus 3.10, da wir die einfache Gestalt
der Multiplikationstabelle ausnutzen. Dies zeigt auch ein Vergleich von Satz 3.11
und Satz 3.13. Die Multiplikation mit Algorithmus 3.12 entspricht einer Multi-
plikation von Polynomen mit einer Reduktion modulo dem Minimalpolynom von

0.
ALGORITHMUS 3.12. (Multiplikation zweier algebraischer Zahlen aus K,. Dabei
ist 1,0',..., 0" " eine K,_;-Basis von K, und das p(z) = >I" p;z* Minimalpo-
lynom von p)

Input: Ay ve s Qp 1 und By, ..., Bn, 1, wobei o = > 175 ozlg ﬂ >y 0 ;0

Output:  Yo,...,Vn,1 mit Spro' o = af
(1) Firi=0,...,n, —1:

(2) c; <— 0
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w

l—mn,—1

N

~1
O\/\_/\_/\_/\_/\_/\_/

bound + n,
Firk=2n,—2,... ,n,:
bound «+ bound — 1

o Ot

Fire=mn,—1,... ,bound :

Y =+ B
mult «— —,

= O 0o

m<—mn, —1

—_
—_

Firvo=n,—1,...,1:
Vi < Vi1 + pmmult
l—1-1

m+«—m—1

—_
(G2 TSN V]

¢; < ppmmult
l—1Il4+n,—1
Firk=mn,—1,...,0:
Firo=Fk,...,0:
Vi — Y+ B
[—1-1
Gib v = Y5 0 aus. ENDE.

O e e
S © 00 ~1 O
S’ e e e e e e e e e S

AN AN AN AN AN N AN AN N N N N N N N N N N
—_
\)

V)
—

SATZ 3.13. Algorithmus 3.12 bendtigt fir die Multiplikation zweier Elemente aus
Ky 2n2 — n, = 2n2 + O(n,) Multiplikationen in Q und fir die Multiplikation
zweter Blemente aus K, die gleiche Anzahl Multiplikationen i K, 1 firr > 1 .

Beweis: Zeile (8) wird w mal, Zeile (12) wird (n, —1)? mal, Zeile (15) wird
n, — 1 mal und Zeile (19) wird @ mal durchlaufen. O

2.2. Der modulare Algorithmus. Der Kern des hier vorgestellten modularen
Algorithmus entspricht dem Schema von Algorithmus 2.27 in Version 2. Dabei
wird das modulare Verfahren auf die zu K, gehorige Algebra angewendet (siehe
Definition 2.66).

A. Schonhage beschéftigte sich in [Sch66] mit der Multiplikation von groen gan-
zen Zahlen aus 7Z. Den dort beschriebenen Algorithmus werden wir auf alge-
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braische Zahlen iibertragen. Ebenfalls werden wir die rekursive Schachtelung des
modularen Verfahren {ibernehmen.

Voraussetzung:
Die zu K, gehorende Algebra A(K,) schreiben wir auch als (A, +, *).

BEZEICHNUNG 3.14. Wir sagen, daff o € A(K,) ein [-Bit Element ist,
falls MAX (a) < 2!,

Seien a,b € K, zwei Elemente, welche wir multiplizieren wollen. Das modulare
Verfahren wenden wir auf (A, +, %) an.

SATZ 3.15. Seiend, = Nen(a),d, = Nen(b) € N die nach 2.62 definierten Nenner
von a bzw. b. Dann qilt fir o .= dya, 3 = dyb:

(1) a, 8 € A(K,) und
_ * 3
(2) ab = Ry

Zur Definition von M(K,.) siehe Definition 2.64.

Beweis: Aussage (1) ist klar nach der Definition von Nen in Definition 2.62 und
der Definition von A(K,) in Definition 2.66.
Aussage (2) gilt nach der Definition von # in Definition 2.66:
af ax 3
ab = =
dody  dodyN(K,)

O

Nun werden die einzelnen Teilschritte des Verfahrens beschrieben. Diese entspre-
chen den Teilschritten im Schema 2.27.

Das Hauptproblem besteht darin, eine Variante des chinesischen Restsatzes zu
finden, die mit moglichst wenig Multiplikationen auskommt. Sonst wird die Zeit-
ersparnis, die durch die Berechnung in den Restklassenringen erzielt wurde, durch
die Anwendung des chinesischen Restsatzes zunichte gemacht. Durch eine ge-
schickte Wahl der Moduli konnen wir die einzelnen Teilschritte schnell ausfiithren.
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2.2.1. Bestimmung der Schranke

Eine gemeinsame obere Schranke S fiir den Betrag der Koeffizienten ¢, von v =
a3 beziiglich der Basis by, ... ,b; von A erhalten wir aus dem folgendem Satz.

Voraussetzung: Fiir den Rest des Kapitels sei

¢ '= max {MAX (./\/'(Kl)l_‘ol

M) |1 <igk<m}€Zfin0<I<T,

Zur Definition von N (K;) siehe Definition 2.63.

SATZ 3.16. Seien o, f € A = A(K,). Dann ist

r

Sr(a, B) := MAX(a)MAX(3) H(Cznl?)yfl

1=0
eine obere Schranke fiir die Koeffizienten von v = « * 3 beziiglich der Basis von
A(K,) , d.h.
MAX(a x 8) < S,(a, 3)

Beweis:  Der Beweis erfolgt mittels Induktion tiber . Fiir r = 0 liegt der Fall
einer absoluten Erweiterung vor und es gilt A(0g) = 0o, und die zu A gehorende

Basis ist die Z-Basis b§°), ..., b von 0y. Nach Definition 2.66, Bemerkung 2.65
und der Definition der Multiplikationstabelle gilt

ok B = NKp)ap = af = 33 BT b
k=1 i,j=1
Daraus folgt
MAX(a * 3) < MAX(a)MAX(B)cong
Dies ist die Behauptung fiir r = 0.

Nun fithren wir den Induktionsschritt durch. Seien «, f € A(K, 1) mit

Nr41 Nr41

a=3 a;bf und g =3 bl
=1

i=1

Dabei sind oy, §; € A(K,) fir 1 <i < mn,,;. Dann gilt:
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a*ﬂ - ‘JI(K,,H)aﬂ

Tr41 Tr41
= m(KT“}’l) Z (Z O[Zﬂ] zle) (T+1)

k=1 \i,=1

M(K%kl) R (r+1)
= ot ; rie b
Wik, 2 |20 )
Tr41 Nr4+1 (7-+1)
= N(KT+1> Z Z (al * ﬂ]) * Fz ;Zl bk
k=1 \:,j=1

= > (Z (aii * () * (N(KTH)Ff{,JT)) byt

k=1 \z,j=1
Hieraus folgt mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung:

MAX (0 3) < max {S, (0 % 35, N (Koo D) [ 1<y, b < mp 2y

< max {MAX(a; # B))MAX (N (K, )TS5E) [ 1 <4y, k < mpgr 2y
[T(emi)

=0

< max {MAX(a; % 3;) |1 < 4,7 <ng41}
max {MAX (./\/'(KTH)Fl ]’zl) |1 <4,j,k< nrﬂ} 72~+1 H(cln?)w_
=0
< max {S, (v, 3;) | 1< i,5 < npyr}yerpan?y [[(am?)* ™
=0
. 2
< max {MAX(q;)MAX(3;) | 1 < 4,5 < b erniy, (H(cln?)w_l>
r+1 o =0
< MAX(a)MAX(B) [[(ani)® = Srsi(a, ).
1=0

2.2.2.  Wahl der Moduli

Fiir die Implementierung auf einem Computer bieten sich als Moduli Ideale von
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A der Form (myA),...,(mgA) an, wobei
m; =2%—1,e; €N, je{l,... s}

gilt. Wir benotigen zunéchst ein Kriterium fiir die Komaximalitat der Ideale
(my),...,(mg) in Z, also ein Kriterium fiir die Teilerfremdheit der my,... ,m; €

N.
SATZ 3.17. Seien e, f,g € Z. Dann gilt 2¢ = 29mod(2/ — 1) & e = gmod f.
Beweis: ,,=“: Wenn 2° = 29mod(2/ — 1), dann 2¢m°d/ = 29med/ med(2/ — 1).

Dabei gilt 0 < 2¢medf 29modf «9f _ 1 Dies geht nur fiir emod f = gmod f.
L= Aus e = g+ kf folgt 2° = 29(2f)]C =291 mod(2/ —1). O

Als Folgerung aus Satz 3.17 erhalten wir das folgende Korollar:
KOROLLAR 3.18. Seien e, f € Z. Dann gilt

(2° — 1) mod(2/ — 1) = 2¢med/ 1,
SATZ 3.19. Seien e, f € Z. Dann gilt ggT(2° —1,2f — 1) = 288T(ef) 1,
Beweis: Die Aussage erhalten wir mit dem Euklidischen Algorithmus und Satz
3.18. O

KOROLLAR 3.20. Seien e, f € Z. Dann gilt
geT(2° = 1,27 —1) =1 & ggT(e, f) = 1

Beweis: Direkte Konsequenz aus Satz 3.19. O

Wir werden als Exponenten e; paarweise verschiedene Primzahlen p; nehmen,
welche aufeinanderfolgen:

m; =2 —1,5€{1,...,s}

Dann sind nach dem Korollar 3.20 die Ideale (my),... ,(ms) in Z paarweise ko-
maximal und somit nach Satz 2.24 die Ideale (m;A), ..., (msA) in A nichttrivial

und paarweise komaximal.
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Dabei halten wir die Anzahl s der Moduli fest. Die Wahl des Parameters s wird
unten besprochen.

Voraussetzung:
Fiir den Rest des Kapitels gelte m; := 2P/ —1 fiir 1 <j <s.

Nach Algorithmus 2.27 Version 2 geniigt es, die Bedingung

(3-6) H m; > 28, (a, 3)

=1
zu erfiillen. Nach Satz 3.16 gilt

(3-7) S, (v, 8) = MAX (a)MAX(3) ﬁ(clnf)f".

=0
Wir wéhlen s aufeinanderfolgende Primzahlen pq, ..., p; minimal, so dafl

(3-8) Zs:pi > thit(MAX(«r)) + tbit(MAX(3)) + 1 + (zrj 2" bit(e;n?)) + s

=1 =0

erfiillt ist.

Dabei bezeichnet gbit(z) die Anzahl der fiir die Darstellung von z € N in Binardar-
stellung benétigten (Binér-) Stellen. Es gilt [log,(2)] < #bit(z) = [log,(2)] + 1.
Nach dem folgenden Lemma haben wir somit die Schrankenbedingung (3-6)
erfiillt.

LEMMA 3.21. Es gilt: Ungleichung (3-8) impliziert Ungleichung (3-6).
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Beweis: Mit (3-8) sowie m; = 2Pi — 1, 1 < i < s erhalten wir

I = [ -n=I25 > 2;1% 275 = 2(2@) -
l 2pi
=t =1

=1

r

thit(MAX(a)) + tbit(MAX(8)) + 1+ (D 2" tbit(en]))

2 2 =0
> ollogy 25 (, B)]
> 25,(a, §)

O

(3-8) ist die Bedingung, die beim ersten Aufruf von MultMod erfiillt wird. Bei
dem von uns verwendeten rekursiven Verfahren ruft MultMod sich jedoch selber
auf. Betrachten wir den Rekursionsschritt k. Wir haben bereits die Primzahlen
e
fir jedes pgk), 1 < i < j einmal MultMod auf. Dabei werden nun Elemente

a,  iibergeben, die vorher modulo pz(k) fiir ein pz(k) € {pgk), . ,pgk)} reduziert

..., p%) gewihlt und rufen dann im folgenden Rekursionsschritt & — 1 erneut

wurden. Von diesen Elementen wissen wir, dafl es p,-Bit Elemente sind, d.h.

tbit(MAX () + £bit(MAX(f)) < 2p,. Somit geniigt es, im Falle eines rekursiven

Aufrufes s aufeinanderfolgende Primzahlen py, ..., ps minimal zu wéhlen , so daf}
(3-9) S > 2p0 41 4 (3 27 tbit(an?)) + 5.
=1 =0

erfillt ist.

Bei diesem rekursiven Verfahren erhalten wir eine Folge p(®, p(), p®) . wobei
pl¥) die groBte Primzahl aus Rekursionsschritt & ist.
Fiir die Laufzeitabschidtzung stellen wir bereits hier zwei Aussagen iiber das

Wachstum der Folge (p{¥)),en, zusammen.

SATZ 3.22. Es gilt pi) = O <(§)k> .
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Beweis: Mit

S

>op Y < splth

=1
folgt aus (3-9)

r

S gy 1 b
PP < oY = S (02 gbit(ang)) + 5)

2 2 —r
(3-10) < gpg“).
Hieraus folgt die Behauptung. O

Nachdem wir in Satz 3.22 eine obere Abschitzung von p(¥) angegeben haben,
geben wir nun eine untere Abschiatzung an.

SATZ 3.23. Fir alle e > 0 gibt es ein d(= d(e)) > 0 mit
k
pgk) > d(; — E) .

Beim Beweis benutzen wir die folgende Aussage {iber Primzahlen aus [Bun92, S.
283]:

SATZ 3.24. Sei p eine Primzahl und p die kleinste Primzahl echt grifer als p (p
folgt auf p). Dann gilt

p—p=0(p%).
KOROLLAR 3.25. Es ¢ibt eine positive Konstante C € R, so daf$ fir alle Prim-
zahlen p die Ungleichung

oojut

p—p<Cp
qgilt.

Hier nun der Beweis von Satz 3.23:
Da in (3-9) pgk), ..., p%) minimal gewihlt wurden, gilt

s—1 r

(3-11) S5 < 2p® 1 4 (3 27 bit(n?)) + 5.

1=0 =0
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Dabei ist pgk_l) die grofite Primzahl kleiner als pgk_l). Korollar 3.25 liefert

)

5
(3-12) p(kfl) - p(()kfl) < C’s(pgk)) ffir0<i<s—1.
Aus (3-11) und (3-12) erhalten wir

1 2 .
(3-13) p®) > 5 (Spgk—l) _ s (pgk)> =1 (> 27 tbit(en])) — s) :
=0

Es gilt p®) > p¢~1 da andernfalls das rekursive Verfahren keinen weiteren Re-
kursionsschritt eingeleitet hitte. Aus (3-13) erhalten wir somit

CopkD g
lim = 5
k—oo Ps

Hieraus folgt die Behauptung. O

2.2.3. Abbilden in die Restklassenringe

Das Ideal (m;A) hat die Gestalt (m;A) = {3, 2ib;|z; € (m;)}. Das Abbilden
von o = Yt a;b; € A nach A/(m;A) entspricht der Bestimmung des symmetri-
schen kanonischen Repréasentanten aamodsm; . Hierbei wurde Bezeichnung 2.25
verwendet.

Sel ov = 221, a;b; o € 7 fiir 1 <@ < t. Die Bestimmung des symmetrischen ka-
nonischen Reprédsentanten von a kénnen wir zuriick fiihren auf die Bestimmung
von t symmetrischen kanonischen Repriasentanten der ganzen Zahlen «;.

Fiir die Bestimmung des symmetrischen kanonischen Reprasentanten a; mods m;
einer b-Bit Zahl «; werden O(b) Bitoperationen benotigt [Sch66, S. 190, Hilfssatz
3]. Dabei wird ein Verfahren benutzt, welches Schonhage als zyklische Addition
bezeichnet. Es nutzt die Form der Moduli m; = 2P/ — 1 aus beruht auf dem
folgenden Satz.

SATZ 3.26. z € Z habe die Gestalt
z=aB'+a, B '+ ---+a; B+ ag
mit B =2Pi und 0 < a; < 2P firi € {1,...,t}. Dann gilt

z=ap+ a1+ -+ a; +agmod(2P — 1).
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Beweis: Es gilt B =2Pi = 1mod (2P — 1) O

Wir verwenden den Algorithmus Mods zur Berechnung des symmetrischen ka-
nonischen Repréisentanten eines b-Bit Elementes a € A. Mods geht nach dem
oben beschriebenen Verfahren vor und benétigt somit O(th) Bitoperationen zur
Bestimmung von ovmods m;.

Betrachten wir nun den Rekursionsschritt & des rekursiven Algorithmus MultMod.
(k+1)
J

i < s bendtigt O(pg-kﬂ)t) Bitoperationen. Nach (3-10) gilt pg-kH) < plEtD) < splh),
Somit erhalten wir den folgenden Satz.

Sel «v ein p -Bit Element. Die Bestimmung von amodsm; fiir ein 2 mit 1 <

BEMERKUNG 3.27. Seia € A(K,) ein pgkﬂ)—Bit Element. Mods bendtigt O(p{Ft)
Bitoperationen fiir die Bestimmung von azmodsm,;.

2.2.4. Auswerten in den Restklassenringen

Seien «, 3 € A(K,). Zur Berechnung von a % fmodsm; wird der Algorithmus
MultRR benutzt. MultRR(a, §, m;) liefert das Ergebnis a * fmodsm,; fir 1 <
j < s und benutzt dabei Varianten der Algorithmen 3.10 bzw. 3.12. Diese
Varianten unterscheiden sich von Algorithmus 3.10 bzw. 3.12 nur dadurch, dafl

(1) nach jeder erfolgten Multiplikation das Ergebnis mittels Mods(., m;) re-
duziert wird und

(2) statt  der  Multiplikationstabelle (FiK,f,k)lgi,j,kSnr die  Tabelle
(m(Kr>PiI§'r7k)1§i,j,k,§nr verwendet wird.

Durch die Anwendung von Mods werden die Koeffizienten betragsméfBiig klein
gehalten. Somit sind die nachfolgenden Multiplikationen schneller ausfiihrbar.

Sei bE’“) = o'~ ! fiir 1 < i < n,. Die Variante von Algorithmus 3.12 wird nur ver-
wendet, falls die Koeffizienten des Minimalpolynoms von ¢ Elemente aus A(K,_;)
sind.

Erstens sind die Koeffizienten von «, 3 beziiglich bﬁ’),... ,b,@ Elemente aus
A(K, 1),r > 1. Zweitens ist M(K,) so gewahlt, dal die Koeffizienten der
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Eintrige der Tabelle (M(K, )T}

i Fk)1<ijk,<n, Elemente aus A(K, ;) sind fiir r > 1.

Wir erhalten somit aus Satz 3.11 den folgenden Satz.

SATZ 3.28. Der Algorithmus MultRR bendtigt fiir die Multiplikation zweier Ele-
mente aus A(Ky) gns + 3n? = "g + O(n?) Multiplikationen in Z und fiir die
Multiplikation zweier Elemente aus A(K,) die gleiche Anzahl Multiplikationen in
A(K,_y) firr > 1.

KOROLLAR 3.29. Der Algorithmus MultRR. bendtigt fiir die Multiplikation zweier
Elemente aus A(K,) O(t*) Multiplikationen in Z.

Beweis:  Mit Hilfe einer Induktion iiber r folgt die Behauptung aus Satz 3.28
und ¢t =I[7_, n;. O

2.2.5. Chinesischer Restsatz

Der hier aufgefiihrte chinesische Restsatz wurde in seiner urspriinglichen Form
1958 von H.L. Garner [Gar58] fiir ganze Zahlen aus Z vorgeschlagen und auch
von A. Schénhage in [Sch66] fiir die schnelle Multiplikation von ganzen Zahlen
verwendet. Hier wird die verallgemeinerte Version fiir A(K,) vorgestellt und
anschliefend die Korrektheit bewiesen. Dabei verwenden wir die Schreibweise
aus Bezeichnung 2.25. Sei im folgenden m := []}_; m;.

ALGORITHMUS 3.30. (CR: Chinesischer Restsatz)

Input: aig,... a5 € A(K,) und paarweise teilerfremde my, ... ,mg, € Z

Output: o mit o = a; modm; firi € {1,..,s} und MAX(a) < %
Schritt 1:  (Bestimmung der (3;)

(1> fr e oy

(2) Firj=1,...,s:

(3) Firi=2,...,7:

(4) B; « Multe((o; — fi—1),i— 1, 7)
(5) f; <= Mods(f;, m;)

Schritt 2:  (Zusammensetzen,)

(6 o — [
(7 Firj=s—1,...,1:

~— —



66 3. ANWENDUNG DES MODULAREN VERFAHRENS

(8) a < Multm(a, j) + 6
(9) Gib a aus. ENDE.

Dabei liefert Multc(c, ¢, 7) als Ergebnis ac; j mods m;, wobei ¢;; das Inverse von
m; modulo m; ist. Das Inverse ¢;; existiert, da die m;, ¢ € {1,...,s} nach
Voraussetzung paarweise teilerfremd sind.

Multm (e, 7) liefert als Ergebnis das Produkt von o mit der ganzen Zahl m;. Diese
beiden unten beschriebenen Prozeduren nutzen die spezielle Form der Moduli m;
aus, um eine Beschleunigung beziiglich der normalen Multiplikation zu erzielen.
Wir beweisen nun die Korrektheit von Algorithmus 3.30 unter der Voraussetzung,
dafl die Algorithmen Multc und Multm korrekt sind.

SATZ 3.31. (Korrektheit von Algorithmus 3.30)
Das Ergebnis av von Algorithmus 3.30 erfillt

= a;modm; firl <j <s und

(1) a J
(2) MAX(a) < 3m.

Beweis: Wir betrachten die Werte von 3; zu Beginn von Schritt 2.
(1) Es gilt:

m]il . D -mlﬂ] E mj—l . . s . -ml(.-.((aj —/Bl)cl’j _ﬂz)cz’j —_— s e . _ﬂ]—1> .
E mj—z . ... . ml(. .. (ai —_— /61)6171- —_ . e s — 5]72>Cj727]
—Biamy_y - e oy
= aj— 1 —fPomqg — - — Bj_ymj_g - -+ - my(modm;)

Dabei haben wir m,c;; = 1 mod m; verwendet. Es folgt

a; = Py + Bomy + Bzmamy + -+ Fim g - - - my = a(mod my).
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(2) Es gilt: MAX(f;) < mj;l, da zuvor f; < Mods(f;, m;) ausgefiihrt wurde.
Wir erhalten

s j—1 s m'—lj_l 1.8 |- J j—1 -|
MAX() = MAX(Y A [T m) < 32 —5—[Tmi =5 3 |(ITm) — (IT mi)
j=1 =1 7=1 =1 7=1 [ =1 =1
12 1
O

Sei mj = 2P — 1 fiir j € {1,..,s} mit p; < p; fiir ¢ < j. Wiirden wir in Zeile
(4) von Algorithmus 3.30 eine normale Multiplikation eines p,-Bit Elementes mit
einer p,-Bit Zahl ausfithren, so wiirden wir O(p?n,) Bitoperationen bené&tigen.
Wir zeigen unten, dal Multe mit O(pslog(ps)n,) Bitoperationen auskommt. Zeile
(4) wird @ = O(s®) mal durchlaufen. Fiir die Ausfilhrung von Schritt 1
benétigt Algorithmus 3.30 somit O(s*pslog(ps)n,) Bitoperationen.

Zeile (8) wird s —1 mal durchlaufen. Der Algorithmus Multm liefert das Ergebnis
Multm(a, j) = am; = a(2P — 1) = 2P’ — a. Die Multiplikation von « mit
2Pi geschieht, indem wir in der Bindrdarstellung der n Koeffizienten von a eine
Verschiebung um p; Bit nach links vornehmen. Wir kénnen damit den Aufwand
fiir Teil 2 groBziigig mit O(s’psn,) Bitoperationen abschitzen. Damit erhalten

wir:
SATZ 3.32. Sei m; = 2Pi — 1 furj € {1,..,s} mitp; < p; firi < j. Dann
benétigt Algorithmus 3.30 O(s*p,log(ps)n,) Bitoperationen.

Der Kern von Algorithmus Multc ist der folgende Satz.

SATZ 3.33. Sei ¢ € Z das Inverse von 2¢ — 1 modulo 2/ — 1. Dann gilt

c= ( Z 2ie) mod(2f —1).

0<4i<b

Dabei ist b € 7. die kleinste positive Zahl mit be = 1 mod f.



68 3. ANWENDUNG DES MODULAREN VERFAHRENS
Beweis: Sei b € Z die kleinste positive Zahl mit be = 1 mod f. Es gilt:
(142¢4---4+20Dey2e 1) =2% 1 =2 —1=1mod(2/ —1).

Das erste Kongruenzzeichen gilt nach der Formel fiir die geometrische Reihe, das
zweite nach Satz 3.17. O

ALGORITHMUS 3.34. (Multc)

Input: a€ AK,),e,f €L
Output: 3 = aces, wobei cop(2° — 1) = 1mod(2/ —1),0 < cop < 2°—1

(1) Bestimme minimales b > 0 mit be = 1mod f. Seib = (b;...b1bg)y die
Bindrdarstellung.

(2> Qg < €

(3> do + boe

(4> Qp < «

(5> Bo « bocx

(6) Firi=1,...,t

(7) a; < 2a;_; mod f

(8) dZ — (di—l + blaz) modf

(9) a; — (a1 + 2%y q) mod(2f —1)

(10) Bi — (Bic1 + b:i2%"a;) mod(2/ — 1)

(11) 3 B

(12) Gib 3 aus. ENDE.

Mit Hilfe von Satz 3.33 folgt die Korrektheit mittels Induktion iiber ¢ [Knu81, S.
289].

Die Bestimmung von b benétigt O(log,(f)?) Bitoperationen [Coh93, S. 13]. Die
Schleife wird ¢ = log,(b) = O(log,(f)) mal durchlaufen. Ein Schleifendurch-
lauf benotigt fiir Zeile (7) O(log,(f)), fiir Zeile (8) O(log,(f)), fiir Zeile (9)
O(n,f), fir Zeile (10) O(n,f) und somit insgesamt O(n,.f) Bitoperationen. Mit
O((logy(f)))+ O(n,f)O(logy(f)) = O(f logy(f)n,). erhalten wir:

SATZ 3.35. Algorithmus 3.34 bendtigt O(flog,(f)n,) Bitoperationen.
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2.2.6. Riicktransformation

Die Riicktransformation entspricht der Bestimmung des symmetrischen kano-
nischen Représentanten. Da der chinesische Restsatz nach Satz 3.31 bereits
den symmetrischen kanonischen Repréisentanten zuriickliefert, ist in diesem Falle
nichts mehr zu tun.

2.2.7. Der Algorithmus MultMod

Nun geben wir den rekursiven Algorithmus an. FEin rekursiver Aufruf findet
in Schritt 3 nur dann statt, wenn die in Schritt 1 berechnete Schranke S die
Bedingung S > bound erfiillt. Der rekursive Aufruf von MultMod soll nur dann
erfolgen, wenn MultMod schneller als die nichtmodulare Multiplikation ist. In den
Beispielrechnungen im néchsten Abschnitt wurde stets der Wert bound = 4000
gewahlt.

ALGORITHMUS 3.36. (MultMod: Multiplikation von algebraischen Zahlen mit
Hilfe der modularen Methode )

Input: a,b, wober a = di 22:1 a;bj, b= d—lb 22:1 B;b;
Bei einem rekursiven Aufruf sind a,b ps-Bit Elemente und p, wird
tibergeben.

Output: c¢=ab

Schritt 0: o« « Z§:1 a;b;, B — Z;:l B;b;
d. — d,dyN(o,)
Schritt 1: (Bestimmung der Schranke und Wahl der Moduli)
Beim ersten Aufruf:
B «— thit(MAX(a)) + #bit(MAX(B)) + 1+ (X 2" thit(en})) + s
Sonst (rekursiver Aufruf):
B« 2p,+ 1+ (X]_, 2" tbit(en?)) + s
Wihle s aufeinander folgende ungerade Primzahlen py, ... ,ps, so dafl
>i—1pi > B.
Firg=1,...,s:
my; « 2Pi —1
Schritt 2:  (Abbilden in die Restklassenringe)
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Firg=1,...,s:
wy ; < Mods(o, m;)
wy ; < Mods(3, m;)
Schritt 3: (Auswerten in den Restklassenringen)
Firg=1,...,s:
wenn B > bound, dann
v; < MultMod(wy ;, ws j, ps) (Bet rekursivem Aufruf wird aktuel-
les ps als dritter Parameter tberge-

ben)
7v; < Mods(~;, m;)
sonst
v; < MultRR(wy j, wo j, m;)
Schritte 4,5: (Chinesischer Restsatz, Ricktransformation)
Berechne v «— CR(V1, ...y Vs, M1, ... ,My).
Schritt 6: ¢« =+

dc
Gib ¢ aus. ENDE.

2.2.8. Korrektheit

Der Algorithmus 3.36 entspricht der Vorgehensweise von Algorithmus 2.27 und
ist somit nach Satz 2.28 korrekt.

2.2.9. Laufzeitverhalten

Wir bezeichnen mit time(b) die Anzahl der Bitoperationen, die héchstens not-
wendig sind, um mit MultMod zwei b-Bit-Elemente aus K, zu multiplizieren.

Wir nehmen an, dafl wir insgesamt k Rekursionsschritte bendtigen. Der Al-
gorithmus MultMod ruft in Schritt 3 sich selbst s mal auf, falls S > bound.
Diese Aufrufe bendétigen s - time(pg“)) Bitoperationen. Fiir Schritt 4 und 5 rei-
chen nach Satz 3.32 O(pg“) log, (p(’;))s%) Bitoperationen. Schritt 2 benotigt nach

S

Bemerkung 3.27 O(Spgk)> Bitoperationen. Mit Hilfe von 3.22 erhalten wir mit
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geeignetem positivem ¢ € R:

) ) ) ) ko
time(b) < s - time(p*™)) + O(pF) log, (pM)s%t) < s - time(p®) + ¢ (;) ks*t.

S s

Es folgt

time(b) _ time(p()) | cks*t oy e K
s’; < S(%il) 2)} < - < tzme(ps ) + cs t;? = c(t).

Dabei ist die unendliche Summe konvergent. Nach Korollar 3.29 gilt ¢(t) = O(3).

Satz 3.23 liefert uns b%5-<° > d°%3-<*sk Unter Verwendung dieser Ungleichung

erhalten wir ~
k t ogs_.S
time(b) < &(t)s* < €t) poss—co,

— dlog%_es

Wir erhalten somit als Ergebnis:

SATzZ 3.37. Fiir die Multiplikation zweier b-Bit Elemente aus K, bendtigt Algo-
rithmus MultMod (Algorithmus 3.36) bei Verwendung von s Moduls

time(b) = O(1*5°%5=")

Bitoperationen. Dabei 1st € > 0 beliebig.

Asymptotisch wire eine grofle Anzahl s von Moduli wiinschenswert. In der Praxis
jedoch steigt mit s nach Satz 3.32 die fiir den chinesischen Restsatz bendtigte
Zeit an. Dies hat zur Folge, daff das modulare Verfahren erst bei sehr grofien
Koeffizienten schneller als das nichtmodulare Verfahren wird. In MultMod wurde
s = 10 fest gewahlt. Mit dieser Wahl sind auch die im n#chsten Abschnitt
aufgefiihrten Beispielrechnungen durchgefiihrt. Fiir s = 10 gilt log% s~ 1,43.
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2.3. Vergleich. In diesem Abschnitt werden einige Beispielrechnungen
aufgefiihrt, die mit dem Computeralgebrasystem KANT V4 in der Oberfliche
KASH berechnet wurden. Alle Rechnungen wurden auf einem HP9000/735s mit
160MB Speicher unter dem Betriebssystem HP-UX 9.04 ausgefiihrt.

In den Tabellenkopfen werden die folgenden Bezeichnungen verwendet:

N fiir die maximale Anzahl der Dezimalstellen der Koeffizienten
der beiden Faktoren,

T(MultMod) fiir die von MultMod benétigte Zeit zur Multiplikation der bei-
den Faktoren und

T(Mult) fiir die von den (nichtmodularen) in KANT implementierten
Algorithmus 3.10 bzw. 3.12 benoétigte Zeit zur Multiplikation
der beiden Faktoren.

Sei p eine Nullstelle des Polynoms
folz) = o + 9514T1712® + 734167222 + 58392756z -+ 28295709
Wir betrachten den Zahlkorper Ky := Q[o] mit der Q-Basis 1, g,... , 0*.

N | 1187 | 1472 | 1672 | 2157 | 2642 | 3369 | 3853 | 4580
T(MultMod) ins ][ 0,16 0,19 0,24 0,35 |0,46 |0,67 [0,79 [ 1,02
T(Mult) in s 0,16 [0,23 [0,32 [0552 [0,78 [1,28 [1,76 |2,39

| 5550 | 7004 | 9428 | 11851 | | | |
143 221 [3,30 [4,19
345 [ 548 [994 | 1595
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Sei p eine Nullstelle des Polynoms
fo(z) =2° 49194312125 + 92603883z* + 572934883 + 294509722 + 42904848 +

3091119.
Wir betrachten den Zahlkorper Ky := Q[o] mit der Q-Basis 1, o, ..., 0°.

N | 761 | 1162 | 1563 | 2366 | 3569 | 4773 | 5977 | 7180 |
T(MultMod) ins | 0,16 [0,29 [043 [0,76 [1,51 [237 [3,14 |3,92
T(Mult) in s 0,16 |0,37 [0,66 [1,49 |383 597 [941 [1351

| 8785 | 10390] 11994] 14000] 16006] 18012] | |

506 16,32 [7,69 [961 |11,52]13,17
20,25 28,30 | 37,74 | 51,35 | 67,47 | 84,98

Sei p eine Nullstelle des Polynoms
fo(z) =28+ 3554601927+ 379007172° 4808365572 899178712 + 7388874323 +

1956710422 + 744376892 + 94466888.
Wir betrachten den Zahlkorper Ky := Q[o] mit der Q-Basis 1,0,...,0".

N [ 479 | 745 | 1011 | 1542 | 2074 | 2605 | 3137 | 3669 |
T(MultMod) ins [[ 0,12 0,26 [0,37 0,71 [1,03 [148 [2,05 |2,69
T(Mult) in s 0,12 0,28 [0,550 [1,15 2,10 [3,29 | 4,73 | 6,54

| 4200 | 4997 | 5795 | 6592 | 7389 | 8453 | 9516 | 10579
3,02 3,92 [476 [576 |6,39 [ 7,53 [893 | 10,31
8,47 |11,96]16,17|20,96| 26,04 34,09 43,29] 53,75
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Sei p eine Nullstelle des Polynoms
fo(z) =21°+320627882° 4532321202+ 2506358627 + 76311955254 369665962° +

63305947z% + 9130333222 + 2932925522 + 214538192 + 58218522.
Wir betrachten den Zahlkorper Ky := Q[o] mit der Q-Basis 1, g,... , 0"

N [ 476 |611 | 747 |1018 [ 1290 | 1561 | 1968 | 2375 |
T(MultMod) ins [ 0,19 [0,29 [036 |0,57 [0,80 [1,09 [1,41 |1,93
T(Mult) in s 0,18 10,30 [0,44 [081 [1,29 [1,87 [2,96 [4,38

| 2783 | 3190 | 5795 | | | | | |
2,52 |3,17 4,76
589 | 7,75 16,17

Sei p eine Nullstelle des Polynoms

fo(z) =22 + 757616762'° + 53902747z'® + 19078359x'7 — 4286451 +
728313832 4 893813362 + 881996902 + 760697722 4+ 533303112 +
596746820 + 398975172° 4+ 452957342 + 5212532827 + 209019725 +
709527682° + 46849766x* + 16566973z + 618378572 + 67981289z +

33943048.
Wir betrachten den Zahlkorper Ky := Q[o] mit der Q-Basis 1, g, ..., 0".

N [ 450 |600 |750 |1050 | 1500 | 1950 | 2400 | 2850 |

T(MultMod) ins [ 0,66 [1,01 [1,39 [2,08 [3,72 [4,68 [6,93 [9,44
T(Mult) in s 0,66 | 1,12 | 1,72 3,37 6,69 |11,29] 17,03] 24,02
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Sei p eine Nullstelle des Polynoms
fo(z) =21 + 1186115223° + 32590607x%% + 74838005237 + 4972506923¢ +

4090108523 + 4904991723 — 7504920233 4 64106306232 4 112709123 4
96422312230 + 174537962%° — 44990322 + 459341932%7 + 73260956226 +
528426142% 4 98200583224 4 6521644722 + 66447992222 + 88534852 +
27686323220 + 64848442 + 357265992 + 9754839327 + 838073726 +
63280402 4 746533962 + 2807012523 + 847886562 + 17213040 +
960165132'" 4 658010282 + 55409637x® + 4045634627 + 178761302° +
856723182°485311774z* — 1630612 — 766068522 +585561642+71031965.

Wir betrachten den Zahlkorper Ky := Q[o] mit der Q-Basis 1, o,... , 0*.

N

553 [ 830 |1106 | 1658 | 2211 | 2763 | 3315 | 3868 |

T(MultMod) in's || 4,00 | 6,16 |9,34 | 18,01 |24,02|35,75| 51,89 60,20

T(Mult) in s 3,95 8,59 |15,01]33,08(59,00/91,05]131,3] 178,7

Sei p eine Nullstelle des Polynoms
fo(l.) :$80 + 21.79 + 21;78 o 41.77 + 91;76 o 41.75 + 81774 + 51.72 o 1;71 + 81‘69 o 81768 +

887 4+ 4256 — 9% 4 6254 4 7253 — 10252 — 2251 — 4250 4 3% — 10258 —
457 4 756 4 255 4 TPt — 2253 — 2452 — 9phl 50 _ 49 948 Q4T 4
424 — 62 — 524 — 42 + 32%? — 524! 49240 42239 — 3238 — 5237 42236 4
223 4+ 5234 + 823 — 432 + 623 + 4230 — 5220 — 9227 — 9226 — 6225 — 10224 +
422 —1022? — 822 4+ 220 — 72" — 828 4-102'" — 3216 — 82! — 624 — 3213 —
501t 4+ 720 + 42° — 828 4 72" — 82% 4 22° — 8x* — 82% — 32% — 102 + 1.

Wir betrachten den Zahlkorper Ky := Q[o] mit der Q-Basis 1,0,...,0™.

N [ 156 |344 |532 |719 [907 |[1095 | 1283 | 1471 |

T(MultMod) ins || 1,66 |5,17 [ 10,00 16,50 | 20,80]31,21| 37,7 | 45,11

T(Mult) in s 1,65 [ 6,54 |14,47]26.03]41,09|59,11]81,05] 1055
oss jisa6 | | | | | ||
51,72 56,60

134,3]165,7
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Sei p eine Nullstelle des Polynoms

fo(z) = a* + 9514717123 + 734167222 + 583927562 + 28295709.

Wir betrachten den Zahlkorper Ky := Q[o] mit einer in KANT berechneten
Ganzheitsbasis von K.

N | 1187 | 1472 | 1672 | 2157 | 2642 | 3369 | 3853 | 4580 |
T(MultMod) ins][0,16 0,19 0,22 0,33 J0,46 0,64 [0,73 [0,97
T(Mult) in s 0,16 [ 0,22 [0,30 [050 [0,74 [124 [157 [222

| 5550 | 7004 | 9428 | 11851 | | | |
1,32 [1,98 [3,16 [3.95
3,29 [520 [935 [1491

Sei ¢ eine Nullstelle des Polynoms

fo(z) = 21% — 32° + 22% + 427 + 525 + 42° — 42* 4 1222 — 22 + 5.

In K, := Q[g] betrachten wir die Q-Basis 1,0, ..., 0"

Sei 1) eine Nullstelle des Polynoms

fi(z) =2 4 (100" — 80" —90” — 50* — 200" — 60° — 40° + 40" — 60° — 60°)2° +
(—140" —To' + 70 + 180" — T0® —30° + 110" +20% — 119?)2® + (—140" —
100" — 140?30 + 0" +90° + 2005 + 150" + 8%+ 100) 2™ + (—80° + 100" +
60° + 0" — 80° + 0% — 8p" +80° +120?)2® + (—190" — 100? — 140® + 20" —
180° +200% +140% —40”)2® + (80" + 20" +100% +140* — 110" + 70" +90° +
120" +40%—100) 2+ (—10°+200' + 1802+ 130> —10* — 1605+ 130"+ 205 +
100%)2% + (130° — 120" — 502 + 140> +160* — 160° — 120° + 150" — 130% +
90”22+ (—140°+160' + 70> +80> —170* —20° — 1805 — 80" +13 08 +140°)z+
(—130° + 190! — 1302 + 200 + 160* — 110° — 30° + 140" — 120% + 170%).

Wir betrachten den Zahlkorper K, := Ky[¢)] mit der K;-Basis 1,,... ,9°.

N [223 [357 [490 |622 [757 [890 |1024 | 1157 |

T(MultMod) ins | 5,77 [10,24] 15,10 20,57] 27,44] 33,49 42,.47] 51,84
T(Mult) in s 581 |12,13]21,27|33,0847,25] 64,05 85,37 106,6
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Sei p eine Nullstelle des Polynoms

fo(z) = 2® + 2* — 132 + 36.

In K, := Q[g] betrachten wir die Q-Basis 1, g, 0*.

Sei 1) eine Nullstelle des Polynoms

fi(x) =212 + (—1080° + 2700 + 240%) 2% + (—146240° — 24744 0" — 43720%)z° +
(—6313440° — 4211760 — 483690%)x® + (—1741017600° — 31420800" +
62985600%)x" + (—10511703920° + 7327462460" + 1863223120%)z° +
(—858089204160° + 107469905520" + 5544877344 0%)x" +

47177094305880° + 2145887127201 0" + 2403422706720%)x* +

1601435148832800° + 14458229480636 0" — 34762138936760%) x> +

107412524846440560° — 1619403263824086 0 4 7490277895339200%) 2% +

—623445807307464000°—188753480233150800"' —12858733632130200%)x'

(—179237747831041548Q0+81710865349088363Q1—|—2339483528069441ng).
Wir betrachten den Zahlkorper K := Ky[¢)] mit der K;-Basis 1,4, ..., %",

AN N N TN

N 1328 [411 [494 [576 [824 [991 |1156 | 1405 |
T(MultMod) in's [ 1,34 [2,06 [241 [3,01 [521 [6,12 [7,93 [10,84
T(Mult) in s 1,33 [1,98 [2,78 [3,69 | 7,45 |10,53]14,24] 20,93

| 1736 | 2067 | 2398 | 2728 | 3060 | | | |

15,91 17,761 23,09] 28,92 33,14
31,59 | 44,62 | 59,84 | 77,55 | 96,85

Der modulare Algorithmus MultMod zur Multiplikation algebraischer Zahlen lie-
fert erst ab einigen tausend Dezimalstellen der Koeffizienten der Faktoren eine
deutliche Laufzeitverbesserung gegeniiber dem nichtmodularen Algorithmus.
Bei absoluten Erweiterungen von groflem Grad und bei relativen Erweiterungen
ist der modulare Algorithmus teilweise schon bei einigen hundert Dezimalstellen
der Koeffizienten der Faktoren schneller als der nichtmodulare, da in diesen Féllen
der Anteil der vom chinesischen Restsatz verwendeten Zeit an der Gesamtlaufzeit
gering ist.
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3. ANWENDUNG DES MODULAREN VERFAHRENS



Bezeichnungen

In der vorliegenden Arbeit gelten die folgenden Bezeichnungen:

.mod.
.mods.

MAX(.)

ggT
kgV

Ring

Menge von inneren Verkniipfungen

Menge der €2-Terme

algebraische Strukturen

Homomorphismus

die von ® induzierte Kongruenzrelation (Bezeichnung 2.5)

die von dem Ideal a induzierte Kongruenzrelation (Bezeichnung
2.8)

Restklassenring von R nach dem Ideal a

positiver kanonischer Reprisentant (Bezeichnungen 2.20, 2.25)
symmetrischer kanonischer Repréisentant (Bezeichnungen 2.20,
2.25)

Maximum der Betridge der Koeffizienten (Bezeichnung 2.26)
Ideal

Primideal

Primzahl

grofiter gemeinsamer Teiler

kleinstes gemeinsamen Vielfaches

Landau-Symbol
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Menge der ganzen algebraischen Zahlen
algebraische Zahlkorper, gegeben als absolute Erweiterungen
algebraische Zahlkorper, gegeben als reative Erweiterungen fiir

1>1

BEZEICHNUNGEN

Maximalordnung von K

Ordnung von K,

Grad der Kérpererweiterung K/Q

Grad der Kérpererweiterung K;/K; ; firi > 1

eine K; ;-Basis von K; fiirz>1

die zu K, gehorende Algebra (Definition 2.66)

Basis von A(K,) (Definition 2.66)

Nenner eines Elementes aus A(K,) bzgl. fester Basis (Defini-

tion 2.62)

Nenner einer Ordnung (Definition 2.63)

siehe Definition 2.64

Verzweigungsindex von p iiber pZ

Trégheitsgrad von p iiber pZ

Konjugierten-Abbildungen

Diskriminante von K

absolute Spur

absolute Norm
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