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Einleitung

Der Themenbereich dieser Diplomarbeit wird in der Regel mit Hilberts 12-tem
Problem in Zusammenhang gebracht. Eine Spezialfall dieses Problems ist die
Frage nach Klassen von analytischen Funktionen zu einem gegebenen algebrai-
schen Zahlkorper, deren Werte es ermoglichen, alle endlichen abelschen Erweite-
rungen iiber jenem Grundkorper zu konstruieren. Die Mdglichkeiten, die durch
eine solche analytische Funktion bei der Untersuchung und Konstruktion von al-
gebraischen Erweiterungen gegeben sind, erldutere ich zunéchst an einem Beispiel:

Sei Q der Korper der rationalen Zahlen. Nimmt man das Polynom P(z) :=
' + 23 + 22 + z + 1 (welches iiber Q irreduzibel ist), so kann man damit ab-
strakt eine Korpererweiterung K /Q konstruieren:

K = Q[z]/(P(x)), d.h. der Ring der Polynome Q[z| mit Koeffizienten in Q wird
faktorisiert nach dem von P(x) erzeugten Hauptideal.

Nimmt man eine der Wurzeln w von P(z) in C, so kénnte man ebenfalls folgen-
dermafBen eine Korpererweiterung K/Q gewinnen:

K:=Quw) cC.

Die Wurzeln von P(z) in C lassen sich durch eine besondere analytische Funktion
beschreiben, die Exponentialfunktion exp : C — C.

P)(z—1)=2"-1=w’=1.
Die Funktion exp ist eine periodische Funktion:

exp(z + 2mi) = exp(z).
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4 EINLEITUNG

271 1st bereits ihre kleinste Periode, mit anderen Worten: Alle Werte der Form
wn = exp(2mi%) sind fiir 0 < n < 5 paarweise verschieden. Es gilt:

(wn)® = exp(27ri5%) = exp(2mi) = exp(0) = 1.

Also 16sen die 5 verschiedenen Werte w,, die Gleichung 2°—1 = 0, und das Polynom
faktorisiert zu

2 —1=(r—1(z—w)(z—w) (2 —w) = Plar)=(r—w) (v —w)

Man hat nun bereits mehrfach von den analytischen Eigenschaften der Funktion
exp Gebrauch gemacht, um z.B. die Wurzeln in C von P(z) zu bestimmen.

Man kann mit ihrer Hilfe aber noch weitere Eigenschaften der Kérpererweiterung
IC ableiten:

Jede der komplexen Wurzeln von P(z) ist in K = Q(w,, ), und zwar unabhéngig
von der gewdhlten Wurzel w,, n 20 mod 5. Denn

k. 1
(wn)F = exp(2m’%) = exp(27rg) = w;

wird gelost durch diejenige Zahl k& € N, fiir die gilt:
kn =1 mod 5.

Die Losbarkeit der zweiten Gleichung ist ein Ergebnis der elementaren Zahlentheo-
rie, aber die Umwandlung des ersten Problems in das zweite ist wieder wegen der
analytischen Eigenschaften der Exponentialfunktion moglich.

Man hat jetzt also die Funktion exp dazu benutzt zu zeigen, dafl der Korper
KC normal iiber Q@ ist. Man kann mit ihr nun sogar zeigen, dafi die Galoisgruppe
G(K/Q) zyklisch, insbesondere also abelsch ist: Jeder Automorphismus aus G ist
durch seine Wirkung auf die Nullstellen von P(z) gegeben. Man definiert:

Th i wp — (wi)® mit ke {1...4}

4 .
Da sich jede Zahl in K£/Q eindeutig als Y- T§t) (wi)? schreiben 1aft (mit, T§t) €Q
j=o

und 1 <t < 4), hat man eine wohldefinierte bijektive Fortsetzung von 7 auf ganz
K:

4 4
1 ; 1 ;

Te Zr]( )(w1)7 — Zr]( )(wk)]

5=0 5=0

Indem man schreibt (w;)® = wy, hat man wieder Eigenschaften der analytischen

Funktion exp benutzt. Diese Abbildung 7 ist dann ein Automorphismus aus G.

Man hat so 4 verschiedene Automorphismen 75, d.h. bereits die ganze Gruppe
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G(K/Q). Die schon verwendeten Eigenschaften der Funktion exp lassen sich
nun ausnutzen, um zu zeigen, dafi G(K/Q) isomorph zur multiplikativen Gruppe
(Z/5Z.)*, folglich zyklisch ist.

Man kann sich nun fragen, ob man algebraische Kérpererweiterungen von Q, die
galoissch mit einer abelschen Galoisgruppe sind, allgemein durch solche analyti-
sche Funktionen beschreiben und untersuchen kann.

Ein klassisches Resultat in dieser Richtung ist der Satz von Kronecker-Weber.
[16, S.340] Er besagt, daBl jede abelsche Erweiterung K/Q in einem Kreistei-
lungskérper Q(exp(#%)) mit n € N enthalten ist.

Angenommen man weifl nun, dafl der Koérper IC durch die komplexe Zahl exp(%i)
gegeben ist: K = Q(exp(%”). Die Eigenschaften der Funktion exp erlauben es zu
sagen, daf die verschiedenen Konjugierten von exp(2*) genau exp (%), . .. exp(2%2)
sind. Man mochte nun den Koérper K abstrakt, d.h. durch ein erzeugendes Poly-
nom P(x) € Q(x) bestimmen. Bekannt ist auch, dafl die Zahl exp(%%) eine ganze

5
algebraische Zahl ist. Nun kann man folgendermafien vorgehen:

2mwin

Man berechnet die Zahlen &, ~ exp(#F™) ndherungsweise numerisch in C. Das

Polynom P(z) hat die Gestalt:
P(z) = (z —w) (2 — wi)

Beim Ausmultiplizieren erhilt man als Koeffizienten des Polynoms

P(z) = z* + ... + ag ganze algebraische Zahlen aus K, die invariant unter den
Automorphismen von G(K/Q), also Zahlen aus Z sind.

Also hat man die Koeffizienten

4
agz—(&1+...@4>,a2% Z @k&j,...,&g%l—[&jk
0<k<j<5 k=1
als die diesen komplexen Approximationen néchstgelegene Zahl aus Z, wenn nur
das Verfahren zur Berechnung von exp gut genug ist.

Fiir beliebige algebraische Zahlkorper k als Grundkorper stellt man sich wieder
die Frage, ob es analytische Funktionen gibt, die dasselbe leisten, wie die Expo-
nentialfunktion fiir Q: Ist es moglich, die endlichen abelschen Erweiterungen eines
algebraischen Zahlkorpers & mit Funktionswerten einer analytischen Funktion zu
erzeugen, d.h. theoretisch deren Eigenschaften mit Hilfe jener Funktion zu unter-
suchen und auch ein erzeugendes Polynom mit Koeffizienten in k£ zu berechnen?
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Fiir spezielle Klassen von Grundkorpern ist dieses Problem bereits gelost, so z.B.
fiir die imaginarquadratischen Grundkoérper durch die Theorie der Modulfunktio-
nen. Dies wird aber in dieser Arbeit nicht besprochen.

Einen véllig neuer Zugang zu diesem alten Problem ist die Hypothese von Ha-
rold M. Stark iiber die Werte der Ableitungen der Heckeschen L-Funktionen
an der Stelle s = 0, bzw. iiber die Ableitungen der partiellen Zetafunktionen:
C5(0,a). [21] (a ist ein Ideal aus k).

Die Hypothese von Stark besagt fiir total reelle algebraische Zahlkorper k, daf3

e := exp(—2(5(0, a))

eine algebraische Zahl (sogar eine Einheit: die Starkeinheit) ist, welche eine abel-
sche Erweiterung von k erzeugt.

Hatte man vorher beim Kreisteilungskérper Q(exp (%)) eine Menge von Représzeg—
=)
) zu erhalten, so durchlauft a nun eine Menge von Reprisentanten

tanten n der Gruppe (Z/5Z)* durchlaufen, um so alle Konjugierten von exp(
2min
5

einer endlichen Faktorgruppe 1™ /U™ und man erhilt so alle Konjugierten von &
tiber k. (m heifit Erklarungsmodul: S. 19)

Dabei ist 1™ die Gruppe derjenigen gebrochenen Ideale von k, welche zu m
prim sind. U™ ist eine Untergruppe dieser Gruppe, deren gezielte Bestimmung es
ermoglicht, sehr prézise fiir gewiinschte Korpererweiterungen ein primitives Ele-

ment aus jener Starkeinheit € zu errechnen.

als exp(

Die Theorie der Heckeschen L-Funktionen ist naturgeméafl schwieriger als die der
Exponentialfunktion. Der grofilere Teil dieser Arbeit beschéftigt sich damit. Zwar
ist es moglich die Werte der betreffenden Funktionen effektiv zu berechnen, aber
die Entwicklung ihrer Theorie ist noch nicht soweit entwickelt, als dafl man auch
nur die Starksche Hypothese allgemein hétte beweisen kénnen. Insbesondere basie-
ren alle durch sie nun moglich gewordenen Berechnungen von endlichen abelschen
Erweiterungen total reeller algebraischer Zahlkorper auf einer bisher noch unbe-
wiesenen Hypothese. Dies macht aber gerade jede Berechnung in dieser Richtung
interessant, da sie wenigsten eine Verifikation fiir diese Fille ermoglicht, wo die
Theorie noch nicht hinreicht.

Ich werde in dieser Arbeit einen Weg beschreiben, der es ermdoglicht, den Hil-
bertschen Klassenkorper eines total reellen algebraischen Zahlkorpers zu be-
stimmen um dann das Ergebnis mit anderen Methoden zu iiberpriifen [22, S.98].
Die Konstruktion eines Hilbertschen Klassenkorpers wurde bereits von Stark be-
nutzt, um numerisch seine Hypothese zu iiberpriifen [21]. Das Verfahren wurde
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neuerdings von Roblot algorithmisch ausgearbeitet [20, 2].

Dummit, Sands und Tangedal haben ihrerseits Starkeinheiten iiber total reel-
len Zahlkorpern berechnet. Die hierfiir entwickelten Methoden unterscheiden sich
kaum von dem, was man in Bordeaux [24] benutzt [3]. Unter anderem geht auch
ihr numerisches Verfahren zur Berechnung partieller (-Funktionen auf Friedman
[6] zuriick.

In den Kapiteln I bis III gebe ich grundlegende Definitionen und Sétze der al-
gebraischen Zahlentheorie, der Klassenkoérpertheorie und der analytischen Zah-
lentheorie wieder. In Kapitel II1.3 wird die Starksche Hypothese iiber abelsche
Artinsche L-Reihen erldutert. Insbesondere wird erlautert, warum sie sich nicht
zur Berechnung von endlichen abelschen Erweiterungen eines Grundkorpers mit
mehr als einer komplexen Stelle benutzen 14t (S. 31).

Kapitel TV beschéftigt sich mit der numerischen Berechnung von L.-Reihen. Darin
wird ein Verfahren, welches auf eine Formel von Friedman [6] zuriickgeht, erlautert.
Diesem von Tollis einerseits und Dummit, Sands und Tangedal andererseits be-
nutzten Verfahren wird dabei eine neue Methode gegeniibergestellt. Insbesondere
wird dargestellt, wie man die in der Formel von Friedman bendtigte Artinsche
Wurzelzahl effekiver als in den bisher dazu veroffentlichten Arbeiten [2] berechnen
kann. Man findet in diesem Kapitel einen neuen Beweis der Formel von Friedman,
welcher im wesentlichen die Mellintransformation als Hilfsmittel benutzt.

Kapitel V erldutert dann, wie man die Starksche Hypothese nutzt, den Hilbert-
schen Klassenkorper eines total reellen algebraischen Zahlkérpers zu bestimmen,
dessen Konstruktion bereits der von Stark [21] benutzte Zwischenschritt war, um
seine Hypothese numerisch zu verifizieren.
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KAPITEL 1

Grundlegende Definitionen und Bezeichnungen

Die in diesem Kapitel vorgestellten Begriffe und Aussagen der Algebra und al-
gebraischen Zahlentheorie findet man ausfiithrlich in den Biichern von Meyberg,
Marcus und Pohst [15, 14, 18].

Sei a # 0 ein Element eines kommutativen Ringes mit Eins R. Dann bezeich-
net (a) := aR das von « erzeugte Hauptideal.

In dieser Arbeit wird das Nullideal grundsétzlich aus den Betrachtungen heraus-
genommen; Ideale sind hier also immer ungleich dem Nullideal.

Eine Zahl o € C heifit algebraische Zahl, wenn es ein Polynom P(z) € Q[z]| gibt

(Q[z] ist der Ring der Polynome mit Koeffizienten in Q), so dafl gilt: P(a) = 0.
Dann 148t sich insbesondere eindeutig ein normiertes Polynom minimalen Grades
mit dieser Eigenschaft bestimmen, das Minimalpolynom von «. O.B.d.A. sei von
nun an P(z) bereits dieses Minimalpolynom.

P(z) ist irreduzibel in Q[z]. Insbesondere ist P(x) dann auch separabel: Wenn
n der Grad von P ist, so gibt es genau n verschiedene Nullstellen o, 1 < j < n.
Diese heiflen die konjugierten Nullstellen von .

Da P(z) irreduzibel in Q[z] ist, ist der Quotientenring k := Q[z]/(P(x)) ein
Korper: ein algebraischer Zahlkorper.

Dieser abstrakt definierte Korper ist kanonisch isomorph zu seinen Bildern k; :=
Q(ej): Die Isomorphismen v; : k — k; mit v;(f + (P(2))) := f(ay) (f € Q[z])
heiflen die reellen bzw. komplexen Einbettungen von k£ nach R bzw. C. Eine
Einbettung v; ist also genau dann reell, wenn die Zahl o; reell ist. Andernfalls ist
sie komplex.

Da der Korper Q reell ist, besitzt das Polynom P(z) immer paarweise komplex
konjugierte Nullstellen aj; = &;. Die diesen Nullstellen entsprechenden Einbet-

tungen v; und v; sind dann ebenfalls komplex konjugiert: Es gilt v;(y) = v;(y)
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fiir alle y € k. Besitzt P(z) iiberhaupt keine komplexen Nullstellen, so heifit k
total reell.

« ist genau dann eine ganze algebraische Zahl, wenn P(x) € Z[z] ist. Die Menge
derjenigen ganzen algebraischen Zahlen, die in k; enthalten sind, bilden einen
Ring. Die isomorphen Bilder dieser Menge in k; bzw. das isomorphe Bild dieses

Ringes in k heifit der Ring der ganzen algebraischen Zahlen von k, und wird mit
O, bezeichnet.

O, st ein Dedekindring, d.h. jedes Ideal 7 C Oy besitzt eine eindeutige Faktori-
sierung in Primideale p,, C Oy beziiglich der iiblichen Multiplikation von Idealen
[15, S.115]. Die Menge der Primideale von Oy, sei mit P, bezeichnet. Ideale werden
grundsatzlich als vom Nullideal verschieden angesehen.

Erweitert man die Menge aller Ideale durch gebrochene Ideale J der Form iI
(v # 0, v € O), so erhilt man die Gruppe der gebrochenen Ideale von Oy.

Unter einer Stelle v von k verstehe man die Aquivalenzklasse der Einbettungen ~
von k in einen lokal kompakten Korper K. Dabei wird vorrausgesetzt, dafl v(k)
topologisch dicht in K liegt. Aquivalent sind zwei Einbettungen 7 : k — K und
Y9 : k — K genau dann, wenn es einen topologischen Isomorphismus 7 : K — K
gibt, so dal 7oy = v, gilt. [25, S.44] Zwei als lokal kompakte Kérper isomorphe
Korper K und K’ werden dabei als gleich aufgefafit.

Wendet man dies auf die lokal kompakten Koérper R bzw. C an, so ergibt sich, daf§
die reellen Stellen bzw. komplexen Stellen aus genau einem bzw. zwei Elementen

bestehen. Die komplexen und reellen Stellen heiflen die unendlichen Stellen.

Alle anderen Stellen, d.h. die endlichen Stellen eines algebraischen Zahlkorpers k,
sind bijektiv der Menge P, zugeordnet, sie lassen sich also eindeutig mit Prim-
idealen p € Oy, identifizieren.

Eine Zahl n € Oy heifit Einheit in Oy, wenn auch n=' € O, ist. Die Einheiten
von Oy, bilden eine (multiplikative) abelsche Gruppe U(k), welche sich schreiben
1a88t als direktes Produkt einer endlichen Gruppe von Einheitswurzeln und einer
freien abelschen Gruppe vom endlichen Rang r. Dabei ist r + 1 die Anzahl der
unendlichen Stellen des Korpers k.

Sei S eine endliche Menge von Primidealen. Eine S-Einheit ist eine algebraische
Zahl o # 0 aus k mit einer Faktorisierung (o) = [[ p*. (a, € Z)

pes

Der Regulator Ry, von k ist definiert als der Betrag der Determinanten der Ma-
trix (log(|vj(w;)|%);;. Hierbei durchliuft v; ein System von Reprisentanten aller
unendlichen Stellen von k bis auf eine frei wahlbare Ausnahme-Stelle.

{u; | 1 <1 < r} ist irgendein System von Fundamentaleinheiten von U(k), e; ist
die Anzahl der Reprisentanten der betreffenden unendlichen Stelle.
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Man identifiziert O, auf folgendem Wege mit einem Gitter im R™:
a € Op — vj(a)

fiir die reellen Einbettungen. Fiir genau eine der paarweise komplex konjugierten
Einbettungen v; definiert man:

a € Op — V2 Re(y;(a))

und

a € Op — V2 Im(vj(a))
Dadurch erhélt man n verschiedene Koordinatenabbildungen, also einen Vektor im
R™. Das kanonische euklidische Skalarprodukt des R™ ergibt dann fiir die Bilder

der algebraischen Zahl o und : f: vi(a)v;(B)).
7j=1
Damit i1st die kanonische euklidische quadratische Norm des Bildes von o € k ge-
rade die To-Norm: Ty(a) = 3 |v;(a) %
j=1

Durch das Hinzufiigen einer algebraischen Zahl §; € C zu einem der konjugier-
ten Korper k; C C erhilt man eine endliche algebraische Erweiterung K = k;(3;)
des Korpers k;. f; ist Nullstelle eines Minimalpolynoms m; 3 mit Koeffizienten
aus kj.

K /k; ist insbesondere eine normale Erweiterung, wenn alle (paarweise verschiede-
nen) Nullstellen von m;g in K enthalten sind. Bezeichnet man diese Nullstellen
mit By,..., 0, wobei s der Grad des Polynoms m; 3 ist, so erhalt man durch die
Fortsetzung der s verschiedenen Abbildungen 5, — f; (1 < j < s) auf ganz K
s verschiedene Automorphismen von K, die k; punktweise festhalten. Diese sind
dann alle Automorphismen von K/k;, die k; punktweise festhalten. Sie bilden eine
Gruppe.

Dieselbe Konstruktion 148t sich abstrakt wiederholen: mj; 3 ist ein Polynom mit
Koeffizienten im Kérper &;, also entspricht ihm ein Polynom mit Koeffizienten in .

Dieses ist als Bild eines Minimalpolynoms unter dem Isomorphismus V;l tk; — k
irreduzibel. Dieses Polynom sei mit m(t) bezeichnet. Faktorisiert man dann den
Polynomring k[t] nach dem Ideal (m(t)), so entsteht also wieder ein Korper, wel-
cher dem Korper K isomorph ist.

Der Korper K, bzw. seine isomorphen Bilder sind wieder algebraische Zahlkorper.
Alle bisher dargestellten Begriffe sind also anwendbar. Die Gruppe der Auto-
morphismen von K/k heifit die Galoisgruppe von K/k und wird bezeichnet mit
G(K /).
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Primideale p C Oy, lassen sich zu einem Ideal von O erweitern und dann in Ok
eindeutig in Primideale B C O faktorisieren:

pOK = 'H1 B
]:
Dann ist e(3;/p) := e; der Verzweigungsindex des Ideals B, iiber p.

Der Trigheitsindex ist f(P;/p) = [Ox/B; : Ok/p], d.h. die Dimension des
Korpers Ok /P, als Vektorraum mit dem Skalarkorper Oy /p.

Eine endliche Stelle von K heift dann verzweigt iiber k£, wenn fiir das sie reprasen-
tierende Primideal gilt: e(B/PB N Ok) > 1. Dabei ist P N Oy offensichtlich ein
Primideal aus Oy.

Eine endliche Stelle von k, eindeutig représentiert durch ein Primideal p C O,
verzweigt genau dann in K, wenn fiir eines der Ideale 3, (und wenn K/k normal,

fiir alle) gilt: e(B;/p) > 1.

Eine unendliche Stelle aus k verzweigt genau dann in K, wenn sie durch eine
reelle Einbettung reprisentiert wird, wovon eine Fortsetzung auf K (und wenn
K/k normal ist, dann alle) eine komplexe Einbettung ist.

Eine endliche Stelle von k ist voll zerlegt in K, wenn das sie reprasentierende

Ideal voll zerlegt ist: f(B,/p) = 1 und e(P;/p) = 1, d.h. pOx = ﬁ PB; mit
7=1

n = [K : k] verschiedenen Primidealen 3 C Ok.

Eine unendliche Stelle von & heif3t voll zerlegt in K, wenn die sie reprisentierende
Einbettung nicht verzweigt, d.h. wenn genau [K : k] verschiedene Fortsetzungen
in K existieren.

Sei a € Of. Die Spur von « ist: Tr(«) = i vi(a).
Spur P

Die Relativspur ist: Trg(o) == X w(w).

weG(K/k)
Sei T C O ein ganzes Ideal. Seine Norm ist: N(Z) := #O4 /7.
Sei T C O ein ganzes Ideal, T = [ p*.

pEP K
Dann ist die Relativnorm: Ng/(7) := % q/®/D% wobei jeweils q := p N Oy.

pelP K

Die Diskriminante Dy von k ist die Determinante der Matrix (Tr(w;w,))
bei {w; | 1 < j < n} eine Ganzheitsbasis (Z-Basis) von Oy ist.
Die Differente Dy, ist: {z € K | Trg/p(2Ok) C Or}~". Die Invertierung bezieht
sich auf {z € K | Trg u(xOg) C O} als gebrochenes Ideal von Og. Dgy, C Ok
i1st dann wieder ein ganzes Ideal.

WO-

n
2,j=1>
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Die Relativdiskriminante ist: Dy, := Ng/u(Dr k).

Ist w reprasentierende Einbettung einer unendlichen Stelle von k, so ist |«l, =
|w(a)|®. eist dabei 1 fiir reelle und 2 fiir komplexe Stellen. Bei paarweise komplex
konjugierten Einbettungen ergibt sich so genau derselbe Wert, so dal |«|, eine
Zahl ist, welche nur von der Stelle abhéngt.

Fiir eine endliche Stelle, reprisentiert durch das Ideal p, und = € k ist |z, :=
N(p)~»(@). Dabei ist v,((z)) € Z der Exponent in der Faktorisierung des Haupt-
ideales (z) = [ p» (@),

pePy,

Ist K/k eine endliche algebraische Korpererweiterung, so soll w'|w heifien, daf§ die
Einbettung w’ von K nach C oder R die Einbettung w von k fortsetzt. Fiir Stellen
sei dieselbe Bezeichnung dann definiert iiber die sie repriasentierenden Einbettun-

gen.
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KAPITEL II

Klassenkorpertheorie

Dieses Kapitel stellt die in dieser Arbeit benotigten Satze und Begriffe der Klas-
senkorpertheorie in ihrer idealtheoretischen Fassung bereit. Dabei wird fiir die
Beweise bzw. eine ausfiihrliche Darstellung auf die Biicher von Hasse [8] oder
Neukirch [16] verwiesen.

1. Die Frobeniusabbildung und die Artinabbildung

Sei K/k eine normale algebraische Korpererweiterung mit Galoisgruppe G =
G(K/k), k algebraischer Zahlkorper. Op ist der Ring der ganzen algebraischen
Zahlen von K, Oy, der Ring der ganzen algebraischen Zahlen von k. [14]

DEFINITION 1.
FEs sei p ein Primideal in k und B ein Primideal in K, wobei B/p gilt.

D :=D(P/p) :={c€G|a(P) =P} heifit dann Zerleqgungsgruppe von B.

J:=3(B/p) ={ce€G|Vae€ Ok :0o(a) =a mod R} heifft Trigheitsgruppe von P

Es bezeichne k, den Kérper O/p und Kg den Kérper Og /. Dabei betrachte
man den Kérper k, als kanonisch in den Kérper Ky eingebettet. G := G(Kyp/ky)
bezeichne die Galoisgruppe von Ky /Ep. 7 bezeichne denjenigen Automorphismus
aus G, der durch folgende Abbildungsvorschrift definiert ist:

T:a+Pr—o(a)+P, a € Ok,0€D

15
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SATZ 2.
Die Abbildung o — @ ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus von D nach
G mit dem Kern 3. Sie induziert also einen Isomorphismus von © /3 auf G.

Falls also #J = 1 gilt, d.h. genau dann wenn 3/p unverzweigt ist, so ist 0 — @
ein Isomorphismus von ® nach G. Die Gruppe G ist aber zyklisch und wird
erzeugt von o + P — oN®) 4P, Das Urbild dieses Automorphismus ist dann
der Frobeniusautomorphimus zu ‘.

DEFINITION 3. (Frobeniusautomorphismus)
Falls p in K nicht verzweigt, so heifit der durch

o(a) = a®) mod P, a € O

ewndeutig definierte Automorphismus o € ® C G der Frobeniusautomorphismus.

Ist nun ‘PB; eine anderes Primideal, welches p teilt, so existiert ein Automorphismus
T € G, so daBl 7(PB) = P, gilt. Man erhélt also fiir die dazugehorige Zerlegungs-

gruppe: D (P, /p) = 7O (P/p)7 "

Ist G abelsch, dann gilt sogar: D(Pi/p) = D(P/p). Der Frobeniusautomor-
phismus hangt dann nur von p ab: Es existiert eine Abbildung p —— o, wobei
p aus der Menge aller Primideale von Oy ist, welche in K unverzweigt sind, und
Ty aus G ist. Diese Abbildung 148t sich auf alle Ideale fortsetzen, welche zur
Relativdiskriminante von K/k teilerfremd sind.

DEFINITION 4. (Artinabbildung)
Sei T ein Ideal von Oy. Es gelte ggT(Z, Dgi,) = O. G sei abelsch. Dy ist die
Relativdiskriminante von K /k und vy(Z) der Ezponent von q in der Faktorisierung

vonZ in Op: T = ] q”q(I).
q€Py,
Dann ist die Artinabbildung gegeben durch

I—or:=]] Uq”"(I).
q€Py,
Die traditionelle Bezeichnung fir das Bild dieser Abbildung ust:
(K/k,T),

d.h.: (K/k,T) := oz. In dieser Schreibweise werden die Kérper benannt, auf die
man sich bezieht.

Direkt aus der Definition ergibt sich, dafi die Artinabbildung ein Homomorphismus
von der Gruppe der zu Dk, primen Ideale nach G ist.
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2. Idealgruppen

Die nachfolgenden Definitionen und Sétze findet man ausfiihrlich in Hasses ” Vor-
lesungen iiber Klassenkorpertheorie”. [8]

Bekanntlich ist die Untergruppe der gebrochenen Hauptideale eines algebraischen
Zahlkorpers von endlichem Index in der Gruppe der Ideale. Dieser Index heifit
die Klassenzahl: hy, := #I/H < oco. H bezeichnet die Gruppe der gebrochenen
Hauptideale, I die Gruppe der gebrochenen Ideale von k.

Fiir die Zwecke der Klassenkorpertheorie (und auch dieser Arbeit, obwohl nur
der Hilbertsche Klassenkorper berechnet werden soll) ist die Klasseneinteilung,
welche durch H in der Untergruppe der gebrochenen Ideale vermittelt wird, nicht
fein genug. Die Verfeinerung wird folgendermafien erreicht:

DEFINITION 5. (Multiplikative Kongruenz)

e o € k* ==k \ {0} heifit positiv bei v;, falls v;(a) > 0 gilt. v; bezeichnet
daber eine der reellen Einbettungen des algebraischen Zahlkérpers k nach

R.
a=1 mod *p)

18t dann nur eine andere Schreibweise fiir diesen Sachverhalt.

a =0 mod *p¥) bedeutet % =1 mod *p),

d.h. vi(a) und v;() haben beide die gleichen Vorzeichen in R («, § € k*).
e my sei ein ganzes Ideal. FEs gelte: («) und (3) sind teilerfremd zu my.

a, € O\ {0}.

Dann sei % =1 mod *my bzw. o« = mod *my durch o — 3 € mqy erklirt.

Fir 6 € k* qilt genau dann 6 =1 mod *my, wenn 6 = %, wober v und 3
obigen Anforderungen gentigen.
Ebenso gilt fir o, € k* dann o« =  mod *mgy, wenn fir 6 := %
6 =1 mod *mygy gilt.

o [stvy...vy, eine Menge reeller Finbettungen, my, ein formales Produkt der

Form
m
My = H v,
i=1

my ein ganzes Ideal in Oy, formal m := momy, und o, § € k*, sowie (a), (B)
teilerfremd zu my,
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so bedeutet

2 =1 mod *p) firi=1...m
a=p od '{azﬂ mod *myg

Betrachtet man nun die Menge aller algebraischen Zahlen v € k, so lassen sich
diese immer darstellen als Briiche der Form % mit o, € Op. Die Menge der-
jenigen algebraischen Zahlen, die sich als Briiche von zwei zu mq teilerfremden
Zahlen darstellen lassen, ist eine multiplikative Teilgruppe von k*, welche durch
die Forderung v =1 mod *m weiter verfeinert wird.

DEFINITION 6. (Strahl)

Sei m := momy, mit etnem ganzen Ideal my von k und my, = ﬁ v;. Die Gruppe
=1

der Hauptideale (o) mit « = 1 mod *m, («) teilerfremd zu my, heifit der Strahl

H,, modulo m.

FEs seien T und J Ideale. Fiir diese gelte: ggT(Z,mg) = ggT(J, mg) = O.

I=J modmoderZ =7 mod Hy,
heift dann, daf TJ ' € Hy,.

Es bezeichne I,Em) die Gruppe der zu my teilerfremden gebrochenen Ideale von k.
Dann gilt der

SATZ 7.

Es ist 1™ /H,, < oo, d.h. die durch den Strahl Hy, gelieferte Klasseneinteilung
verfeinert die Klasseneinteilung von I durch H (welche der Klasseneinteilung von
I™/H®™ entspricht: 1™ /H®™ = [/H. H®™ bezeichne die Gruppe der zu mg

teilerfremden gebrochenen Hauptideale aus k.)

Man betrachtet nun Untergruppen U™ von I,Em), welche ihrerseits den Strahl H,,
enthalten:
™ >um> H,

1 ,gm) JU™ liefert eine Klasseneinteilung der zu mgy primen Ideale, welche offensicht-
lich grober ist, als die durch den Strahl H,, verursachte Einteilung. Insbesondere

ist die Gruppe I,Em)/Um endlich.

Fiir die Zwecke der Klassenkdrpertheorie bedarf man nun eines weiteren Aqui-
valenzbegriffes, damit eine bijektive Zuordnung zwischen Klassen von Idealgrup-
pen des Grundkorpers k und seinen abelschen, endlichen Korpererweiterungen K
moglich ist.
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DEFINITION 8. (Idealgruppe, Kongruenzidealgruppe, Erklirungsmodul)

Seien I,Eml) > U™ > Hy, und I,Emz) > U™ > Hy,, gegeben mit den Idealmoduln
my; und my. Dann heiffen U™ und U™ im wesentlichen gleich, bezeichnet als:

mlﬂ mo
U™ Z ym,

wenn es ein Idealmodul | existiert, so daff U™ N I,g) =U™nN I,g) qilt. Hierdurch
wird eine Aquivalenzrelation definiert. Die betreffende Klasse heifst nun: die Kon-
gruenzidealgruppe U, my bzw. my Erklirungsmoduln dieser Idealgruppe, und U™
bzw. U™ sind Reprdsentanten von U beziiglich der Erkldrungsmoduln my und ms.

SATZ 9. Wenn eine Kongruenzidealgruppe durch zwei Module my und wmy erkldrbar
ist, so ist sie auch durch den ggT(my,my) erkldrbar.

Hieraus folgt unmittelbar, daf§ es zu jeder Kongruenzidealgruppe U ein kleinstes
solches Erklarungsmodul geben muf.

DEFINITION 10. (Fihrer) Das kleinste Erklirungsmodul § einer Kongruenzideal-
gruppe U heifst thr Fiihrer.

Jedes Erklarungsmodul von U ist dann ein Vielfaches von §.

SATZ 11. Seien my und my Erkldrungsmoduln von U. Dann sind I,Eml)/Um1 und
I,EmQ)/Um2 kanonisch isomorph.

3. Klassenkorpertheorie und der Artinisomorphismus

Sei K eine endliche, abelsche Koérpererweiterung von k& und m ein gegebener

Idealmodul in %.

DEFINITION 12. (Zugeordnete Idealgruppe)

Man betrachte die Gruppe I}}n) der Ideale T aus K, welche zu m teilerfremd sind,
oder dquivalent ausgedriickt: NK/k(I) ist zu m teilerfremd. Dabei ist N die
Relativnorm;

Dann heyfst NK/k(Ign)) x H™ C I,Em) die K mod m zugeordnete Idealgruppe und
wird mit U™ = U™(K /k) bezeichnet.

Die betreffende Idealgruppe ist von endlichem Index iiber H™ (siehe Satz (7)).
Allgemein gilt, wenn h(U) dieser Index ist, dal h(U) < [K : k].
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SATZ 13. (Existenzsatz)

Zu jedem endlichen, abelschen Kdérper K tiber k existiert eine Kongruenzideal-
gruppe U :=U(K/k), so daf fir die Erklarungsmodule m von U gilt

h(U) = [K : k]. Dabei ist U™ = Ngp(T&) % H™.

Anders ausgedrickt: Es existiert ein kleinstes Erkldrungsmodul §(K/k), so daf
fiir alle Vielfachen m von §(K/k) #I™ /(N w(I&)) % H™) = [K : k] gilt. Diese
Zuordnung st eindeutig, d.h. es gibt dann genau eine solche Kongruenzklasse U
von Idealgruppen U™.

Diese Zuordnung zwischen endlichen abelschen Korpererweiterungen eines alge-
braischen Zahlkorpers k und seinen Kongruenzidealgruppen ist eine Bijektion.

DEFINITION 14. (Klassenkdrper)

Ewn algebraischer Korper K diber k heifit Klassenkdrper zur Kongruenzidealgruppe
U, wenn fir einen geeigneten Idealmodulm U™ = NK/k(IE?))*Hm und #1™ UM =
(K : k| gilt.

DEFINITION 15. (Der Hilbertsche Klassenkérper)

Diejenige (eindeutig bestimmte) abelsche Erweiterung Hy, eines algebraischen Zahlkérpers
k, welche als zugeordnete Idealgruppe die Gruppe der Hauptideale H von k hat,

heifit Hilbertscher Klassenkorper: H € U(Hy/k).

SATZ 16. (Artinsches Reziprozititsgesetz)

Es sei gegeben der Korper k, eine Idealgruppe U™ mit einem beliebigen Erkldrungs-
modul m und die dazugehdrige eindeutig bestimmte abelsche Korpererweiterung
K/k.

Dann ist durch die Artinabbildung

Ir——o07

ein surjektiver Homomorphismus von I,Em) auf die Galoisgruppe G(K/k) mit Kern

U™ gegeben. Durch den Ubergang zur Faktorgruppe I,gm)/U'“ induziert die Artinab-
bildung also einen Isomorphismus auf G: Den Artinisomorphismus.

SATz 17. (Fiihrer-Verzweigungs-Satz)
Genau die Primideale aus k, die den Fihrer §(K/k) teilen, sind in K verzweigt.

BEMERKUNG 1.

Der Hilbertsche Klassenkdrper Hy hat den Fiihrer Oy. Erist die mazrimale unver-
zweigte abelsche Erweiterung des Korpers k und der Artinisomorphismus vermit-
telt einen Isomorphismus zwischen der Klassengruppe I/H und der Galoisgruppe

G(H/k).
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SATz 18. (Primzerleqgungsgesetz)

Sei K/k abelsche Erweiterung mit [K : k] = n endlich und p ein unverzweigtes
Primideal. Sei m ein Erklarungsmodul fir K/k, welcher nicht von p geteilt wird,
U™ die zugehdrige Idealgruppe.

Ist dann f die Ordnung von pU™ in der Gruppe I,Em)/Um, so qult

PO =Py --- B,

mit r = n/ f verschiedenen Primidealen vom Grad f iber p.

16, S. 428]

SATZ 19. Es seien drei algebraische Zahlkérper gegeben: K D L D k. K se:
abelsch iber k.

p ein Primideal in Oy, q ein Primideal in Op, welches p teilt und f := f(q/p) der
Trégheitgrad.

Dann qilt fir die Artinabbildung:

(K/L,q) = (K/k,p)!

8, S.62]

SATZ 20. Es seien K/k und K,/k abelsche Erweiterungen mit Kongruenzideal-
gruppen Uy und Us. Ein beiden gemeinsames Erkldrungsmodul ser m. Dann ist
K K, /k eine abelsche Erweiterung, hat also eine eindeutig zugeordnete Kongru-

enzidealgruppe U. Diese enthdlt einen Reprdsentanten U™ zum Erkldrungsmodul
m und fir diesen gilt: U™ = U N U

13, S.208]

4. Charaktere

DEFINITION 21. Sei G eine endliche abelsche Gruppe, x : G —— C* ein Gruppen-
homomorphismus. Dann heifst x ein Charakter der Gruppe G. (e bezeichne das
Neutralelement von G)

SATZ 22. (1) Auf der Menge der Charaktere von G wird durch die tbliche
punktweise Definition der Multiplikation von Abbildungen nach C eine Ver-
kniipfung definiert, welche diese Menge zu einer Gruppe macht. Sie sei mit
G* bezeichnet.

G* 1ist isomorph zu G
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. . _ 0 fallsx #1
(2) Fiir jeden Charakter x € G* gilt g%:g x(g) = { 4G falls y = 1

) _ _J 0 fallsg#e
(3) Fiir g € G gilt Xe%* x(9) = { #G fallsg=-e

(4) (Orthogonalitatsrelationen)
0 fallsg#a
25 X = Lo g Zh

R 0 falls x # x
Y x(9)xi'(g) = { 4G falls x = xi

geg

Bei den oben definierten Gruppen I,Em) /U™ handelt es sich um endliche abelsche
Gruppen. Man hat also in der definierten Weise auf dieser Faktorgruppe die duale
Gruppe ihrer Charaktere gegeben. Man kann dann fiir einen gegebenen Charakter
x und ein Ideal Z, welches zu m prim ist, x(Z) durch x(Z) := x(ZU™) definieren.

Dadurch ist dann ein Homomorphismus von [,Em) nach {z € C | |z| = 1} definiert.

Der Artinisomorphismus erlaubt es, einen Charakter einer Klassengruppe I,g)/Uf
mit Fihrer § und Strahl Hj zu einer gegebenen Kérpererweiterung K/k auch als
Charakter der abelschen Gruppe G(K/k) zu interpretieren:

x(oz) = x(T)
Durch dieselbe Gleichung wird umgekehrt aus einem Charakter der Gruppe G(K /k)
ein Charakter der Gruppe I,g)/Uf.

DEFINITION 23. (Fiihrer eines Charakters) Sei x ein Charakter der Gruppe I,g)/Uf
bzw. der Gruppe G(K/k) mit obiger Identifizierung. Dann ist der Fihrer f,

definiert als der Fihrer der Kdrpererweiterung K, /k, wobei K, der Fizkérper der
Untergruppe Kern(x) C G(K/k) ist.

Hieraus ergibt sich, dafi der Fiihrer eines Charakters genau der Fiihrer der Ideal-
gruppe {Z € I0 | x(T) = 1} ist.

Beweis: Die nach Satz (13) zur Erweiterung K, /k existierende Idealgruppe ist
nach Satz (16) der Kern der Artinabbildung: (K, /k,Z) = idk . Genau die Erwei-
terungen dieses Automorphismuses aus G(K, /k) zu Automorphismen aus G(K/k)
halten also den Korper K in K punktweise fest. Es gilt aber, daf die Restriktion
von (K/k,a) auf K, genau (K, /k,a) ist. [13, S.198] Diejenigen Ideale also, fiir
die die Restriktion des Automorphismuses (K/k,Z) auf K, die Identitit ergeben,
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d.h. die K, punktweise festhalten, d.h. nach Definition von K, diejenigen Ele-
mente o7 € G(K/k) mit x(oz) = 1, bilden demnach die der Erweiterung K, /k
zugeordnete Idealgruppe. O

Hat man nun einen Charakter x der Idealgruppe I,g)/Uf gegeben und seinen Fiihrer

fy sowie seinen Kern(y) =: Ug) > U’ bestimmt, so kann es in der Idealgruppe 10x)
zum Erkldrungsmodul f, Ideale a geben, welche nicht zum Fiihrer j prim sind:
Dann aber ist x(a) zundchst nicht erklart. Daher definiert man den Wert von a

iber den Wert des Charakters auf der Klasse von a in I(f)/Uf(j).

Man hat dann den Charakter xy auf der Gruppe I,g)/Uf zu einem Charakter von

I ,9") / Ug") bzw. I ,9") /H;s, "geliftet”: Das Resultat ist dann ein primitiver Charak-
ter.

SATZ 24. | sei der Fihrer der Kongruenzidealgruppe U von K/k. Dann gilt:
f=kgV{f,|x ist Charakter von IV /U'}.
Dabei bedeutet kgV : Das kleinste gemeinsame Vielfache.

8, S.136]
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KAPITEL III

L-Funktionen und ihre Funktionalgleichung

In diesem Kapitel werden Heckesche L-Reihen, abelsche Artinsche L-Reihen sowie
die Starksche Hypothese dargestellt. Ausfiihrlicheres findet man in den Biichern
von Neukirch und Tate [16, 22].

1. Dedekindsche (-Funktion

N(Z) bezeichnet die Norm des Ideals 7.
Die Dedekindsche (-Funktion

G(s)= >, NI
Tganzes Ideal
eines algebraischen Zahlkorpers k ist zunéchst definiert fiir s € C, Re(s) > 1. Dort
konvergiert die Reihe lokal gleichméafig; ihr Grenzwert ist also eine analytische
Funktion in der Variablen s. Sie besitzt im gleichen Bereich eine Produktdarstel-

lung:
1

Gl(s) = 11 T—N(p)

pePy,
P, ist die Menge der Primideale von Oy.
Die (-Funktion 1483t sich analytisch zu einer auf der ganzen komplexen Ebene C
meromorphen Funktion fortsetzen. Sie besitzt einen einzigen Pol bei s = 1, welcher
einfach ist. Das Residuum ist

2" (212 h R
Res,_1Ci(s) = M

25
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Dabei sind

ry die Anzahl der reellen Stellen von &

ry die Anzahl der komplexen Stellen von k
h; die Klassenzahl

Ry, der Regulator

D, die Diskriminante

wy die Anzahl der Einheitswurzeln in &

Die vollstandige (j-Funktion wird definiert durch

6(5) = \IDil VI T T(s) T Gl)

n ist der Grad des Korpers k iiber Q. Fiir diese Funktion gilt folgende Funktio-
nalgleichung:

fk(s) = fk(l - S).
Unmittelbar aus dieser Funktionalgleichung und dem Wert des Residuums der
(-Funktion ergibt sich fiir die Potenzreihenentwicklung der (-Funktion bei s = 0:

hy R
Ck(s):_ k kST1+T2—1+O(ST1+T2>
Wi

(O ist das Landausymbol).

2. Heckesche L-Reihen

U sei eine Kongruenzidealgruppe mit Fiihrer f. Dann ist 1,9) JUY eine endliche
abelsche Gruppe. Sei y eine Charakter dieser Gruppe, der in der auf Seite 22
angegebenen Weise als Charakter von I,g) definiert wird (Der Wert eines Ideals
entspricht dem Wert seiner Klasse).

Dann ist die Heckesche L-Reihe zu y ist definiert durch

T ganzes Ideal
(Tjx)=1

Die Definition von f, findet man auf Seite 22. Der Definitionsbereich des Cha-
rakters y wird in der dort angegebenen Weise auf die Idealgruppe I0x) der zu fy
teilerfremden Ideale ausgeweitet.

Die Reihe konvergiert lokal gleichméBig fiir s € C, Re(s) > 1. Thr Grenzwert ist
also eine analytische Funktion. Diese lafit sich meromorph auf ganz C fortsetzen.
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Falls x nicht der triviale Charakter ist, so ist die betreffende L-Funktion sogar
holomorph in ganz C.
Sie besitzt fiir s € C, Re(s) > 1 eine Produktdarstellung:

1
Lix,s)= Il —r

PEP,plfx 1= N(p)®

Die vollstandige Heckesche L-Funktion

[DiIN ()

s—i—sl
A s) =\ Hr

['(s)” L(x, s)

hat die Funktionalgleichung

Dabei sind

W(x) die Artinsche Wurzelzahl (S.65),

D, die Diskriminante von k,

ry (r2) die Anzahl der reellen (komplexen) Stellen von k,

s; = 1 genau dann, wenn die betreffende reelle Stelle v; den Fiihrer f, teilt,
n=[k:Q,

fy der Fiihrer von x.

DEFINITION 25. (abelsche Artinsche L-Reihen)
Der Artin-Isomorphismus vermittelt einen Gruppenhomomorphismus von IV nach
G(K/k)
1H—g
Ir——o071

Man kann also definieren
WKk = Y M
T ganzes Ideal in Oy,
(I7fx):1
Diese Reihen heiffen die (abelschen) Artinschen L-Reihen.

Dabei ist dann x ein Charakter der Galoisgruppe G(K/k), welche nach Vorausset-
zung abelsch ist. Ganz offensichtlich gelten genau die selben Aussagen iiber die
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Konvergenz, analytische Fortsetzbarkeit bzw. Funktionalgleichung dieser Reihe,
welche fiir die Heckeschen L-Reihen gelten. Man hat also zunéchst nichts wesent-
lich neues definiert.

Fiir die Formulierung der Starkschen Hypothese definiert man:

DEFINITION 26.
Sei S eine Menge von endlichen und unendlichen Stellen, die auf jeden Fall die in
K verzweigenden Primideale enthdlt. Man definiert:

Ls(K/]{?,X, 3) — Z X(O'I)

T ganzes Ideal
T prim zu S

und analog die partiellen Zetafunktionen zu jedem o € G:

1
CS(SJ a) = Z N(I)S

l'p;'TiaIn:ZuS
Es gilt:
(1) LS(K/k7X7 S) - Z CS(SJ OZ)X(OZ)

acG(K/k)
und

1
s, ) = — Ls(K/k, x,s)y(a !

(2) Cs(s,a) G Xé* s(K/k,x,s)x(a)

Die zweite Formel ist eine Konsequenz der Orthogonalitédtsrelationen fiir Charak-
tere (S.22 (4)). Aus dieser ergibt sich auch die meromorphe Fortsetzbarkeit von
(s(s, a) auf ganz C mit einem einfachen Pol in s = 1.

Man mochte nun die Vielfachheit der Nullstelle bei s = 0 der Funktion L(K/k, x;, s)

bestimmen. Dazu geniigt es erstens feststellen, daf3

(3) L(K/k,x,1) #£0

ist, was eine Konsequenz von

CK(S) = Ck(s) 1;[ L(K/kaXa S)
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ist [7, S.165]; denn ( -Funktionen haben bei s = 1 einen einfachen Pol. Man niitzt
also auch hier geeignet die Funktionalgleichung aus.

LEMMA 1. Es qgilt:
L(K/k,x,s) = c(x)s™™ + O(s70+1)
mit c(x) € C\ {0} und
r(x) = #{vi | x(ow;) = 1, w; Fortsetzung der Einbettung v; von k}

Die Automorphismen o, € G(K/k) sind folgendermafen definiert:
Fir reelles v; entspricht o, der komplexen Konjugation:

w; 0 0y, 0wy T € wi K) — 7 € w;(K)

Fiir komplezes v; ist 0, := idg.

Beweis:

Die Einbettung w; ist nicht eindeutig bestimmt. Aber jede andere Einbettung,
die v; fortsetzt, ist von der Form w; o 0 mit o € G(K/k). Also ist o, eindeutig
durch obige Forderung bestimmt, da G(K/k) abelsch ist.

Es gilt fiir reelle v; (S.20 (17)):

vi/fy < w; ist komplex

Ist dann x(ow,) =1, so gilt 0,, € Kern(x) = 0., € G(K/K,) = 0,,(x) =z fir
alle x € K. Das heifit dann aber, daf§ die komplexe Konjugation als die Identitét
auf w;(K,) wirkt und somit w; eingeschriankt auf K, reell sein mu8, also teilt v;
nicht f,.
Teilt umgekehrt v; nicht f,, so ist w; eingeschrankt auf K, reell, also: o,, =
idg, = 0w, € G(K/K,) = x(0w,) =1
Fiir komplexe v; ist o, = idg, d.h. x(0y,) = 1.
Man hat also:

Vil € X(0w;) # 1
Fiir die I'-Faktoren der Funktion A folgt:

Si:1©X(0—wi>7él

Aus A(s,x) = W(x)A(1 — s, x) folgt dann wegen (3), dal L(s, ) eine Nullstelle
genau der Vielfachheit r(x) haben muf}, da sich die Pole der Funktionen I'(z) und
die Pole der Funktionen I'() gegen die Nullstellen von L(s, x) aufheben miissen,
damit (3) S.28 erfiillt ist. O



30 ITI. L-FUNKTIONEN UND IHRE FUNKTIONALGLEICHUNG

3. Die Starksche Vermutung zu L5 (K/k,y,0)

Sei n = [K : k.

VERMUTUNG 1. (Die Starksche Vermutung zu L's(K/k,x,0))

Sei K/k eine endliche abelsche Kdrpererweiterung. Die Menge S von (unendlichen
und endlichen) Stellen erfiille folgende Bedingungen:

e S enthdlt die unendlichen und die in K verzweigten Stellen von k.
e S enthdlt mindestens eine voll zerlegte Stelle von K/k
o #S > 2,

Dann gibt es eine S-Einheit € € K, die folgende Bedingungen erfillt:

o K(v§/e)/k ist abelsch
. ) lelw =1 falls w'fv,#S >3
e v €S sei voll zerlegt: { el = |elur falls w' v, #5 = 2

w' ist jeweils Fortsetzung einer Stelle V' € S.

Es gilt dann fir alle o € G(K/k)

log |o(e)|w = —wk(5(0,0)
wober w ewne Fortsetzung von v in K ist,
oder dquivalent dazu:

Ls(K/k,x,0 ——ZX )log|(o(€)]w, fir alle x € G*

K seg

wg 1st die Anzahl der Einheitswurzeln von K.

[22, S.89]

Die gerade behauptete Aquivalenz ergibt sich aus der Orthogonalitétsrelation fiir
Charaktere bzw. S.28 (2).

Fiir den Fall einer unendlichen Stelle w ( die sie reprisentierende Einbettung sei
ebenfalls mit w bezeichnet), welche voll zerlegt ist, ergibt sich also im Fall #S > 2
|(g)]w =1 fiir alle Stellen aus S, die v nicht teilen.
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Fiir w gilt:

log ( I |o<s>|w) —wk % C0,0) = —wrTs(K/k, x0,0) = 0.
c€G(K/k) oc€G(K/k)

(Xo = 1)~

Daraus folgt: |N(¢)| =1 sowie ¢ € Og wegen ||, = 1. Also ist € eine Einheit in
Ok.

Ebenso gilt, falls #S = 2 und S mindestens 2 unendlichen Stellen enthéilt:
S besteht nur aus unendlichen Stellen, und die S-Einheit € ist eine Einheit in O,

Die Vermutung ist bewiesen fiir imaginarquadratische Grundkorper und Q [21, 22].

Im Kontext dieser Arbeit ist es von Interesse, dafl die Starksche Vermutung fiir
den Fall, dal S mehr als eine voll zerlegte Stelle enthélt, durch Einheiten aus
dem Grundkorper k erfiillt wird. Damit legt log |o(g)], = —wi(5(0, 0) sowie ||,
fiir alle w' 1 v fest, dafl jede andere Einheit, die die Vermutung erfiillt, sich von
jener Einheit aus k£ nur um eine ganze algebraische Zahl unterscheidet, fiir welche
alle Konjugierten vom Betrag 1 sind: Das ist dann aber eine Einheitswurzel. Die
Verwendung der Hypothese zur Berechnung von Kérpererweiterungen macht in
diesem Fall keinen Sinn.

SATZ 27.

Die Starksche Vermutung ist richtig, wenn es mindestens zwei voll zerlegte Stellen
in S gibt. Die betreffende Starkeinheit € kann dann aus dem Grundkérper k gewdhlt
werden.

Fiir die Anwendungen interessiert nur der Fall, dafl S zwei voll zerlegte unendli-
che Stellen enthélt, d.h. komplexe Einbettungen von k, deren Fortsetzungen auf
die abelsche Erweiterung K dann auch komplex sind, bzw. reelle Einbettungen,
deren Fortsetzungen auf K reell sind. Nur das werde ich beweisen. (Fiir einen
vollstandigen Beweis: [22])

Beweis:

Sei #5 > 3.

Dann gilt (;(s) = —%3”“2*1 +O(s"172). S enthélt aber alle unendlichen Stel-
len. Sind also mindestens 3 unendliche Stellen vorhanden, so ergibt sich bereits
(4(0) = 0. Andernfalls gibt es endliche Stellen p € S. Um also Ls(xo, s) fiir den
Charakter xo = 1 zu erhalten, mufl man (i(s) mit dem (oder den) Faktor(en)
1 — N(p)~* multiplizieren. Es gilt aber 1 — N(p)~* = log(N(p))s + O(s?) und das
bedeutet, daf3 die Vielfachheit der Nullstelle bei s = 0 jeweils um 1 pro Faktor
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erhoht wird, so daf} sich ergibt:

Ls(xo,5) ~ s7571
Somit hat man in diesem Fall L'y(xo,0) = 0.
Ist aber x # 1, so hat man L(K/k, x, s) = c¢(x)s" X +O(s"00) mit r(x) == #{v; |
X(0w,) = 1, w; Fortsetzung von v;}. Da aber mindestens 2 Stellen voll zerlegt
sind, ergibt sich fiir eine solche Stelle v, falls sie unendlich ist, o, = idg, also
r(x) > 2. Die Potenzreihenentwicklung von Lg(y, s) beginnt also mit mindestens
s?. Fiir Ls(x, s) bedeutet das Ls(x,s) ~ s”, wobei r > 1 gilt. Also gilt auch in
diesem Fall

L's(x,0) = 0.
Ganz offensichtlich werden dann fiir ¢ = 1 die Bedingungen der Starkschen Ver-
mutung erfiillt sein: Es ist K( *§/1)/k abelsch nach der Definition von wg, womit
die erste Bedingung klar ist. |1],, = 1 gilt trivialerweise, sowie log [1|,, = 0.
Bleibt der Fall #S = 2, d.h. S = {v,v'}, welches dann die beiden unendlichen
Stellen sind. Es gilt

hp R
Ck(s) —_ k k8T1+7‘2—1 + 0(87‘1-1-7“2)
W
Da v, ' unendliche Stellen sind, gilt | + 7y = #S = 2. Also
hkRk

W

Gk(0) =

Die Gruppe der Einheiten von k£ hat den Rang 1. Sei p Fundamentaleinheit mit
o.B.d.A: |u|, > 1.

Fiir den Regulator gilt Ry = log|p|,. p wird potenziert mit einer geeigneten
natiirlichen Zahl m: e := p™. Dabei ist

wK M
wy [K - k]

11””—1; ist offensichtlich eine ganze Zahl, da die Einheitswurzeln von k& auch solche
von K sind. % ist eine natiirliche Zahl, da K/k abelsch und unverzweigt ist: (S
besteht aus voll zerlegten Stellen!) Dann ist f(K/k) = Oy, (Fiihrer-Verzweigungs-
Satz: S. 20). Fiir die Idealgruppe der Korpererweiterung K/k zum Erklarungsmo-
dul § = O gilt dann, daB sie die Hauptideale H enthilt (S 19). Damit vermittelt
der Artinisomorphismus des Hilbertschen Klassenkorpers Hy, eine Inklusionsbezie-
hung fiir die entsprechenden Galoisgruppen, und es folgt eben: K C Hj, woraus
folgt hy/[K : k] = [Hy : k]/[K : k] = [Hy - K] ist ganz.

e ist also eine Einheit aus dem Grundkorper k, fiir die nun die Bedingungen der
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Starkschen Vermutung nachgewiesen werden miissen.
Nach Wahl der Einheit gilt

wg  hy

> loglo@e= S mioglul=( 3 T loglul,
oeG(K/k) oeG(K/k) oeG(K/k) Wk :
w h hi lo y
IR gl = MR8 0) = (K T x0,0).

wy [K - k]
Fiir einen Charakter y # 1 gilt:

L'(K/k,x, 5) = r(x)e(x)s™0" + O(s" (X)),
wobei r(x) > 2, da es mindestens zwei voll zerlegte Stellen gibt. Also hat man
Ls(K/k,x,0) = L'(K/k,x,0) =0

und
Z x(o)logl|o(e)|w = log |e|, Z x(o) =log le|,0 = 0.

oG (k/k) o€G(k/k)
Dabei wurde verwendet, dal ¢ € k, also o(e) = ¢ fir 0 € G(K/k), sowie die
Tatsache, dal x Z 1 (Satz auf S.22). Nun ist nachzuweisen, daf |e|y = ||y fiir
eine Fortsetzung w’ von v/ in K gilt. Das ergibt sich aber direkt daraus, dafi e € k
und o € G(K/k).
Weiter ist zu zeigen, dal K ( “§/)/k abelsch ist. Dazu beachtet man, dal K( “g/z) C
K( =/p) gilt, denn man erhalt die betreffenden Wurzeln *§/c einfach durch Po-
tenzieren mit m der Wurzeln w¢/zi. Also hat man nur zu beweisen, dafl K ( =/1)/k
abelsch ist. Das ist aber klar, da k& genau w; Einheitswurzeln enthélt. O
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KAPITEL IV

Numerische Berechnung von Heckeschen L-Reihen

1. Friedmans Integralformel

In ihrer allgemeinen Form findet man die Integralformel in Friedmans Artikel:
Heckes Integral Formula.Die dort bewiesene Aussage hat eine Allgemeinheit, wel-
che ich hier nicht benotige; ich schrinke mich also in der Formulierung bereits auf
die von mir benétigten Félle ein.

[6]

ProposITION 1. (Friedman)

Sei L(s,x) = %o: ann™* und L(s,Y) = § ann~° fir s € C und Re(s) > 1. Weiter
n=1 n=1

: 0= (TP ) reor

wobei s;, € {0,1} gilt. Sei C € R7Y. A(s,x) := C*G(s)L(s,x), analog A(s,Y) :=
C*G(s)L(s, x). Diese Funktionen seien holomorph auf ganz C fortsetzbar. Weiter
wird vorausgesetzt (W(x) € C*):

A(1 = 5,x) = W(x)A(s, x)

Fiir § wird vorausgesetzt: § > Maz{Re(s),0}. Die Funktion f : R>° x C — C st
definiert durch

6+o01
1 dz
= G )
f(z,s) 27rz'6 / “ (Z)z -5

35
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Dann folgt:

o0

A(s,x) = Z(anf(%, s) + W(X>a’nf(%a 1—5))

n=1

Diese Reihe st fiir s € C lokal gleichmdflig konvergent.

f(z,s) 1aBt sich fiir 6 > Re(s) + 1 folgendermafien abschétzen:

7)< 5 Uo TL I ‘5+“+S’“)|) (6 -+ it)| "t

Hat man also erst einmal die Konvergenz des betreffenden Integrals gezeigt (dazu
spater), so ergibt sich, wegen der freien Wahl von 6 mit |f(— s)| < (£)°Ko(6), daB
f(z,s) schneller als Jede Potenz mit lim,_,o gegen Null konvergiert. (Dle Konstante
Ko(6) hangt dann nicht mehr von s ab.) Die Dirichletkoeffizienten a,(x) lassen
sich fiir Heckeschen L-Reihen durch die Anzahl der Ideale der Norm n abschétzen.
Hierfiir findet man in [24]:

log(N)?
|a,| < nlee®

wobel N der Grad von K iiber Q ist.
Daraus folgt die lokal gleichméfiige Konvergenz der Reihe Y anf(%, $), wenn man
n=1

etwa 6 > max{ Re(s) + 1, log(N } + 1 wahlt.

Aus der lokal gleichméfigen Konvergenz der Reihe in obiger Proposition folgt,

daB man die Ableitungen A'(s,x) erhalt, indem man f(z,s) durch if(x,s) =

64001
= [ 2°G(z )(z -z ersetzt. Zur Berechnung von L'(0, x) benstigt man das aber

2w
§—o001

nicht.

Beweis: (Proposition von Friedman)

S 1

Sei A(s, x) = 7|ijjff,{x) H1 D(2£)0(s) L(s, x). Weiter sei:
Dy (i) 1
4 1\ = ) r
( ) (S, X> ™ a ganzes Ideal X(a> (S, x a> N(a>s
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['(s,x, a) ist folgendermafien erklirt:

Lotkdz, - dz
(5) (s,x,a): / / exp(— zk) H 2, U

kl 1 Z,,_---Zl

zk >ca,zp >0
k=1

Dabei ist n .= [k : Q|, 7 := 71 + 19, ¢q == Na)’m" (ry ist die Anzahl der rellen

Dk N (7x)
Stellen, r5 die Anzahl der komplexen Stellen.)
Dann gilt:
2" Ryhe  E(x _
(6) A(s, x) = ———— X) + W(s, x) + W) ¥(L = 5, %)

we  s(1—9)

Hier ist E(x) = 1 fiir den Fall der Dedekindschen (-Funktion. In allen anderen
Fillen aber ist E(yx) = 0. Ry ist der Regulator, b, die Klassenzahl und wy die
Anzahl der Einheitswurzeln von k. Beweise hierfiir findet man bei Tatuzawa [23].
Die Tatsache, dafl obige Reihendarstellung der Funktion A(s, x) lokal gleichmé&Big
fiir alle s € C konvergiert, ergibt sich am leichtesten nach der nun folgenden Um-
formung der Funktion I'(s, x, a) und wurde in der dann vorliegenden Form schon
gezeigt.

Heckes Integralformel ist zu finden in [13, S.260]. Die Formel (4) ist im Falle der
Dedekindschen (-Funktion damit identisch.

Der nun folgende Beweis der Proposition von Friedman beschrankt sich auf Hecke-
sche L-Reihen und gilt auch fiir die (nicht holomorphe) Dedekindsche (-Funktion.
Einen analogen Beweis findet man in der Darstellung von Friedman [6]. Dieser
behandelt aber nur die Dedekindsche (-Funktion und benutzt statt der Mellin-
transformation Fouriertransformationen. Seien

T dt
(7) M(f)(@) = / ()
) M) = o [ e

die Mellintransformation und die inverse Mellintransformation.
Die Konvergenz von M (f) ist gewéhrleistet, wenn fiir ein offenes Intervall (mq, ms)

und Re(z) € (my,my) gilt f(t) = O(t™™) fiir t € R”° nahe bei 0 und f(t) =
O(~™2) fiir groBe ¢t € R>?. (Es ist wieder O das Landausymbol.) Gibt es eine

Konstante Cy € R”?, so daBl fir m; < § < my gilt 70 |M (6 + it)|dt < Cy dann
folgt:
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(9) M H(M(f)(x) = f(@).

Die Faltung f % g zweier Funktionen f und g beziiglich der multiplikativen Gruppe

von R>? und ihres Haarschen Mafes % ist definiert durch:

(10) fg(x /f z/t)g(
Es gilt:
(11) M(f*g)=M(f)M(g)-

Die Faltung ist assoziativ:

(12) fx(g*h)=(f*g)*h

Eine kurze Darstellung der Mellintransformation findet man in [4, S.209].
Man setze

fr(t) == exp(— )t T fiir reelle Stellen Vg,
Jr(t) := exp(—=2t)t* fiir komplexe Stellen v.

Dann ergibt (5):

I'(s,x,a / / H fr(2x) . 1;[+1fk Z) dfl

H 2z >cCa,z1 >0
k=1
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n

Also hat man, indem man v := [] z; setzt:
k=1
oo [e e}
-~ dz, dv
/ / /Hf1 n /2’2 kazk H kak - —
Ca=v 0=z, 0=z, k=2 ]'[ 2k k=2 k=ri+1 e Zy 0
oo oo oo
d22 L 23+ dz, dv
T T T nert f i stz
Ca=v 0=z, 0=z3 0=29 22 k=r1+1 r
o0 oo o0
ng dzy+--dz, dv
/ / / 1 fa( /Z3f3 z3)— kazk H fe(2x) 7r—
Cq=v 0=2, = 3k4 k=ri+1 24t 2y U
k:4
oo o0 oo
dz 10 dze do
NN Ry P
Ca=v 0=2, 0:zT1+1 H 2k k=ri+1 ri+1 r
k:7‘1+1

n
Abnun hat man [ 2z, = T[] =z}
k:’l‘1+1 k:r1+1
Man setzt also:

Daraus folgt:

MF)(@) = [ FH /t“”f1 *fﬁ@zdt_%()f% e gl
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Somit hat man, wenn man beachtet, daf§ zur Anwendbarkeit von

M7 M(F * frypr o fo)) (@) = Fx frx . fo(2)

6 > 0 gefordert werden muf:

v dz’l‘l dz’rl e dZT dv
8 X8 / / / TL/’Zrl‘l‘l)le-l-l(Zrl—l—l) + +2 —_
v=Cq 0=2, 0=2r, 41 H 2k Zp 41 Zp42°t i U
k—’l‘1+2
dv T dv
/ F*fr1+1 - *fT(\/_) v =2 / F*f'r1+1 * *fr(v)—
v=y/Ca
i 1 dv
—9 / MTNM(F 5 fryg s oo £)(0)
i -1 dv
_9 / M MF)M(fy )+ M) (0)"
o] 6+100
! 1 I dv
= _/ %5_/ H M(fi)(5)M(fri41)(2) - M(f)(= ))d27
6+ico oo
1 dv T
=5 | /0 HMfk ) I M) ()
6—1i00 v=y/Cq k=ri+1
6+ioco _
1 z 7
:2/\/_HMfk HMfr)
s 2 k=ri+1
6—100 1
Dabei gilt:
z ooi dt OO£++k dt Z+S+Sk
G0 - TR - Tt PR <,
0 0
7 dt s dt 1
M) = [0S = [ esp(-2nT = Lor(+s)
0 0
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Das ergibt (ab hier 6 > Re(s)):

6+i00
1 —z
o)== [ Va HF
6—zoo
1 6+s+i00 " PR r
—z+s k
= [ va UIrES I 5re)
e . Pt 2 - 2
6+s—i00
§-+ioco

s 1 Z+s
=Va'sn | Vel HF )P(z)

6—100

= & f(Ved ).

Hier war in den Integrationsgrenzen der Wechsel von 6 4+ s zu 6 nur moglich,
weil zusitzlich 6 > Re(s) gefordert wurde (Beweise dazu im Abschnitt iiber die

Funktion f(z,s)). f(z,s) war definiert als ;- f T* H [(Z2%)T(2)dz.

z—l—s—l—sk " 1 dz
—) II

—100

Dy N(fx)
Ist dann N(a) =n € N, so hat man /c,4"™ g Dy N(jx) V. 42xn )

NOZSI
Aus der Gleichung (6) S.37 folgt dann unmittelbar die Proposition von Friedman:

e R |g§|?f<fx> d (JT) N<1“>S

a ganzes Ideal

DI\
X(ﬂ)nsf L“VS —
nS

NE

n=1 N(a)=n "
oo [Dg| N (§x)
=Y a()f | s
n=1 n
wobei a,(x) := > x(a) offensichlich die Dirichletkoeffizienten der L-Reihe
N(a)=n

L(s, x) sind. O
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2. Berechnung der Dirichlet-Koeffizienten

Die Berechnung der Dirichlet-Koeffizienten a,(y) einer Heckeschen L-Reihe fiir
einen gegebenen Strahlklassencharakter y : [(fx)/HfX — C* beruht auf dem Euler-
produkt L(s,x) = [[ —2gr. Dabeiist S:=P; \ {p € Py | p teilt §,}.

71— x(®)
pES T N()®

Man beachtet nun 1% = Z,;";O(K,‘((g))s)k und wendet auf diese Faktoren suk-
RIOR

zessive das Cauchyprodukt an:
Die Primideale p € S seien so durchnumeriert, daf§ die Numerierung die Grofle der
Idealnormen beachtet. Sei

no 1

H X0 Z -

k=1 1- N(pr)* n=0

. Dies ergibt mit p := p,,,.1 und q := N(p):

L e (0

k=1 1= Nipo)e n—1 n* =\ a’
© 1
= ( GSZO)X(P)’C) —
n=1 \gkm=n n
Also hat man:
ko
(13) o) = 3 X el

wobei ko die gréfite natiirliche Zahl ist, so dafl q* /n gilt. Bei der Berechnung von
ap ...a, ist es also maximal notwendig, die rationalen Primzahlen von der Grofle
< n zu faktorisieren. Fiir die resultierenden Primteiler p C Og mufl dann die
Klasse mit dem in [17] beschriebenen Verfahren berechnet werden. Daraus 148t
sich der Wert y(p,,) bestimmen.

Es sei noch angemerkt, dafl man zur Berechnung von Starkeinheiten fiir alle Cha-
raktere x € G(K/k) die Dirichletkoeffizienten a,(x) bestimmen mufl. Hier ist
[K : Hy] = 2 und Hy der Hilbertsche Klassenkorper von k. Die Anzahl halbiert
sich bereits dadurch, dafl man von der Halfte der Charaktere weif, da§ L'(0, x) = 0
ist. Eine zweite Verringerung der Anzahl ergibt sich dadurch, daf} fiir ¥ folgt:

an(Y) = a’n(X)'
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Ist die Klassengruppe von k eine zyklische Gruppe von Primzahlordnung (C,,
p # 2), so mufl man eigentlich immer nur fiir genau zwei Charaktere die Dirchlet-
koeffizienten berechnen, wenn man bedenkt, dafl die Dirchletkoeffizienten in einem
Kreisteilungskorper liegen. Denn dann hat man:

G(K/k) =2 C, x Cy. Die duale Gruppe ist dieser isomorph, hat also die gleiche
Struktur C), x Cy. Es wird im Kapitel V gezeigt, dafl nur diejenigen Charakter,
deren Wert auf dem C,-Anteil von G(K/k) gleich —1 ist, iiberhaupt einen Bei-
trag zur Berechnung der Starkeinheit liefern. Der Wert der Charaktere auf dem
Cp-Anteil von G(K/k) ist aber entweder gleich 1 oder eine p-te Einheitswurzel.
Man muf} also fiir diesen ersten Charakter und dann fiir irgendeinen der ande-
ren Charaktere die Dirichletkoeffizienten berechnen, denn alle anderen relevanten

27

Dirchletkoeffizienten sind das Bild der Korperautomorphismen von Q(e » )/Q.
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3. Berechnung von f(z,s)

3.1. Theorie von f(z,s)

imaginare Achse I
9i — 71
4
Y= Ve TW’
s k=1 4
6, reelle Achse
Y2
Y3—
T '

Durchliduft man den rechteckigen Integrationsweg v und wéahlt 6 < ¢ so, daf die
Pole von z* ( 1 F(”%)) I'(z)" -, (welche offensichtlich entweder bei z = s oder
k=1

€ Z=° sind), sich auflerhalb des durch v berandeten Rechteckes befinden, so ergibt
der Cauchysche Integralsatz

zZ— S

0= 2m/ (Hr (2 5y )r(z)” 4z =Zi_/x2<ﬂr(zzs’“)> O

Die Stirlingsche Formel besagt

logD(2) = (2 — 1/2)log(2) — z 4+ log V27w + O(|z| ),

wobei fiir € > 0 und —7 + € < arg(z) < m — e dann |O(t)| < Konst.(€)|t| gilt.
Sei nun o :=Re(z) und ¢ :=Im(z).
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Aus der Stirlingschen Formel leitet man her:
D0 +it)| = |t~/ exp(—(/2)[t])vV2m(1 + O(1/t]))

fir « <o < fund 1 < [t], wobei eben die Konstante in O(1/|t|) nur vom Intervall
[, B] abhéngt [10, S.338-344].
Hieraus erhédlt man eine integrierbare Majorante fiir den Integranden

(HF (2, )P(z)’”z 1

)
zZ— S

wenn man beachtet [¢t|7Y/2 exp(—(7/2)|t]) = exp(—|t|(1°ﬁ||t‘ (1/2—0)+m/2)). Dar-

aus folgt: Fiir |t| > ¢ gilt [t]7""/2exp(—(7/2)|t]) < Cyexp(—(m/4)[t]) mit von
[, B] abhéngigen positiven reellen Konstanten ¢; und C
Damit folgt mit geeigneten Konstanten ¢, < |t|, Cy, die von s und [«, 5] abhéngen:

o (T ) reer

k=1

| < Coa” exp(~(n/8)(2rs + )l

Dies ist eine integrierbare Majorante, somit ist die Funktion f(z,s) fiir festes ¢
definiert. Geht man auf dem Integrationsweg v mit § — +o00 und 7 — —o0, so
ergibt sich

1/ xZ(Hn”j’“)) D(2)"* | < Caexp(~(x/8)(2r2 + ) 6] / v7do],

71(9) k=1 z =
d.h.
z+ sk dz
lim [ @ (H ( ) Mz =0
9—)0071(9) zZ— S
und

lim [ (HFZJFSk)F(z)” o

Z— 5
v3(7)

Der Cauchysche Integralsatz ergibt also nach diesem Grenziibergang

/ (HPZ+S,€>F(Z>T2 dz __4 (HFZ—'-SIC)F(Z)TQ dz |

zZ— S zZ—S
Y4
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d.h.:

6+o0t

zZ— 8 2T

8" 4001
z—l—sk W 4z 1 (T 2T Sk v
= (Hr >F(z) = 6/1’ (Hr( . )) I(2)

womit bewiesen ist, dafl

1 i z—|—s;C . dz
(14) f(z,s) = — 5 / (H I'( > ['(z) 22 —
6—o01
&' o001
1 z+ s dz
== / (HF + k)F(z)”Z_S

§'~oo

wohldefiniert ist fiir § bzw. 8" > Max{ Re(s),0}.

Nimmt man nun an, daf§ der Integrationsweg v auch Pole der Funktion

x* < ﬁ F(”%)) I'(z)"2—L einschlieBt, so erhéilt man folgendes Bild:
k=1

imaginare Achse

b

6n k=1 T’Y4

6 reelle Achse

' T

Sei 6, := —2n + 1/2 mit n € N. Dann ergibt der Residuensatz:
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. —
Y (,plrzz%)rwzd:
=3 o [ (T rer =,

6n+i00

_ 1 57“’ (Hrz—l-sk)F(z)m 1 / (HFHS,C)F(Z)M dz

zZ— 8 2T zZ— 8
§—i00o 8y —100

Das letzte Gleichheitszeichen entsteht durch einen vollig analogen Grenziibergang
wie zuvor, indem man ndmlich mit den beiden waagerechten Integrationswegen ~;
bzw. 73 jeweils nach 4200 bzw. —ioco geht.

Als Konsequenz erhdlt man

o= 5 oo (o (5 v L)

Re(z")>6n =S
6n+i00
1 2+ sy dz
— z r [(z)™
+27rz / “ (1}:[1 ( 2 >> (2) z—35
6n —100 =
Um also die Konvergenz der Reihe S Res,_y ( < I1 F(Z+S’“)> F(z)”z—is>
Re(z')>—o00 k=1

beurteilen zu konnen, mufl das Restglied abgeschatzt werden:

dz

zZ— S

(15) |

& +100 . 1
z Sk
x® | <
271

5™ rer

bn—ico k=1

“+o0
CO$6” 1

5 +zt+sk v
(n — 1) (20 — 1))@ Dr2|Re(s) — o, / (H T(2 )|> |F( + it)|"dt

Dabei ist Cj eine Konstante; die Abschétzung wird gewonnen, indem man die
Funktionalgleichung der Gammafunktion auf die einzelnen I'-Faktoren mehrfach
anwendet und die dabei entstehenden Fakultdten m! durch die Stirlingsche Formel
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abschatzt.

Man sieht, dafl die Abschdtzung mit z — 0 immer schlechter wird, wobei die-
ses auch der wesentliche Nachteil der Berechnung von f(x, s) iiber die Summe der
Residuen ist: Man mufl mit wachsendem n in f(%, s) mehr Folgenglieder zur Reihe
der Residuen dazu addieren. (vgl.: [24, S.39], Proposition 2.7.)

Das Verfahren wurde meines Wissens von Tollis [24] zum erstenmal zur Berech-
nung der Werte einer Dedekindschen Zetafunktion angewandt, liefert befriedigende
Resultate und ist das derzeit effektivste Verfahren zur numerischen Berechnung
von Heckeschen L-Reihen.

Im néchsten Abschnitt gebe ich die Methode von Tollis zur Berechnung von f(z, s)
an. Sie mufl allerdings zu ihrer Anwendung auf Hecke L-Reihen verallgemeinert
werden.
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3.2. Praktische Berechnung

Wie die Theorie der Funktion f(z,s) ergibt, so mufi man die Residuen des Inte-
granden z* <ﬁ F(“’%)) I'(z)" - berechnen. Dazu beachtet man folgendes:
k=1

> (k)
(16) logT(z +1) = —yz + Z C(k Ffiir |z| < 1
k
Dabei ist v := klim (Z % - 10g(k)> die Eulersche Konstante. [1]
—o0 \ j—1

Die Definition des Logarithmus der I'-Funktion bereitet keine Schwierigkeiten, da
['(z) # 0 fiir alle z € C \ Z=°.
Mit der Verdopplungsformel

(17) L)z + %) = 2/72 %*T(22)

folgt dann aus (16) fiir |z| < 1:

(18) logF( ) log\/_—( v + log(2 Z—i—Z

Bildet man das Produkt zweier meromorpher Funktionen h(z), g(z) mit

—1 00 00
h(z)= ¥ ap(z—20) "+ X ap(z—2)" und g(z) = 3 bp(z —2)*, so erhalte ich
=—np k=0 k=0

—1 00

den meromorphen Anteil des Produktes g(2)h(z) = ¥ ar(z — 20)* X bp(z —
k=—ngo k=0
20)F + 3 ap(z — 2)F X bp(z — 2p)* als:
k=0 k=0

-1 k

(19) > (D0 aibry)(z = 20)"

k=—no j=—no
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bzw.:
(20) k_z (; a;be_j)(z — )" falls
(21) 9(2) = 3 bulz - 20)t

k=—1

d.h. die Funktion ¢ an der Stelle z = 2, einen einfachen Pol hat.

Aus der Funktionalgleichung 2I'(z) = I'(z 4+ 1) der I'-Funktion folgt:

r 1 r 1
(22) T(z—n)= ﬁ, daraus folgt: T'(z) = n((z +n)+ 1) :
I (= - k) I1((z+n)—k)
k=0 k=0
-2 re:+1
Aus F(z 5 n) = n(Z +1) folgt:
B
(23> z n N z n
B C
2 H(%—k) H(z+22n+1_2kT+1)
k=0 k=0
2n + 1 INCE
F(Z (271—1— >) = — (5-3) , also folgt:
k)
(24) z—l—;;l 1 z42n+1
Pl P +3)  _ TEFE+1)
PO ER o O3 -
Daraus folgt fiir 0 < |z +n| < 1:
logI'(z) =
Y(z+n +ZT (z 4+ n))¥ —log(z +n) — log((— Zlogl—
k=2
Y(z+n +ZT (z+n))F —log(z +n) —log((—1)"n) + > >
k=2 m=1k

Also:
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(25)
1 n o1 3 . "1l .
) = o O |7+ 20 e )+ DR+ 3 )
Fir 0 < |z +2n| < 1:
S (T ) 3|
0 P = VI o | (<G tosn + 52 ) G
(a0 8 o) S
Fir0<|z+2n+1] < 1:
(28)
z,  /m(=1) " (n 4 1) " 1
F(E)_ T 1) Xp [( (—+log(2))+mZ:0 2m+1> (z+2n+1)
<3 (0w -5+ 3 ) S
z+1 2 0% "1
(29) TI( 5 ) = (e 20 1) exp l(—§ + mZ:1 %)(z +2n+1)
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Diese Gleichungen ergeben mit mg := #{s; | s¢ = 1,k = 1...7} an der Stelle
zp=—2nfiir 0 < |z — 20| < 1.

(30)
mo 1 T1—mo
(H I'( : + Sk ) ['(2)™ = exp (Z log F(Z;_ )+ Z log T'( ) + 7y log F(z))
k=1
(_1>(z0r2+nr1)2r1fmo\/7_Tm04nm0n!(2m0*7‘1) ( ( ))
= ex zZ)).
(@) (=)o (s — )i P
wobei
> Llim S Do
= (r —+m m —
’ m=1 m ’ m=0 2 ’ m=1 2m

_(T_21 + 79)y — myg log(2)> (z — z)

ad 2my X1
+Z<(—1)k<(k} T2+m0+27m)+7"22W

i 1 “1 (2 — z)*
+my mZ:o 7(27” T + (r1 — my) mz_ (2m)k>

Fir —zp=2n+1und 0 < |z — 2| < 1:

(31) (H rZt S’“ ) D(2)" =

exp(g(z)).

—9 ri—mo (_1)(zor2+nr1)2mo\/7_I_T1—m04n(r17m0)n!(r172m0)
<2n + 1> ((Zn)t)ri=mo(—29)!r2 (2 — zo)(r2tmo)

wobel

=1 n 1 LN |
g(Z) = <7"2 Z —+(T1—m0)z 2m+1—|—m0mZ:1%

m=1 m m=0

~(5 27 = (1 = ma) 0g(2) ) (= = 20)

© 2mg — 7T 1
+I§2 <(—]_)k<'(k>(7'2 +ri—mgy+ %) —+ 79 Z_l W
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n Z—Z())k
) X G 2m+1 —|—m02 ) k

m= 0

Aus der Reihendarstellung der Exponentialfunktion 148t sich dann der meromor-

phe Anteil der Funktion ( II F(Z‘H’“)) ['(2)™ bei zo berechnen, wobei man beach-

tet, daffl man die Koeﬂimenten der Funktion g(z) nur bis k = ry + ro — mg bzw.
k = ry +myg berechnen muf}, wenn man noch das konstante Glied der Laurentreihe

haben will.

Sei weiterhin z, € Z<°. Ist dann

(32) (H r(= + ok ) )T = 3 Aus(z — 20)7* 4+ h(2).

k=0

wobei h(z) bei zg holomorph ist und h(zp) = 0 gilt, m = ry + r, — mg fiir 2
gerade, m = rz + my fiir zp ungerade, so berechnet man daraus den meromorphen

Anteil von ( II F(z+s’“)> F(z)”zls = Z ALy x(8)(z—20) "+ hy(2) folgendermafien
(hs(z0) =0 und hs holomorph bei zo)

Ao kr1(8) — A

(33) Fiir s # 29 : A, x(s) =
S — 2o
(34) und fiir s = 2z : A, x(s) = Ay 1.
Anfangswerte fiir den Fall s # zg sind:
—A
AZ m — zo7m‘
ms) = 222

[24]

Beweis: Fiir zg = s ergibt sich

(ﬁ F(Z - Sk)) I'(z)"™ L i Aoz = 20) ") 4 hy(2).

k=1 2 T8 k=0

wobei hy(z) := h(z)/(z—zo) ist also bei zy holomorph ist, da h(zp) = 0 gilt. Damit
ist der zweite Teil der Behauptung bewiesen.
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Falls aber s # 2, gilt, so hat man

S Az = 20)* 4 h(z) = (2 — ) (i Az — )+ hs<z>)

k=0 k=0

= ((z — 20) + (20 — 5) (Z A n(s)(z — 20) 7 F + hs(z)>

= Z Ao k(8)(z — 20) T 4 (2 — 20)he(2) + Z(Zo — 8) A k(s)(z — 20) " 4 (20 — 8)hs(2).

k=0 k=0

Der Identitatssatz fiir Potenzenreihen ergibt dann:

AZOJC = AZOJC-H(S) + (ZO - S)Azo,k(8>

und speziell:

Azo,m = (ZO - S>Azo,m(8)'

Daraus berechnet man dann den meromorphen Anteil bei z = zo von

x? <ﬁ F(“’%)) I'(z)" - mit Hilfe von (19) und von z* = z* Z i—(z — z)k:
k=1 k=0

- - (s Izolog(l“)kfj Lk
(35) > (Z Aoy L )( )

k=—m \g=—m

Hiervon interessiert dann aber nur das Residuum:

(36) Res,_,, (ﬁ(ﬁr(zzs’“)r(z)” ! )) gj w0 %

k=1 Z2— S5

Ist s € Z=° so ergibt sich ein zusitzliches Residuum der Funktion

z? ﬁ [(224)T(2)” - bei z = s als:
k=1

(37) e (M) e

Zusammenfassend: Alle Residuen bei z, € Z=° berechnet man also mit (36) und
fiir s ¢ Z=" das eine Residuum bei z = s nach der Formel (37). Aufsummiert wird
die Reihe dieser Residuen nach wachsendem —zg € N .
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3.3. Eine andere Methode der Berechnung von f(z,s)

Die geschilderte Methode der Berechnung der Funktion f(z,s) kann folgender-
mafen effektiviert werden:
Fiir imaginidrquadratische Korper ist

§+1i00
1 dz

S —— T
) =g | e

Wegen der schon nachgewiesenen Konvergenzeigenschaften ergibt sich:

1 d dz 1 dz
— = r— —x°T = — / r
mdxf(x’ S> J:27”'6 / dxx (Z zZ—5 27r2'6 = (Z>z — s
1 6700( )T (2) dz 1 6700 T(2) dz
= — z—s)x’(z — sz’ (z
27 z—8 2m Z— 8
6—ioco b—ioco
1 6+100 1 .
= — (=) T(2)dz + sf(z, s)
27”6—1’00 T

Man erhélt also eine lineare Differentialgleichung. Dabei gilt:

6+100
1 1 -1
— [ () T(2)dz = exp(—)
7-”671'00 T T

Dies folgt aus bekannten Tatsachen iiber die Mellintransformation.

Man kann nun die Differentialgleichung x%f(a:,s) = exp(—%) + sf(z,s) dazu
verwenden, die Taylorkoeffizienten dieser Funktion rekursiv auszurechnen. Be-
schrieben wird dies bereits von Tollis [24]. Dieses Verfahren zur Berechnung der
Funktion f(z,s) wird in dem Artikel von Roblot und Cohen [2] auf reellquadrati-
sche Zahlkorper angewandt.

Allgemein 148t sich folgende Differentialgleichung fiir die Funktion f(z,s) bestim-
men:

d 1 6+1i00 1

v flays) = o / (Hr (2 )F(z)”dz-i—sf(x,s)
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Fiir die interessierenden Anwendungen der Berechnung von Stark-Einheiten be-

schranke ich mich nun auf den Fall, daf (]_1[ F(%)) ['(z)” = T(Z4)T(2) gilt.
k=1

Mit der Verdopplungsformel (17) ergibt sich fiir den Fall

(I T(5%)) Ty = D(IT(), da (5 T() = BETE)T() sl

2% 2

Zuerst werde ich eine Differentialgleichung fiir

ableiten.
Sei r=1. Dann ergibt sich:

6+1i00

LR =5 [ Az + 1) Grop it

Lz,
pe 1 d-+i00
xﬁﬂ(x) =5 / 2(2 4+ 1) (2 + 2)z==HI1(

§—1i00

z+1

5 7T (2)dz.

Fiir den Integranden y;(z, z) := 27 *I'(2)(2) gilt:
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woraus folgt:

d? d?
6+ioco
1 N (z4+2)+1
— (o) (242)
( 2)2m_6 / T r ( 5 ) ['(z+2)dz
§+241i00
1 z+1
_ () x—zr( )F(z)dz
27”6+27ioo 2
6+ioco
1 z+1
=(—2)— T ['(z)d
( >27ri6. ( 2 > (2)dz
= (=2)Fi(z)

Es gelte fiir ein gegebenes r > 1, y,(x, z) := a *T' ()" T'(2):

r . dk+2
> ()t (5, 2) = (<2 (5 + 2),
k=0
r dk+2 .
(38) also: Z ak(r)xkdkaFT(x) = (=2)"F.(z)
k=0

mit: a,.(r) =1 und ao(r) = 1.
Beachtet man:

dn+2
dpnte Iret

so folgt:

(@,2) = (<15 (4 (4 D)o~ AN(

)" TL(2),

57
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dn+2 dn+1
xm@/rﬂ(ﬂ?, z) + nm@/rﬂ(ﬂ?a z)

= (=1)"z- - (z + 0)[(z + (n + 1)) = n)]a” D (Fo—=) 1T ()

Z+1)’"F(2)F(2;1)2(Z;1>

z+1
2

— (_1>n2 L (Z + n>xf(z+n+1)l-\(

2
dntt z+1 (241)
dntt (z+2)+1

Damit ergibt sich induktiv:

r . dk+3 dk+2
kz ar(r)x (mmyr+1(a:, z) + (k+ l)myr+1(x, 2)>
=0

2 1
L e |
Also:
r+1 . dk+2 .
> a7 + D e (,2) = (2 (2 4 2)
k=0
r+1 . dk+2 .
= > ap(r + )2t s P (2) = (=2) (o),
k=0
wobei:

arp1(r+1)=1=ap(r+1) und ax(r+1) = ar_1(r) + (k + V)ap(r) fir 0 < k < r

Die Differentialgleichung zu g,(z) := f(1,s) ergibt sich als:

x%gs(x) + Fo(x) + sgs(z) =0
Leitet man diese k 4+ 2-mal ab, so hat man:
dk+3 dk+2 dk+2
xmgs(ﬂf) + Wﬂ(ﬂf) +(s+ (k+ 2))W9s($) =0

Also folgt mit (38):

S au(r)t (m%gs(x) (s (b + 2))%%@)) —(—2) <x%gs(r) + sgs(a:)> |

k=0
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Damit hat man eine Differentialgleichung fiir g,(z) = f(2, s),

x?

r+1 k+2

> x40 + aulr)Cs 6 2l )| + (2 (o) 4 50,0 =0,

k=0

wenn man a,;1(r) := 0 und a_;(r) := 0 setzt. Nun interessieren genau die Werte
f(€,s) mit n € N. Wenn man also obige Differentialgleichung schreibt als

r+1 N dk+2 " d
k;)bk(s)x mgs(x) + (—2) (x%gs(x) + sgs(x)> =0,
so ergibt sich als Differentialgleichung fiir G4(z) := g,(&) = f(%, s):

S bu(s)ata () + E2
S)T T
k=0 * ’ 02

(2G(x) + 5G4 (2)) = 0.

Fiir n < 2 ist die Berechnung der Reihe der Residuen giinstig, wie die Abschitzung
(15) S.47 zeigt.

Fiir n > 2 hat man:

= GO —1)

Z l!

1=0

00 G(l+k) -1
bzw.: GH(n) =" #

=0

fir 1 <k<r-+2

Aus gegebenen Anfangswerten fiir G(*)(2) mit 0 < k < r + 2, lassen sich mit den
obigen Taylorreihen und der Differentialgleichung rekursiv alle in der Formel von
Friedman benotigten Werte f(%, s) mit n > 3 berechnen.

Zur Berechnung der Anfangswerte ng)(2) mit 1 < k <r + 2 beachtet man:

6+i00

G (z) = % / (2 (2 4k — 1))(~1/C)* (g)_(z+k)r (Z ;r 1>TI‘(2)Zd_ZS
~(z+k)

Der Integrant (z---(2+k—1))(=1/C)k (%)
bezeichnet. Von diesem berechnet man die Reihe der Residuen wie im letzten

Abschnitt und erhilt so den Wert ng)(x):
Hat man (vgl.: S.53) T (%)T ['(z);

r (%)T I'(z) = sei mit F{¥)(z)

x

= 5 (A (9)(2 = 20) ) + Aupos) + D (2)

— =0
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(mit h, holomorph bei z = z; und hs(z5) = 0), und weiter den meromorphen
Anteil der Funktion (vgl.: S.54 (35) )

zZ— S

1\" 1 m .
T (2] M) =3 Bayy(s,0)( = 20)7 + B2
7=0
(hsx ist holomorph bei z = z) bestimmt, so beachtet man zunéchst:

1
F5(2) = —— (2 + k) F(2)

S,T

T
und
O — ooy (1Y oy L & y
FO() =0~ (52) P = ¥ Bu(s,2)(z = 20)7 + hoa(2)
’ z—s D
Sel
ZBZOJ Z_ZO>7j+hgl,2(Z>

mit bel z = 2y holomorphem hg’fg, so folgt also:

7=0
+ (20 + k) (‘71 jéB,EO)](s, w)(z— 20) 7 + hgk)(z))
— _(Zo;_ k) Bgf?m(s, z)(z — z)
n :1 _71 (B, (s, ) + (20 + B) B, (5,2)) (2 — 20) 7 + H(2)
H(z) ist eine bei z = zy holomorphe Funktion.
Wegen
FE () = 32 B e, ) =20+ )
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hat man dann:

— k
B (s, 2) = (207"")35]3)"1( z) und
(39) e
B (s,0) = 1 (B0 5,7) + (20 + KB (s,2) fie j < m.

Damit ergibt sich jeweils

Res.—., F®)(2) = BY (s, )

20

und fiir s & Z=°:

Resye o FO(2) = (5+++ (5 + k — 1))(=1/C)* (%)_(Hk)r(*gl)rr(s).

Man hat dann:
GW(2) = Res.cu P (2) + Y- B (s

20=0

o0

O]
Nun soll die Konvergenz der Reihe f(£,s) = G,(n) = X w untersucht
=0 '
werden.

Eine Abschiatzung des m-ten Restgliedes in dieser Taylorreihe mit Entwicklungs-
punkt n — 1 ergibt (n—1<& <n) (6§ > Re(s)):

G (g)

|(;1—|—1)!|:

- mt1 120 [ m —(§+m+1+it) i
|%/ (_1:[(5+j+it)) (g) p(%w(ﬂmi|

/°°| 6+m+1—|—zt)|< 1 ><5+m+1)|r(6+z‘t+1)|,, dt
m+1)! n—1 2 |6 + it — s|

Zur weiteren Abschitzung beachtet man die Produktdarstellung der Gammafunk-
tion:
1 = z z

) zexp(yz) kl;ll(l + %) eXP(—E)-

(40)
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Dieses Produkt konvergiert lokal gleichméfBig fiir alle z € C.
Dann ist also fiir 2 = o + 4t mit 0 € R” und t € R

['(2) k+o it
‘1—\(0_> | ||eXp( ]{Z+Z |6Xp(?)|.
Aber es gilt /% <1 und ‘H“ < 1, also:
IT(o +it)| < T(o).
Damit folgt fiir » > 1:
GUmI(€)
NE (m+1)! |
<F(6+m+1 05 /| 6+2t+1)| dt ( 1 ><6+m+1> |F(6+1>|T 1
— (m+1)! 2 |6 +it—s| ] \n—1 2

Die Schwarzsche Ungleichung fiir Integrale zeigt:

+o0o
1 O+it+1 1
AL

dt <
2 >||6+it—s| -

2T

1 s+l , N\ (11
P / T(———)[7dt P / ‘7_
27 2 2 J 1o+t —s

Beachtet man dann

1
2 2
dt)
+00

“+00
5+ it +1 541
/|F(%)|2dt=2 / |F(%+it)|2dt,

— 00

so geniigt die Berechnung von (a € R>?)
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17 | 1
— [ T(a+it)dt = — / I'(a+it)I'(a+it)dt = — / ['(a —it)[(a + dt)dt
2 . 2m 2 .
+00 00 +00 +00
1 , d 1 : d
:%/ O/xa”exp(—x)?xf‘(a—kit)dt: O/exp(—x)x%%_/ xf(aﬂt)r(a—i-it)dt%
7 de T de T /z\% dx
— o 2a a2 = —2a o) — = - P Vi
/exp( z)r™ exp(—x) " /x exp(—2x) . /<2> exp(—x) .
0 0 0
['(2a)
22a
Es ist fir s € R
70 ! 2dt—70 L o= 70 A
Jods+ait—sl ) (§—s2+2  |6—s| ) 14+ |6

Damit hat man

G

| (6 +m+1)yL+1)
(m+1) "~

(m+1)!

0+1

06 ( 1 ) (6+m+1) )
-
25\ fols—s| \n—1 2
Die reelle Version der Stirlingschen Formel

L(z+1) = (z/e)"V2rzexp(rh) (mit 0 < 0 <1,z € R”* ) und (1+ £)™ < exp(y)
(fir y € R”°,m € N) ergibt:

L(6+m+1)

_ ((6 +m)/e) ™) J2m(§ +m) extp( 1 )
P((m+1)+1) = ((m+1)/e)mfan(m+1) 1208+ m)

51
< (6+ m)(“)\J (Tﬂ + 1)

Damit hat man dann die Abschéatzung des Restgliedes der Taylorreihe:
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(41)
Gngrl) (f) (6-1) 5—1 06\/F(5 + 1) 1 (6+m-+1) 6+1 re1
T < (5 m)O [ ) Y (=) e
(m+1)! m + 2555, /|6 — 5| \m
o+m
(6 + m)®=1) wichst mit m polynomial an, dagegen fillt (ﬁ (etmy) mit m ex-

ponentiell ab. Insbesondere fillt fiir wachsendes n der Betrag des Restgliedes in
der Taylorentwicklung, und man muf§ also immer weniger Folgenglieder zur Reihe
dazu addieren, je grofler n wird. Damit ist dieses Verfahren ganz offensichtlich
besser, als die Berechnung der Reihe der Residuen.

Fiir die Restglieder von G)(n) beachtet man (1 <1 <7+ 1):

GmIE) _ e

[
m! (l—|—m j:l

und

o) <o (ﬁ”(ﬁu)(mz—m

Fiir die Berechnung von A(1,y) bendtigt man in der Formel von Friedman nur
f(£,0) und f(£,1). Dafiir erhélt man:
Fiir s=0und 6 = 1:

(42) |

IN
|

<€ (L)

Fir s =1 und 6 = 2 hat man:

e G B e e e

(m+1)! 2
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4. Berechnung der Artinschen Wurzelzahl

Sei Oy, der Ring der ganzen Zahlen des algebraischen Zahlkorpers k. Sei m C Oy,
ein ganzes Ideal. Ist Op/m der Restklassenring nach dem Ideal m, so bezeichne
(Ok/m)* seine multiplikative Untergruppe. Die Bezeichnung (O} /f®)* fiir den
endlichen Anteil §(°) eines Fiihrers f ist dann in diesem Sinne zu verstehen.

In der Berechnung der Artinschen Wurzelzahl fiir primitive Charaktere beziehe
ich mich auf Hasses ”Zahlbericht”. [9, S.35] Die dort angegebene Darstellung
geht, ebenso wie die von Neukirch gegebene [16], auf den urspriinglichen Beweis
der Funktionalgleichung durch Hecke zuriick. Sie ist dennoch den moderneren
Darstellungen (Tates Beweis in: [12]) vorzuziehen, da diese letztlich die Artinsche
Wurzelzahl als Produkt lokaler Faktoren darstellen.

SATZ 28 (ARTINSCHE WURZELZAHL). Die in der Funktionalgleichung A(s, x) =
W(x)A(1 — s, x) vorkommende Artinsche Wurzelzahl W(x) st gegeben durch:

()= .
w = exp(2mi Tr
(x) NG . n%fx x(a% p( (p))

Daber sind die Ideale a irgendwelche Reprdsentanten derjenigen Klassen der Strahl-
klassengruppe I(fx)/HfX, fir die qilt a = f&O)D mod f§<°°), wober f, = f&o)fgfo) eine
Faktorisierung des Fihrers f, in seinen endlichen und seinen unendlichen Anteil
darstellt. D st die Differente.

Die Zahlen p hingen dann von a ab: a/(f&O)D) =(p).

p ist positiv beziiglich derjenigen Stellen, die fgcoo) teilen, d.h.: p € Hf(oo) Man
hat zu summieren tber ein vollstindiges Vertretersystem derjenigen Zahlen p mit
(p) = a/(§x D), wobei zwei solche Zahlen py und py als gleich anzusehen sind, falls
(p1 — p2)D ein ganzes Ideal ist.

Man sieht zunéchst, daf (p) = a/(§'D) = (p1) zur Folge hat, daf p; = pe mit
einer Einheit €. Diese muf} beziiglich f§<°°) positiv sein, da fiir p und p; dies gilt.
Hieraus folgt:

(p — pe)D ist ganzes Ideal genau dann, wenn (1 — €)(p)D ganz ist. Dies ist dqui-
valent zu: (1 — 6)(a/(f§<0)D))D ist ganz, welches wiederum dazu dquivalent ist, daf
(1—¢) a/f&o) ein ganzes Ideal ist.

Da a € 10X gilt, sind a und f&o) teilerfremd. Also teilt fgco) das Hauptideal (1 —¢).
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Dies ist dquivalent dazu, dal 1 = ¢ mod fgéo).

Ich interessiere mich also fiir diejenigen mod *fgcoo) positiven Einheiten, welche in
verschiedenen Klassen mod f&o) liegen.

Habe ich genau eine Fundamentaleinheit (die Gruppe der mod *f§<°°) positiven
Einheiten hat genau den selben Rang), so muf ich also den kleinsten Exponenten
n € N suchen, so dal 1 = ¢” mod fgco) erfiillt ist. Dann entsprechen 1...e"~! den
verschiedenen Klassen mod f&o). Im allgemeinen wiirde man dann ein bzgl. fgé’o)
positives Fundamentalsystem von Einheiten beziiglich einer Basis der endlichen
multiplikativen Gruppe ((’)k/fgéo))* darstellen [17] und von der durch diese Einhei-
ten erzeugten Untergruppe eine Basis ausrechnen. Man héatte damit jeweils alle
paarweise mod fgéo) inkongruenten bzgl. fgéoo) positiven Einheiten.

Notation: Fiir eine multiplikative Gruppe mit Elementen {v; ... v}, v = (v1,... , V)
und einen Vektor
21
. . m zZa
z = : € Z™ sei definiert: v=:= [] v;".
() 7=l

ALGORITHMUS 1. Artinsche Wurzelzahl
input: Charakter x, Ordnung Oy.
output: Artinsche Wurzelzahl: W(x).

(1) Berechne Fundamentaleinheiten von Oy: {e1,--- ,€.}.
Dabei ist r =11 +1ry — 1;

(2) Berechne daraus die bzgl. fgcoo) = Vs, -+ Vs, positive Einheitengruppe durch
Angabe eines Fundamentalsystems. vg -+ v, sind die reellen Einbettun-
gen, die f, teilen:

Zundchst ersetze €; jeweils durch —e; genau dann, wenn vy (e;) < 0 gilt.
Firi=1---m,3=1---r:

setze a; ; == { (1) ;ZZ; Z:Eg; i 8 A= (a;4).
Ty
Sei x = : € Z". Bestimme die Lisungen von Axr =0 mod 2 durch
Ty
bgl) b(»)
Angabe einer Basis by := : ceeb, = | er=(er, ., 6).

o) br)
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Dann sind ny = e, ... 0, = & ein bzgl. fgcoo) positives Fundamentalsy-

stem.
(3) Berechne Reprasentanten der Gruppe der positiven Einheiten in ( Ok/f(o

e Berechne fiirn; miti € {1...r} den Koordinatenvektory; :

ym i
bzgl. einer gegebenen Basis {a;...a,} von ((’)k/f(o ) =
(ag,...,a,).

e Die gegebenen Koordinatenvektoren y. stellen ein Erzeugendensystem
einer Untergruppe von Z™ dar. Berechne davon eine Basis: Tiy. .., T
Berechne a%i, 1 < i < k. Bestimme die Ordnungen t,... ,t, von
aZi, ..., a% in (Ok/fgco))*. Aus den dann gegebenen Zm—Vektoren bilde
FEinheiten, welche durch sie reprdisentiert sind: {a; := n*L...qy =
N} o= (g, ..., o).

Ein wvollstindiges System von Reprdsentanten paarweise mod f&o) inkon-
gruenter und bzgl. f§<°°) positiver Einheiten ist dann A = {a” | T =
(oo Th) €EZF mit 0 < 1y < ty,...0 <7 <t}
(4) Berechne fir eine Basis {by ... bmfx} von I(fx)/HfX jeweils thre Darstellung
Y1,
Yy = : bzgl. einer Basis von I/Hf(oo). Berechne die Darstel-
- X
ym;oo )2
dy
lung d = : von ngco) bzgl. der selben Basis von I/Hf(oo). Lése
X
i,

T T

<y1, Y ) : =d. Fir die durch : reprdsentierten Ele-
- U Ix
me xmfx

ment v von I/ H; bilde jeweils ¢((Df")~" und berechne ein reprisentie-
rendes Element p € k mit (p) = t(Df&O))*l, welches positiv bzgl. f§<°°) ist.
Ergebnis: Paare der Form (p,t)

(5) Berechne jeweils B := pA. Bilde dann zu jedem b € B die Zahl exp(2mi Tr(b)),
addiere und multipliziere die Summe mit x(t). Addiere dann die Resultate
> o

(zi)k=

fiir jedes v. Multipliziere mit ~
N



68 IV. NUMERISCHE BERECHNUNG VON HECKESCHEN L-REIHEN

5. Berechnung von (5(0,0)

ry ist wieder die Anzahl der reellen Stellen, bzw. 75 die Anzahl der komplexen
Stellen von k.

Sei L(0,x) = 0 fiir alle Charaktere y, die auf der der abelschen Kérpererwei-
terung K /k zugeordneten Idealgruppe IV /UT(K/k) definiert sind.

Dies ist sicherlich der Fall, wenn entweder 7o > 1, d.h. eine unendliche Stelle kom-
plex ist, oder eine der reellen Stellen den Fiihrer f, von y nicht teilt (vgl.: Lemma
1 S. 29). Das zweite ist gleichbedeutend damit, dal es in der Vollstandigen Hecke
L-Funktion (S.27) einen I'-Faktor F(%) mit sy =0 und 1 < k' < ry gibt.

Die Vollstandige Hecke L-Funktion ist A(s,x) = C* ﬁ D(=£)0(s)™ L(s, x) mit
k=1
O .— JDNG)

T4T2

Deren Funktionalgleichung ergibt:

(44) 113(1]sr(s)csL(i’ X iy 113%1‘[ T SJ;S’“) D(s)7"2A(1 — 5, %)
bzw.
(45)
i 2570 = i iy H D)) AL = 5.0,
k 9 k’

L'(0,x) = W(x )(H H 0)0™~"A(1,X)

bzw. aus (45)
1
2L,(07 X) = W(X)( H —71')( H 0)0T2A(17 X)
sk=1 S = 0
k #k

Die dabei interessierenden Félle sind nur entweder v, = 1 und s, = 1 fiir alle
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kef{l...r}:

WAL, x)
VT
bzw. 1y = 0 und s = 0 fiir genau ein k € {1...7}:
WAL, X)
27!

Um (4(0,0) zu berechnen, miissen die Funktionen A(s,x) geeignet abgedndert
werden. Sind aber speziell die Fiihrer aller relevanten Charaktere gleich, bzw.
sogar entweder f, = f (f Fithrer von K/k) oder L'(0,x) = 0, so brauchen die
Funktionen nicht verdndert zu werden.

Im Falle des Hilbertschen Klassenkorpers (S.74) tritt diese Situation ein. Daher sei
von jetzt an S := S, U{p € Py | p teilt {}. Es ist S, die Menge der unendlichen
Stellen von k.

Aus (2) S.28 folgt dann:

(46) L'(0,x) =

(47) L'(0,x) =

C.IS‘(Oa Ua) = ﬁ Z L,(Oa X)W;

d.h. wenn genau eine komplexe Stelle existiert und alle reellen Stellen in K,
verzweigen:

1 S
48 0,0,) = — A1, ¥
(48) (5(0,04) [K:k]ﬁlgw(x) (1, X)x(a)
bzw. fiir genau eine unverzeigte reelle Stelle und r, = 0:

(49) C40,00) = e S VOOAL UN(E)

vgl.: [20].

n
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KAPITEL V

Der Hilbertsche Klassenkorper

1. Korpererweiterungen und Stark-Einheiten

Sei k ein total reeller algebraischer Zahlkorper mit Einbettungen vy ...v,, n =

[k : Q]. Sei a ein primitives Element, dessen simtliche Konjugierte a(? := v;(«)
also verschieden sind und sich der GroBe nach anordnen lassen, 0.B.d.A.: o) >
0>a® > ... > a". (Durch Umnumerierung und Addition einer geeigneten

rationalen Zahl.)

Mit dieser Zahl a bildet man k(y/«). Ist dann Hy der Hilbertsche Klassenkorper

von k, so setzt man K := Hy(y/«). Nach seiner Definition ist Hj unverzweigt:
Insbesondere ist mit total reellem k auch Hj total reell. Es gilt: Vo) € R und
fiir e > 1: Im(\/ﬁ) # 0.
Damit sind die Einbettungen des Korpers K, welche auf k£ mit v iibereinstimmen,
sdmtliche reell, widhrend die Fortsetzungen von v, ..., auf K komplexe Einbet-
tungen sind. Der Kérper K = Hy(y/«) = k(y/a)Hy, ist als Kompositum abelscher
Erweiterungen wieder abelsch iiber k.

Diese Situation sei nun in allgemeinerer Form gegeben:

K

Hy

k
Dabei sei K/k abelsch, [K : Hy] = 2. Die Fortsetzungen der Einbettung vy von

71
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k auf K seien reell, bzw. die Fortsetzungen der Einbettungen v, ...v, seien echt
komplex. Anders ausgedriickt: der Fiihrer f der abelschen Korpererweiterung K /k
hat als unendlichen Anteil genau: f(oo) = Uy Uy,

Sei nun 7 der nichttriviale Automorphismus aus G(K/Hy). Er entspricht fiir die
Fortsetzungen der Einbettungen vy ..., der komplexen Konjugation: Die kom-
plexe Konjugation hélt H,,m),- -, H,, &) elementweise fest. Dies folgt aus der
Tatsache, dal Hj unverzweigt ist, also alle Einbettungen von Hy reell sind. Ins-
besondere aber sind die Einbettungen von K nach C, Ks,..., K,, echt komplex
und quadratisch tiber H,,x),- -+, H,, ). Damit ist die komplexe Konjugation der
eindeutige nichttriviale Automorphismus aus G(K;/H,, ) fir 2 < j < n.

Sei x € G*(K/k) mit x(7) = —1 gegeben.
Dann ergibt sich mit (47) S.69, (3) S.28 und dem Lemma auf S.29: L'(0, y) # 0.
Sei nun 0 € G(K/k) mit 6(¢) = € gegeben, wobei € die Starkeinheit (S. 30) ist.
Dann folgt unter Verwendung der Starkschen Vermutung (w; ist eine Fortsetzung
von vy):
(50)

07 > x(0)loglo(e)lw, = Y x(a8)log|od(e)|w, = x(8) D_ x(0)log|o(€)|uw,,

oc€g o€g o€g

woraus folgt:

x(0) =1.
Jeder Charakter mit y(7) = 1 kann als Charakter von G/(1) betrachtet werden,
wobei fiir die Gruppe (7) gilt: #(r) = 2. Also gilt:
#{x I x(T) = =1} = #G" — #{x [ x(7) = 1} = #(G/(7))" = #G /2.

Die Anzahl der Charaktere, fiir die x(6) = 1 gilt, ist also grofier als #G/2, da
auch fiir den Hauptcharakter yo = 1 dasselbe gilt, aber xo(7) # —1. Aber es ist
{x | x(0) = 1} eine Untergruppe von G*, deren Ordnung groer ist als #G/2 und
deren Ordnung #G* teilt. Daraus folgt:

{x|x(0) =1} =g~
Da G abelsch ist, mufl dann # das Neutralelement von G sein.
Man hat also:

(51) f€Gmitfe) =e=0=1

Also sind alle Konjugierten von € bzgl. K/k verschieden und e ist ein primitives
Element: K = k(e).

Koch beschreibt die Situation fiir zyklische Erweiterungen,[12, S.233] und Roblot
fir [K : Hy| = 2 [20, S.40]. Die Konstruktion S.71 geht aber eigentlich auf Stark
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zurtick [21, 22], welcher sie als Zwischenschritt zur Bestimmung der Starkeinheit
bei der numerischen Uberpriifung seiner Hypothese benutzte.

2. Hilbertsche Klassenkorper
Sei [K : Hgy| =2 und G(K/Hy) = (7).

Wendet man auf e7(e) den Automorphismus 7 an, so ergibt sich:
T(eT(€)) = er(e), d.h. er(e) ist im Fixkorper Hy von () enthalten.

Aus der Starkschen Vermutung folgt |er(e)|,, = 1 fiir j = 2...n, wobei w; ir-
gendeine Fortsetzung von v; auf K ist. Da er(e) € Hy, also w;(er(e)) € R gilt,
hat man w;(er(e)) = 1 oder = —1. 7 entspricht fir j = 2...n der komple-

xen Konjugation, d.h. w; o 71 o w;l(x) =T fir v € K; = w;(K). Daher :
wj(er(€)) = w;i(e)(w; o 7o wy ') (w;(e)) = wj(e)w;(e) > 0. Also ist w;(er(e)) =1

und damit auch er(e) = 1. Daraus folgt die Gleichung: 7(e) = L.

Vollig analog ergibt sich dann damit: n = % + € € Hy.

Bilde ich dann das Polynom z? —nz + 1 € Hy[z], so hat dieses eine Faktorisierung
(x —€)(x — e ') in K[z]. Wire Hy, # k(n), also k(n) ein echter Teilkérper von
Hj,, dann wiirde die durch die Nullstelle € von 22 — nx 4 1 erzeugte quadratische
Erweiterung k(n, €) echt in K enthalten sein, somit k(¢) # K im Widerspruch zu
der gerade gezeigten Folgerung aus der Starkschen Vermutung. Es ergibt sich also:

(52) Hy=k(e+e ")
Zur Berechnung des Hilbertschen Klassenkorpers geniigt es also, das Polynom

(@ —m) -+ (z —m) mit n; == wi(A;(n))
zu berechnen. Dabei ist h die Klassenzahl von k und \; € G(Hy/k).

In der praktischen Berechnung ist die Konstruktion Hy(y/«) auf Seite 71 meist
nicht die giinstigste. Statt dessen geht man alle moglichen Erklarungsmodule
m = mpm,, nach der GroBle von N(mg) € N durch, wobei my, genau von der Form
vy - -1, 18t und berechnet jeweils den Fiihrer der Strahlklassengruppe I(m)/Hm.
Hat dieser dann als unendlichen Anteil wieder vy ..., so untersucht man, ob es
eine Untergruppe U mit 1™ > H™ 5 U > Hy,, [H™ : U] = 2 und einem Fiihrer
gibt, der wieder als unendlichen Anteil v,---v, hat. (H™ ist die Gruppe der
Hauptideale prim zu m.)

Die Konstruktion Hy(y/a) im letzten Abschnitt (S.71) zeigt, daf es einen Fiihrer
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mit den gewiinschten Verzweigungseigenschaften gibt. Einen Fiihrer mit minima-
ler Norm erhélt man aber durch obiges Verfahren. Dies ist deswegen wichtig, weil

in den Funktionen f(z,s) die Zahl \/N(f,) als multiplikativer Faktor eingeht, d.h.
die Grofle der Starkeinheit wichst mit diesem Wert exponentiell.

Die Bestimmung der interessierenden Charaktere mit x(7) = —1, wobei G(K/Hy) =
(1) hat zur Grundlage (S.21):

(K/k,p)’ = (K/Hy,q) wobei p C q und f := f(q/p).

Daraus leitet man dann ab, dafi der Artinisomorphismus bzgl. K/k jedem reprasen-
tierenden Ideal der nichttrivialen Klasse der Gruppe H™ /U den Automorphismus
T zuordnet.

Diejenigen L-Reihen L(s, x) mit Charakteren x(7) = 1 brauchen nicht berechnet
zu werden, da fiir diese L'(s, x) = 0 gilt. (vgl. Lemma auf S.29)

BEMERKUNG 2. Fir Charaktere mit x(7) = —1 gilt: f, = f(K/k)

Beweis: Zu bestimmen ist der Fiihrer von K, /k:

Ist Hj der Hilbertsche Klassenkorper zu k, so gilt offensichtlich, dafl K, ¢ Hj.
Denn 7 hélt Hy, punktweise fest. (k ist total reell, Hy, ist unverzweigte Erweiterung
von k, also auch total reell.) Also kann nicht K, C Hy gelten, da x(7) = —1 gilt.
Aber nach Voraussetzung: [K : Hy| = 2. Somit hat man: K, H, = K. Es ist
also Satz 20 auf S.21 anwendbar: Erklarungsmodul zu K, /k ist nach Definition
fy, ebenso ist f, Erklarungsmodul zu Hy/k, da es ein Vielfaches von f(Hy/k) = O
ist. Also ist K/k iiber den Schnitt der beiden Idealgruppen zum Erkldrungsmodul
f, erklart, der Fithrer f von K/k teilt also f,. Nach Satz 24 auf S.23 teilt aber f,
den Fithrer f. Somit gilt: f = f, [20]. O]

3. Erzeugendes Polynom und Verifikation

Ein algebraischer Zahlkorper K, der eine reelle Einbettung besitzt, hat genau die
Torsionseinheiten {1, —1}. Die Starksche Vermutung ergibt dann:

(53)  10glo(€)l, = —2¢'(0,0), also folgt: |#(e)], = exp(~2'(0, 7).
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wobeil w; eine der Fortsetzungen von v auf K ist, und o irgendein Automorphis-
mus aus G(K/k).

Die Starksche Vermutung besagt, dafl alle anderen Konjugierten von € vom Betrag
1 sind.

Die Starksche Vermutung besagt iiber € weiter: K (/€)/k ist abelsch. Dies heift
insbesondere, dafl K(1/€)/k galoissch ist. Ist dann aber eine der Konjugierten
o(wq(€)) fiir ein o € G(K/k) positiv, und dies sei O.B.d.A. 0 =1 d.h. wy(e) > 0,
so ist also K(y/¢) C R. Da dieser Korper galoissch ist, enthélt er auch (/o (e) fiir

alle 0 € G. Also miissen alle o(¢) positiv sein. Konsequenz:

Alle Konjugierten o(e) haben dasselbe Vorzeichen, konnen also alle als positiv
vorrausgesetzt werden.
Damit hat man fiir die reelle Einbettung w; sogar:

wi(o(€)) = exp(=2¢(0,0)).

Man erhélt also durch die ndherungsweise Berechnung von (’(0, 04)) eine Appro-
ximation von wy(co(€)). Dabei durchlauft a ein Reprisentantensystem der Gruppe
I(f)/Uf, wobei | der Fiihrer der auf Seite 73 bestimmten Idealgruppe ist.

Dies 148t folgende Aussage iiber die verschiedenen Konjugierten von n = e4¢ 1 €
H,, 7u:
Fiir die Koeffizienten ay_1...ay € k des Polynoms
(x—m) - (x—m) =" +ap 12"+ .. Fag
erhilt man, dafl
(54) vi(a;) ~ (=1)" "oy (1, 1),

wobei 7, ..., die reellen Approximationen von wy(n;), ... ,w;(n,) sind, und o;
die elementarsymmetrischen Polynome sind [19, S.50].

Die anderen Konjugierten v;(ap_1)...vj(ag) mit j > 2 lassen sich dann nur noch
betragsméafig abschéitzen:

(55) |T’|wj S |6|w]. + |6_1|wj =1 + 1=2 =

h .
|afi|t/j = |0h—i(7717 R 777h>|1/]' S Uh—i(za s 72> = <h - Z) zh_l
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Oy, wird mit (k ist total reell)

vi(a)
a € O —

Vn (@)

nach R™ eingebettet. Das Bild ist eine Gitter im R*. Man weif}, dafl der Ellipsoid

<&+ (n—1) ((h}ii>2“>2

alle fiir a; in Frage kommenden algebraischen Zahlen enthélt, wobei a; die Ap-
proximation von vi(a;) ist und 6 der Fehler |a; — vi(a;)| ist. ||.|| bedeutet die
gewoOhnliche euklidische Norm im R”.

Man zdhlt also mit dem Algorithmus 4.2. in [18, S.25] die O}, zugeordneten Git-
terpunkte aus, die im Ellipsoid enthalten sind. Danach iiberpriift man fiir die
erhaltenen Zahlen «, ob sie den Bedingungen |d; — vy ()| < 6 und |vj(a)] < 2 fiir
n > j > 2 geniigen.

Ty — a4

(56)

Ty

T2
-

Tn

Ty
Tn

Mit diesen Zahlen « bildet man die Polynome g(x) := 4+ ap 2"+ ag
und priift, ob diese irreduzibel iiber k sind.

Erst dann berechnet man die Relativdiskriminante der durch g(z) iber k be-
stimmten Koérpererweiterung, bestimmt deren Signatur iiber Q (muf total reell
sein). Von den nun verbleibenden Kandidaten stellt man mit dem Verfahren aus
[11, S.72] stellt fest, ob sie abelsch sind.

Es sei angemerkt, dafi eine algebraische Zahl £ € k eindeutig durch v(§) € R
bestimmt ist. Ist dann £ € O sogar ganz und hat man fiir die anderen Kon-
jugierten v;(§) € R (2 < j < n) obere und untere Schranken, so ist die ganze
algebraische Zahl & bereits durch eine gentigend genaue (vom Gitter abhingig)

e~ —

Approximation v () eindeutig bestimmt. Fiir die Polynome ¢ heiit das, dal man
genau ein solches Polynom erhélt, wenn die Berechnung der Werte der partiellen
(-Funktionen nur genau genug war.

Dieser Sachverhalt legt folgende Alternative zur Bestimmung der Koeffizienten
ap_1,.-. a9 des Minimalpolynoms g(z) € O[z]| von « nahe:



3. ERZEUGENDES POLYNOM UND VERIFIKATION 7

v1 (W)

Sei {wy, ... ,w,} eine Basis von Oy mit den Bildern : eER", 1 <m<n.
Vn(Wm)

Fir den Koeffizienten a; ergeben sich die Schranken |v;(a;)| < (h’iz) 2h=1 fijr

2 < j < n. Der Fehler bei der Berechnung von v;(a;) sei 6.

Dann hat man die (eine!) Losung (zq,...,x,) € Z" von
vi(a;) — 6 < Z T (wm) < vi(a;) + 6.
m=1
(" 2h7i<ix Vi(wm) < h i fir2<j<n
hei) S 2 Tmrilem) S Ay ==

zu bestimmen.

Dieses Ungleichungssystem wird mit der Fourier-Motzkin-Elimination auf Drei-
ecksgestalt gebracht und dann ausgezahlt [5, S.41-43]. Es hat sich gezeigt, daf
durch diese Methode (insbesondere fiir grofiere Klassengruppen) wesentlich effek-
tiver die Koeffizienten a; bestimmt werden konnten.



78

V. DER HILBERTSCHE KLASSENKORPER



KAPITEL VI

Beispiele

1. Das Beispiel von Stark

Sei k der algebraische Zahlkérper, welcher von f := 2% — 22 — 92 + 8 erzeugt wird:
k = Q[z]/(f(x)). Die Klassengruppe dieses Korpers ist eine C3 und k ist total
reell.

Die Nullstellen von f sind §; ~ 0.878468121, 3y ~ 3.0791188645,

(3 ~ —2.9575869857. vy, 9, v3 sind die ithnen entsprechenden Einbettungen von k
nach R.

Sei f := 113, so ergibt sich als Fithrer der Strahlklassengruppe I/H; wieder f.
Diese ist eine C'6. Damit sind alle Vorraussetzungen erfiillt: Fiir den Korper K,
welcher der Klassengruppe zu I/Hj entspricht, gilt K D Hjy und [K : Hy| = 2.
Weiter ist [Hj, : k] = 3.

Die appoximierten Werte der Ableitungen der partiellen Zetafunktionen (5(0, o),
wobei a eine Représentantensystem von I/Hj durchlauft und S = {vy,v3} ist,
sind:

—1.3114629399,

—0.3633404598,

—0.278371386.
0.278371386,
1.3114629399,
0.3633404598,

Das ergibt die reellen Approximationen der 6 verschiedenen Konjugierten der
Starkeinheit € € K im Bild wy(K) C R, wobei w; eine der 6 verschiedenen Fort-
setzungen der reellen Einbettung vy ist:
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13.77597151285,
2.06820466554,
0.57307265543,
0.07259016172,
0.48351114213,
1.74497943765

Die 3 konjugierten Werte von o := €+ € ' in wy(Hj},) ergeben sich zu:
aV) x 13.8485616746, al? ~ 2.551715808, o® ~ 2.318052093
Das Polynom ist dann:

(z — aM)(z — @) (z — a®) = 2% + vy (ag)x? + vo(ay)z + vy(ag)
~ r® — 18.7183295753x2 4+ 73.3542912833x — 81.91438312997

Damit erhélt man, wenn man noch die Bedingungen |e|,, = 1 fiir die anderen
Konjugierten beriicksichtigt, genau ein Polynom:

hg,(z) =2 + (=3B — B3)x* + (=11 + 1235 + 565 )x + (15 — 133, — 633)

Man mufl nun, da die Starksche Vermutung fiir den betrachteten Fall nicht bewie-
sen ist, nachweisen, daf hg(x) irreduzibel iiber k ist.

Also ist die Relativdiskriminante Dy, /. des durch hg(z) erzeugten Korpers Hy, zu
bestimmen, bzw. zeigen, dafl Dy, ;. = Oy gilt. Da Hy/k unverweigt ist, mufi Hy
total reell sein, also die Signatur ry = 9 und ro = 0 haben.

Nun weist man nach, dal Hy/k galoissch (also abelsch, da Erweiterung 3-ten Gra-
des) ist. Erst dann weifl man, dafi Hj, der Hilbertsche Klassenkorper zu k ist.

Aufgrund von a = € + ¢ ! ergibt sich, daf
282221 741442154932 +10712* = 15772 +15182'2— 70421 — 382210+ 88727 — 38225 +
—7042" + 15182°% — 15772° + 10712* — 49323 + 1442% — 222 + 1

das Polynom ist, welches alle Konjugierten von € als Nullstellen hat.

22, S.98].
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2. Starkeinheiten und Hilbertsche Klassenkorper

In diesem Abschnitt ist Hy der Hilbertsche Klassenkorper zum algebraischen Zahl-
korper k := Q[z]/(f(x)). € ist die Starkeinheit. K := k() ist quadratische Erwei-
terung von Hy. Die angegebene Nullstelle 8 von f gibt diejenige Einbettung von &
nach R an, deren Fortsetzung auf K reell ist. Mit kg bezeichne ich dann das reelle
Bild von k unter dieser Einbettung. Zu den in dieser reellen Einbettung von K in
C liegenden Konjugierten der Starkeinheit gebe ich die reellen Approximationen
an, sowie das Polynom, das sie als Nullstelle hat.

Die Beispiele sind zunéchst geordnet nach der Grofle der Klassengruppe. Dann
werden mehrere Beispiel mit einer C3 und groflerer Diskriminante gerechnet. Zu-
letzt gebe ich eine Beispiel an, dessen Grundkorper vom Grad 5 ist.

| k= Q[z]/(f(2)) | f=a2"+2" - 1T+ 16
Diskriminante Dy, 8069
g(x) € k[z] erzeugt Hy g(z) == 2"+ (=11 + 108 — 24?)z*

+(68 — 860 + 212)x?
+(—204 + 2626 — 6642)x + (209 — 2620 + 6532)

Nullstelle g von f [ ~ —5.0207080746

Approximationen der 0.0098223383,  0.2594381814,

0.3052819393,  0.7202440698,
reellen Konjugierten von € || 13884182348,  3.2756605328,
3.8544827701, 101.8087515739.

G(z) € kg[z] ist G(x) = 2%+ (=11 + 108 — 23%)z" + (72 — 86 + 213%)a"
Minimalpolynom von e +(—237 + 29203 — 72(3*)x° + (351 — 4345 + 1075%)x*

+(—237 + 2920 — 724%)x® + (72 — 863 + 215?)x?
+(—=11+108 — 2%z + 1
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‘k Hf:za:3—16x+1 ‘

Dy, [[ 16357

6 | B~ —4.0308912283018078

Hy || g:= 2+ (=12 + 1933 — 483%)2® + (288 — 47403 + 11765%)2*

+(—=1730 + 2810983 — 69733%)x + (2677 — 434943 + 107903%)
0.000647230259252554238756, 0.059447507169148767177142,
0.1895944163498932467229, 0.5070701948688738097,
1.972113545854525596987, 5.2744169330098684696436,

16.8215632180278530381136118  1545.0451917295051678955

G | 2%+ (=12 + 1933 — 483%)z" + (292 — 47403 + 11763?)x"
+(—1766 + 286883 + —T1173%)z" + (3259 — 529743 + 131423)x*
+(—1766 + 286883 — T1173%)x® + (292 — 474083 + 11763%)z”
+(—12+ 1938 — 483%)z + 1

‘k Hf::x3—281:+47

Dy || 28165

B | ~ 4.0485783542044335

H, g:=2°+(17123-59723—147532 )x* +(—2064761+7200723+17785832 )3
+(51913884—181046743—447186032 )2+ (—229870275+8016597331980101832 )z
+(268386698—935983603—2311882132)

3.214310690473072854 1075, 0.01134836689815981276

0.03630547764442001967 0.34622163367978679463
€ 0.96538213101623248087 1.035859239436696841910

2.8883232667232140028877 27.54405298821110651361

88.11840584413554810938 31110.86936817498399360

G 2104 (17123 59728147562 )2°4-(—20647564-7200723417785832 )25 4-(51982376 — 181285623 447776032 )"
+(—236064548+-823261893+2033459232 )25 +(372317204— 1298435403 3207139132 )25
+(—2360645484-823261893+-2033459232 )x* (51982376 181285623 447776032 ) x>
+(—2064756+7200728+17785832 )22 +(17123—59726—14753)x+1
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|k | f=2"+2"—250 - 26

Dy

56677

g

~ 5.0165931683264587

Hy,

@5 4(—109225 1268043 2107642 )z +(49792535-+57802991 54960726242 )*
+(—2131059116—24738973703—41117910132 )+ (282638808134 328108872073+ 545339967232 )ar>
+(—133338582112— 1547896838613 —2572713153932 )z+(170257159805+1976476090223+3285041941432 )

7.84131642935283374142 10~7, 0.002439614697981379564368,
0.037588437732668587563 0.0921537491216097315354,
0.1577840328354267539695892, 0.9113827011878107656183894,
1.097233904809355889096802, 6.337776909549704047818,
10.851430457597123425503, 26.6039255771166921301415417,
409.9007932799528211961601533973, 1275296.06668676787273302174624

212 4(—109225—1268043—2107632 )z +(49792541+57802991 34960726232 )10
+(—2131605241—24745313903—41128448152 )z°+(28463050968+330420991714+549182872032 )z®
+(—139732851710—1622126440113—2696087960232 )z +(227083676661+2636162013823-+4381486233032 )2°
+(—139732851710—1622126440113—2696087960232 )°+(28463050968+33042099171 3+ 549182872032 )z*
+(—2131605241—24745313903—41128448132 ) +(49792541+578029913+960726232 ) x>
+(—109225—1268043—2107632 )z+1

f =2+ 2% — 41z — 106

52645

~ 7.00832063581973

27 4+(—60430—319993—399632 )04 (16081611+85148903+106325532 )a® +(— 781408822 4137403263 —5166380582 )zt
+(14972633555+7927709844 3498993412182 )3 4 (—132771789376— 703000055103 — 877837048832 )u2

-}—(536702946795-‘,—284173470045B-}—3548477676852 )a:-}—(—785884959517—4161103592463—5195975263352 )

2.080330704156313669 10~%,  0.00476197933077092368
0.04134526413689164956 0.07575789337919454085
0.108545939065172714 0.1758275735416531655
0.31120587643941887259 3.2133069318652974
5.6873900939268902 9.2126891951211925
13.199944657841172 24.1865669714688718
209.996711564497398 480692.804274863571

2144 (—60430—319998—399632 )= 13 4 (16081618+85148903+106325532 )= 12 4+ (—781771402— 4139323208 — 5168778132 )z 11
+(15053041631+7970284294 3499525039632 ) 'O +(— 135898331114 — 719554467993 — 8985085648432 )2°
+(581781663605+3080417484773+3846521168132 )23 4 (— 1056118199801 — 5591934522023 — 6982655635932 )z
+(581781663605+3080417484773+3846521168132 )20+ (— 135898331114 719554467998 — 898508564832 2>
+(15053041631+7970284294 3499525039632 )zt +(— 781771402 4139323208 5168778132 )2

+(16081618+85148908+106325532 )22 4 (—60430— 319998 — 399632 )z +1
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|k [ f =2 +a" — 250 — 24

Dy, || 53469
I} ~ —5.02478462225892355284
Hy, || «®+(306443+2582218 6415882 )27 +(— 234325342 — 1074549933 +4905976632 )2
+(22710161658+191367895353— 475473629782 )25 +(— 688598675432 — 5802498508884 +14416916813032 )z 4
+(6303436048448+53116103150153—131972535515132 )23 4+ (—24425416510223—205821544451823+51138523863733 2)z2
+(42441928533945+357638252625083 —888589790984662 )z +(—27305039339273— 2300867 77262066 -+571674757425782 )
3.83114200357679153 10~ 7 0.00152160077309773659,
0.01708086739274170649, 0.0269847064006145631,
0.21558926352937416057, 0.3707456311728880045,
0.74816991600745215148, 0.89886329811768896512,
¢ 1.1125162214255511, 1.336594774267881,
2.6972671177173626, 4.6384499099313887,
37.0580278011557503, 58.5450362096328349,
657.2026103563022179, 2610187.769251022934
G 216 4(3064434-2582218 6415832 )2 15 +(— 234325334— 1974549933 +4905976632 )z 14
+(22712306759+191385970828 — 475518540382 )2 13 +(— 690004627456 — 5814345808463 +14446352672682 )z 1 2
+(6416993292041+54072996853313 — 134350038395432 )2 11 +(—27183326092025— 229061156736298+569126495538332 )2 10
+(61579349021374+518900331406383 —12892623583799432 )29 4 (—80292150919081 — 67658434821 7583 +1681044855110332 )25
+(61579349021374+518900331406383 —1289262358379952 )z T +(—27183326092025 — 229061 156736293 +569126495538332 )26
+(6416993292041+54072996853313 — 134350038395432 )5 4+ (— 690004627456 — 5814345808463 +14446352672632 )=
+(22712306759+191385970823 — 475518540382 )23 +(—234325334— 197454993 3+4905976652 )22
+(3064434+2582215—6415882 )z +1
k f=a®—T0x + 217
Dy, || 100597
I} ~ —9.6205917256718745
Hy, || 23+(-1311891455955431 —5816232 )2 +(1885429000— 804181391 8+8358959832 )z
-I-(—5049685910+2153814026ﬂ—223875421ﬂ2)
8.28025427892557885 108 0.000697023903317,
€ 0.447214314202113770149, 2.236064383994785544,
1434.671028124773887290, 12076923.8034771683741411
G 28+ (—1311891+5595543—5816232 )25+ (1885429003 —8041813913+8358959832 )+
+(—5052309692+2154933134ﬂ—223991745ﬂ2 ):DS—|—(1885429003—8041813915-}-83589598,@2 )1:2
+(—1311891+559554ﬂ—58162ﬂ2):D-i—l
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[k | f:=2"+2" 30z —29

D, [ 101969
I} ~ —5.4974854675650632
Hy, || 2®+(55950160+477020678 1060638632 )a2+( 17873986912 15239029028 3+ 33883442512 )z
+(991994880475+8457563976203—188050946183)32 )
1.8981065535516379523393278 10~°  0.0040329876065086525979035
€ 0.01398803748038318614559766 71.4896568873510181719257187
247.9551383659464061517854559 526840813.087575180404277780
G 28+(55950160+477020673— 1060638632 )x®+(—17873986909—152390290283+338834425132 )z*
+(992106780795+8458518017543—18807215895532 )2 +(— 17873986909 152390290283+-338834425132 )22
+(55950160+477020673—1060638642 )z+1
k| f=a"+2"—622+15
D, || 103809
I} ~ —8.5009072946007808
Hp, || 2°+(—10253+435663—580832 )22 + (4381226 — 18624424 3+2482956 32 )z+( —10734431+456317103— 608349232 )
1.2501666051296861299588039312786 106 0.00235149690411441286278805415
€ 0.512291255953838464355656946072 1.95201457838294235991859574487
425.2610319198381848713032527255 799893.386926828782368426362644407
G 28 +(—10253+435663—580832 )25+ (4381229 18624424 3+248295632 )z*
+(—10754937+457188423—609510832 )23 +(4381229—186244243+2482956 32 )22 +(—10253+435663— 580832 )z+1
[k [ f:=2"+2"— 650+ 139 |
D, || 104468
I} ~ 5.9817026372665603
Hy, || 23+(15228670—45754453—65534832 )2 +(— 4586492341219+ 1378008953786 3+ 19737434052732 )z
+(23588040228775—70870129544153—101508375859332 )
2.8340359451950330232078168 10~8  3.292046168341104147357804 10~
€ 0.202403709532542238090374 4.940620912084722132845386984
303762.4470813270105660935775 35285367.558426711517973007520175
G 264 (15228670— 45754453 — 65534832 )25 +(— 4586492341216+13780089537863+19737434052732 )z %
—#—(23588070686115—7087022105305B—101508506928962 )13+(—4586492341216+13780089537866+19737434052752)mz
+(15228670—45754455—65534852)a:+1
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‘k Hf::a:3—54x+88

Dy, || 105192

I} ~ 1.724621811558618

Hy, || «3+(4(—5735210424193844926+112398515% ))z>+( L (18778004802060 6346795752363 3680108711 2742))x
+(—973351314705235-+328983939180398-+1907571485965832 )
3.94793686229323423041677838498429 10~°  3.06355334981192007011934022224972 10°

€ 0.0096163068306914623578957297094 103.9900262758249375902743736
32641.83403437034117795288521237 253296857.2904509360376508671518641

G 204 (L (—5735210424+193844926+11239851687 )25+ (5 (18778004802066— 6346795752366 — 3680108711 2752))z"
+(7973351888226277+32898413302531,3+19075726099509,3 2)m3+(%(187780048020667634679575236[373680108711 2762))332
+(%(—573521042+193844925+1123985152 Nae+1

[k | f=2"+2"— 6420 — 91 |

Dy, || 103809

I} ~ 8.1817249956092696

Hy, || 2 +(4(~109769333—906168065—986925757 ) ) + (3479973012039 2872788426051 3+ 3128811228206 )z
+(%(—56749363907438—468477529150863—5102282298 53232))
1.9847308523437020916837513101763 10~  1.051300058726460125305804596374 10~ 5

€ 0.190640497201603829709911130979947 5.245475199020762683120029641543558
95120.321900428240091551894030066 1 503846654.481706444983895057364

G 28 4+(£ (~109769333-906168063—986925732 ))z 5 +(3479973012042428727884260515+31288112282082 )=t
+(—18916527815368—156159780495663—170076734568273 2)a:3+(3479973012042+28727884260515+31288112282062):1:2
+(%(—109769333—906168065—986925752 Nae+1

‘k Hf::x5—151:3+103:2+x—1

Dy, || 9824581

I} ~ 0.6136942909493501970211

H, 224+(119114+74998—10689732 +448633+731084)z+(—235309—1481213+211170432 —886213% —14 44063%)
4.6182907560675696685668295092 10~5  0.05070521625138189786223278996575

¢ 19.72183680358027140613621706592 21653.0325356017735683904203659

G 4+ (119114+74993—10689732 +448633 4731034 )z +(—235307—1481215+211170432 —886213> —1444064*)x>
+(11911+474998—10689732 +44863°+7310 $4)z+1




k\ {0}

Ring der ganzen algebraischen Zahlen von &

Symbolverzeichnis

Diskriminante von Oy

Diskriminante eines fest gegebenen Zahlkorpers

Zahl der Torsionseinheiten in k&

Differente

Menge der Primideale von Oy

Primideale

Norm des Ideals 7
Relativnorm des Ideals a C Og
Die Norm der algebraischen Zahl «
Die Spur der algebraischen Zahl «
Anzahl der Elemente von G
Einbettung von k nach R oder C

]y, == |vj()| fiir relles v; bzw. |v;(a)|* fiir v; komplex.
Anzahl der reellen bzw. komplexen Stellen von k
Eine der Fortsetzungen von v; auf eine Koérpererweiterung von k

Hilbertscher Klassenkodrper zu k

Gruppe der (gebrochenen) Ideale von Oy

() := aOf mit « € k
die Stark-Finheit

— /] 1Pk|N(x
oy (AL

Residuum der meromorphen Funktion f bei z,

Imaginérteil der komplexen Zahl z
Realteil der komplexen Zahl z
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h bzw. hy
J(m)

H ™)

Hy
U(K/k)
Um
f(K/k)
G(K/k)

L(s,x)

L(K/k,s,x)

A(s, x)
((s,0)

SYMBOLVERZEICHNIS

Erklarungsmodul

endlicher Anteil von m, d.h. ein ganzes Ideal
unendlicher Anteil des Erklarungsmoduls

Gruppe der Hauptideale

Gruppe der gebrochenen Ideale

Gruppe der gebrochenen Ideale von k

Klassenzahl von k

Gruppe der zu mg primen Ideale

Gruppe der zu mg primen Haupideale

Gruppe Haupideale (o) mit « =1 mod *m
Kongruenzidealgruppe zur Erweiterung K/k
Idealgruppe zum Erkérungsmodul m

Fithrer der abelschen Kérpererweiterung K /k
Galoisgruppe von K/k

Zerlegungsgruppe (S. 15)

Tragheitsgruppe (S. 15)

Bild des Artinabbildung des Ideals a (S. 16)

Eine andere Bezeichnung fiir o, (Wird auch Artinsymbol genannt)
Duale Gruppe (d.h.: Gruppe der Charaktere) von G
Charakter (S. 21)

Hauptcharakter auf einer endlichen Faktorgruppe von Idealen: y =1
Fixkorper der Gruppe {0 € G(K/k) | x(o) =1}
Fithrer der Korpererweiterung K, /k bzw. Fiihrer von x
Artinsche Wurzelzahl von y (S.65)

[L-Funktion von x

Artinsche L-Funktion

Vervollstdndigte Heckesche L-Funktion

Partielle Zetafunktion

Die Dedekindsche Zetafunktion

Die I'-Funktion

Die Eulersche Konstante

Der natiirliche Logarithmus, bzw. sein Haupzweig in C
Landausymbol.

ist definiert als [ (f(it + ) ¢) dt

— 00
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