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Einleitung

Der Themenbereich dieser Diplomarbeit wird in der Regel mit Hilberts 12-tem

Problem in Zusammenhang gebracht. Eine Spezialfall dieses Problems ist die

Frage nach Klassen von analytischen Funktionen zu einem gegebenen algebrai-

schen Zahlk

�

orper, deren Werte es erm

�

oglichen, alle endlichen abelschen Erweite-

rungen

�

uber jenem Grundk

�

orper zu konstruieren. Die M

�

oglichkeiten, die durch

eine solche analytische Funktion bei der Untersuchung und Konstruktion von al-

gebraischen Erweiterungen gegeben sind, erl

�

autere ich zun

�

achst an einem Beispiel:

Sei Q der K

�

orper der rationalen Zahlen. Nimmt man das Polynom P (x) :=

x

4

+ x

3

+ x

2

+ x + 1 (welches

�

uber Q irreduzibel ist), so kann man damit ab-

strakt eine K

�

orpererweiterung K=Q konstruieren:

K := Q [x]=(P (x)), d.h. der Ring der Polynome Q [x] mit Koe�zienten in Q wird

faktorisiert nach dem von P (x) erzeugten Hauptideal.

Nimmt man eine der Wurzeln ! von P (x) in C , so k

�

onnte man ebenfalls folgen-

derma�en eine K

�

orpererweiterung K=Q gewinnen:

K := Q (!) � C :

Die Wurzeln von P (x) in C lassen sich durch eine besondere analytische Funktion

beschreiben, die Exponentialfunktion exp : C �! C .

P (x)(x� 1) = x

5

� 1) !

5

= 1:

Die Funktion exp ist eine periodische Funktion:

exp(z + 2�i) = exp(z):

3



4 EINLEITUNG

2�i ist bereits ihre kleinste Periode, mit anderen Worten: Alle Werte der Form

!

n

:= exp(2�i

n

5

) sind f

�

ur 0 � n < 5 paarweise verschieden. Es gilt:

(!

n

)

5

= exp(2�i5

n

5

) = exp(2�i) = exp(0) = 1:

Also l

�

osen die 5 verschiedenen Werte !

n

die Gleichung x

5

�1 = 0, und das Polynom

faktorisiert zu

x

5

� 1 = (x� 1)(x� !

1

)(x� !

2

) � � � (x� !

4

)) P (x) = (x� !

1

) � � � (x� !

4

)

Man hat nun bereits mehrfach von den analytischen Eigenschaften der Funktion

exp Gebrauch gemacht, um z.B. die Wurzeln in C von P (x) zu bestimmen.

Man kann mit ihrer Hilfe aber noch weitere Eigenschaften der K

�

orpererweiterung

K ableiten:

Jede der komplexen Wurzeln von P (x) ist in K = Q(!

n

), und zwar unabh

�

angig

von der gew

�

ahlten Wurzel !

n

, n 6� 0 mod 5. Denn

(!

n

)

k

= exp(2�i

nk

5

)

!

= exp(2�

1

5

) = !

1

wird gel

�

ost durch diejenige Zahl k 2 N , f

�

ur die gilt:

kn � 1 mod 5:

Die L

�

osbarkeit der zweiten Gleichung ist ein Ergebnis der elementaren Zahlentheo-

rie, aber die Umwandlung des ersten Problems in das zweite ist wieder wegen der

analytischen Eigenschaften der Exponentialfunktion m

�

oglich.

Man hat jetzt also die Funktion exp dazu benutzt zu zeigen, da� der K

�

orper

K normal

�

uber Q ist. Man kann mit ihr nun sogar zeigen, da� die Galoisgruppe

G(K=Q) zyklisch, insbesondere also abelsch ist: Jeder Automorphismus aus G ist

durch seine Wirkung auf die Nullstellen von P (x) gegeben. Man de�niert:

�

k

: !

1

�! (!

1

)

k

mit k 2 f1 : : : 4g

Da sich jede Zahl in K=Q eindeutig als

4

P

j=0

r

(t)

j

(!

t

)

j

schreiben l

�

a�t (mit r

(t)

j

2 Q

und 1 � t � 4), hat man eine wohlde�nierte bijektive Fortsetzung von �

k

auf ganz

K:

�

k

:

4

X

j=0

r

(1)

j

(!

1

)

j

�!

4

X

j=0

r

(1)

j

(!

k

)

j

Indem man schreibt (!

1

)

k

= !

k

, hat man wieder Eigenschaften der analytischen

Funktion exp benutzt. Diese Abbildung �

k

ist dann ein Automorphismus aus G.

Man hat so 4 verschiedene Automorphismen �

k

, d.h. bereits die ganze Gruppe
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G(K=Q). Die schon verwendeten Eigenschaften der Funktion exp lassen sich

nun ausnutzen, um zu zeigen, da� G(K=Q ) isomorph zur multiplikativen Gruppe

(Z=5Z)

�

, folglich zyklisch ist.

Man kann sich nun fragen, ob man algebraische K

�

orpererweiterungen von Q , die

galoissch mit einer abelschen Galoisgruppe sind, allgemein durch solche analyti-

sche Funktionen beschreiben und untersuchen kann.

Ein klassisches Resultat in dieser Richtung ist der Satz von Kronecker-Weber.

[16, S.340] Er besagt, da� jede abelsche Erweiterung K=Q in einem Kreistei-

lungsk

�

orper Q (exp(

2�i

n

)) mit n 2 N enthalten ist.

Angenommen man wei� nun, da� der K

�

orper K durch die komplexe Zahl exp(

2�i

5

)

gegeben ist: K = Q(exp(

2�i

5

). Die Eigenschaften der Funktion exp erlauben es zu

sagen, da� die verschiedenen Konjugierten von exp(

2�i

5

) genau exp(

2�i

5

); : : : exp(

2�i4

5

)

sind. Man m

�

ochte nun den K

�

orper K abstrakt, d.h. durch ein erzeugendes Poly-

nom P (x) 2 Q (x) bestimmen. Bekannt ist auch, da� die Zahl exp(

2�i

5

) eine ganze

algebraische Zahl ist. Nun kann man folgenderma�en vorgehen:

Man berechnet die Zahlen

e

!

n

� exp(

2�in

5

) n

�

aherungsweise numerisch in C . Das

Polynom P (x) hat die Gestalt:

P (x) = (x� !

1

) � � � (x� !

4

)

Beim Ausmultiplizieren erh

�

alt man als Koe�zienten des Polynoms

P (x) = x

4

+ : : : + a

0

ganze algebraische Zahlen aus K, die invariant unter den

Automorphismen von G(K=Q ), also Zahlen aus Z sind.

Also hat man die Koe�zienten

a

3

� �(

e

!

1

+ : : :

e

!

4

); a

2

�

X

0<k<j<5

e

!

k

e

!

j

; : : : ; a

0

�

4

Y

k=1

e

!

k

als die diesen komplexen Approximationen n

�

achstgelegene Zahl aus Z, wenn nur

das Verfahren zur Berechnung von exp gut genug ist.

F

�

ur beliebige algebraische Zahlk

�

orper k als Grundk

�

orper stellt man sich wieder

die Frage, ob es analytische Funktionen gibt, die dasselbe leisten, wie die Expo-

nentialfunktion f

�

ur Q : Ist es m

�

oglich, die endlichen abelschen Erweiterungen eines

algebraischen Zahlk

�

orpers k mit Funktionswerten einer analytischen Funktion zu

erzeugen, d.h. theoretisch deren Eigenschaften mit Hilfe jener Funktion zu unter-

suchen und auch ein erzeugendes Polynom mit Koe�zienten in k zu berechnen?
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F

�

ur spezielle Klassen von Grundk

�

orpern ist dieses Problem bereits gel

�

ost, so z.B.

f

�

ur die imagin

�

arquadratischen Grundk

�

orper durch die Theorie der Modulfunktio-

nen. Dies wird aber in dieser Arbeit nicht besprochen.

Einen v

�

ollig neuer Zugang zu diesem alten Problem ist die Hypothese von Ha-

rold M. Stark

�

uber die Werte der Ableitungen der Heckeschen L-Funktionen

an der Stelle s = 0, bzw.

�

uber die Ableitungen der partiellen Zetafunktionen:

�

0

S

(0; a). [21] (a ist ein Ideal aus k).

Die Hypothese von Stark besagt f

�

ur total reelle algebraische Zahlk

�

orper k, da�

" := exp(�2�

0

S

(0; a))

eine algebraische Zahl (sogar eine Einheit: die Starkeinheit) ist, welche eine abel-

sche Erweiterung von k erzeugt.

Hatte man vorher beim Kreisteilungsk

�

orper Q (exp(

2�i

5

)) eine Menge von Repr

�

asen-

tanten n der Gruppe (Z=5Z)

�

durchlaufen, um so alle Konjugierten von exp(

2�i

5

)

als exp(

2�in

5

) zu erhalten, so durchl

�

auft a nun eine Menge von Repr

�

asentanten

einer endlichen Faktorgruppe I

(m)

=U

m

und man erh

�

alt so alle Konjugierten von "

�

uber k. (m hei�t Erkl

�

arungsmodul: S. 19)

Dabei ist I

(m)

die Gruppe derjenigen gebrochenen Ideale von k, welche zu m

prim sind. U

m

ist eine Untergruppe dieser Gruppe, deren gezielte Bestimmung es

erm

�

oglicht, sehr pr

�

azise f

�

ur gew

�

unschte K

�

orpererweiterungen ein primitives Ele-

ment aus jener Starkeinheit " zu errechnen.

Die Theorie der Heckeschen L-Funktionen ist naturgem

�

a� schwieriger als die der

Exponentialfunktion. Der gr

�

o�ere Teil dieser Arbeit besch

�

aftigt sich damit. Zwar

ist es m

�

oglich die Werte der betre�enden Funktionen e�ektiv zu berechnen, aber

die Entwicklung ihrer Theorie ist noch nicht soweit entwickelt, als da� man auch

nur die Starksche Hypothese allgemein h

�

atte beweisen k

�

onnen. Insbesondere basie-

ren alle durch sie nun m

�

oglich gewordenen Berechnungen von endlichen abelschen

Erweiterungen total reeller algebraischer Zahlk

�

orper auf einer bisher noch unbe-

wiesenen Hypothese. Dies macht aber gerade jede Berechnung in dieser Richtung

interessant, da sie wenigsten eine Veri�kation f

�

ur diese F

�

alle erm

�

oglicht, wo die

Theorie noch nicht hinreicht.

Ich werde in dieser Arbeit einen Weg beschreiben, der es erm

�

oglicht, den Hil-

bertschen Klassenk

�

orper eines total reellen algebraischen Zahlk

�

orpers zu be-

stimmen um dann das Ergebnis mit anderen Methoden zu

�

uberpr

�

ufen [22, S.98].

Die Konstruktion eines Hilbertschen Klassenk

�

orpers wurde bereits von Stark be-

nutzt, um numerisch seine Hypothese zu

�

uberpr

�

ufen [21]. Das Verfahren wurde
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neuerdings von Roblot algorithmisch ausgearbeitet [20, 2].

Dummit, Sands und Tangedal haben ihrerseits Starkeinheiten

�

uber total reel-

len Zahlk

�

orpern berechnet. Die hierf

�

ur entwickelten Methoden unterscheiden sich

kaum von dem, was man in Bordeaux [24] benutzt [3]. Unter anderem geht auch

ihr numerisches Verfahren zur Berechnung partieller �-Funktionen auf Friedman

[6] zur

�

uck.

In den Kapiteln I bis III gebe ich grundlegende De�nitionen und S

�

atze der al-

gebraischen Zahlentheorie, der Klassenk

�

orpertheorie und der analytischen Zah-

lentheorie wieder. In Kapitel III.3 wird die Starksche Hypothese

�

uber abelsche

Artinsche L-Reihen erl

�

autert. Insbesondere wird erl

�

autert, warum sie sich nicht

zur Berechnung von endlichen abelschen Erweiterungen eines Grundk

�

orpers mit

mehr als einer komplexen Stelle benutzen l

�

a�t (S. 31).

Kapitel IV besch

�

aftigt sich mit der numerischen Berechnung von L-Reihen. Darin

wird ein Verfahren, welches auf eine Formel von Friedman [6] zur

�

uckgeht, erl

�

autert.

Diesem von Tollis einerseits und Dummit, Sands und Tangedal andererseits be-

nutzten Verfahren wird dabei eine neue Methode gegen

�

ubergestellt. Insbesondere

wird dargestellt, wie man die in der Formel von Friedman ben

�

otigte Artinsche

Wurzelzahl e�ekiver als in den bisher dazu ver

�

o�entlichten Arbeiten [2] berechnen

kann. Man �ndet in diesem Kapitel einen neuen Beweis der Formel von Friedman,

welcher im wesentlichen die Mellintransformation als Hilfsmittel benutzt.

Kapitel V erl

�

autert dann, wie man die Starksche Hypothese nutzt, den Hilbert-

schen Klassenk

�

orper eines total reellen algebraischen Zahlk

�

orpers zu bestimmen,

dessen Konstruktion bereits der von Stark [21] benutzte Zwischenschritt war, um

seine Hypothese numerisch zu veri�zieren.
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KAPITEL I

Grundlegende De�nitionen und Bezeichnungen

Die in diesem Kapitel vorgestellten Begri�e und Aussagen der Algebra und al-

gebraischen Zahlentheorie �ndet man ausf

�

uhrlich in den B

�

uchern von Meyberg,

Marcus und Pohst [15, 14, 18].

Sei � 6= 0 ein Element eines kommutativen Ringes mit Eins R. Dann bezeich-

net (�) := �R das von � erzeugte Hauptideal.

In dieser Arbeit wird das Nullideal grunds

�

atzlich aus den Betrachtungen heraus-

genommen; Ideale sind hier also immer ungleich dem Nullideal.

Eine Zahl � 2 C hei�t algebraische Zahl, wenn es ein Polynom P (x) 2 Q [x] gibt

(Q [x] ist der Ring der Polynome mit Koe�zienten in Q), so da� gilt: P (�) = 0.

Dann l

�

a�t sich insbesondere eindeutig ein normiertes Polynom minimalen Grades

mit dieser Eigenschaft bestimmen, das Minimalpolynom von �. O.B.d.A. sei von

nun an P (x) bereits dieses Minimalpolynom.

P (x) ist irreduzibel in Q [x]. Insbesondere ist P (x) dann auch separabel: Wenn

n der Grad von P ist, so gibt es genau n verschiedene Nullstellen �

j

, 1 � j � n.

Diese hei�en die konjugierten Nullstellen von �.

Da P (x) irreduzibel in Q [x] ist, ist der Quotientenring k := Q [x]=(P (x)) ein

K

�

orper: ein algebraischer Zahlk

�

orper.

Dieser abstrakt de�nierte K

�

orper ist kanonisch isomorph zu seinen Bildern k

j

:=

Q(�

j

): Die Isomorphismen �

j

: k �! k

j

mit �

j

(f + (P (x))) := f(�

j

) (f 2 Q [x])

hei�en die reellen bzw. komplexen Einbettungen von k nach R bzw. C . Eine

Einbettung �

j

ist also genau dann reell, wenn die Zahl �

j

reell ist. Andernfalls ist

sie komplex.

Da der K

�

orper Q reell ist, besitzt das Polynom P (x) immer paarweise komplex

konjugierte Nullstellen �

j

0

= ��

j

. Die diesen Nullstellen entsprechenden Einbet-

tungen �

j

0

und �

j

sind dann ebenfalls komplex konjugiert: Es gilt �

j

0

(y) = �

j

(y)

9



10 I. GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN UND BEZEICHNUNGEN

f

�

ur alle y 2 k. Besitzt P (x)

�

uberhaupt keine komplexen Nullstellen, so hei�t k

total reell.

� ist genau dann eine ganze algebraische Zahl, wenn P (x) 2 Z[x] ist. Die Menge

derjenigen ganzen algebraischen Zahlen, die in k

j

enthalten sind, bilden einen

Ring. Die isomorphen Bilder dieser Menge in k

j

bzw. das isomorphe Bild dieses

Ringes in k hei�t der Ring der ganzen algebraischen Zahlen von k, und wird mit

O

k

bezeichnet.

O

k

ist ein Dedekindring, d.h. jedes Ideal I � O

k

besitzt eine eindeutige Faktori-

sierung in Primideale p

m

� O

k

bez

�

uglich der

�

ublichen Multiplikation von Idealen

[15, S.115]. Die Menge der Primideale von O

k

sei mit P

k

bezeichnet. Ideale werden

grunds

�

atzlich als vom Nullideal verschieden angesehen.

Erweitert man die Menge aller Ideale durch gebrochene Ideale J der Form

1

�

I

(� 6= 0; � 2 O

k

), so erh

�

alt man die Gruppe der gebrochenen Ideale von O

k

.

Unter einer Stelle � von k verstehe man die

�

Aquivalenzklasse der Einbettungen 

von k in einen lokal kompakten K

�

orper K. Dabei wird vorrausgesetzt, da� (k)

topologisch dicht in K liegt.

�

Aquivalent sind zwei Einbettungen 

1

: k �! K und



2

: k �! K genau dann, wenn es einen topologischen Isomorphismus � : K �! K

gibt, so da� � � 

1

= 

2

gilt. [25, S.44] Zwei als lokal kompakte K

�

orper isomorphe

K

�

orper K und K

0

werden dabei als gleich aufgefa�t.

Wendet man dies auf die lokal kompakten K

�

orper R bzw. C an, so ergibt sich, da�

die reellen Stellen bzw. komplexen Stellen aus genau einem bzw. zwei Elementen

bestehen. Die komplexen und reellen Stellen hei�en die unendlichen Stellen.

Alle anderen Stellen, d.h. die endlichen Stellen eines algebraischen Zahlk

�

orpers k,

sind bijektiv der Menge P

k

zugeordnet, sie lassen sich also eindeutig mit Prim-

idealen p 2 O

k

identi�zieren.

Eine Zahl � 2 O

k

hei�t Einheit in O

k

, wenn auch �

�1

2 O

k

ist. Die Einheiten

von O

k

bilden eine (multiplikative) abelsche Gruppe U(k), welche sich schreiben

l

�

a�t als direktes Produkt einer endlichen Gruppe von Einheitswurzeln und einer

freien abelschen Gruppe vom endlichen Rang r. Dabei ist r + 1 die Anzahl der

unendlichen Stellen des K

�

orpers k.

Sei S eine endliche Menge von Primidealen. Eine S-Einheit ist eine algebraische

Zahl � 6= 0 aus k mit einer Faktorisierung (�) =

Q

p2S

p

a

p

. (a

p

2 Z)

Der Regulator R

k

von k ist de�niert als der Betrag der Determinanten der Ma-

trix (log(j�

j

(u

l

)j

e

j

)

j;l

. Hierbei durchl

�

auft �

j

ein System von Repr

�

asentanten aller

unendlichen Stellen von k bis auf eine frei w

�

ahlbare Ausnahme-Stelle.

fu

l

j 1 � l � rg ist irgendein System von Fundamentaleinheiten von U(k), e

j

ist

die Anzahl der Repr

�

asentanten der betre�enden unendlichen Stelle.
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Man identi�ziert O

k

auf folgendem Wege mit einem Gitter im R

n

:

� 2 O

k

�! �

j

(�)

f

�

ur die reellen Einbettungen. F

�

ur genau eine der paarweise komplex konjugierten

Einbettungen �

j

de�niert man:

� 2 O

k

�!

p

2 Re(�

j

(�))

und

� 2 O

k

�!

p

2 Im(�

j

(�))

Dadurch erh

�

alt man n verschiedene Koordinatenabbildungen, also einen Vektor im

R

n

. Das kanonische euklidische Skalarprodukt des R

n

ergibt dann f

�

ur die Bilder

der algebraischen Zahl � und �:

n

P

j=1

�

j

(�)�

j

(�)).

Damit ist die kanonische euklidische quadratische Norm des Bildes von � 2 k ge-

rade die T

2

-Norm: T

2

(�) =

n

P

j=1

j�

j

(�)j

2

.

Durch das Hinzuf

�

ugen einer algebraischen Zahl �

i

2 C zu einem der konjugier-

ten K

�

orper k

j

� C erh

�

alt man eine endliche algebraische Erweiterung K := k

j

(�

i

)

des K

�

orpers k

j

. �

i

ist Nullstelle eines Minimalpolynoms m

j;�

mit Koe�zienten

aus k

j

.

K=k

j

ist insbesondere eine normale Erweiterung, wenn alle (paarweise verschiede-

nen) Nullstellen von m

j;�

in K enthalten sind. Bezeichnet man diese Nullstellen

mit �

1

; : : : ; �

s

, wobei s der Grad des Polynoms m

j;�

ist, so erh

�

alt man durch die

Fortsetzung der s verschiedenen Abbildungen �

1

�! �

j

(1 � j � s) auf ganz K

s verschiedene Automorphismen von K, die k

j

punktweise festhalten. Diese sind

dann alle Automorphismen von K=k

j

, die k

j

punktweise festhalten. Sie bilden eine

Gruppe.

Dieselbe Konstruktion l

�

a�t sich abstrakt wiederholen: m

j;�

ist ein Polynom mit

Koe�zienten im K

�

orper k

j

, also entspricht ihm ein Polynom mit Koe�zienten in k.

Dieses ist als Bild eines Minimalpolynoms unter dem Isomorphismus �

�1

j

: k

j

�! k

irreduzibel. Dieses Polynom sei mit m(t) bezeichnet. Faktorisiert man dann den

Polynomring k[t] nach dem Ideal (m(t)), so entsteht also wieder ein K

�

orper, wel-

cher dem K

�

orper K isomorph ist.

Der K

�

orper K, bzw. seine isomorphen Bilder sind wieder algebraische Zahlk

�

orper.

Alle bisher dargestellten Begri�e sind also anwendbar. Die Gruppe der Auto-

morphismen von K=k hei�t die Galoisgruppe von K=k und wird bezeichnet mit

G(K=k).
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Primideale p � O

k

lassen sich zu einem Ideal von O

K

erweitern und dann in O

K

eindeutig in Primideale P � O

K

faktorisieren:

pO

K

=

s

Q

j=1

P

e

j

j

.

Dann ist e(P

j

=p) := e

j

der Verzweigungsindex des Ideals P

j

�

uber p.

Der Tr

�

agheitsindex ist f(P

j

=p) := [O

K

=P

j

: O

k

=p], d.h. die Dimension des

K

�

orpers O

K

=P

j

als Vektorraum mit dem Skalark

�

orper O

k

=p.

Eine endliche Stelle von K hei�t dann verzweigt

�

uber k, wenn f

�

ur das sie repr

�

asen-

tierende Primideal gilt: e(P=P \ O

k

) > 1. Dabei ist P \ O

k

o�ensichtlich ein

Primideal aus O

k

.

Eine endliche Stelle von k, eindeutig repr

�

asentiert durch ein Primideal p � O

k

,

verzweigt genau dann in K, wenn f

�

ur eines der Ideale P

j

(und wenn K=k normal,

f

�

ur alle) gilt: e(P

j

=p) > 1.

Eine unendliche Stelle aus k verzweigt genau dann in K, wenn sie durch eine

reelle Einbettung repr

�

asentiert wird, wovon eine Fortsetzung auf K (und wenn

K=k normal ist, dann alle) eine komplexe Einbettung ist.

Eine endliche Stelle von k ist voll zerlegt in K, wenn das sie repr

�

asentierende

Ideal voll zerlegt ist: f(P

j

=p) = 1 und e(P

j

=p) = 1, d.h. pO

K

=

n

Q

j=1

P

j

mit

n = [K : k] verschiedenen Primidealen P � O

K

.

Eine unendliche Stelle von k hei�t voll zerlegt in K, wenn die sie repr

�

asentierende

Einbettung nicht verzweigt, d.h. wenn genau [K : k] verschiedene Fortsetzungen

in K existieren.

Sei � 2 O

k

. Die Spur von � ist: Tr(�) :=

n

P

j=1

�

j

(�).

Die Relativspur ist: Tr

K=k

(�) :=

P

w2G(K=k)

w(�).

Sei I � O

k

ein ganzes Ideal. Seine Norm ist: N(I) := #O

k

=I.

Sei I � O

K

ein ganzes Ideal, I =

Q

p2P

K

p

a

p

.

Dann ist die Relativnorm: N

K=k

(I) :=

Q

p2P

K

q

f(p=q)a

p

, wobei jeweils q := p \ O

k

.

Die Diskriminante D

k

von k ist die Determinante der Matrix (Tr(!

i

!

j

))

n

i;j=1

, wo-

bei f!

j

j 1 � j � ng eine Ganzheitsbasis (Z-Basis) von O

k

ist.

Die Di�erente D

K=k

ist: fx 2 K j Tr

K=k

(xO

K

) � O

k

g

�1

. Die Invertierung bezieht

sich auf fx 2 K j Tr

K=k

(xO

K

) � O

k

g als gebrochenes Ideal von O

K

. D

K=k

� O

K

ist dann wieder ein ganzes Ideal.
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Die Relativdiskriminante ist: D

K=k

:= N

K=k

(D

K=k

).

Ist w repr

�

asentierende Einbettung einer unendlichen Stelle von k, so ist j�j

w

:=

jw(�)j

e

. e ist dabei 1 f

�

ur reelle und 2 f

�

ur komplexe Stellen. Bei paarweise komplex

konjugierten Einbettungen ergibt sich so genau derselbe Wert, so da� j�j

w

eine

Zahl ist, welche nur von der Stelle abh

�

angt.

F

�

ur eine endliche Stelle, repr

�

asentiert durch das Ideal p, und x 2 k ist jxj

p

:=

N(p)

�v

p

((x))

. Dabei ist v

p

((x)) 2 Z der Exponent in der Faktorisierung des Haupt-

ideales (x) =

Q

p2P

k

p

v

p

((x))

.

Ist K=k eine endliche algebraische K

�

orpererweiterung, so soll w

0

jw hei�en, da� die

Einbettung w

0

von K nach C oder R die Einbettung w von k fortsetzt. F

�

ur Stellen

sei dieselbe Bezeichnung dann de�niert

�

uber die sie repr

�

asentierenden Einbettun-

gen.
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KAPITEL II

Klassenk

�

orpertheorie

Dieses Kapitel stellt die in dieser Arbeit ben

�

otigten S

�

atze und Begri�e der Klas-

senk

�

orpertheorie in ihrer idealtheoretischen Fassung bereit. Dabei wird f

�

ur die

Beweise bzw. eine ausf

�

uhrliche Darstellung auf die B

�

ucher von Hasse [8] oder

Neukirch [16] verwiesen.

1. Die Frobeniusabbildung und die Artinabbildung

Sei K=k eine normale algebraische K

�

orpererweiterung mit Galoisgruppe G :=

G(K=k), k algebraischer Zahlk

�

orper. O

K

ist der Ring der ganzen algebraischen

Zahlen von K, O

k

der Ring der ganzen algebraischen Zahlen von k. [14]

Definition 1.

Es sei p ein Primideal in k und P ein Primideal in K, wobei P=p gilt.

D := D(P=p) := f� 2 G j �(P) = Pg hei�t dann Zerlegungsgruppe von P:

I := I(P=p) := f� 2 G j 8� 2 O

K

: �(�) � � mod Pg hei�t Tr

�

agheitsgruppe von P

Es bezeichne k

p

den K

�

orper O

k

=p und K

P

den K

�

orper O

K

=P. Dabei betrachte

man den K

�

orper k

p

als kanonisch in den K

�

orper K

P

eingebettet. G := G(K

P

=k

p

)

bezeichne die Galoisgruppe von K

P

=k

p

. � bezeichne denjenigen Automorphismus

aus G, der durch folgende Abbildungsvorschrift de�niert ist:

� : � +P 7�! �(�) +P; � 2 O

K

; � 2 D

15
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Satz 2.

Die Abbildung � 7�! � ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus von D nach

G mit dem Kern I. Sie induziert also einen Isomorphismus von D=I auf G.

Falls also #I = 1 gilt, d.h. genau dann wenn P=p unverzweigt ist, so ist � 7�! �

ein Isomorphismus von D nach G. Die Gruppe G ist aber zyklisch und wird

erzeugt von � + P 7�! �

N(p)

+ P. Das Urbild dieses Automorphismus ist dann

der Frobeniusautomorphimus zu P.

Definition 3. (Frobeniusautomorphismus)

Falls p in K nicht verzweigt, so hei�t der durch

�(�) � �

N(p)

mod P; � 2 O

K

eindeutig de�nierte Automorphismus � 2 D � G der Frobeniusautomorphismus.

Ist nun P

1

eine anderes Primideal, welches p teilt, so existiert ein Automorphismus

� 2 G, so da� �(P) = P

1

gilt. Man erh

�

alt also f

�

ur die dazugeh

�

orige Zerlegungs-

gruppe: D(P

1

=p) = �D(P=p)�

�1

.

Ist G abelsch, dann gilt sogar: D(P

1

=p) = D(P=p). Der Frobeniusautomor-

phismus h

�

angt dann nur von p ab: Es existiert eine Abbildung p 7�! �

p

, wobei

p aus der Menge aller Primideale von O

k

ist, welche in K unverzweigt sind, und

�

p

aus G ist. Diese Abbildung l

�

a�t sich auf alle Ideale fortsetzen, welche zur

Relativdiskriminante von K=k teilerfremd sind.

Definition 4. (Artinabbildung)

Sei I ein Ideal von O

k

. Es gelte ggT(I; D

K=k

) = O

k

. G sei abelsch. D

K=k

ist die

Relativdiskriminante von K=k und �

q

(I) der Exponent von q in der Faktorisierung

von I in O

k

: I =

Q

q2P

k

q

�

q

(I)

.

Dann ist die Artinabbildung gegeben durch

I 7�! �

I

:=

Y

q2P

k

�

q

�

q

(I)

:

Die traditionelle Bezeichnung f

�

ur das Bild dieser Abbildung ist:

(K=k; I);

d.h.: (K=k; I) := �

I

. In dieser Schreibweise werden die K

�

orper benannt, auf die

man sich bezieht.

Direkt aus der De�nition ergibt sich, da� die Artinabbildung ein Homomorphismus

von der Gruppe der zu D

K=k

primen Ideale nach G ist.
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2. Idealgruppen

Die nachfolgenden De�nitionen und S

�

atze �ndet man ausf

�

uhrlich in Hasses "Vor-

lesungen

�

uber Klassenk

�

orpertheorie". [8]

Bekanntlich ist die Untergruppe der gebrochenen Hauptideale eines algebraischen

Zahlk

�

orpers von endlichem Index in der Gruppe der Ideale. Dieser Index hei�t

die Klassenzahl: h

k

:= #I=H < 1. H bezeichnet die Gruppe der gebrochenen

Hauptideale, I die Gruppe der gebrochenen Ideale von k.

F

�

ur die Zwecke der Klassenk

�

orpertheorie (und auch dieser Arbeit, obwohl nur

der Hilbertsche Klassenk

�

orper berechnet werden soll) ist die Klasseneinteilung,

welche durch H in der Untergruppe der gebrochenen Ideale vermittelt wird, nicht

fein genug. Die Verfeinerung wird folgenderma�en erreicht:

Definition 5. (Multiplikative Kongruenz)

� � 2 k

�

:= k n f0g hei�t positiv bei �

i

; falls �

i

(�) > 0 gilt. �

i

bezeichnet

dabei eine der reellen Einbettungen des algebraischen Zahlk

�

orpers k nach

R.

� � 1 mod

�

p

(�

i

)

1

ist dann nur eine andere Schreibweise f

�

ur diesen Sachverhalt.

� � � mod

�

p

(�

i

)

1

bedeutet

�

�

� 1 mod

�

p

(�

i

)

1

;

d.h. �

i

(�) und �

i

(�) haben beide die gleichen Vorzeichen in R (�; � 2 k

�

).

� m

0

sei ein ganzes Ideal. Es gelte: (�) und (�) sind teilerfremd zu m

0

.

�; � 2 O

k

n f0g.

Dann sei

�

�

� 1 mod

�

m

0

bzw. � � � mod

�

m

0

durch �� � 2 m

0

erkl

�

art.

F

�

ur � 2 k

�

gilt genau dann � � 1 mod

�

m

0

, wenn � =

�

�

, wobei � und �

obigen Anforderungen gen

�

ugen.

Ebenso gilt f

�

ur �; � 2 k

�

dann � � � mod

�

m

0

, wenn f

�

ur � :=

�

�

� � 1 mod

�

m

0

gilt.

� Ist �

1

: : : �

m

eine Menge reeller Einbettungen, m

1

ein formales Produkt der

Form

m

1

:=

m

Y

i=1

�

i

;

m

0

ein ganzes Ideal in O

k

, formal m := m

0

m

1

und �; � 2 k

�

, sowie (�); (�)

teilerfremd zu m

0

,
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so bedeutet

� � � mod

�

m :

(

�

�

� 1 mod

�

p

(�

i

)

1

f

�

ur i = 1 : : :m

� � � mod

�

m

0

Betrachtet man nun die Menge aller algebraischen Zahlen  2 k, so lassen sich

diese immer darstellen als Br

�

uche der Form

�

�

mit �; � 2 O

k

. Die Menge der-

jenigen algebraischen Zahlen, die sich als Br

�

uche von zwei zu m

0

teilerfremden

Zahlen darstellen lassen, ist eine multiplikative Teilgruppe von k

�

, welche durch

die Forderung  � 1 mod

�

m weiter verfeinert wird.

Definition 6. (Strahl)

Sei m := m

0

m

1

mit einem ganzen Ideal m

0

von k und m

1

:=

m

Q

i=1

�

i

. Die Gruppe

der Hauptideale (�) mit � � 1 mod

�

m, (�) teilerfremd zu m

0

, hei�t der Strahl

H

m

modulo m.

Es seien I und J Ideale. F

�

ur diese gelte: ggT(I;m

0

) = ggT(J ;m

0

) = O

k

.

I � J mod m oder I � J mod H

m

hei�t dann, da� IJ

�1

2 H

m

.

Es bezeichne I

(m)

k

die Gruppe der zu m

0

teilerfremden gebrochenen Ideale von k.

Dann gilt der

Satz 7.

Es ist #I

(m)

=H

m

< 1, d.h. die durch den Strahl H

m

gelieferte Klasseneinteilung

verfeinert die Klasseneinteilung von I durch H (welche der Klasseneinteilung von

I

(m)

=H

(m)

entspricht: I

(m)

=H

(m)

�

=

I=H. H

(m)

bezeichne die Gruppe der zu m

0

teilerfremden gebrochenen Hauptideale aus k.)

Man betrachtet nun Untergruppen U

m

von I

(m)

k

, welche ihrerseits den Strahl H

m

enthalten:

I

(m)

k

� U

m

� H

m

I

(m)

k

=U

m

liefert eine Klasseneinteilung der zu m

0

primen Ideale, welche o�ensicht-

lich gr

�

ober ist, als die durch den Strahl H

m

verursachte Einteilung. Insbesondere

ist die Gruppe I

(m)

k

=U

m

endlich.

F

�

ur die Zwecke der Klassenk

�

orpertheorie bedarf man nun eines weiteren

�

Aqui-

valenzbegri�es, damit eine bijektive Zuordnung zwischen Klassen von Idealgrup-

pen des Grundk

�

orpers k und seinen abelschen, endlichen K

�

orpererweiterungen K

m

�

oglich ist.
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Definition 8. (Idealgruppe, Kongruenzidealgruppe, Erkl

�

arungsmodul)

Seien I

(m

1

)

k

� U

m

1

� H

m

1

und I

(m

2

)

k

� U

m

2

� H

m

2

gegeben mit den Idealmoduln

m

1

und m

2

. Dann hei�en U

m

1

und U

m

2

im wesentlichen gleich, bezeichnet als:

U

m

1

w

� U

m

2

;

wenn es ein Idealmodul f existiert, so da� U

m

1

\ I

(f)

k

= U

m

2

\ I

(f)

k

gilt. Hierdurch

wird eine

�

Aquivalenzrelation de�niert. Die betre�ende Klasse hei�t nun: die Kon-

gruenzidealgruppe U , m

1

bzw. m

2

Erkl

�

arungsmoduln dieser Idealgruppe, und U

m

1

bzw. U

m

2

sind Repr

�

asentanten von U bez

�

uglich der Erkl

�

arungsmoduln m

1

und m

2

.

Satz 9. Wenn eine Kongruenzidealgruppe durch zwei Module m

1

und m

2

erkl

�

arbar

ist, so ist sie auch durch den ggT(m

1

,m

2

) erkl

�

arbar.

Hieraus folgt unmittelbar, da� es zu jeder Kongruenzidealgruppe U ein kleinstes

solches Erkl

�

arungsmodul geben mu�.

Definition 10. (F

�

uhrer) Das kleinste Erkl

�

arungsmodul f einer Kongruenzideal-

gruppe U hei�t ihr F

�

uhrer.

Jedes Erkl

�

arungsmodul von U ist dann ein Vielfaches von f.

Satz 11. Seien m

1

und m

2

Erkl

�

arungsmoduln von U . Dann sind I

(m

1

)

k

=U

m

1

und

I

(m

2

)

k

=U

m

2

kanonisch isomorph.

3. Klassenk

�

orpertheorie und der Artinisomorphismus

Sei K eine endliche, abelsche K

�

orpererweiterung von k und m ein gegebener

Idealmodul in k.

Definition 12. (Zugeordnete Idealgruppe)

Man betrachte die Gruppe I

(m)

K

der Ideale I aus K, welche zu m teilerfremd sind,

oder

�

aquivalent ausgedr

�

uckt: N

K=k

(I) ist zu m teilerfremd. Dabei ist N

K=k

die

Relativnorm;

Dann hei�t N

K=k

(I

(m)

K

) � H

m

� I

(m)

k

die K mod m zugeordnete Idealgruppe und

wird mit U

m

= U

m

(K=k) bezeichnet.

Die betre�ende Idealgruppe ist von endlichem Index

�

uber H

m

(siehe Satz (7)).

Allgemein gilt, wenn h(U) dieser Index ist, da� h(U) � [K : k].
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Satz 13. (Existenzsatz)

Zu jedem endlichen, abelschen K

�

orper K

�

uber k existiert eine Kongruenzideal-

gruppe U := U(K=k), so da� f

�

ur die Erkl

�

arungsmodule m von U gilt

h(U) = [K : k]. Dabei ist U

m

= N

K=k

(I

(m)

K

) �H

m

.

Anders ausgedr

�

uckt: Es existiert ein kleinstes Erkl

�

arungsmodul f(K=k), so da�

f

�

ur alle Vielfachen m von f(K=k) #I

(m)

k

=(N

K=k

(I

(m)

K

) � H

m

) = [K : k] gilt. Diese

Zuordnung ist eindeutig, d.h. es gibt dann genau eine solche Kongruenzklasse U

von Idealgruppen U

m

.

Diese Zuordnung zwischen endlichen abelschen K

�

orpererweiterungen eines alge-

braischen Zahlk

�

orpers k und seinen Kongruenzidealgruppen ist eine Bijektion.

Definition 14. (Klassenk

�

orper)

Ein algebraischer K

�

orper K

�

uber k hei�t Klassenk

�

orper zur Kongruenzidealgruppe

U , wenn f

�

ur einen geeigneten Idealmodul m U

m

= N

K=k

(I

(m)

K

)�H

m

und #I

(m)

=U

m

k

=

[K : k] gilt.

Definition 15. (Der Hilbertsche Klassenk

�

orper)

Diejenige (eindeutig bestimmte) abelsche Erweiterung H

k

eines algebraischen Zahlk

�

orpers

k, welche als zugeordnete Idealgruppe die Gruppe der Hauptideale H von k hat,

hei�t Hilbertscher Klassenk

�

orper: H 2 U(H

k

=k).

Satz 16. (Artinsches Reziprozit

�

atsgesetz)

Es sei gegeben der K

�

orper k, eine Idealgruppe U

m

mit einem beliebigen Erkl

�

arungs-

modul m und die dazugeh

�

orige eindeutig bestimmte abelsche K

�

orpererweiterung

K=k.

Dann ist durch die Artinabbildung

I 7�! �

I

ein surjektiver Homomorphismus von I

(m)

k

auf die Galoisgruppe G(K=k) mit Kern

U

m

gegeben. Durch den

�

Ubergang zur Faktorgruppe I

(m)

k

=U

m

induziert die Artinab-

bildung also einen Isomorphismus auf G: Den Artinisomorphismus.

Satz 17. (F

�

uhrer-Verzweigungs-Satz)

Genau die Primideale aus k, die den F

�

uhrer f(K=k) teilen, sind in K verzweigt.

Bemerkung 1.

Der Hilbertsche Klassenk

�

orper H

k

hat den F

�

uhrer O

k

. Er ist die maximale unver-

zweigte abelsche Erweiterung des K

�

orpers k und der Artinisomorphismus vermit-

telt einen Isomorphismus zwischen der Klassengruppe I=H und der Galoisgruppe

G(H

k

=k).
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Satz 18. (Primzerlegungsgesetz)

Sei K=k abelsche Erweiterung mit [K : k] = n endlich und p ein unverzweigtes

Primideal. Sei m ein Erkl

�

arungsmodul f

�

ur K=k, welcher nicht von p geteilt wird,

U

m

die zugeh

�

orige Idealgruppe.

Ist dann f die Ordnung von pU

m

in der Gruppe I

(m)

k

=U

m

, so gilt

pO

k

= P

1

� � �P

r

mit r = n=f verschiedenen Primidealen vom Grad f

�

uber p.

[16, S. 428]

Satz 19. Es seien drei algebraische Zahlk

�

orper gegeben: K � L � k. K sei

abelsch

�

uber k.

p ein Primideal in O

k

, q ein Primideal in O

L

, welches p teilt und f := f(q=p) der

Tr

�

agheitgrad.

Dann gilt f

�

ur die Artinabbildung:

(K=L; q) = (K=k; p)

f

[8, S.62]

Satz 20. Es seien K

1

=k und K

2

=k abelsche Erweiterungen mit Kongruenzideal-

gruppen U

1

und U

2

. Ein beiden gemeinsames Erkl

�

arungsmodul sei m. Dann ist

K

1

K

2

=k eine abelsche Erweiterung, hat also eine eindeutig zugeordnete Kongru-

enzidealgruppe U . Diese enth

�

alt einen Repr

�

asentanten U

m

zum Erkl

�

arungsmodul

m und f

�

ur diesen gilt: U

m

= U

m

1

\ U

m

2

.

[13, S.208]

4. Charaktere

Definition 21. Sei G eine endliche abelsche Gruppe, � : G 7�! C

�

ein Gruppen-

homomorphismus. Dann hei�t � ein Charakter der Gruppe G. (e bezeichne das

Neutralelement von G)

Satz 22. (1) Auf der Menge der Charaktere von G wird durch die

�

ubliche

punktweise De�nition der Multiplikation von Abbildungen nach C eine Ver-

kn

�

upfung de�niert, welche diese Menge zu einer Gruppe macht. Sie sei mit

G

�

bezeichnet.

G

�

ist isomorph zu G
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(2) F

�

ur jeden Charakter � 2 G

�

gilt

P

g2G

�(g) =

(

0 falls � 6� 1

#G falls � � 1

(3) F

�

ur g 2 G gilt

P

�2G

�

�(g) =

(

0 falls g 6= e

#G falls g = e

(4) (Orthogonalit

�

atsrelationen)

X

�2G

�

�(gg

�1

1

) =

(

0 falls g 6= g

1

#G falls g = g

1

X

g2G

�(g)�

�1

1

(g) =

(

0 falls � 6= �

1

#G falls � = �

1

Bei den oben de�nierten Gruppen I

(m)

k

=U

m

handelt es sich um endliche abelsche

Gruppen. Man hat also in der de�nierten Weise auf dieser Faktorgruppe die duale

Gruppe ihrer Charaktere gegeben. Man kann dann f

�

ur einen gegebenen Charakter

� und ein Ideal I, welches zu m prim ist, �(I) durch �(I) := �(IU

m

) de�nieren.

Dadurch ist dann ein Homomorphismus von I

(m)

k

nach fz 2 C j jzj = 1g de�niert.

Der Artinisomorphismus erlaubt es, einen Charakter einer Klassengruppe I

(f)

k

=U

f

mit F

�

uhrer f und Strahl H

f

zu einer gegebenen K

�

orpererweiterung K=k auch als

Charakter der abelschen Gruppe G(K=k) zu interpretieren:

�(�

I

) := �(I)

Durch dieselbe Gleichung wird umgekehrt aus einem Charakter der Gruppe G(K=k)

ein Charakter der Gruppe I

(f)

k

=U

f

.

Definition 23. (F

�

uhrer eines Charakters) Sei � ein Charakter der Gruppe I

(f)

k

=U

f

bzw. der Gruppe G(K=k) mit obiger Identi�zierung. Dann ist der F

�

uhrer f

�

de�niert als der F

�

uhrer der K

�

orpererweiterung K

�

=k, wobei K

�

der Fixk

�

orper der

Untergruppe Kern(�) � G(K=k) ist.

Hieraus ergibt sich, da� der F

�

uhrer eines Charakters genau der F

�

uhrer der Ideal-

gruppe fI 2 I

(f)

j �(I) = 1g ist.

Beweis: Die nach Satz (13) zur Erweiterung K

�

=k existierende Idealgruppe ist

nach Satz (16) der Kern der Artinabbildung: (K

�

=k; I) = id

K

�

. Genau die Erwei-

terungen dieses Automorphismuses aus G(K

�

=k) zu Automorphismen aus G(K=k)

halten also den K

�

orper K

�

in K punktweise fest. Es gilt aber, da� die Restriktion

von (K=k; a) auf K

�

genau (K

�

=k; a) ist. [13, S.198] Diejenigen Ideale also, f

�

ur

die die Restriktion des Automorphismuses (K=k; I) auf K

�

die Identit

�

at ergeben,
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d.h. die K

�

punktweise festhalten, d.h. nach De�nition von K

�

diejenigen Ele-

mente �

I

2 G(K=k) mit �(�

I

) = 1, bilden demnach die der Erweiterung K

�

=k

zugeordnete Idealgruppe. �

Hat man nun einen Charakter � der Idealgruppe I

(f)

k

=U

f

gegeben und seinen F

�

uhrer

f

�

sowie seinen Kern(�) =: U

(f)

f

�

� U

f

bestimmt, so kann es in der Idealgruppe I

(f

�

)

zum Erkl

�

arungsmodul f

�

Ideale a geben, welche nicht zum F

�

uhrer f prim sind:

Dann aber ist �(a) zun

�

achst nicht erkl

�

art. Daher de�niert man den Wert von a

�

uber den Wert des Charakters auf der Klasse von a in I

(f)

=U

(f)

f

�

.

Man hat dann den Charakter � auf der Gruppe I

(f)

k

=U

f

zu einem Charakter von

I

(f

�

)

k

=U

(f

�

)

f

�

bzw. I

(f

�

)

k

=H

f

�

"geliftet": Das Resultat ist dann ein primitiver Charak-

ter.

Satz 24. f sei der F

�

uhrer der Kongruenzidealgruppe U von K=k. Dann gilt:

f = kgV ff

�

j � ist Charakter von I

(f)

=U

f

g:

Dabei bedeutet kgV : Das kleinste gemeinsame Vielfache.

[8, S.136]
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KAPITEL III

L-Funktionen und ihre Funktionalgleichung

In diesem Kapitel werden Heckesche L-Reihen, abelsche Artinsche L-Reihen sowie

die Starksche Hypothese dargestellt. Ausf

�

uhrlicheres �ndet man in den B

�

uchern

von Neukirch und Tate [16, 22].

1. Dedekindsche �-Funktion

N(I) bezeichnet die Norm des Ideals I.

Die Dedekindsche �-Funktion

�

k

(s) =

X

Iganzes Ideal

N(I)

�s

eines algebraischen Zahlk

�

orpers k ist zun

�

achst de�niert f

�

ur s 2 C , Re(s) > 1. Dort

konvergiert die Reihe lokal gleichm

�

a�ig; ihr Grenzwert ist also eine analytische

Funktion in der Variablen s. Sie besitzt im gleichen Bereich eine Produktdarstel-

lung:

�

k

(s) =

Y

p2P

k

1

1�N(p)

�s

:

P

k

ist die Menge der Primideale von O

k

.

Die �-Funktion l

�

a�t sich analytisch zu einer auf der ganzen komplexen Ebene C

meromorphen Funktion fortsetzen. Sie besitzt einen einzigen Pol bei s = 1, welcher

einfach ist. Das Residuum ist

Res

s=1

�

k

(s) =

2

r

1

(2�)

r

2

h

k

R

k

w

k

q

jD

k

j

:

25
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Dabei sind

� r

1

die Anzahl der reellen Stellen von k

� r

2

die Anzahl der komplexen Stellen von k

� h

k

die Klassenzahl

� R

k

der Regulator

� D

k

die Diskriminante

� w

k

die Anzahl der Einheitswurzeln in k

Die vollst

�

andige �

k

-Funktion wird de�niert durch

�

k

(s) :=

q

jD

k

j

s
p

�

n

4

r

2

�s

�(s)

r

2

�(

s

2

)

r

1

�

k

(s)

n ist der Grad des K

�

orpers k

�

uber Q . F

�

ur diese Funktion gilt folgende Funktio-

nalgleichung:

�

k

(s) = �

k

(1� s):

Unmittelbar aus dieser Funktionalgleichung und dem Wert des Residuums der

�-Funktion ergibt sich f

�

ur die Potenzreihenentwicklung der �-Funktion bei s = 0:

�

k

(s) = �

h

k

R

k

w

k

s

r

1

+r

2

�1

+O(s

r

1

+r

2

)

(O ist das Landausymbol).

2. Heckesche L-Reihen

U sei eine Kongruenzidealgruppe mit F

�

uhrer f. Dann ist I

(f)

k

=U

f

eine endliche

abelsche Gruppe. Sei � eine Charakter dieser Gruppe, der in der auf Seite 22

angegebenen Weise als Charakter von I

(f)

k

de�niert wird (Der Wert eines Ideals

entspricht dem Wert seiner Klasse).

Dann ist die Heckesche L-Reihe zu � ist de�niert durch

L(�; s) =

X

I ganzes Ideal

(I;f

�

)=1

�(I)

N(I)

s

Die De�nition von f

�

�ndet man auf Seite 22. Der De�nitionsbereich des Cha-

rakters � wird in der dort angegebenen Weise auf die Idealgruppe I

(f

�

)

der zu f

�

teilerfremden Ideale ausgeweitet.

Die Reihe konvergiert lokal gleichm

�

a�ig f

�

ur s 2 C , Re(s) > 1. Ihr Grenzwert ist

also eine analytische Funktion. Diese l

�

a�t sich meromorph auf ganz C fortsetzen.
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Falls � nicht der triviale Charakter ist, so ist die betre�ende L-Funktion sogar

holomorph in ganz C .

Sie besitzt f

�

ur s 2 C , Re(s) > 1 eine Produktdarstellung:

L(�; s) =

Y

p2P

k

;p-f

�

1

1�

�(p)

N(p)

s

Die vollst

�

andige Heckesche L-Funktion

�(�; s) =

s

jD

k

jN(f

�

)

�

n

4

r

2

s

r

1

Y

i=1

�(

s+ s

i

2

)�(s)

r

2

L(�; s)

hat die Funktionalgleichung

�(�; s) =W(�)�(�; 1� s):

Dabei sind

� W(�) die Artinsche Wurzelzahl (S.65),

� D

k

die Diskriminante von k,

� r

1

(r

2

) die Anzahl der reellen (komplexen) Stellen von k,

� s

i

= 1 genau dann, wenn die betre�ende reelle Stelle �

i

den F

�

uhrer f

�

teilt,

� n = [k : Q ],

� f

�

der F

�

uhrer von �.

Definition 25. (abelsche Artinsche L-Reihen)

Der Artin-Isomorphismus vermittelt einen Gruppenhomomorphismus von I

(f)

nach

G(K=k)

I

(f)

7�!G

I 7�! �

I

Man kann also de�nieren

L(K=k; �; s) =

X

I ganzes Ideal in O

k

(I;f

�

)=1

�(�

I

)

N(I)

s

Diese Reihen hei�en die (abelschen) Artinschen L-Reihen.

Dabei ist dann � ein Charakter der Galoisgruppe G(K=k), welche nach Vorausset-

zung abelsch ist. Ganz o�ensichtlich gelten genau die selben Aussagen

�

uber die
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Konvergenz, analytische Fortsetzbarkeit bzw. Funktionalgleichung dieser Reihe,

welche f

�

ur die Heckeschen L-Reihen gelten. Man hat also zun

�

achst nichts wesent-

lich neues de�niert.

F

�

ur die Formulierung der Starkschen Hypothese de�niert man:

Definition 26.

Sei S eine Menge von endlichen und unendlichen Stellen, die auf jeden Fall die in

K verzweigenden Primideale enth

�

alt. Man de�niert:

L

S

(K=k; �; s) =

X

I ganzes Ideal

I prim zu S

�(�

I

)

N(I)

s

und analog die partiellen Zetafunktionen zu jedem � 2 G:

�

S

(s; �) =

X

�

I

=�

Iprim zu S

1

N(I)

s

Es gilt:

L

S

(K=k; �; s) =

X

�2G(K=k)

�

S

(s; �)�(�)(1)

und

�

S

(s; �) =

1

#G

X

�2G

�

L

S

(K=k; �; s)�(�

�1

)(2)

Die zweite Formel ist eine Konsequenz der Orthogonalit

�

atsrelationen f

�

ur Charak-

tere (S.22 (4)). Aus dieser ergibt sich auch die meromorphe Fortsetzbarkeit von

�

S

(s; �) auf ganz C mit einem einfachen Pol in s = 1.

Man m

�

ochte nun die Vielfachheit der Nullstelle bei s = 0 der Funktion L(K=k; �; s)

bestimmen. Dazu gen

�

ugt es erstens feststellen, da�

L(K=k; �; 1) 6= 0(3)

ist, was eine Konsequenz von

�

K

(s) = �

k

(s)

Y

� 6�1

L(K=k; �; s)
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ist [7, S.165]; denn � -Funktionen haben bei s = 1 einen einfachen Pol. Man n

�

utzt

also auch hier geeignet die Funktionalgleichung aus.

Lemma 1. Es gilt:

L(K=k; �; s) = c(�)s

r(�)

+O(s

r(�)+1

)

mit c(�) 2 C n f0g und

r(�) := #f�

i

j �(�

w

i

) = 1; w

i

Fortsetzung der Einbettung �

i

von kg

Die Automorphismen �

w

i

2 G(K=k) sind folgenderma�en de�niert:

F

�

ur reelles �

i

entspricht �

w

i

der komplexen Konjugation:

w

i

� �

w

i

� w

�1

i

: x 2 w

i

(K) 7�! �x 2 w

i

(K)

F

�

ur komplexes �

i

ist �

w

i

:= id

K

.

Beweis:

Die Einbettung w

i

ist nicht eindeutig bestimmt. Aber jede andere Einbettung,

die �

i

fortsetzt, ist von der Form w

i

� � mit � 2 G(K=k). Also ist �

w

i

eindeutig

durch obige Forderung bestimmt, da G(K=k) abelsch ist.

Es gilt f

�

ur reelle �

i

(S.20 (17)):

�

i

=f

�

, w

i

ist komplex

Ist dann �(�

w

i

) = 1, so gilt �

w

i

2 Kern(�) ) �

w

i

2 G(K=K

�

) ) �

w

i

(x) = x f

�

ur

alle x 2 K

�

. Das hei�t dann aber, da� die komplexe Konjugation als die Identit

�

at

auf w

i

(K

�

) wirkt und somit w

i

eingeschr

�

ankt auf K

�

reell sein mu�, also teilt �

i

nicht f

�

.

Teilt umgekehrt �

i

nicht f

�

, so ist w

i

eingeschr

�

ankt auf K

�

reell, also: �

w

i

=

id

K

�

) �

w

i

2 G(K=K

�

)) �(�

w

i

) = 1

F

�

ur komplexe �

i

ist �

w

i

= id

K

, d.h. �(�

w

i

) = 1.

Man hat also:

�

i

=f

�

, �(�

w

i

) 6= 1

F

�

ur die �-Faktoren der Funktion � folgt:

s

i

= 1, �(�

w

i

) 6= 1

Aus �(s; �) = W(�)�(1 � s; ��) folgt dann wegen (3), da� L(s; �) eine Nullstelle

genau der Vielfachheit r(�) haben mu�, da sich die Pole der Funktionen �(z) und

die Pole der Funktionen �(

z

2

) gegen die Nullstellen von L(s; �) aufheben m

�

ussen,

damit (3) S.28 erf

�

ullt ist. �
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3. Die Starksche Vermutung zu L

0

S

(K=k; �; 0)

Sei n := [K : k].

Vermutung 1. (Die Starksche Vermutung zu L

0

S

(K=k; �; 0))

Sei K=k eine endliche abelsche K

�

orpererweiterung. Die Menge S von (unendlichen

und endlichen) Stellen erf

�

ulle folgende Bedingungen:

� S enth

�

alt die unendlichen und die in K verzweigten Stellen von k.

� S enth

�

alt mindestens eine voll zerlegte Stelle von K=k

� #S � 2.

Dann gibt es eine S-Einheit " 2 K, die folgende Bedingungen erf

�

ullt:

� K(

w

K

p

")=k ist abelsch

� � 2 S sei voll zerlegt:

(

j"j

w

0

= 1 falls w

0

- �;#S � 3

j"j

�w

0

= j"j

w

0

falls w

0

- �;#S = 2

w

0

ist jeweils Fortsetzung einer Stelle �

0

2 S.

Es gilt dann f

�

ur alle � 2 G(K=k)

log j�(")j

w

= �w

K

�

0

S

(0; �)

wobei w eine Fortsetzung von � in K ist,

oder

�

aquivalent dazu:

L

0

S

(K=k; �; 0) = �

1

w

K

X

�2G

�(�) log j(�(")j

w

; f

�

ur alle � 2 G

�

w

K

ist die Anzahl der Einheitswurzeln von K.

[22, S.89]

Die gerade behauptete

�

Aquivalenz ergibt sich aus der Orthogonalit

�

atsrelation f

�

ur

Charaktere bzw. S.28 (2).

F

�

ur den Fall einer unendlichen Stelle w ( die sie repr

�

asentierende Einbettung sei

ebenfalls mit w bezeichnet), welche voll zerlegt ist, ergibt sich also im Fall #S > 2

j(")j

w

0

= 1 f

�

ur alle Stellen aus S, die � nicht teilen.
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F

�

ur w gilt:

log

 

Q

�2G(K=k)

j�(")j

w

!

= �w

K

P

�2G(K=k)

�

0

S

(0; �) = �w

K

L

0

S

(K=k; �

0

; 0) = 0.

(�

0

� 1).

Daraus folgt: jN(")j = 1 sowie " 2 O

K

wegen j"j

w

0

= 1. Also ist " eine Einheit in

O

k

.

Ebenso gilt, falls #S = 2 und S mindestens 2 unendlichen Stellen enth

�

alt:

S besteht nur aus unendlichen Stellen, und die S-Einheit " ist eine Einheit in O

k

.

Die Vermutung ist bewiesen f

�

ur imagin

�

arquadratische Grundk

�

orper und Q [21, 22].

Im Kontext dieser Arbeit ist es von Interesse, da� die Starksche Vermutung f

�

ur

den Fall, da� S mehr als eine voll zerlegte Stelle enth

�

alt, durch Einheiten aus

dem Grundk

�

orper k erf

�

ullt wird. Damit legt log j�(")j

w

= �w

k

�

0

S

(0; �) sowie j"j

w

0

f

�

ur alle w

0

- � fest, da� jede andere Einheit, die die Vermutung erf

�

ullt, sich von

jener Einheit aus k nur um eine ganze algebraische Zahl unterscheidet, f

�

ur welche

alle Konjugierten vom Betrag 1 sind: Das ist dann aber eine Einheitswurzel. Die

Verwendung der Hypothese zur Berechnung von K

�

orpererweiterungen macht in

diesem Fall keinen Sinn.

Satz 27.

Die Starksche Vermutung ist richtig, wenn es mindestens zwei voll zerlegte Stellen

in S gibt. Die betre�ende Starkeinheit " kann dann aus dem Grundk

�

orper k gew

�

ahlt

werden.

F

�

ur die Anwendungen interessiert nur der Fall, da� S zwei voll zerlegte unendli-

che Stellen enth

�

alt, d.h. komplexe Einbettungen von k, deren Fortsetzungen auf

die abelsche Erweiterung K dann auch komplex sind, bzw. reelle Einbettungen,

deren Fortsetzungen auf K reell sind. Nur das werde ich beweisen. (F

�

ur einen

vollst

�

andigen Beweis: [22])

Beweis:

Sei #S � 3.

Dann gilt �

k

(s) = �

h

k

R

k

w

k

s

r

1

+r

2

�1

+O(s

r

1

+r

2

). S enth

�

alt aber alle unendlichen Stel-

len. Sind also mindestens 3 unendliche Stellen vorhanden, so ergibt sich bereits

�

0

k

(0) = 0. Andernfalls gibt es endliche Stellen p 2 S. Um also L

S

(�

0

; s) f

�

ur den

Charakter �

0

� 1 zu erhalten, mu� man �

k

(s) mit dem (oder den) Faktor(en)

1�N(p)

�s

multiplizieren. Es gilt aber 1�N(p)

�s

= log(N(p))s+O(s

2

) und das

bedeutet, da� die Vielfachheit der Nullstelle bei s = 0 jeweils um 1 pro Faktor
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erh

�

oht wird, so da� sich ergibt:

L

S

(�

0

; s) � s

#S�1

Somit hat man in diesem Fall L

0

S

(�

0

; 0) = 0.

Ist aber � 6� 1, so hat man L(K=k; �; s) = c(�)s

r(�)

+O(s

r(�)+1

) mit r(�) := #f�

i

j

�(�

w

i

) = 1; w

i

Fortsetzung von �

i

g. Da aber mindestens 2 Stellen voll zerlegt

sind, ergibt sich f

�

ur eine solche Stelle �, falls sie unendlich ist, �

w

= id

K

, also

r(�) � 2. Die Potenzreihenentwicklung von L

S

(�; s) beginnt also mit mindestens

s

2

. F

�

ur L

0

S

(�; s) bedeutet das L

0

S

(�; s) � s

r

, wobei r � 1 gilt. Also gilt auch in

diesem Fall

L

0

S

(�; 0) = 0:

Ganz o�ensichtlich werden dann f

�

ur " = 1 die Bedingungen der Starkschen Ver-

mutung erf

�

ullt sein: Es ist K(

w

K

p

1)=k abelsch nach der De�nition von w

K

, womit

die erste Bedingung klar ist. j1j

w

0

= 1 gilt trivialerweise, sowie log j1j

w

= 0.

Bleibt der Fall #S = 2, d.h. S = f�; �

0

g, welches dann die beiden unendlichen

Stellen sind. Es gilt

�

k

(s) = �

h

k

R

k

w

k

s

r

1

+r

2

�1

+O(s

r

1

+r

2

)

Da �; �

0

unendliche Stellen sind, gilt r

1

+ r

2

= #S = 2. Also

�

0

k

(0) = �

h

k

R

k

w

k

Die Gruppe der Einheiten von k hat den Rang 1. Sei � Fundamentaleinheit mit

o.B.d.A: j�j

�

> 1.

F

�

ur den Regulator gilt R

k

= log j�j

�

. � wird potenziert mit einer geeigneten

nat

�

urlichen Zahl m: " := �

m

. Dabei ist

m :=

w

K

w

k

h

k

[K : k]

w

K

w

k

ist o�ensichtlich eine ganze Zahl, da die Einheitswurzeln von k auch solche

von K sind.

h

k

[K:k]

ist eine nat

�

urliche Zahl, da K=k abelsch und unverzweigt ist: (S

besteht aus voll zerlegten Stellen!) Dann ist f(K=k) = O

k

(F

�

uhrer-Verzweigungs-

Satz: S. 20). F

�

ur die Idealgruppe der K

�

orpererweiterung K=k zum Erkl

�

arungsmo-

dul f = O

k

gilt dann, da� sie die Hauptideale H enth

�

alt (S 19). Damit vermittelt

der Artinisomorphismus des Hilbertschen Klassenk

�

orpers H

k

eine Inklusionsbezie-

hung f

�

ur die entsprechenden Galoisgruppen, und es folgt eben: K � H

k

, woraus

folgt h

k

=[K : k] = [H

k

: k]=[K : k] = [H

k

: K] ist ganz.

" ist also eine Einheit aus dem Grundk

�

orper k, f

�

ur die nun die Bedingungen der
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Starkschen Vermutung nachgewiesen werden m

�

ussen.

Nach Wahl der Einheit gilt

X

�2G(K=k)

log j�(")j

w

=

X

�2G(K=k)

m log j�j

�

= (

X

�2G(K=k)

w

K

w

k

h

k

[K : k]

) log j�j

�

= [K : k]

w

K

w

k

h

k

[K : k]

log j�j

�

= w

K

h

k

log j�j

�

w

k

= �w

K

�

0

(0) = �w

K

L

0

S

(K=k; �

0

; 0):

F

�

ur einen Charakter � 6� 1 gilt:

L

0

(K=k; �; s) = r(�)c(�)s

r(�)�1

+O(s

r

(�));

wobei r(�) � 2, da es mindestens zwei voll zerlegte Stellen gibt. Also hat man

L

0

S

(K=k; �; 0) = L

0

(K=k; �; 0) = 0

und

X

�2G(k=k)

�(�) log j�(")j

w

= log j"j

�

X

�2G(k=k)

�(�) = log j"j

�

0 = 0:

Dabei wurde verwendet, da� " 2 k, also �(") = " f

�

ur � 2 G(K=k), sowie die

Tatsache, da� � 6� 1 (Satz auf S.22). Nun ist nachzuweisen, da� j"j

�w

0

= j"j

w

0

f

�

ur

eine Fortsetzung w

0

von �

0

in K gilt. Das ergibt sich aber direkt daraus, da� " 2 k

und � 2 G(K=k).

Weiter ist zu zeigen, da�K(

w

K

p

")=k abelsch ist. Dazu beachtet man, da�K(

w

K

p

") �

K(

w

k

p

�) gilt, denn man erh

�

alt die betre�enden Wurzeln

w

K

p

" einfach durch Po-

tenzieren mit m der Wurzeln

w

k

p

�. Also hat man nur zu beweisen, da� K(

w

k

p

�)=k

abelsch ist. Das ist aber klar, da k genau w

k

Einheitswurzeln enth

�

alt. �
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KAPITEL IV

Numerische Berechnung von Heckeschen L-Reihen

1. Friedmans Integralformel

In ihrer allgemeinen Form �ndet man die Integralformel in Friedmans Artikel:

Heckes Integral Formula.Die dort bewiesene Aussage hat eine Allgemeinheit, wel-

che ich hier nicht ben

�

otige; ich schr

�

anke mich also in der Formulierung bereits auf

die von mir ben

�

otigten F

�

alle ein.

[6]

Proposition 1. (Friedman)

Sei L(s; �) =

1

P

n=1

a

n

n

�s

und L(s; ��) =

1

P

n=1

�a

n

n

�s

f

�

ur s 2 C und Re(s) > 1. Weiter

sei

G(s) :=

 

r

1

Y

k=1

�(

s+ s

k

2

)

!

�(s)

r

2

;

wobei s

k

2 f0; 1g gilt. Sei C 2 R

>0

. �(s; �) := C

s

G(s)L(s; �), analog �(s; ��) :=

C

s

G(s)L(s; ��). Diese Funktionen seien holomorph auf ganz C fortsetzbar. Weiter

wird vorausgesetzt (W(�) 2 C

�

):

�(1� s; �) =W(�)�(s; ��)

F

�

ur � wird vorausgesetzt: � > MaxfRe(s); 0g. Die Funktion f : R

>0

� C ! C ist

de�niert durch

f(x; s) :=

1

2�i

�+1i

Z

��1i

x

z

G(z)

dz

z � s

:

35
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Dann folgt:

�(s; �) =

1

X

n=1

(a

n

f(

C

n

; s) +W(�)�a

n

f(

C

n

; 1� s))

Diese Reihe ist f

�

ur s 2 C lokal gleichm

�

a�ig konvergent.

f(x; s) l

�

a�t sich f

�

ur � > Re(s) + 1 folgenderma�en absch

�

atzen:

jf(x; s)j �

x

�

2�

0

@

1

Z

�1

r

1

Y

k=1

j�(

� + it+ s

k

2

)j

1

A

j�(� + it)j

r

2

dt

Hat man also erst einmal die Konvergenz des betre�enden Integrals gezeigt (dazu

sp

�

ater), so ergibt sich, wegen der freien Wahl von � mit jf(

C

n

; s)j � (

1

n

)

�

K

0

(�), da�

f(x; s) schneller als jede Potenz mit lim

x!0

gegen Null konvergiert. (Die Konstante

K

0

(�) h

�

angt dann nicht mehr von s ab.) Die Dirichletkoe�zienten a

n

(�) lassen

sich f

�

ur Heckeschen L-Reihen durch die Anzahl der Ideale der Norm n absch

�

atzen.

Hierf

�

ur �ndet man in [24]:

ja

n

j � n

log(N)

3

log(2)

;

wobei N der Grad von K

�

uber Q ist.

Daraus folgt die lokal gleichm

�

a�ige Konvergenz der Reihe

1

P

n=1

a

n

f(

C

n

; s), wenn man

etwa � > maxf Re(s) + 1;

log(N)

3

log(2)

g+ 1 w

�

ahlt.

Aus der lokal gleichm

�

a�igen Konvergenz der Reihe in obiger Proposition folgt,

da� man die Ableitungen �

0

(s; �) erh

�

alt, indem man f(x; s) durch

d

ds

f(x; s) =

1

2�i

�+1i

R

��1i

x

z

G(z)

dz

(z�s)

2

ersetzt. Zur Berechnung von L

0

(0; �) ben

�

otigt man das aber

nicht.

Beweis: (Proposition von Friedman)

Sei �(s; �) =

q

jD

k

jN(f

�

)

4

r

2

�

n

s

r

1

Q

k=1

�(

s+s

k

2

)�(s)

r

2

L(s; �). Weiter sei:

	(s; �) :=

s

jD

k

jN(f

�

)

�

n

s

X

a ganzes Ideal

�(a)�(s; �; a)

1

N(a)

s

(4)
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�(s; �; a) ist folgenderma�en erkl

�

art:

�(s; �; a) :=

Z

� � �

Z

n

Q

k=1

z

k

�c

a

;z

k

>0

exp(�

n

X

k=1

z

k

)

n

Y

k=1

z

s+s

k

2

k

dz

r

� � �dz

1

z

r

� � � z

1

(5)

Dabei ist n := [k : Q ], r := r

1

+ r

2

, c

a

:=

N(a)

2

�

n

jD

k

jN(f

�

)

. (r

1

ist die Anzahl der rellen

Stellen, r

2

die Anzahl der komplexen Stellen.)

Dann gilt:

�(s; �) = �

2

r

1

R

k

h

k

w

k

E(�)

s(1� s)

+ 	(s; �) +W(�)	(1� s; ��)(6)

Hier ist E(�) = 1 f

�

ur den Fall der Dedekindschen �-Funktion. In allen anderen

F

�

allen aber ist E(�) = 0. R

k

ist der Regulator, h

k

die Klassenzahl und w

k

die

Anzahl der Einheitswurzeln von k. Beweise hierf

�

ur �ndet man bei Tatuzawa [23].

Die Tatsache, da� obige Reihendarstellung der Funktion �(s; �) lokal gleichm

�

a�ig

f

�

ur alle s 2 C konvergiert, ergibt sich am leichtesten nach der nun folgenden Um-

formung der Funktion �(s; �; a) und wurde in der dann vorliegenden Form schon

gezeigt.

Heckes Integralformel ist zu �nden in [13, S.260]. Die Formel (4) ist im Falle der

Dedekindschen �-Funktion damit identisch.

Der nun folgende Beweis der Proposition von Friedman beschr

�

ankt sich auf Hecke-

sche L-Reihen und gilt auch f

�

ur die (nicht holomorphe) Dedekindsche �-Funktion.

Einen analogen Beweis �ndet man in der Darstellung von Friedman [6]. Dieser

behandelt aber nur die Dedekindsche �-Funktion und benutzt statt der Mellin-

transformation Fouriertransformationen. Seien

M(f)(x) :=

1

Z

0

t

x

f(t)

dt

t

(7)

M

�1

(f)(x) :=

1

2�i

�+i1

Z

��i1

x

�z

f(z)dz(8)

die Mellintransformation und die inverse Mellintransformation.

Die Konvergenz vonM(f) ist gew

�

ahrleistet, wenn f

�

ur ein o�enes Intervall (m

1

; m

2

)

und Re(x) 2 (m

1

; m

2

) gilt f(t) = O(t

�m

1

) f

�

ur t 2 R

>0

nahe bei 0 und f(t) =

O(

�m

2

) f

�

ur gro�e t 2 R

>0

. (Es ist wieder O das Landausymbol.) Gibt es eine

Konstante C

0

2 R

>0

, so da� f

�

ur m

1

< � < m

2

gilt

1

R

�1

jM(� + it)jdt < C

0

dann

folgt:
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M

�1

(M(f))(x) = f(x):(9)

Die Faltung f �g zweier Funktionen f und g bez

�

uglich der multiplikativen Gruppe

von R

>0

und ihres Haarschen Ma�es

dt

t

ist de�niert durch:

f � g(x) :=

1

Z

0

f(x=t)g(t)

dt

t

:(10)

Es gilt:

M(f � g) = M(f)M(g):(11)

Die Faltung ist assoziativ:

f � (g � h) = (f � g) � h:(12)

Eine kurze Darstellung der Mellintransformation �ndet man in [4, S.209].

Man setze

f

k

(t) := exp(�t)t

s+s

k

2

f

�

ur reelle Stellen �

k

;

f

k

(t) := exp(�2t)t

s

f

�

ur komplexe Stellen �

k

:

Dann ergibt (5):

�(s; �; a) =

Z

� � �

Z

n

Q

k=1

z

k

�c

a

;z

k

>0

r

1

Y

k=1

f

k

(z

k

)

r

Y

k=r

1

+1

f

k

(z

k

)

dz

r

� � �dz

1

z

r

� � � z

1

:
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Also hat man, indem man v :=

n

Q

k=1

z

k

setzt:

1

Z

c

a

=v

1

Z

0=z

r

: : :

1

Z

0=z

2

r

1

Y

k=2

f

1

(

v

n

Q

k=3

z

k

=z

2

)

r

1

Y

k=2

f

k

(z

k

)

r

Y

k=r

1

+1

f

k

(z

k

)

dz

2

� � �dz

r

z

2

� � � z

r

dv

v

=

1

Z

c

a

=v

1

Z

0=z

r

: : :

1

Z

0=z

3

1

Z

0=z

2

f

1

(

v

n

Q

k=3

z

k

=z

2

)f

2

(z

2

)

dz

2

z

2

r

1

Y

k=3

f

k

(z

k

)

r

Y

k=r

1

+1

f

k

(z

k

)

dz

3

� � �dz

r

z

3

� � � z

r

dv

v

=

1

Z

c

a

=v

1

Z

0=z

r

: : :

1

Z

0=z

3

f

1

� f

2

(

v

n

Q

k=4

z

k

=z

3

)f

3

(z

3

)

dz

3

z

3

r

1

Y

k=4

f

k

(z

k

)

r

Y

k=r

1

+1

f

k

(z

k

)

dz

4

� � �dz

r

z

4

� � � z

r

dv

v

=

1

Z

c

a

=v

1

Z

0=z

r

: : :

1

Z

0=z

r

1

+1

f

1

� f

2

� : : : � f

r

1

(

v

n

Q

k=r

1

+1

z

k

)

r

Y

k=r

1

+1

f

k

(z

k

)

dz

r

1

+1

� � �dz

r

z

r

1

+1

� � � z

r

dv

v

Ab nun hat man

n

Q

k=r

1

+1

z

k

=

r

Q

k=r

1

+1

z

2

k

.

Man setzt also:

F (t) := f

1

� : : : � f

r

1

(t

2

):

Daraus folgt:

M(F )(x) =

1

Z

0

t

x

F (t)

dt

t

=

1

Z

0

t

x

f

1

� : : : � f

r

1

(t

2

)

dt

t

=

1

2

1

Z

0

t

x

2

f

1

� : : : � f

r

1

(t)

dt

t

=

1

2

M(f

1

� : : : � f

r

1

)(

x

2

) =

1

2

r

1

Y

k=1

M(f

k

)(

x

2

):
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Somit hat man, wenn man beachtet, da� zur Anwendbarkeit von

M

�1

(M(F � f

r

1

+1

� : : : f

r

))(x) = F � f

r

1

+1

� : : : f

r

(x)

� > 0 gefordert werden mu�:

�(s; �; a) =

1

Z

v=c

a

1

Z

0=z

r

: : :

1

Z

0=z

r

1

+1

F (

p

v

r

Q

k=r

1

+2

z

k

=z

r

1

+1

)f

r

1

+1

(z

r

1

+1

)

dz

r

1

+1

z

r

1

+1

dz

r

1

+2

� � �dz

r

z

r

1

+2

� � � z

r

dv

v

=

1

Z

v=c

a

F � f

r

1

+1

� : : : � f

r

(

p

v)

dv

v

= 2

1

Z

v=

p

c

a

F � f

r

1

+1

� : : : � f

r

(v)

dv

v

= 2

1

Z

v=

p

c

a

M

�1

(M(F � f

r

1

+1

� : : : � f

r

))(v)

dv

v

= 2

1

Z

v=

p

c

a

M

�1

(M(F )M(f

r

1

+1

) � � �M(f

r

))(v)

dv

v

= 2

1

Z

v=

p

c

a

1

2�i

�+i1

Z

��i1

v

�z

1

2

r

1

Y

k=1

M(f

k

)(

z

2

)M(f

r

1

+1

)(z) � � �M(f

r

)(z))dz

dv

v

=

1

2�i

�+i1

Z

��i1

1

Z

v=

p

c

a

v

�z

dv

v

r

1

Y

k=1

M(f

k

)(

z

2

)

r

Y

k=r

1

+1

M(f

k

)(z)dz

=

1

2�i

�+i1

Z

��i1

p

c

a

�z

z

r

1

Y

k=1

M(f

k

)(

z

2

)

r

Y

k=r

1

+1

M(f

r

)(z)dz

Dabei gilt:

M(f

k

)(

z

2

) =

1

Z

0

t

z

2

f

k

(t)

dt

t

=

1

Z

0

t

z

2

+

s+s

k

2

exp(�t)

dt

t

= �(

z + s + s

k

2

) f

�

ur k � r

1

;

M(f

k

)(z) =

1

Z

0

t

z

f

k

(t)

dt

t

=

1

Z

0

t

z+s

exp(�2t)

dt

t

=

1

2

z+s

�(z + s):
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Das ergibt (ab hier � > Re(s)):

�(s; �; a) =

1

2�i

�+i1

Z

��i1

p

c

a

�z

r

1

Y

k=1

�(

z + s+ s

k

2

)

r

Y

k=r

1

+1

1

2

z+s

�(z + s)

dz

z

=

1

2�i

�+s+i1

Z

�+s�i1

p

c

a

�z+s

r

1

Y

k=1

�(

z + s

k

2

)

r

Y

k=r

1

+1

1

2

z

�(z)

dz

z � s

=

p

c

a

s

1

2�i

�+i1

Z

��i1

p

c

a

4

r

2

�z

r

1

Y

k=1

�(

z + s

k

2

)�(z)

r

2

dz

z � s

=

p

c

a

s

f(

p

c

a

4

r

2

�1

; s):

Hier war in den Integrationsgrenzen der Wechsel von � + s zu � nur m

�

oglich,

weil zus

�

atzlich � > Re(s) gefordert wurde (Beweise dazu im Abschnitt

�

uber die

Funktion f(x; s)). f(x; s) war de�niert als

1

2�i

�+i1

R

��i1

x

z

r

1

Q

k=1

�(

z+s

k

2

)�(z)

r

2

dz.

Ist dann N(a) = n 2 N , so hat man

p

c

a

4

r

2

�1

=

r

D

k

N(f

�

)

N(a)

2

4

r

2

�

n

=

0

@

q

D

k

N(f

�

)

4

r

2

�

n

n

1

A

.

Aus der Gleichung (6) S.37 folgt dann unmittelbar die Proposition von Friedman:

	(s; �) =

s

jD

k

jN(f

�

)

�

n

s

X

a ganzes Ideal

�(a)

v

u

u

t

N(a)

2

�

n

jD

k

jN(f

�

)

s

f

0

@

q

jD

k

jN(f

�

)

�

n

4

r

2

n

; s

1

A

1

N(a)

s

=

1

X

n=1

X

N(a)=n

�(a)n

s

f

0

@

q

jD

k

jN(f

�

)

�

n

4

r

2

n

; s

1

A

1

n

s

=

1

X

n=1

a

n

(�)f

0

@

q

jD

k

jN(f

�

)

�

n

4

r

2

n

; s

1

A

wobei a

n

(�) :=

P

N(a)=n

�(a) o�ensichlich die Dirichletkoe�zienten der L-Reihe

L(s; �) sind. �
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2. Berechnung der Dirichlet-Koe�zienten

Die Berechnung der Dirichlet-Koe�zienten a

n

(�) einer Heckeschen L-Reihe f

�

ur

einen gegebenen Strahlklassencharakter � : I

(f

�

)

=H

f

�

! C

�

beruht auf dem Euler-

produkt L(s; �) =

Q

p2S

1

1�

�(p)

N(p)

s

. Dabei ist S := P

k

n fp 2 P

k

j p teilt f

�

g.

Man beachtet nun

1

1�

�(p)

N(p)

s

=

P

1

k=0

(

�(p)

N(p)

s

)

k

und wendet auf diese Faktoren suk-

zessive das Cauchyprodukt an:

Die Primideale p 2 S seien so durchnumeriert, da� die Numerierung die Gr

�

o�e der

Idealnormen beachtet. Sei

n

0

Y

k=1

1

1�

�(p

k

)

N(p

k

)

s

=

1

X

n=0

a

(n

0

)

n

1

n

s

:

. Dies ergibt mit p := p

n

0

+1

und q := N(p):

n

0

+1

Y

k=1

1

1�

�(p

k

)

N(p

k

)

s

= (

1

X

n=1

a

(n

0

)

n

1

n

s

)

1

X

k=0

 

�(p)

q

s

!

k

=

1

X

n=1

0

@

X

q

k

m=n

a

(n

0

)

m

�(p)

k

1

A

1

n

s

:

Also hat man:

a

(n

0

+1)

n

=

k

0

X

k=0

�(p)

k

a

(n

0

)

n=q

k

;(13)

wobei k

0

die gr

�

o�te nat

�

urliche Zahl ist, so da� q

k

0

=n gilt. Bei der Berechnung von

a

1

: : : a

n

ist es also maximal notwendig, die rationalen Primzahlen von der Gr

�

o�e

� n zu faktorisieren. F

�

ur die resultierenden Primteiler p � O

K

mu� dann die

Klasse mit dem in [17] beschriebenen Verfahren berechnet werden. Daraus l

�

a�t

sich der Wert �(p

n

) bestimmen.

Es sei noch angemerkt, da� man zur Berechnung von Starkeinheiten f

�

ur alle Cha-

raktere � 2 G(K=k) die Dirichletkoe�zienten a

n

(�) bestimmen mu�. Hier ist

[K : H

k

] = 2 und H

k

der Hilbertsche Klassenk

�

orper von k. Die Anzahl halbiert

sich bereits dadurch, da� man von der H

�

alfte der Charaktere wei�, da� L

0

(0; �) = 0

ist. Eine zweite Verringerung der Anzahl ergibt sich dadurch, da� f

�

ur � folgt:

a

n

(�) = a

n

(�).
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Ist die Klassengruppe von k eine zyklische Gruppe von Primzahlordnung (C

p

,

p 6= 2), so mu� man eigentlich immer nur f

�

ur genau zwei Charaktere die Dirchlet-

koe�zienten berechnen, wenn man bedenkt, da� die Dirchletkoe�zienten in einem

Kreisteilungsk

�

orper liegen. Denn dann hat man:

G(K=k)

�

=

C

p

� C

2

. Die duale Gruppe ist dieser isomorph, hat also die gleiche

Struktur C

p

� C

2

. Es wird im Kapitel V gezeigt, da� nur diejenigen Charakter,

deren Wert auf dem C

2

-Anteil von G(K=k) gleich �1 ist,

�

uberhaupt einen Bei-

trag zur Berechnung der Starkeinheit liefern. Der Wert der Charaktere auf dem

C

p

-Anteil von G(K=k) ist aber entweder gleich 1 oder eine p-te Einheitswurzel.

Man mu� also f

�

ur diesen ersten Charakter und dann f

�

ur irgendeinen der ande-

ren Charaktere die Dirichletkoe�zienten berechnen, denn alle anderen relevanten

Dirchletkoe�zienten sind das Bild der K

�

orperautomorphismen von Q(e

2�i

p

)=Q .



44 IV. NUMERISCHE BERECHNUNG VON HECKESCHEN L-REIHEN

3. Berechnung von f(x; s)

3.1. Theorie von f(x; s)

6imagin

�

are Achse

-

reelle Achse

�

�i

�

�i 

1

�



3

-



2

?



4

6 =

4

P

k=1



k

6

?

�

0

�

�

�

Durchl

�

auft man den rechteckigen Integrationsweg  und w

�

ahlt � � �

0

so, da� die

Pole von x

z

�

r

1

Q

k=1

�(

z+s

k

2

)

�

�(z)

r

2

1

z�s

, (welche o�ensichtlich entweder bei z = s oder

2 Z

�0

sind), sich au�erhalb des durch  berandeten Rechteckes be�nden, so ergibt

der Cauchysche Integralsatz

0 =

1

2�i

Z



x

z

 

r

1

Y

k=1

�(

z + s

k

2

)

!

�(z)

r

2

dz

z � s

=

4

X

k=1

1

2�i

Z



k

x

z

 

r

1

Y

k=1

�(

z + s

k

2

)

!

�(z)

r

2

dz

z � s

:

Die Stirlingsche Formel besagt

log �(z) = (z � 1=2) log(z)� z + log

p

2� +O(jzj

�1

);

wobei f

�

ur � > 0 und �� + � � arg(z) � � � � dann jO(t)j � Konst:(�)jtj gilt.

Sei nun � :=Re(z) und t :=Im(z).
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Aus der Stirlingschen Formel leitet man her:

j�(� + it)j = jtj

��1=2

exp(�(�=2)jtj)

p

2�(1 +O(1=jtj))

f

�

ur � � � � � und 1 < jtj, wobei eben die Konstante in O(1=jtj) nur vom Intervall

[�; �] abh

�

angt [10, S.338-344].

Hieraus erh

�

alt man eine integrierbare Majorante f

�

ur den Integranden

x

z

 

r

1

Y

k=1

�(

z + s

k

2

)

!

�(z)

r

2

1

z � s

;

wenn man beachtet jtj

��1=2

exp(�(�=2)jtj) = exp(�jtj(

log jtj

jtj

(1=2��)+�=2)). Dar-

aus folgt: F

�

ur jtj > c

1

gilt jtj

��1=2

exp(�(�=2)jtj) � C

1

exp(�(�=4)jtj) mit von

[�; �] abh

�

angigen positiven reellen Konstanten c

1

und C

1

.

Damit folgt mit geeigneten Konstanten c

2

� jtj, C

2

, die von s und [�; �] abh

�

angen:

jx

z

 

r

1

Y

k=1

�(

z + s

k

2

)

!

�(z)

r

2

1

z � s

j � C

2

x

�

exp(�(�=8)(2r

2

+ r

1

)jtj):

Dies ist eine integrierbare Majorante, somit ist die Funktion f(x; s) f

�

ur festes �

de�niert. Geht man auf dem Integrationsweg  mit � ! +1 und � ! �1, so

ergibt sich

j

Z



1

(�)

x

z

 

r

1

Y

k=1

�(

z + s

k

2

)

!

�(z)

r

2

dz

z � s

j � C

2

exp(�(�=8)(2r

2

+ r

1

)j�j)j

�

0

Z

�

x

�

d�j;

d.h.

lim

�!1

Z



1

(�)

x

z

 

r

1

Y

k=1

�(

z + s

k

2

)

!

�(z)

r

2

dz

z � s

= 0

und

lim

�!�1

Z



3

(�)

x

z

 

r

1

Y

k=1

�(

z + s

k

2

)

!

�(z)

r

2

dz

z � s

= 0:

Der Cauchysche Integralsatz ergibt also nach diesem Grenz

�

ubergang

Z



4

x

z

 

r

1

Y

k=1

�(

z + s

k

2

)

!

�(z)

r

2

dz

z � s

=

Z

�

2

x

z

 

r

1

Y

k=1

�(

z + s

k

2

)

!

�(z)

r

2

dz

z � s

;
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d.h.:

1

2�i

�+1i

Z

��1i

x

z

 

r

1

Y

k=1

�(

z + s

k

2

)

!

�(z)

r

2

dz

z � s

=

1

2�i

�

0

+1i

Z

�

0

�1i

x

z

 

r

1

Y

k=1

�(

z + s

k

2

)

!

�(z)

r

2

dz

z � s

;

womit bewiesen ist, da�

f(x; s) :=

1

2�i

�+1i

Z

��1i

x

z

 

r

1

Y

k=1

�(

z + s

k

2

)

!

�(z)

r

2

dz

z � s

(14)

=

1

2�i

�

0

+1i

Z

�

0

�1i

x

z

 

r

1

Y

k=1

�(

z + s

k

2

)

!

�(z)

r

2

dz

z � s

wohlde�niert ist f

�

ur � bzw. �

0

> Maxf Re(s); 0g.

Nimmt man nun an, da� der Integrationsweg  auch Pole der Funktion

x

z

�

r

1

Q

k=1

�(

z+s

k

2

)

�

�(z)

r

2

1

z�s

einschlie�t, so erh

�

alt man folgendes Bild:

6imagin

�

are Achse

-

reelle Achse

������

�

�i

�

�i



1

�



3

-



2

?



4

6

 =

4

P

k=1



k

6

?

�

�

�

n

�

s*

Sei �

n

:= �2n + 1=2 mit n 2 N . Dann ergibt der Residuensatz:
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X

Re(z

0

)>�

n

Res

z=z

0

 

x

z

 

r

1

Y

k=1

�(

z + s

k

2

)

!

�(z)

r

2

1

z � s

!

=

1

2�i

Z



x

z

 

r

1

Y

k=1

�(

z + s

k

2

)

!

�(z)

r

2

dz

z � s

=

4

X

k=1

1

2�i

Z



k

x

z

 

r

1

Y

k=1

�(

z + s

k

2

)

!

�(z)

r

2

dz

z � s

=

1

2�i

�+i1

Z

��i1

x

z

 

r

1

Y

k=1

�(

z + s

k

2

)

!

�(z)

r

2

dz

z � s

�

1

2�i

�

n

+i1

Z

�

n

�i1

x

z

 

r

1

Y

k=1

�(

z + s

k

2

)

!

�(z)

r

2

dz

z � s

Das letzte Gleichheitszeichen entsteht durch einen v

�

ollig analogen Grenz

�

ubergang

wie zuvor, indem man n

�

amlich mit den beiden waagerechten Integrationswegen 

1

bzw. 

3

jeweils nach +i1 bzw. �i1 geht.

Als Konsequenz erh

�

alt man

f(x; s) =

X

Re(z

0

)>�

n

Res

z=z

0

 

x

z

 

r

1

Y

k=1

�(

z + s

k

2

)

!

�(z)

r

2

1

z � s

!

+

1

2�i

�

n

+i1

Z

�

n

�i1

x

z

 

r

1

Y

k=1

�(

z + s

k

2

)

!

�(z)

r

2

dz

z � s

Um also die Konvergenz der Reihe

P

Re(z

0

)>�1

Res

z=z

0

�

x

z

�

r

1

Q

k=1

�(

z+s

k

2

)

�

�(z)

r

2

1

z�s

�

beurteilen zu k

�

onnen, mu� das Restglied abgesch

�

atzt werden:

j

1

2�i

�

n

+i1

Z

�

n

�i1

x

z

 

r

1

Y

k=1

�(

z + s

k

2

)

!

�(z)

r

2

dz

z � s

j �(15)

C

0

x

�

n

(n� 1)

(n�1)r

1

(2n� 1))

(2n�1)r

2

jRe(s)� �

n

j

+1

Z

�1

 

r

1

Y

k=1

j�(

1

2

+ it+ s

k

2

)j

!

j�(

1

2

+ it)j

r

2

dt

Dabei ist C

0

eine Konstante; die Absch

�

atzung wird gewonnen, indem man die

Funktionalgleichung der Gammafunktion auf die einzelnen �-Faktoren mehrfach

anwendet und die dabei entstehenden Fakult

�

aten m! durch die Stirlingsche Formel
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absch

�

atzt.

Man sieht, da� die Absch

�

atzung mit x ! 0 immer schlechter wird, wobei die-

ses auch der wesentliche Nachteil der Berechnung von f(x; s)

�

uber die Summe der

Residuen ist: Man mu� mit wachsendem n in f(

C

n

; s) mehr Folgenglieder zur Reihe

der Residuen dazu addieren. (vgl.: [24, S.39], Proposition 2.7.)

Das Verfahren wurde meines Wissens von Tollis [24] zum erstenmal zur Berech-

nung der Werte einer Dedekindschen Zetafunktion angewandt, liefert befriedigende

Resultate und ist das derzeit e�ektivste Verfahren zur numerischen Berechnung

von Heckeschen L-Reihen.

Im n

�

achsten Abschnitt gebe ich die Methode von Tollis zur Berechnung von f(x; s)

an. Sie mu� allerdings zu ihrer Anwendung auf Hecke L-Reihen verallgemeinert

werden.
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3.2. Praktische Berechnung

Wie die Theorie der Funktion f(x; s) ergibt, so mu� man die Residuen des Inte-

granden x

z

�

r

1

Q

k=1

�(

z+s

k

2

)

�

�(z)

r

2

1

z�s

berechnen. Dazu beachtet man folgendes:

log �(z + 1) = �z +

1

X

k=2

�(k)

k

(�z)

k

f

�

ur jzj < 1(16)

Dabei ist  := lim

k!1

 

k

P

j=1

1

j

� log(k)

!

die Eulersche Konstante. [1]

Die De�nition des Logarithmus der �-Funktion bereitet keine Schwierigkeiten, da

�(z) 6= 0 f

�

ur alle z 2 C n Z

�0

.

Mit der Verdopplungsformel

�(z)�(z +

1

2

) = 2

p

�2

�2z

�(2z)(17)

folgt dann aus (16) f

�

ur jzj < 1:

log �(

z + 1

2

) = log

p

� � (

1

2

 + log(2))z +

1

X

k=2

(�1)

k

�(k)

k

(1�

1

2

k

)z

k

(18)

Bildet man das Produkt zweier meromorpher Funktionen h(z), g(z) mit

h(z) =

�1

P

k=�n

0

a

k

(z�z

0

)

�k

+

1

P

k=0

a

k

(z�z

0

)

k

und g(z) =

1

P

k=0

b

k

(z�z

0

)

k

, so erhalte ich

den meromorphen Anteil des Produktes g(z)h(z) =

�1

P

k=�n

0

a

k

(z � z

0

)

�k

1

P

k=0

b

k

(z �

z

0

)

k

+

1

P

k=0

a

k

(z � z

0

)

k

1

P

k=0

b

k

(z � z

0

)

k

als:

�1

X

k=�n

0

(

k

X

j=�n

0

a

j

b

k�j

)(z � z

0

)

k

(19)
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bzw.:

�1

X

k=�n

0

�1

(

k+1

X

j=�n

0

a

j

b

k�j

)(z � z

0

)

k

falls(20)

g(z) =

1

X

k=�1

b

k

(z � z

0

)

k

:(21)

d.h. die Funktion g an der Stelle z = z

0

einen einfachen Pol hat.

Aus der Funktionalgleichung z�(z) = �(z + 1) der �-Funktion folgt:

�(z � n) =

�(z + 1)

n

Q

k=0

(z � k)

, daraus folgt: �(z) =

�((z + n) + 1)

n

Q

k=0

((z + n)� k)

:(22)

Aus �(

z � 2n

2

) =

�(

z

2

+ 1)

n

Q

k=0

(

z

2

� k)

folgt:

�(

z

2

) =

�(

z+2n

2

+ 1)

n

Q

k=0

(

z+2n

2

� k)

=

�(

z+2n+1

2

+

1

2

)

n

Q

k=0

(

z+2n+1

2

�

2k+1

2

)

(23)

�(

z � (2n+ 1)

2

) =

�(

z

2

�

1

2

)

n

Q

k=1

(

z�1

2

� k)

; also folgt:

�(

z + 1

2

) =

�(

z+2n

2

+

1

2

)

n�1

Q

k=0

(

z+2n

2

�

2k+1

2

)

=

�(

z+2n+1

2

+ 1)

n

Q

k=0

(

z+2n+1

2

� k)

(24)

Daraus folgt f

�

ur 0 < jz + nj < 1:

log �(z) =

� (z + n) +

1

X

k=2

�(k)

k

(�(z + n))

k

� log(z + n)� log((�1)

n

n!)�

n

X

m=1

log(1�

z + n

m

)

= �(z + n) +

1

X

k=2

�(k)

k

(�(z + n))

k

� log(z + n)� log((�1)

n

n!) +

n

X

m=1

1

X

k=1

1

k

(

z + n

m

)

k

Also:
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�(z) =

1

(�1)

n

n!(z + n)

exp

"

(� +

n

X

m=1

1

m

)(z + n) +

1

X

k=2

((�1)

k

�(k) +

n

X

m=1

1

m

k

)

1

k

(z + n)

k

#

(25)

F

�

ur 0 < jz + 2nj < 1:

�(

z

2

) =

2

(�1)

n

n!(z + 2n)

exp

"

(�



2

+

n

X

m=1

1

2m

)(z + 2n)

+

1

X

k=2

 

(

�1

2

)

k

�(k) +

n

X

m=1

1

(2m)

k

!

1

k

(z + 2n)

k

#

(26)

�(

z + 1

2

) =

p

�(�1)

n

4

n

n!

(2n)!

exp

" 

�(



2

+ log(2)) +

n�1

X

m=0

1

2m+ 1

!

(z + 2n)(27)

+

1

X

k=2

 

(�1)

k

�(k)(1�

1

2

k

) +

n�1

X

m=0

1

(2m+ 1)

k

!

(z + 2n)

k

k

#

F

�

ur 0 < jz + 2n + 1j < 1:

�(

z

2

) =

p

�(�1)

n+1

4

n+1

(n + 1)!

(2(n+ 1))!

exp

" 

�(



2

+ log(2)) +

n

X

m=0

1

2m+ 1

!

(z + 2n + 1)

(28)

+

1

X

k=2

 

(�1)

k

�(k)(1�

1

2

k

) +

n

X

m=0

1

(2m + 1)

k

!

(z + 2n+ 1)

k

k

#

�(

z + 1

2

) =

2

(�1)

n

n!(z + 2n+ 1)

exp

"

(�



2

+

n

X

m=1

1

2m

)(z + 2n+ 1)(29)

+

1

X

k=2

((

�1

2

)

k

�(k) +

n

X

m=1

1

(2m)

k

)

(z + 2n+ 1)

k

k

#
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Diese Gleichungen ergeben mit m

0

:= #fs

k

j s

k

= 1; k = 1 : : : r

1

g an der Stelle

z

0

= �2n f

�

ur 0 < jz � z

0

j < 1:

 

r

1

Y

k=1

�(

z + s

k

2

)

!

�(z)

r

2

= exp

 

m

0

X

k=1

log �(

z + 1

2

) +

r

1

�m

0

X

k=1

log �(

z

2

) + r

2

log �(z)

!

(30)

=

(�1)

(z

0

r

2

+nr

1

)

2

r

1

�m

0

p

�

m

0

4

nm

0

n!

(2m

0

�r

1

)

((2n)!)

m

0

(�z

0

)!

r

2

(z � z

0

)

(r

1

+r

2

�m

0

)

exp(g(z)):

wobei

g(z) :=

 

r

2

�z

0

X

m=1

1

m

+m

0

n�1

X

m=0

1

2m+ 1

+ (r

1

�m

0

)

n

X

m=1

1

2m

�(

r

1

2

+ r

2

) �m

0

log(2)

�

(z � z

0

)

+

1

X

k=2

 

(�1)

k

�(k)(r

2

+m

0

+

r

1

� 2m

0

2

k

) + r

2

�z

0

X

m=1

1

m

k

+m

0

n�1

X

m=0

1

(2m+ 1)

k

+ (r

1

�m

0

)

n

X

m=1

1

(2m)

k

!

(z � z

0

)

k

k

F

�

ur �z

0

= 2n+ 1 und 0 < jz � z

0

j < 1:

 

r

1

Y

k=1

�(

z + s

k

2

)

!

�(z)

r

2

=(31)

�

�2

2n+ 1

�

r

1

�m

0

(�1)

(z

0

r

2

+nr

1

)

2

m

0

p

�

r

1

�m

0

4

n(r

1

�m

0

)

n!

(r

1

�2m

0

)

((2n)!)

r

1

�m

0

(�z

0

)!

r

2

(z � z

0

)

(r

2

+m

0

)

exp(g(z)):

wobei

g(z) :=

 

r

2

�z

0

X

m=1

1

m

+ (r

1

�m

0

)

n

X

m=0

1

2m+ 1

+m

0

n

X

m=1

1

2m

�(

r

1

2

+ r

2

) � (r

1

�m

0

) log(2)

�

(z � z

0

)

+

1

X

k=2

 

(�1)

k

�(k)(r

2

+ r

1

�m

0

+

2m

0

� r

1

2

k

) + r

2

�z

0

X

m=1

1

m

k
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+(r

1

�m

0

)

n

X

m=0

1

(2m+ 1)

k

+m

0

n

X

m=1

1

(2m)

k

!

(z � z

0

)

k

k

.

Aus der Reihendarstellung der Exponentialfunktion l

�

a�t sich dann der meromor-

phe Anteil der Funktion

�

r

1

Q

k=1

�(

z+s

k

2

)

�

�(z)

r

2

bei z

0

berechnen, wobei man beach-

tet, da� man die Koe�zienten der Funktion g(z) nur bis k = r

1

+ r

2

� m

0

bzw.

k = r

2

+m

0

berechnen mu�, wenn man noch das konstante Glied der Laurentreihe

haben will.

Sei weiterhin z

0

2 Z

�0

. Ist dann

 

r

1

Y

k=1

�(

z + s

k

2

)

!

�(z)

r

2

=

m

X

k=0

A

z

0

;k

(z � z

0

)

�k

+ h(z):(32)

wobei h(z) bei z

0

holomorph ist und h(z

0

) = 0 gilt, m = r

1

+ r

2

� m

0

f

�

ur z

0

gerade, m = r

2

+m

0

f

�

ur z

0

ungerade, so berechnet man daraus den meromorphen

Anteil von

�

r

1

Q

k=1

�(

z+s

k

2

)

�

�(z)

r

2

1

z�s

=

m

P

k=0

A

z

0

;k

(s)(z�z

0

)

�k

+h

s

(z) folgenderma�en

(h

s

(z

0

) = 0 und h

s

holomorph bei z

0

):

F

�

ur s 6= z

0

: A

z

0

;k

(s) =

A

z

0

;k+1

(s)� A

z

0

;k

s� z

0

(33)

und f

�

ur s = z

0

: A

z

0

;k

(s) = A

z

0

;k�1

:(34)

Anfangswerte f

�

ur den Fall s 6= z

0

sind:

A

z

0

;m

(s) =

�A

z

0

;m

s� z

0

:

[24]

Beweis: F

�

ur z

0

= s ergibt sich

 

r

1

Y

k=1

�(

z + s

k

2

)

!

�(z)

r

2

1

z � s

=

m

X

k=0

A

z

0

;k

(z � z

0

)

�(k+1)

+ h

1

(z):

wobei h

1

(z) := h(z)=(z�z

0

) ist also bei z

0

holomorph ist, da h(z

0

) = 0 gilt. Damit

ist der zweite Teil der Behauptung bewiesen.
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Falls aber s 6= z

0

gilt, so hat man

m

X

k=0

A

z

0

;k

(z � z

0

)

�k

+ h(z) = (z � s)

 

m

X

k=0

A

z

0

;k

(s)(z � z

0

)

�k

+ h

s

(z)

!

= ((z � z

0

) + (z

0

� s))

 

m

X

k=0

A

z

0

;k

(s)(z � z

0

)

�k

+ h

s

(z)

!

=

m

X

k=0

A

z

0

;k

(s)(z � z

0

)

�k+1

+ (z � z

0

)h

s

(z) +

m

X

k=0

(z

0

� s)A

z

0

;k

(s)(z � z

0

)

�k

+ (z

0

� s)h

s

(z):

Der Identit

�

atssatz f

�

ur Potenzenreihen ergibt dann:

A

z

0

;k

= A

z

0

;k+1

(s) + (z

0

� s)A

z

0

;k

(s)

und speziell:

A

z

0

;m

= (z

0

� s)A

z

0

;m

(s):

�

Daraus berechnet man dann den meromorphen Anteil bei z = z

0

von

x

z

�

r

1

Q

k=1

�(

z+s

k

2

)

�

�(z)

r

2

1

z�s

mit Hilfe von (19) und von x

z

= x

z

0

1

P

k=0

log

k

x

k!

(z � z

0

)

k

:

�1

X

k=�m

0

@

k

X

j=�m

A

z

0

;�j

(s)x

z

0

log(x)

k�j

(k � j)!

1

A

(z � z

0

)

k

(35)

Hiervon interessiert dann aber nur das Residuum:

Res

z=z

0

 

x

z

 

r

1

Y

k=1

�(

z + s

k

2

)�(z)

r

2

1

z � s

!!

= x

z

0

m

X

j=1

A

z

0

;j

(s)

log(x)

j�1

(j � 1)!

(36)

Ist s 62 Z

�0

, so ergibt sich ein zus

�

atzliches Residuum der Funktion

x

z

r

1

Q

k=1

�(

z+s

k

2

)�(z)

r

2

1

z�s

bei z = s als:

x

s

 

r

1

Y

k=1

�(

s+ s

k

2

)

!

�(s)

r

2

(37)

Zusammenfassend: Alle Residuen bei z

0

2 Z

�0

berechnet man also mit (36) und

f

�

ur s 62 Z

�0

das eine Residuum bei z = s nach der Formel (37). Aufsummiert wird

die Reihe dieser Residuen nach wachsendem �z

0

2 N

0

.
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3.3. Eine andere Methode der Berechnung von f(x; s)

Die geschilderte Methode der Berechnung der Funktion f(x; s) kann folgender-

ma�en e�ektiviert werden:

F

�

ur imagin

�

arquadratische K

�

orper ist

f(x; s) =

1

2�i

�+i1

Z

��i1

x

z

�(z)

dz

z � s

Wegen der schon nachgewiesenen Konvergenzeigenschaften ergibt sich:

x

d

dx

f(x; s) = x

1

2�i

�+i1

Z

��i1

d

dx

x

z

�(z)

dz

z � s

=

1

2�i

�+i1

Z

��i1

zx

z

�(z)

dz

z � s

=

1

2�i

�+i1

Z

��i1

(z � s)x

z

�(z)

dz

z � s

+

1

2�i

�+i1

Z

��i1

sx

z

�(z)

dz

z � s

=

1

2�i

�+i1

Z

��i1

(

1

x

)

�z

�(z)dz + sf(x; s)

Man erh

�

alt also eine lineare Di�erentialgleichung. Dabei gilt:

1

2�i

�+i1

Z

��i1

(

1

x

)

�z

�(z)dz = exp(

�1

x

)

Dies folgt aus bekannten Tatsachen

�

uber die Mellintransformation.

Man kann nun die Di�erentialgleichung x

d

dx

f(x; s) = exp(�

1

x

) + sf(x; s) dazu

verwenden, die Taylorkoe�zienten dieser Funktion rekursiv auszurechnen. Be-

schrieben wird dies bereits von Tollis [24]. Dieses Verfahren zur Berechnung der

Funktion f(x; s) wird in dem Artikel von Roblot und Cohen [2] auf reellquadrati-

sche Zahlk

�

orper angewandt.

Allgemein l

�

a�t sich folgende Di�erentialgleichung f

�

ur die Funktion f(x; s) bestim-

men:

x

d

dx

f(x; s) =

1

2�i

�+i1

Z

��i1

(

1

x

)

�z

 

r

1

Y

k=1

�(

z + s

k

2

)

!

�(z)

r

2

dz + sf(x; s)
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F

�

ur die interessierenden Anwendungen der Berechnung von Stark-Einheiten be-

schr

�

anke ich mich nun auf den Fall, da�

�

r

1

Q

k=1

�(

z+s

k

2

)

�

�(z)

r

2

= �(

z+1

2

)

r

�(z) gilt.

Mit der Verdopplungsformel (17) ergibt sich f

�

ur den Fall

�

r

1

Q

k=1

�(

z+s

k

2

)

�

�(z)

r

2

= �(

z+1

2

)

r+1

�(

z

2

), da� �(

z+1

2

)

r+1

�(

z

2

) =

2

p

�

2

z

�(

z+1

2

)

r

�(z) gilt.

Zuerst werde ich eine Di�erentialgleichung f

�

ur

F

r

(x) :=

1

2�i

�+i1

Z

��i1

x

�z

�(

z + 1

2

)

r

�(z)dz

ableiten.

Sei r=1. Dann ergibt sich:

d

2

dx

2

F

1

(x) =

1

2�i

�+i1

Z

��i1

z(z + 1)x

�(z+2)

�(

z + 1

2

)�(z)dz;

x

d

3

dx

3

F

1

(x) = �

1

2�i

�+i1

Z

��i1

z(z + 1)(z + 2)x

�(z+2)

�(

z + 1

2

)�(z)dz:

F

�

ur den Integranden y

1

(x; z) := x

�z

�(

z+1

2

)�(z) gilt:

x

d

3

dx

3

y

1

(x; z) +

d

2

dx

2

y

1

(x; z) = �x

�(z+2)

(z + 1)

2

z�

�

z + 1

2

�

�(z)

= (�2)x

�(z+2)

�

 

(z + 2) + 1

2

!

�(z + 2) = (�2)y

1

(x; z + 2);
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woraus folgt:

x

d

3

dx

3

F

1

(x) +

d

2

dx

2

F

1

(x)

= (�2)

1

2�i

�+i1

Z

��i1

x

�(z+2)

�

 

(z + 2) + 1

2

!

�(z + 2)dz

= (�2)

1

2�i

�+2+i1

Z

�+2�i1

x

�z

�

�

z + 1

2

�

�(z)dz

= (�2)

1

2�i

�+i1

Z

��i1

x

�z

�

�

z + 1

2

�

�(z)dz

= (�2)F

1

(x):

Es gelte f

�

ur ein gegebenes r � 1, y

r

(x; z) := x

�z

�(

z+1

2

)

r

�(z):

r

X

k=0

a

k

(r)x

k

d

k+2

dx

k+2

y

r

(x; z) = (�2)

r

y

r

(x; z + 2);

also:

r

X

k=0

a

k

(r)x

k

d

k+2

dx

k+2

F

r

(x) = (�2)

r

F

r

(x)(38)

mit: a

r

(r) = 1 und a

0

(r) = 1.

Beachtet man:

d

n+2

dx

n+2

y

r+1

(x; z) = (�1)

n

z � � � (z + (n+ 1))x

�(z+n+2)

�(

z + 1

2

)

r+1

�(z);

so folgt:
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x

d

n+2

dx

n+2

y

r+1

(x; z) + n

d

n+1

dx

n+1

y

r+1

(x; z)

= (�1)

n

z � � � (z + n)[(z + (n+ 1))� n)]x

�(z+n+1)

�(

z + 1

2

)

r+1

�(z)

= (�1)

n

z � � � (z + n)x

�(z+n+1)

�(

z + 1

2

)

r

�(z)�(

z + 1

2

)2

(z + 1)

2

= 2(�1)

d

n+1

dx

n+1

y

r

(x; z)�(

z + 1

2

)

(z + 1)

2

= (�2)

d

n+1

dx

n+1

y

r

(x; z)�

 

(z + 2) + 1

2

!

:

Damit ergibt sich induktiv:

r

X

k=0

a

k

(r)x

k

 

x

d

k+3

dx

k+3

y

r+1

(x; z) + (k + 1)

d

k+2

dx

k+2

y

r+1

(x; z)

!

= (�2)

r

(�2)y

r

(x; z + 2)�

 

(z + 2) + 1

2

!

:

Also:

r+1

X

k=0

a

k

(r + 1)x

k

d

k+2

dx

k+2

y

r+1

(x; z) = (�2)

r+1

y

r+1

(x; z + 2)

)

r+1

X

k=0

a

k

(r + 1)x

k

d

k+2

dx

k+2

F

r+1

(x) = (�2)

r+1

F

r+1

(x);

wobei:

a

r+1

(r + 1) = 1 = a

0

(r + 1) und a

k

(r + 1) = a

k�1

(r) + (k + 1)a

k

(r) f

�

ur 0 < k � r

Die Di�erentialgleichung zu g

s

(x) := f(

1

x

; s) ergibt sich als:

x

d

dx

g

s

(x) + F

r

(x) + sg

s

(x) = 0

Leitet man diese k + 2-mal ab, so hat man:

x

d

k+3

dx

k+3

g

s

(x) +

d

k+2

dx

k+2

F

r

(x) + (s+ (k + 2))

d

k+2

dx

k+2

g

s

(x) = 0

Also folgt mit (38):

r

X

k=0

a

k

(r)x

k

 

x

d

k+3

dx

k+3

g

s

(x) + (s+ (k + 2))

d

k+2

dx

k+2

g

s

(x)

!

= (�2)

r

 

x

d

dx

g

s

(x) + sg

s

(x)

!

:
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Damit hat man eine Di�erentialgleichung f

�

ur g

s

(x) = f(

1

x

; s),

r+1

X

k=0

"

[a

k�1

(r) + a

k

(r)(s+ (k + 2))]x

k

d

k+2

dx

k+2

g

s

(x)

#

+ (�2)

r+1

 

x

d

dx

g

s

(x) + sg

s

(x)

!

= 0;

wenn man a

r+1

(r) := 0 und a

�1

(r) := 0 setzt. Nun interessieren genau die Werte

f(

C

n

; s) mit n 2 N . Wenn man also obige Di�erentialgleichung schreibt als

r+1

X

k=0

b

k

(s)x

k

d

k+2

dx

k+2

g

s

(x) + (�2)

r+1

 

x

d

dx

g

s

(x) + sg

s

(x)

!

= 0;

so ergibt sich als Di�erentialgleichung f

�

ur G

s

(x) := g

s

(

x

C

) = f(

C

x

; s):

r+1

X

k=0

b

k

(s)x

k

G

(k+2)

s

(x) +

(�2)

r+1

C

2

�

xG

(1)

s

(x) + sG

s

(x)

�

= 0:

F

�

ur n � 2 ist die Berechnung der Reihe der Residuen g

�

unstig, wie die Absch

�

atzung

(15) S.47 zeigt.

F

�

ur n > 2 hat man:

f(

C

n

; s) = G

s

(n) =

1

X

l=0

G

(l)

s

(n� 1)

l!

bzw.: G

(k)

s

(n) =

1

X

l=0

G

(l+k)

s

(n� 1)

l!

f

�

ur 1 � k � r + 2.

Aus gegebenen Anfangswerten f

�

ur G

(k)

s

(2) mit 0 � k � r + 2, lassen sich mit den

obigen Taylorreihen und der Di�erentialgleichung rekursiv alle in der Formel von

Friedman ben

�

otigten Werte f(

C

n

; s) mit n � 3 berechnen.

Zur Berechnung der Anfangswerte G

(k)

s

(2) mit 1 � k � r + 2 beachtet man:

G

(k)

s

(x) =

1

2i�

�+i1

Z

��i1

(z � � � (z + k � 1))(�1=C)

k

�

x

C

�

�(z+k)

�

�

z + 1

2

�

r

�(z)

dz

z � s

Der Integrant (z � � � (z+k�1))(�1=C)

k

�

x

C

�

�(z+k)

�

�

z+1

2

�

r

�(z)

1

z�s

sei mit F

(k)

s;x

(z)

bezeichnet. Von diesem berechnet man die Reihe der Residuen wie im letzten

Abschnitt und erh

�

alt so den Wert G

(k)

s

(x):

Hat man (vgl.: S.53) �

�

z+1

2

�

r

�(z)

1

z�s

=

m

P

j=0

(A

z

0

;j

(s)(z � z

0

)

�j

)+A

z

0

;0

(s)+ h

s

(z)
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(mit h

z

holomorph bei z = z

0

und h

s

(z

0

) = 0), und weiter den meromorphen

Anteil der Funktion (vgl.: S.54 (35) )

x

�z

�

�

z + 1

2

�

r

�(z)

1

z � s

=

m

X

j=0

B

z

0

;j

(s; x)(z � z

0

)

�j

+ h

s;x

(z)

(h

s;x

ist holomorph bei z = z

0

) bestimmt, so beachtet man zun

�

achst:

F

(k+1)

s;x

(z) = �

1

x

(z + k)F

(k)

s;x

(z)

und

F

(0)

s;x

(z) = x

�z

�

�

z + 1

2

�

r

�(z)

1

z � s

=

m

X

j=0

B

z

0

;j

(s; x)(z � z

0

)

�j

+ h

s;x

(z):

Sei

F

(k)

s;x

(z) =

m

X

j=0

B

(k)

z

0

;j

(s; x)(z � z

0

)

�j

+ h

(k)

s;x

(z)

mit bei z = z

0

holomorphem h

(k)

s;x

, so folgt also:

�

1

x

(z + k)F

(k)

s;x

(z) =�

1

x

(z + k)

0

@

m

X

j=0

B

(k)

z

0

;j

(s; x)(z � z

0

)

�j

+ h

(k)

s;x

(z)

1

A

=(z � z

0

)

0

@

�1

x

m

X

j=0

B

(k)

z

0

;j

(s; x)(z � z

0

)

�j

+ h

(k)

s;x

(z)

1

A

+ (z

0

+ k)

0

@

�1

x

m

X

j=0

B

(k)

z

0

;j

(s; x)(z � z

0

)

�j

+ h

(k)

s;x

(z)

1

A

=

�(z

0

+ k)

x

B

(k)

z

0

;m

(s; x)(z � z

0

)

�m

+

m�1

X

j=0

�1

x

�

B

(k)

z

0

;j+1

(s; x) + (z

0

+ k)B

(k)

z

0

;j

(s; x)

�

(z � z

0

)

�j

+H(z):

H(z) ist eine bei z = z

0

holomorphe Funktion.

Wegen

F

(k+1)

s;x

(z) =

m

X

j=0

B

(k+1)

z

0

;j

(s; x)(z � z

0

)

�j

+ h

(k+1)

s;x

(z)
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hat man dann:

B

(k+1)

z

0

;m

(s; x) =

�(z

0

+ k)

x

B

(k)

z

0

;m

(s; x) und

B

(k+1)

z

0

;j

(s; x) =

�1

x

�

B

(k)

z

0

;j+1

(s; x) + (z

0

+ k)B

(k)

z

0

;j

(s; x)

�

f

�

ur j < m:

(39)

Damit ergibt sich jeweils

Res

z=z

0

F

(k)

s;x

(z) = B

(k)

z

0

;1

(s; x)

und f

�

ur s 62 Z

�0

:

Res

z=s

F

(k)

s;x

(z) = (s � � � (s+ k � 1))(�1=C)

k

�

x

C

�

�(s+k)

�

�

s+ 1

2

�

r

�(s):

Man hat dann:

G

(k)

s

(2) = Res

z=s

F

(k)

s;2

(z) +

�1

X

z

0

=0

B

(k)

z

0

;1

(s; 2):

Nun soll die Konvergenz der Reihe f(

C

n

; s) = G

s

(n) =

1

P

l=0

G

(l)

s

(n�1)

l!

untersucht

werden.

Eine Absch

�

atzung des m-ten Restgliedes in dieser Taylorreihe mit Entwicklungs-

punkt n� 1 ergibt ( n� 1 < � < n) (� > Re(s)):

j

G

(m+1)

s

(�)

(m+ 1)!

j =

j

(�1=C)

m+1

2�i(m+ 1)!

+1

Z

�1

0

@

m

Y

j=0

(� + j + it)

1

A

 

�

C

!

�(�+m+1+it)

�(

� + it + 1

2

)

r

�(� + it)

dt

� + it� s

j

�

C

�

2�

+1

Z

�1

j

�(� +m+ 1 + it)

(m+ 1)!

j

�

1

n� 1

�

(�+m+1)

j�(

� + it + 1

2

)j

r

dt

j� + it� sj

Zur weiteren Absch

�

atzung beachtet man die Produktdarstellung der Gammafunk-

tion:

1

�(z)

= z exp(z)

1

Y

k=1

(1 +

z

k

) exp(�

z

k

):(40)
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Dieses Produkt konvergiert lokal gleichm

�

a�ig f

�

ur alle z 2 C .

Dann ist also f

�

ur z = � + it mit � 2 R

>0

und t 2 R

�

�

�

�

�

�(z)

�(�)

�

�

�

�

�

=

�

jzj

j exp(�it)j lim

n!1

n

Y

k=1

�

�

�

�

�

k + �

k + z

�

�

�

�

�

j exp(

it

k

)j:

Aber es gilt

�

jzj

� 1 und

�

�

�

k+�

k+z

�

�

� � 1, also:

j�(� + it)j � �(�):

Damit folgt f

�

ur r � 1:

j

G

(m+1)

s

(�)

(m+ 1)!

j

�

�(� +m+ 1)

(m+ 1)!

C

�

2�

0

@

+1

Z

�1

j�(

� + it + 1

2

)j

dt

j� + it� sj

1

A

�

1

n� 1

�

(�+m+1)

j�(

� + 1

2

)j

r�1

:

Die Schwarzsche Ungleichung f

�

ur Integrale zeigt:

1

2�

+1

Z

�1

j�(

� + it + 1

2

)j

1

j� + it� sj

dt �

0

@

1

2�

+1

Z

�1

j�(

� + it+ 1

2

)j

2

dt

1

A

1

2

0

@

1

2�

+1

Z

�1

�

�

�

�

1

� + it� s

�

�

�

�

2

dt

1

A

1

2

:

Beachtet man dann

+1

Z

�1

j�(

� + it+ 1

2

)j

2

dt = 2

+1

Z

�1

j�(

� + 1

2

+ it)j

2

dt;

so gen

�

ugt die Berechnung von (a 2 R

>0

)
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1

2�

+1

Z

�1

j�(a+ it)j

2

dt =

1

2�

+1

Z

�1

�(a + it)�(a+ it)dt =

1

2�

+1

Z

�1

�(a� it)�(a + it)dt

=

1

2�

+1

Z

�1

+1

Z

0

x

a�it

exp(�x)

dx

x

�(a+ it)dt =

+1

Z

0

exp(�x)x

2a

1

2�

+1

Z

�1

x

�(a+it)

�(a+ it)dt

dx

x

=

1

Z

0

exp(�x)x

2a

exp(�x)

dx

x

=

1

Z

0

x

�2a

exp(�2x)

dx

x

=

1

Z

0

�

x

2

�

2a

exp(�x)

dx

x

=

�(2a)

2

2a

Es ist f

�

ur s 2 R

+1

Z

�1

�

�

�

�

1

� + it� s

�

�

�

�

2

dt =

+1

Z

�1

1

(� � s)

2

+ t

2

dt =

1

j� � sj

+1

Z

�1

1

1 + t

2

dt =

�

j� � sj

Damit hat man

j

G

(m+1)

s

(�)

(m + 1)!

j �

�(� +m + 1)

(m+ 1)!

q

�(� + 1)

2

�

2

C

�

q

2j� � sj

�

1

n� 1

�

(�+m+1)

j�(

� + 1

2

)j

r�1

:

Die reelle Version der Stirlingschen Formel

�(x+1) = (x=e)

x

p

2�x exp(

�

12x

) (mit 0 < � < 1, x 2 R

>0

) und (1+

y

m

)

m

� exp(y)

(f

�

ur y 2 R

>0

; m 2 N) ergibt:

�(� +m+ 1)

�((m+ 1) + 1)

�

((� +m)=e)

(�+m)

q

2�(� +m)

((m + 1)=e)

m+1

q

2�(m+ 1)

exp(

1

12(� +m)

)

� (� +m)

(��1)

v

u

u

t

 

� � 1

m+ 1

+ 1

!

Damit hat man dann die Absch

�

atzung des Restgliedes der Taylorreihe:
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j

G

(m+1)

s

(�)

(m + 1)!

j � (� +m)

(��1)

v

u

u

t

 

� � 1

m+ 1

+ 1

!

C

�

q

�(� + 1)

2

�+1

2

q

j� � sj

�

1

n� 1

�

(�+m+1)

j�(

� + 1

2

)j

r�1

:

(41)

(� +m)

(��1)

w

�

achst mit m polynomial an, dagegen f

�

allt

�

1

n�1

�

(�+m+1)

mit m ex-

ponentiell ab. Insbesondere f

�

allt f

�

ur wachsendes n der Betrag des Restgliedes in

der Taylorentwicklung, und man mu� also immer weniger Folgenglieder zur Reihe

dazu addieren, je gr

�

o�er n wird. Damit ist dieses Verfahren ganz o�ensichtlich

besser, als die Berechnung der Reihe der Residuen.

F

�

ur die Restglieder von G

(l)

s

(n) beachtet man (1 � l � r + 1):

G

(l+m)

s

(�)

m!

=

G

(l+m)

s

(�)

(l +m)!

l

Y

j=1

(m+ j)

und

l

Y

j=1

(m+ j) � exp

 

1

12(m+ l � 1)

!

v

u

u

t

 

l

m� 1

+ 1

!

(m + l � 1)

l

:

F

�

ur die Berechnung von �(1; �) ben

�

otigt man in der Formel von Friedman nur

f(

C

n

; 0) und f(

C

n

; 1). Daf

�

ur erh

�

alt man:

F

�

ur s = 0 und � = 1:

j

G

(m+1)

s

(�)

(m + 1)!

j �

C

2

�

1

n� 1

�

m+2

(42)

F

�

ur s = 1 und � = 2 hat man:

j

G

(m+1)

s

(�)

(m + 1)!

j �

C

2

2

 

p

�

2

!

r�1

s

(

1

m + 1

+ 1)(2 +m)

�

1

n� 1

�

m+3

(43)
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4. Berechnung der Artinschen Wurzelzahl

Sei O

k

der Ring der ganzen Zahlen des algebraischen Zahlk

�

orpers k. Sei m � O

k

ein ganzes Ideal. Ist O

k

=m der Restklassenring nach dem Ideal m, so bezeichne

(O

k

=m)

�

seine multiplikative Untergruppe. Die Bezeichnung (O

k

=f

(0)

)

�

f

�

ur den

endlichen Anteil f

(0)

eines F

�

uhrers f ist dann in diesem Sinne zu verstehen.

In der Berechnung der Artinschen Wurzelzahl f

�

ur primitive Charaktere beziehe

ich mich auf Hasses "Zahlbericht". [9, S.35] Die dort angegebene Darstellung

geht, ebenso wie die von Neukirch gegebene [16], auf den urspr

�

unglichen Beweis

der Funktionalgleichung durch Hecke zur

�

uck. Sie ist dennoch den moderneren

Darstellungen (Tates Beweis in: [12]) vorzuziehen, da diese letztlich die Artinsche

Wurzelzahl als Produkt lokaler Faktoren darstellen.

Satz 28 (Artinsche Wurzelzahl). Die in der Funktionalgleichung �(s; �) =

W(�)�(1� s; ��) vorkommende Artinsche Wurzelzahl W(�) ist gegeben durch:

W(�) =

(�i)

r

1

P

k=1

a

k

q

N(f

�

)

X

a mod f

�

�(a)

X

(�)

exp(2�iTr(�))

Dabei sind die Ideale a irgendwelche Repr

�

asentanten derjenigen Klassen der Strahl-

klassengruppe I

(f

�

)

=H

f

�

, f

�

ur die gilt a � f

(0)

�

D mod f

(1)

�

, wobei f

�

= f

(0)

�

f

(1)

�

eine

Faktorisierung des F

�

uhrers f

�

in seinen endlichen und seinen unendlichen Anteil

darstellt. D ist die Di�erente.

Die Zahlen � h

�

angen dann von a ab: a=(f

(0)

�

D) = (�).

� ist positiv bez

�

uglich derjenigen Stellen, die f

(1)

�

teilen, d.h.: � 2 H

f

(1)

�

Man

hat zu summieren

�

uber ein vollst

�

andiges Vertretersystem derjenigen Zahlen � mit

(�) = a=(f

�

D), wobei zwei solche Zahlen �

1

und �

2

als gleich anzusehen sind, falls

(�

1

� �

2

)D ein ganzes Ideal ist.

Man sieht zun

�

achst, da� (�) = a=(f

(0)

�

D) = (�

1

) zur Folge hat, da� �

1

= �� mit

einer Einheit �. Diese mu� bez

�

uglich f

(1)

�

positiv sein, da f

�

ur � und �

1

dies gilt.

Hieraus folgt:

(�� ��)D ist ganzes Ideal genau dann, wenn (1� �)(�)D ganz ist. Dies ist

�

aqui-

valent zu: (1� �)(a=(f

(0)

�

D))D ist ganz, welches wiederum dazu

�

aquivalent ist, da�

(1� �)a=f

(0)

�

ein ganzes Ideal ist.

Da a 2 I

(f

�

)

gilt, sind a und f

(0)

�

teilerfremd. Also teilt f

(0)

�

das Hauptideal (1� �).
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Dies ist

�

aquivalent dazu, da� 1 � � mod f

(0)

�

.

Ich interessiere mich also f

�

ur diejenigen mod

�

f

(1)

�

positiven Einheiten, welche in

verschiedenen Klassen mod f

(0)

�

liegen.

Habe ich genau eine Fundamentaleinheit (die Gruppe der mod

�

f

(1)

�

positiven

Einheiten hat genau den selben Rang), so mu� ich also den kleinsten Exponenten

n 2 N suchen, so da� 1 � �

n

mod f

(0)

�

erf

�

ullt ist. Dann entsprechen 1 : : : �

n�1

den

verschiedenen Klassen mod f

(0)

�

. Im allgemeinen w

�

urde man dann ein bzgl. f

(1)

�

positives Fundamentalsystem von Einheiten bez

�

uglich einer Basis der endlichen

multiplikativen Gruppe (O

k

=f

(0)

�

)

�

darstellen [17] und von der durch diese Einhei-

ten erzeugten Untergruppe eine Basis ausrechnen. Man h

�

atte damit jeweils alle

paarweise mod f

(0)

�

inkongruenten bzgl. f

(1)

�

positiven Einheiten.

Notation: F

�

ur eine multiplikative Gruppe mit Elementen f�

1

: : : �

m

g, � := (�

1

; : : : ; �

m

)

und einen Vektor

z :=

0

B

B

@

z

(1)

.

.

.

z

(r)

1

C

C

A

2 Z

m

sei de�niert: �

z

:=

m

Q

j=1

�

z

j

j

.

Algorithmus 1. Artinsche Wurzelzahl

input: Charakter �, Ordnung O

k

.

output: Artinsche Wurzelzahl: W(�).

(1) Berechne Fundamentaleinheiten von O

k

: f�

1

; � � � ; �

r

g.

Dabei ist r := r

1

+ r

2

� 1;

(2) Berechne daraus die bzgl. f

(1)

�

= �

s

1

� � � �

s

m

positive Einheitengruppe durch

Angabe eines Fundamentalsystems. �

s

1

; � � � ; �

s

m

sind die reellen Einbettun-

gen, die f

�

teilen:

Zun

�

achst ersetze �

i

jeweils durch ��

i

genau dann, wenn �

s

1

(�

i

) < 0 gilt.

F

�

ur i = 1 � � �m, j = 1 � � � r:

setze a

i;j

:=

(

0 falls �

s

i

(�

j

) > 0

1 falls �

s

i

(�

j

) < 0

A := (a

i;j

).

Sei x :=

0

B

B

@

x

1

.

.

.

x

r

1

C

C

A

2 Z

r

. Bestimme die L

�

osungen von Ax = 0 mod 2 durch

Angabe einer Basis b

1

:=

0

B

B

@

b

(1)

1

.

.

.

b

(r)

1

1

C

C

A

� � � b

r

:=

0

B

B

@

b

(1)

r

.

.

.

b

(r)

r

1

C

C

A

. � := (�

1

; : : : ; �

r

).
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Dann sind �

1

:= �

b

1

; : : : ; �

r

:= �

b

r

ein bzgl. f

(1)

�

positives Fundamentalsy-

stem.

(3) Berechne Repr

�

asentanten der Gruppe der positiven Einheiten in (O

k

=f

(0)

�

)

�

:

� Berechne f

�

ur �

i

mit i 2 f1 : : : rg den Koordinatenvektor y

i

:=

0

B

B

@

y

1;i

.

.

.

y

m;i

1

C

C

A

bzgl. einer gegebenen Basis fa

1

: : : a

m

g von (O

k

=f

(0)

�

)

�

. [17] a :=

(a

1

; : : : ; a

r

).

� Die gegebenen Koordinatenvektoren y

i

stellen ein Erzeugendensystem

einer Untergruppe von Z

m

dar. Berechne davon eine Basis: x

1

; : : : ; x

k

.

Berechne a

x

i

, 1 � i � k. Bestimme die Ordnungen t

1

; : : : ; t

k

von

a

x

1

; : : : ; a

x

k

in (O

k

=f

(0)

�

)

�

. Aus den dann gegebenen Z

m

-Vektoren bilde

Einheiten, welche durch sie repr

�

asentiert sind: f�

1

:= �

x

1

: : : �

k

:=

�

x

k

g, � := (�

1

; : : : ; �

k

).

Ein vollst

�

andiges System von Repr

�

asentanten paarweise mod f

(0)

�

inkon-

gruenter und bzgl. f

(1)

�

positiver Einheiten ist dann A := f�

�

j � :=

(�

1

; : : : ; �

k

) 2 Z

k

mit 0 � �

1

< t

1

; : : : 0 � �

k

< t

k

g.

(4) Berechne f

�

ur eine Basis fb

1

: : : b

m

f

�

g von I

(f

�

)

=H

f

�

jeweils ihre Darstellung

y

i

:=

0

B

B

@

y

1;i

.

.

.

y

m

f

1

;i

1

C

C

A

bzgl. einer Basis von I=H

f

(1)

�

. Berechne die Darstel-

lung d :=

0

B

B

@

d

1

.

.

.

d

m

f

1

1

C

C

A

von Df

(0)

�

bzgl. der selben Basis von I=H

f

(1)

�

. L

�

ose

�

y

1

; : : : y

m

f

�

�

0

B

B

@

x

1

.

.

.

x

m

f

�

1

C

C

A

= d. F

�

ur die durch

0

B

B

@

x

1

.

.

.

x

m

f

�

1

C

C

A

repr

�

asentierten Ele-

ment r von I

(f

�

)

=H

f

�

bilde jeweils r(Df

(0)

�

)

�1

und berechne ein repr

�

asentie-

rendes Element � 2 k mit (�) = r(Df

(0)

�

)

�1

, welches positiv bzgl. f

(1)

�

ist.

Ergebnis: Paare der Form (�; r).

(5) Berechne jeweils B := �A. Bilde dann zu jedem b 2 B die Zahl exp(2�iTr(b)),

addiere und multipliziere die Summe mit �(r). Addiere dann die Resultate

f

�

ur jedes r. Multipliziere mit

(�i)

r

1

P

k=1

a

k

q

N(f

(0)

�

)

.
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5. Berechnung von �

0

S

(0; �)

r

1

ist wieder die Anzahl der reellen Stellen, bzw. r

2

die Anzahl der komplexen

Stellen von k.

Sei L(0; �) = 0 f

�

ur alle Charaktere �, die auf der der abelschen K

�

orpererwei-

terung K=k zugeordneten Idealgruppe I

(f)

=U

f

(K=k) de�niert sind.

Dies ist sicherlich der Fall, wenn entweder r

2

� 1, d.h. eine unendliche Stelle kom-

plex ist, oder eine der reellen Stellen den F

�

uhrer f

�

von � nicht teilt (vgl.: Lemma

1 S. 29). Das zweite ist gleichbedeutend damit, da� es in der Vollst

�

andigen Hecke

L-Funktion (S.27) einen �-Faktor �(

s+s

k

0

2

) mit s

k

0

= 0 und 1 � k

0

� r

1

gibt.

Die Vollst

�

andige Hecke L-Funktion ist �(s; �) = C

s

r

1

Q

k=1

�(

s+s

k

2

)�(s)

r

2

L(s; �) mit

C :=

q

jD

k

jN(f

�

)

�

n

4

r

2

.

Deren Funktionalgleichung ergibt:

lim

s!0

s�(s)C

s

L(s; �)

s

=W(�) lim

s!0

r

1

Y

k=1

�(

s+ s

k

2

)

�1

�(s)

1�r

2

�(1� s; ��)(44)

bzw.

lim

s!0

2

s

2

�(

s

2

)C

s

L(s; �)

s

=W(�) lim

s!0

r

1

Y

k = 1

k 6= k

0

�(

s+ s

k

2

)

�1

�(s)

�r

2

�(1� s; ��):

(45)

Aus (44) folgt:

L

0

(0; �) =W(�)(

Y

s

k

=1

1

p

�

)(

Y

s

k

=0

0)0

r

2

�1

�(1; ��)

bzw. aus (45)

2L

0

(0; �) =W(�)(

Y

s

k

=1

1

p

�

)(

Y

s

k

= 0

k 6= k

0

0)0

r

2

�(1; ��):

Die dabei interessierenden F

�

alle sind nur entweder r

2

= 1 und s

k

= 1 f

�

ur alle
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0

S

(0; �) 69

k 2 f1 : : : r

1

g:

L

0

(0; �) =

W(�)�(1; ��)

p

�

r

1

(46)

bzw. r

2

= 0 und s

k

= 0 f

�

ur genau ein k 2 f1 : : : r

1

g:

L

0

(0; �) =

W(�)�(1; ��)

2

p

�

r

1

�1

(47)

Um �

0

S

(0; �) zu berechnen, m

�

ussen die Funktionen �(s; �) geeignet abge

�

andert

werden. Sind aber speziell die F

�

uhrer aller relevanten Charaktere gleich, bzw.

sogar entweder f

�

= f (f F

�

uhrer von K=k) oder L

0

(0; �) = 0, so brauchen die

Funktionen nicht ver

�

andert zu werden.

Im Falle des Hilbertschen Klassenk

�

orpers (S.74) tritt diese Situation ein. Daher sei

von jetzt an S := S

1

[ fp 2 P

k

j p teilt fg. Es ist S

1

die Menge der unendlichen

Stellen von k.

Aus (2) S.28 folgt dann:

�

0

S

(0; �

a

) =

1

[K : k]

X

�

L

0

(0; �)�(a);

d.h. wenn genau eine komplexe Stelle existiert und alle reellen Stellen in K

�

verzweigen:

�

0

S

(0; �

a

) =

1

[K : k]

p

�

r

1

X

�

W(�)�(1; ��)�(a)(48)

bzw. f

�

ur genau eine unverzeigte reelle Stelle und r

2

= 0:

�

0

S

(0; �

a

) =

1

[K : k]2

p

�

r

1

�1

X

�

W(�)�(1; ��)�(a)(49)

vgl.: [20].

n
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KAPITEL V

Der Hilbertsche Klassenk

�

orper

1. K

�

orpererweiterungen und Stark-Einheiten

Sei k ein total reeller algebraischer Zahlk

�

orper mit Einbettungen �

1

: : : �

n

, n :=

[k : Q ]. Sei � ein primitives Element, dessen s

�

amtliche Konjugierte �

(i)

:= �

i

(�)

also verschieden sind und sich der Gr

�

o�e nach anordnen lassen, o.B.d.A.: �

(1)

>

0 > �

(2)

> : : : > �

(n)

. (Durch Umnumerierung und Addition einer geeigneten

rationalen Zahl.)

Mit dieser Zahl � bildet man k(

p

�). Ist dann H

k

der Hilbertsche Klassenk

�

orper

von k, so setzt man K := H

k

(

p

�). Nach seiner De�nition ist H

k

unverzweigt:

Insbesondere ist mit total reellem k auch H

k

total reell. Es gilt:

p

�

(1)

2 R und

f

�

ur i > 1: Im(

p

�

(i)

) 6= 0.

Damit sind die Einbettungen des K

�

orpers K, welche auf k mit �

1

�

ubereinstimmen,

s

�

amtliche reell, w

�

ahrend die Fortsetzungen von �

2

: : : �

n

auf K komplexe Einbet-

tungen sind. Der K

�

orper K = H

k

(

p

�) = k(

p

�)H

k

ist als Kompositum abelscher

Erweiterungen wieder abelsch

�

uber k.

Diese Situation sei nun in allgemeinerer Form gegeben:

k

H

k

K

Dabei sei K=k abelsch, [K : H

k

] = 2. Die Fortsetzungen der Einbettung �

1

von

71
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�

O
RPER

k auf K seien reell, bzw. die Fortsetzungen der Einbettungen �

2

: : : �

n

seien echt

komplex. Anders ausgedr

�

uckt: der F

�

uhrer f der abelschen K

�

orpererweiterung K=k

hat als unendlichen Anteil genau: f

(1)

= �

2

� � � �

n

.

Sei nun � der nichttriviale Automorphismus aus G(K=H

k

). Er entspricht f

�

ur die

Fortsetzungen der Einbettungen �

2

: : : �

n

der komplexen Konjugation: Die kom-

plexe Konjugation h

�

alt H

�

2

(k)

; � � � ; H

�

n

(k)

elementweise fest. Dies folgt aus der

Tatsache, da� H

k

unverzweigt ist, also alle Einbettungen von H

k

reell sind. Ins-

besondere aber sind die Einbettungen von K nach C , K

2

; : : : ; K

n

, echt komplex

und quadratisch

�

uber H

�

2

(k)

; � � � ; H

�

n

(k)

. Damit ist die komplexe Konjugation der

eindeutige nichttriviale Automorphismus aus G(K

j

=H

�

j

(k)

) f

�

ur 2 � j � n.

Sei � 2 G

�

(K=k) mit �(�) = �1 gegeben.

Dann ergibt sich mit (47) S.69, (3) S.28 und dem Lemma auf S.29: L

0

(0; �) 6= 0.

Sei nun � 2 G(K=k) mit �(�) = � gegeben, wobei � die Starkeinheit (S. 30) ist.

Dann folgt unter Verwendung der Starkschen Vermutung (w

1

ist eine Fortsetzung

von �

1

):

0 6=

X

�2G

�(�) log j�(�)j

w

1

=

X

�2G

�(��) log j��(�)j

w

1

= �(�)

X

�2G

�(�) log j�(�)j

w

1

;

(50)

woraus folgt:

�(�) = 1:

Jeder Charakter mit �(�) = 1 kann als Charakter von G=h�i betrachtet werden,

wobei f

�

ur die Gruppe h�i gilt: #h�i = 2. Also gilt:

#f� j �(�) = �1g = #G

�

�#f� j �(�) = 1g = #(G=h�i)

�

= #G=2:

Die Anzahl der Charaktere, f

�

ur die �(�) = 1 gilt, ist also gr

�

o�er als #G=2, da

auch f

�

ur den Hauptcharakter �

0

� 1 dasselbe gilt, aber �

0

(�) 6= �1. Aber es ist

f� j �(�) = 1g eine Untergruppe von G

�

, deren Ordnung gr

�

o�er ist als #G=2 und

deren Ordnung #G

�

teilt. Daraus folgt:

f� j �(�) = 1g = G

�

:

Da G abelsch ist, mu� dann � das Neutralelement von G sein.

Man hat also:

� 2 G mit �(�) = �) � = 1(51)

Also sind alle Konjugierten von � bzgl. K=k verschieden und � ist ein primitives

Element: K = k(�).

Koch beschreibt die Situation f

�

ur zyklische Erweiterungen,[12, S.233] und Roblot

f

�

ur [K : H

k

] = 2 [20, S.40]. Die Konstruktion S.71 geht aber eigentlich auf Stark



2. HILBERTSCHE KLASSENK

�

O
RPER 73

zur

�

uck [21, 22], welcher sie als Zwischenschritt zur Bestimmung der Starkeinheit

bei der numerischen

�

Uberpr

�

ufung seiner Hypothese benutzte.

2. Hilbertsche Klassenk

�

orper

Sei [K : H

k

] = 2 und G(K=H

k

) = h�i.

Wendet man auf ��(�) den Automorphismus � an, so ergibt sich:

�(��(�)) = ��(�), d.h. ��(�) ist im Fixk

�

orper H

k

von h�i enthalten.

Aus der Starkschen Vermutung folgt j��(�)j

w

j

= 1 f

�

ur j = 2 : : : n, wobei w

j

ir-

gendeine Fortsetzung von �

j

auf K ist. Da ��(�) 2 H

k

, also w

j

(��(�)) 2 R gilt,

hat man w

j

(��(�)) = 1 oder = �1. � entspricht f

�

ur j = 2 : : : n der komple-

xen Konjugation, d.h. w

j

� � � w

�1

j

(x) = x f

�

ur x 2 K

j

= w

j

(K). Daher :

w

j

(��(�)) = w

j

(�)(w

j

� � � w

�1

j

)(w

j

(�)) = w

j

(�)w

j

(�) > 0. Also ist w

j

(��(�)) = 1

und damit auch ��(�) = 1. Daraus folgt die Gleichung: �(�) =

1

�

.

V

�

ollig analog ergibt sich dann damit: � :=

1

�

+ � 2 H

k

.

Bilde ich dann das Polynom x

2

� �x+1 2 H

k

[x], so hat dieses eine Faktorisierung

(x � �)(x � �

�1

) in K[x]. W

�

are H

k

6= k(�), also k(�) ein echter Teilk

�

orper von

H

k

, dann w

�

urde die durch die Nullstelle � von x

2

� �x + 1 erzeugte quadratische

Erweiterung k(�; �) echt in K enthalten sein, somit k(�) 6= K im Widerspruch zu

der gerade gezeigten Folgerung aus der Starkschen Vermutung. Es ergibt sich also:

H

k

= k(�+ �

�1

)(52)

Zur Berechnung des Hilbertschen Klassenk

�

orpers gen

�

ugt es also, das Polynom

(x� �

1

) � � � (x� �

h

) mit �

j

:= w

1

(�

j

(�))

zu berechnen. Dabei ist h die Klassenzahl von k und �

j

2 G(H

k

=k).

In der praktischen Berechnung ist die Konstruktion H

k

(

p

�) auf Seite 71 meist

nicht die g

�

unstigste. Statt dessen geht man alle m

�

oglichen Erkl

�

arungsmodule

m = m

0

m

1

nach der Gr

�

o�e von N(m

0

) 2 N durch, wobei m

1

genau von der Form

�

2

� � � �

n

ist und berechnet jeweils den F

�

uhrer der Strahlklassengruppe I

(m)

=H

m

.

Hat dieser dann als unendlichen Anteil wieder �

2

: : : �

n

, so untersucht man, ob es

eine Untergruppe U mit I

(m)

� H

(m)

� U � H

m

, [H

(m)

: U ] = 2 und einem F

�

uhrer

gibt, der wieder als unendlichen Anteil �

2

� � � �

n

hat. (H

(m)

ist die Gruppe der

Hauptideale prim zu m.)

Die Konstruktion H

k

(

p

�) im letzten Abschnitt (S.71) zeigt, da� es einen F

�

uhrer
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mit den gew

�

unschten Verzweigungseigenschaften gibt. Einen F

�

uhrer mit minima-

ler Norm erh

�

alt man aber durch obiges Verfahren. Dies ist deswegen wichtig, weil

in den Funktionen f(x; s) die Zahl

q

N(f

�

) als multiplikativer Faktor eingeht, d.h.

die Gr

�

o�e der Starkeinheit w

�

achst mit diesem Wert exponentiell.

Die Bestimmung der interessierenden Charaktere mit �(�) = �1, wobei G(K=H

k

) =

h�i hat zur Grundlage (S.21):

(K=k; p)

f

= (K=H

k

; q) wobei p � q und f := f(q=p):

Daraus leitet man dann ab, da� der Artinisomorphismus bzgl. K=k jedem repr

�

asen-

tierenden Ideal der nichttrivialen Klasse der Gruppe H

(m)

=U den Automorphismus

� zuordnet.

Diejenigen L-Reihen L(s; �) mit Charakteren �(�) = 1 brauchen nicht berechnet

zu werden, da f

�

ur diese L

0

(s; �) = 0 gilt. (vgl. Lemma auf S.29)

Bemerkung 2. F

�

ur Charaktere mit �(�) = �1 gilt: f

�

= f(K=k)

Beweis: Zu bestimmen ist der F

�

uhrer von K

�

=k:

Ist H

k

der Hilbertsche Klassenk

�

orper zu k, so gilt o�ensichtlich, da� K

�

6� H

k

.

Denn � h

�

alt H

k

punktweise fest. (k ist total reell, H

k

ist unverzweigte Erweiterung

von k, also auch total reell.) Also kann nicht K

�

� H

k

gelten, da �(�) = �1 gilt.

Aber nach Voraussetzung: [K : H

k

] = 2. Somit hat man: K

�

H

k

= K. Es ist

also Satz 20 auf S.21 anwendbar: Erkl

�

arungsmodul zu K

�

=k ist nach De�nition

f

�

, ebenso ist f

�

Erkl

�

arungsmodul zu H

k

=k, da es ein Vielfaches von f(H

k

=k) = O

k

ist. Also ist K=k

�

uber den Schnitt der beiden Idealgruppen zum Erkl

�

arungsmodul

f

�

erkl

�

art, der F

�

uhrer f von K=k teilt also f

�

. Nach Satz 24 auf S.23 teilt aber f

�

den F

�

uhrer f. Somit gilt: f = f

�

[20]. �

3. Erzeugendes Polynom und Veri�kation

Ein algebraischer Zahlk

�

orper K, der eine reelle Einbettung besitzt, hat genau die

Torsionseinheiten f1;�1g. Die Starksche Vermutung ergibt dann:

log j�(�)j

w

1

= �2�

0

(0; �); also folgt: j�(�)j

w

1

= exp(�2�

0

(0; �)):(53)
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wobei w

1

eine der Fortsetzungen von �

1

auf K ist, und � irgendein Automorphis-

mus aus G(K=k).

Die Starksche Vermutung besagt, da� alle anderen Konjugierten von � vom Betrag

1 sind.

Die Starksche Vermutung besagt

�

uber � weiter: K(

p

�)=k ist abelsch. Dies hei�t

insbesondere, da� K(

p

�)=k galoissch ist. Ist dann aber eine der Konjugierten

�(w

1

(�)) f

�

ur ein � 2 G(K=k) positiv, und dies sei O.B.d.A. � = 1 d.h. w

1

(�) > 0,

so ist also K(

p

�) � R. Da dieser K

�

orper galoissch ist, enth

�

alt er auch

q

�(�) f

�

ur

alle � 2 G. Also m

�

ussen alle �(�) positiv sein. Konsequenz:

Alle Konjugierten �(�) haben dasselbe Vorzeichen, k

�

onnen also alle als positiv

vorrausgesetzt werden.

Damit hat man f

�

ur die reelle Einbettung w

1

sogar:

w

1

(�(�)) = exp(�2�

0

(0; �)):

Man erh

�

alt also durch die n

�

aherungsweise Berechnung von �

0

(0; �

a

)) eine Appro-

ximation von w

1

(�(�)). Dabei durchl

�

auft a ein Repr

�

asentantensystem der Gruppe

I

(f)

=U

f

, wobei f der F

�

uhrer der auf Seite 73 bestimmten Idealgruppe ist.

Dies l

�

a�t folgende Aussage

�

uber die verschiedenen Konjugierten von � = �+ �

�1

2

H

k

zu:

F

�

ur die Koe�zienten a

h�1

: : : a

0

2 k des Polynoms

(x� �

1

) � � � (x� �

h

) = x

h

+ a

h�1

x

h�1

+ : : :+ a

0

erh

�

alt man, da�

�

1

(a

i

) � (�1)

h�i

�

h�i

( ~�

1

; : : : ; ~�

h

);(54)

wobei ~�

1

; : : : ; ~�

h

die reellen Approximationen von w

1

(�

1

); : : : ; w

1

(�

h

) sind, und �

i

die elementarsymmetrischen Polynome sind [19, S.50].

Die anderen Konjugierten �

j

(a

h�1

) : : : �

j

(a

0

) mit j � 2 lassen sich dann nur noch

betragsm

�

a�ig absch

�

atzen:

j�j

w

j

� j�j

w

j

+ j�

�1

j

w

j

= 1 + 1 = 2)(55)

ja

i

j

�

j

= j�

h�i

(�

1

; : : : ; �

h

)j

�

j

� �

h�i

(2; : : : ; 2) =

 

h

h� i

!

2

h�i



76 V. DER HILBERTSCHE KLASSENK

�

O
RPER

O

k

wird mit (k ist total reell)

� 2 O

k

!

0

B

B

@

�

1

(�)

.

.

.

�

n

(�)

1

C

C

A

nach R

n

eingebettet. Das Bild ist eine Gitter im R

n

. Man wei�, da� der Ellipsoid

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

0

B

B

B

B

@

x

1

x

2

.

.

.

x

n

1

C

C

C

C

A

j













0

B

B

B

B

@

x

1

� ~a

i

x

2

.

.

.

x

n

1

C

C

C

C

A













2

� �

2

+ (n� 1)

  

h

h� i

!

2

h�i

!

2

9

>

>

>

>

=

>

>

>

>

;

(56)

alle f

�

ur a

i

in Frage kommenden algebraischen Zahlen enth

�

alt, wobei ~a

i

die Ap-

proximation von �

1

(a

i

) ist und � der Fehler j ~a

i

� �

1

(a

i

)j ist. k:k bedeutet die

gew

�

ohnliche euklidische Norm im R

n

.

Man z

�

ahlt also mit dem Algorithmus 4.2. in [18, S.25] die O

k

zugeordneten Git-

terpunkte aus, die im Ellipsoid enthalten sind. Danach

�

uberpr

�

uft man f

�

ur die

erhaltenen Zahlen �, ob sie den Bedingungen j ~a

i

� �

1

(�)j � � und j�

j

(�)j � 2 f

�

ur

n � j � 2 gen

�

ugen.

Mit diesen Zahlen � bildet man die Polynome g(x) := x

h

+ a

h�1

x

h�1

+ : : : + a

0

und pr

�

uft, ob diese irreduzibel

�

uber k sind.

Erst dann berechnet man die Relativdiskriminante der durch g(x)

�

uber k be-

stimmten K

�

orpererweiterung, bestimmt deren Signatur

�

uber Q (mu� total reell

sein). Von den nun verbleibenden Kandidaten stellt man mit dem Verfahren aus

[11, S.72] stellt fest, ob sie abelsch sind.

Es sei angemerkt, da� eine algebraische Zahl � 2 k eindeutig durch �

1

(�) 2 R

bestimmt ist. Ist dann � 2 O

k

sogar ganz und hat man f

�

ur die anderen Kon-

jugierten �

j

(�) 2 R (2 � j � n) obere und untere Schranken, so ist die ganze

algebraische Zahl � bereits durch eine gen

�

ugend genaue (vom Gitter abh

�

angig)

Approximation

]

�

1

(�) eindeutig bestimmt. F

�

ur die Polynome g hei�t das, da� man

genau ein solches Polynom erh

�

alt, wenn die Berechnung der Werte der partiellen

�-Funktionen nur genau genug war.

Dieser Sachverhalt legt folgende Alternative zur Bestimmung der Koe�zienten

a

h�1

; : : : ; a

0

des Minimalpolynoms g(x) 2 O

k

[x] von � nahe:
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Sei f!

1

; : : : ; !

n

g eine Basis von O

k

mit den Bildern

0

B

B

@

�

1

(!

m

)

.

.

.

�

n

(!

m

)

1

C

C

A

2 R

n

, 1 � m � n.

F

�

ur den Koe�zienten a

i

ergeben sich die Schranken j�

j

(a

i

)j �

�

h

h�i

�

2

h�i

f

�

ur

2 � j � n. Der Fehler bei der Berechnung von �

1

(a

i

) sei �.

Dann hat man die (eine!) L

�

osung (x

1

; : : : ; x

n

) 2 Z

n

von

^

�

1

(a

i

)� � �

n

X

m=1

x

m

�

1

(!

m

) �

^

�

1

(a

i

) + �:

�

 

h

h� i

!

2

h�i

�

n

X

m=1

x

m

�

j

(!

m

) �

 

h

h� i

!

2

h�i

f

�

ur 2 � j � n

zu bestimmen.

Dieses Ungleichungssystem wird mit der Fourier-Motzkin-Elimination auf Drei-

ecksgestalt gebracht und dann ausgez

�

ahlt [5, S.41-43]. Es hat sich gezeigt, da�

durch diese Methode (insbesondere f

�

ur gr

�

o�ere Klassengruppen) wesentlich e�ek-

tiver die Koe�zienten a

i

bestimmt werden konnten.
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KAPITEL VI

Beispiele

1. Das Beispiel von Stark

Sei k der algebraische Zahlk

�

orper, welcher von f := x

3

�x

2

� 9x+8 erzeugt wird:

k := Q [x]=(f(x)). Die Klassengruppe dieses K

�

orpers ist eine C

3

und k ist total

reell.

Die Nullstellen von f sind �

1

� 0:878468121; �

2

� 3:0791188645;

�

3

� �2:9575869857. �

1

; �

2

; �

3

sind die ihnen entsprechenden Einbettungen von k

nach R.

Sei f := �

1

�

3

, so ergibt sich als F

�

uhrer der Strahlklassengruppe I=H

f

wieder f.

Diese ist eine C6. Damit sind alle Vorraussetzungen erf

�

ullt: F

�

ur den K

�

orper K,

welcher der Klassengruppe zu I=H

f

entspricht, gilt K � H

k

und [K : H

k

] = 2.

Weiter ist [H

k

: k] = 3.

Die appoximierten Werte der Ableitungen der partiellen Zetafunktionen �

0

S

(0; �

a

),

wobei a eine Repr

�

asentantensystem von I=H

f

durchl

�

auft und S = f�

1

; �

3

g ist,

sind:

�1:3114629399;

�0:3633404598;

�0:278371386:

0:278371386;

1:3114629399;

0:3633404598;

Das ergibt die reellen Approximationen der 6 verschiedenen Konjugierten der

Starkeinheit � 2 K im Bild w

2

(K) � R, wobei w

2

eine der 6 verschiedenen Fort-

setzungen der reellen Einbettung �

2

ist:

79
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13:77597151285;

2:06820466554;

0:57307265543;

0:07259016172;

0:48351114213;

1:74497943765

Die 3 konjugierten Werte von � := �+ �

�1

in w

2

(H

k

) ergeben sich zu:

�

(1)

� 13:8485616746; �

(2)

� 2:551715808; �

(3)

� 2:318052093

Das Polynom ist dann:

(x� �

(1)

)(x� �

(2)

)(x� �

(3)

) = x

3

+ �

2

(a

2

)x

2

+ �

2

(a

1

)x + �

2

(a

0

)

� x

3

� 18:7183295753x

2

+ 73:3542912833x� 81:91438312997

Damit erh

�

alt man, wenn man noch die Bedingungen j�j

w

= 1 f

�

ur die anderen

Konjugierten ber

�

ucksichtigt, genau ein Polynom:

h

�

2

(x) := x

3

+ (�3�

2

� �

2

2

)x

2

+ (�11 + 12�

2

+ 5�

2

2

)x+ (15� 13�

2

� 6�

2

2

)

Man mu� nun, da die Starksche Vermutung f

�

ur den betrachteten Fall nicht bewie-

sen ist, nachweisen, da� h

�

(x) irreduzibel

�

uber k ist.

Also ist die Relativdiskriminante D

H

k

=k

des durch h

�

(x) erzeugten K

�

orpers H

k

zu

bestimmen, bzw. zeigen, da� D

H

k

=k

= O

k

gilt. Da H

k

=k unverweigt ist, mu� H

k

total reell sein, also die Signatur r

1

= 9 und r

2

= 0 haben.

Nun weist man nach, da� H

k

=k galoissch (also abelsch, da Erweiterung 3-ten Gra-

des) ist. Erst dann wei� man, da� H

k

der Hilbertsche Klassenk

�

orper zu k ist.

Aufgrund von � = �+ �

�1

ergibt sich, da�

x

18

�22x

17

+144x

16

�493x

15

+1071x

14

�1577x

13

+1518x

12

�704x

11

�382x

10

+887x

9

�382x

8

+

�704x

7

+ 1518x

6

� 1577x

5

+ 1071x

4

� 493x

3

+ 144x

2

� 22x + 1

das Polynom ist, welches alle Konjugierten von � als Nullstellen hat.

[22, S.98].
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2. Starkeinheiten und Hilbertsche Klassenk

�

orper

In diesem Abschnitt ist H

k

der Hilbertsche Klassenk

�

orper zum algebraischen Zahl-

k

�

orper k := Q [x]=(f(x)). � ist die Starkeinheit. K := k(�) ist quadratische Erwei-

terung von H

k

. Die angegebene Nullstelle � von f gibt diejenige Einbettung von k

nach R an, deren Fortsetzung auf K reell ist. Mit k

�

bezeichne ich dann das reelle

Bild von k unter dieser Einbettung. Zu den in dieser reellen Einbettung von K in

C liegenden Konjugierten der Starkeinheit gebe ich die reellen Approximationen

an, sowie das Polynom, das sie als Nullstelle hat.

Die Beispiele sind zun

�

achst geordnet nach der Gr

�

o�e der Klassengruppe. Dann

werden mehrere Beispiel mit einer C

3

und gr

�

o�erer Diskriminante gerechnet. Zu-

letzt gebe ich eine Beispiel an, dessen Grundk

�

orper vom Grad 5 ist.

k := Q [x]=(f(x)) f := x

3

+ x

2

� 17x+ 16

Diskriminante D

k

8069

g(x) 2 k[x] erzeugt H

k

g(x) := x

4

+ (�11 + 10� � 2�

2

)x

3

+(68� 86� + 21�

2

)x

2

+(�204 + 262� � 66�

2

)x + (209� 262� + 65�

2

)

Nullstelle � von f � � �5:0207080746

Approximationen der 0:0098223383; 0:2594381814;

reellen Konjugierten von �

0:3052819393; 0:7202440698;

1:3884182348; 3:2756605328;

3:8544827701; 101:8087515739:

G(x) 2 k

�

[x] ist G(x) := x

8

+ (�11 + 10� � 2�

2

)x

7

+ (72� 86� + 21�

2

)x

6

Minimalpolynom von � +(�237 + 292� � 72�

2

)x

5

+ (351� 434� + 107�

2

)x

4

+(�237 + 292� � 72�

2

)x

3

+ (72� 86� + 21�

2

)x

2

+(�11 + 10� � 2�

2

)x+ 1



82 VI. BEISPIELE

k f := x

3

� 16x+ 1

D

k

16357

� � � �4:0308912283018078

H

k

g := x

4

+ (�12 + 193� � 48�

2

)x

3

+ (288� 4740� + 1176�

2

)x

2

+(�1730 + 28109� � 6973�

2

)x + (2677� 43494� + 10790�

2

)

�

0:000647230259252554238756; 0:059447507169148767177142;

0:1895944163498932467229; 0:5070701948688738097;

1:972113545854525596987; 5:2744169330098684696436;

16:8215632180278530381136118 1545:0451917295051678955

G x

8

+ (�12 + 193� � 48�

2

)x

7

+ (292� 4740� + 1176�

2

)x

6

+(�1766 + 28688� +�7117�

2

)x

5

+ (3259� 52974� + 13142�)x

4

+(�1766 + 28688� � 7117�

2

)x

3

+ (292� 4740� + 1176�

2

)x

2

+(�12 + 193� � 48�

2

)x+ 1

k f := x

3

� 28x+ 47

D

k

28165

� � 4:0485783542044335

H

k

g:=x

5

+(17123�5972��1475�

2

)x

4

+(�2064761+720072�+177858�

2

)x

3

+(51913884�18104674��4471860�

2

)x

2

+(�229870275+80165973�19801018�

2

)x

+(268386698�93598360��23118821�

2

)

�

3:214310690473072854 10

�5

; 0:01134836689815981276

0:03630547764442001967 0:34622163367978679463

0:96538213101623248087 1:035859239436696841910

2:8883232667232140028877 27:54405298821110651361

88:11840584413554810938 31110:86936817498399360

G x

10

+(17123�5972��1475�

2

)x

9

+(�2064756+720072�+177858�

2

)x

8

+(51982376�18128562��4477760�

2

)x

7

+(�236064548+82326189�+20334592�

2

)x

6

+(372317204�129843540��32071391�

2

)x

5

+(�236064548+82326189�+20334592�

2

)x

4

+(51982376�18128562��4477760�

2

)x

3

+(�2064756+720072�+177858�

2

)x

2

+(17123�5972��1475�)x+1



2. STARKEINHEITEN UND HILBERTSCHE KLASSENK

�

O
RPER 83

k f := x

3

+ x

2

� 25x� 26

D

k

56677

� � 5:0165931683264587

H

k

x

6

+(�109225�126804��21076�

2

)x

5

+(49792535+57802991�+9607262�

2

)x

4

+(�2131059116�2473897370��411179101�

2

)x

3

+(28263880813+32810887207�+5453399672�

2

)x

2

+(�133338582112�154789683861��25727131539�

2

)x+(170257159805+197647609022�+32850419414�

2

)

�

7:84131642935283374142 10

�7

; 0:002439614697981379564368;

0:037588437732668587563 0:0921537491216097315354;

0:1577840328354267539695892; 0:9113827011878107656183894;

1:097233904809355889096802; 6:337776909549704047818;

10:851430457597123425503; 26:6039255771166921301415417;

409:9007932799528211961601533973; 1275296:06668676787273302174624

G x

12

+(�109225�126804��21076�

2

)x

11

+(49792541+57802991�+9607262�

2

)x

10

+(�2131605241�2474531390��411284481�

2

)x

9

+(28463050968+33042099171�+5491828720�

2

)x

8

+(�139732851710�162212644011��26960879602�

2

)x

7

+(227083676661+263616201382�+43814862330�

2

)x

6

+(�139732851710�162212644011��26960879602�

2

)x

5

+(28463050968+33042099171�+5491828720�

2

)x

4

+(�2131605241�2474531390��411284481�

2

)x

3

+(49792541+57802991�+9607262�

2

)x

2

+(�109225�126804��21076�

2

)x+1

k f := x

3

+ x

2

� 41x� 106

D

k

52645

� � 7:00832063581973

H

k

x

7

+(�60430�31999��3996�

2

)x

6

+(16081611+8514890�+1063255�

2

)x

5

+(�781408822�413740326��51663805�

2

)x

4

+(14972633555+7927709844�+989934121�

2

)x

3

+(�132771789376�70300005510��8778370488�

2

)x

2

+(536702946795+284173470045�+35484776768�

2

)x+(�785884959517�416110359246��51959752633�

2

)

�

2:080330704156313669 10

�6

; 0:00476197933077092368

0:04134526413689164956 0:07575789337919454085

0:108545939065172714 0:1758275735416531655

0:31120587643941887259 3:2133069318652974

5:6873900939268902 9:2126891951211925

13:199944657841172 24:1865669714688718

209:996711564497398 480692:804274863571

G x

14

+(�60430�31999��3996�

2

)x

13

+(16081618+8514890�+1063255�

2

)x

12

+(�781771402�413932320��51687781�

2

)x

11

+(15053041631+7970284294�+995250396�

2

)x

10

+(�135898331114�71955446799��8985085648�

2

)x

9

+(581781663605+308041748477�+38465211681�

2

)x

8

+(�1056118199801�559193452202��69826556359�

2

)x

7

+(581781663605+308041748477�+38465211681�

2

)x

6

+(�135898331114�71955446799��8985085648�

2

)x

5

+(15053041631+7970284294�+995250396�

2

)x

4

+(�781771402�413932320��51687781�

2

)x

3

+(16081618+8514890�+1063255�

2

)x

2

+(�60430�31999��3996�

2

)x+1



84 VI. BEISPIELE

k f := x

3

+ x

2

� 25x� 24

D

k

58469

� � �5:02478462225892355284

H

k

x

8

+(306443+258221��64158�

2

)x

7

+(�234325342�197454993�+49059766�

2

)x

6

+(22710161658+19136789535��4754736297�

2

)x

5

+(�688598675432�580249850888�+144169168130�

2

)x

4

+(6303436048448+5311610315015��1319725355151�

2

)x

3

+(�24425416510223�20582154445182�+5113852386373�

2

)x

2

+(42441928533945+35763825262508��8885897909846�

2

)x+(�27305039339273�23008677726206�+5716747574257�

2

)

�

3:83114200357679153 10

�7

0:00152160077309773659;

0:01708086739274170649; 0:0269847064006145631;

0:21558926352937416057; 0:3707456311728880045;

0:74816991600745215148; 0:89886329811768896512;

1:1125162214255511; 1:336594774267881;

2:6972671177173626; 4:6384499099313887;

37:0580278011557503; 58:5450362096328349;

657:2026103563022179; 2610187:769251022934

G x

16

+(306443+258221��64158�

2

)x

15

+(�234325334�197454993�+49059766�

2

)x

14

+(22712306759+19138597082��4755185403�

2

)x

13

+(�690004627456�581434580846�+144463526726�

2

)x

12

+(6416993292041+5407299685331��1343500383954�

2

)x

11

+(�27183326092025�22906115673629�+5691264955383�

2

)x

10

+(61579349021374+51890033140638��12892623583799�

2

)x

9

+(�80292150919081�67658434821758�+16810448551103�

2

)x

8

+(61579349021374+51890033140638��12892623583799�

2

)x

7

+(�27183326092025�22906115673629�+5691264955383�

2

)x

6

+(6416993292041+5407299685331��1343500383954�

2

)x

5

+(�690004627456�581434580846�+144463526726�

2

)x

4

+(22712306759+19138597082��4755185403�

2

)x

3

+(�234325334�197454993�+49059766�

2

)x

2

+(306443+258221��64158�

2

)x+1

k f := x

3

� 70x+ 217

D

k

100597

� � �9:6205917256718745

H

k

x

3

+(�1311891+559554�

1

�58162�

2

)x

2

+(1885429000�804181391�+83589598�

2

)x

+(�5049685910+2153814026��223875421�

2

)

�

8:28025427892557885 10

�8

0:000697023903317;

0:447214314202113770149; 2:236064383994785544;

1434:671028124773887290; 12076923:8034771683741411

G x

6

+(�1311891+559554��58162�

2

)x

5

+(1885429003�804181391�+83589598�

2

)x

4

+(�5052309692+2154933134��223991745�

2

)x

3

+(1885429003�804181391�+83589598�

2

)x

2

+(�1311891+559554��58162�

2

)x+1
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�

O
RPER 85

k f := x

3

+ x

2

� 30x� 29

D

k

101969

� � �5:4974854675650632

H

k

x

3

+(55950160+47702067��10606386�

2

)x

2

+(�17873986912�15239029028�+3388344251�

2

)x

+(991994880475+845756397620��188050946183)�

2

)

�

1:8981065535516379523393278 10

�9

0:0040329876065086525979035

0:01398803748038318614559766 71:4896568873510181719257187

247:9551383659464061517854559 526840813:087575180404277780

G x

6

+(55950160+47702067��10606386�

2

)x

5

+(�17873986909�15239029028�+3388344251�

2

)x

4

+(992106780795+845851801754��188072158955�

2

)x

3

+(�17873986909�15239029028�+3388344251�

2

)x

2

+(55950160+47702067��10606386�

2

)x+1

k f := x

3

+ x

2

� 62x+ 15

D

k

103809

� � �8:5009072946007808

H

k

x

3

+(�10253+43566��5808�

2

)x

2

+(4381226�18624424�+2482956�

2

)x+(�10734431+45631710��6083492�

2

)

�

1:2501666051296861299588039312786 10

�6

0:00235149690411441286278805415

0:512291255953838464355656946072 1:95201457838294235991859574487

425:2610319198381848713032527255 799893:386926828782368426362644407

G x

6

+(�10253+43566��5808�

2

)x

5

+(4381229�18624424�+2482956�

2

)x

4

+(�10754937+45718842��6095108�

2

)x

3

+(4381229�18624424�+2482956�

2

)x

2

+(�10253+43566��5808�

2

)x+1

k f := x

3

+ x

2

� 65x+ 139

D

k

104468

� � 5:9817026372665603

H

k

x

3

+(15228670�4575445��655348�

2

)x

2

+(�4586492341219+1378008953786�+197374340527�

2

)x

+(23588040228775�7087012954415��1015083758593�

2

)

�

2:8340359451950330232078168 10

�8

3:292046168341104147357804 10

�6

0:202403709532542238090374 4:940620912084722132845386984

303762:4470813270105660935775 35285367:558426711517973007520175

G x

6

+(15228670�4575445��655348�

2

)x

5

+(�4586492341216+1378008953786�+197374340527�

2

)x

4

+(23588070686115�7087022105305��1015085069289�

2

)x

3

+(�4586492341216+1378008953786�+197374340527�

2

)x

2

+(15228670�4575445��655348�

2

)x+1
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k f := x

3

� 54x+ 88

D

k

105192

� � 1:724621811558618

H

k

x

3

+(

1

2

(�573521042+19384492�+11239851�

2

))x

2

+(

1

2

(18778004802060�634679575236��3680108711 27�

2

))x

+(�973351314705235+32898393918039�+19075714859658�

2

)

�

3:94793686229323423041677838498429 10

�9

3:06355334981192007011934022224972 10

�5

0:0096163068306914623578957297094 103:9900262758249375902743736

32641:83403437034117795288521237 253296857:2904509360376508671518641

G x

6

+(

1

2

(�573521042+19384492�+11239851�

2

))x

5

+(

1

2

(18778004802066�634679575236��3680108711 27�

2

))x

4

+(�973351888226277+32898413302531�+19075726099509�

2

)x

3

+(

1

2

(18778004802066�634679575236��3680108711 27�

2

))x

2

+(

1

2

(�573521042+19384492�+11239851�

2

))x+1

k f := x

3

+ x

2

� 64x� 91

D

k

103809

� � 8:1817249956092696

H

k

x

3

+(

1

3

(�109769333�90616806��9869257�

2

))x

2

+(3479973012039+2872788426051�+312881122820�

2

)x

+(

1

3

(�56749363907438�46847752915086��5102282298 532�

2

))

�

1:9847308523437020916837513101763 10

�9

1:051300058726460125305804596374 10

�5

0:190640497201603829709911130979947 5:245475199020762683120029641543558

95120:3219004282400915518940300661 503846654:481706444983895057364

G x

6

+(

1

3

(�109769333�90616806��9869257�

2

))x

5

+(3479973012042+2872788426051�+312881122820�

2

)x

4

+(�18916527815368�15615978049566��1700767345682�

2

)x

3

+(3479973012042+2872788426051�+312881122820�

2

)x

2

+(

1

3

(�109769333�90616806��9869257�

2

))x+1

k f := x

5

� 15x

3

+ 10x

2

+ x� 1

D

k

9824581

� � 0:6136942909493501970211

H

k

x

2

+(11911+7499��106897�

2

+4486�

3

+7310�

4

)x+(�235309�148121�+2111704�

2

�88621�

3

�14 4406�

4

)

�

4:6182907560675696685668295092 10

�5

0:05070521625138189786223278996575

19:72183680358027140613621706592 21653:0325356017735683904203659

G x

4

+(11911+7499��106897�

2

+4486�

3

+7310�

4

)x

3

+(�235307�148121�+2111704�

2

�88621�

3

�144406�

4

)x

2

+(11911+7499��106897�

2

+4486�

3

+7310 �

4

)x+1



Symbolverzeichnis

k

�

: k n f0g

O

k

: Ring der ganzen algebraischen Zahlen von k

D

k

: Diskriminante von O

k

D : Diskriminante eines fest gegebenen Zahlk

�

orpers

w

k

: Zahl der Torsionseinheiten in k

D : Di�erente

P

k

: Menge der Primideale von O

k

p; q : Primideale

N(I) : Norm des Ideals I

N

K=k

(a) : Relativnorm des Ideals a � O

K

N(�) : Die Norm der algebraischen Zahl �

Tr(�) : Die Spur der algebraischen Zahl �

#G : Anzahl der Elemente von G

�

j

: Einbettung von k nach R oder C

j�j

�

j

: j�j

�

j

:= j�

j

(�)j f

�

ur relles �

j

bzw. j�

j

(�)j

2

f

�

ur �

j

komplex.

r

1

bzw. r

2

: Anzahl der reellen bzw. komplexen Stellen von k

w

j

: Eine der Fortsetzungen von �

j

auf eine K

�

orpererweiterung von k

H

k

: Hilbertscher Klassenk

�

orper zu k

I : Gruppe der (gebrochenen) Ideale von O

k

(�) : (�) := �O

k

mit � 2 k

� : die Stark-Einheit

C : C :=

q

jD

k

jN(f

�

)

�

n

4

r

2

Res

z=z

0

f(z) : Residuum der meromorphen Funktion f bei z

0

Im(z) : Imagin

�

arteil der komplexen Zahl z

Re(z) : Realteil der komplexen Zahl z

87



88 SYMBOLVERZEICHNIS

m : Erkl

�

arungsmodul

m

0

: endlicher Anteil von m, d.h. ein ganzes Ideal

m

1

: unendlicher Anteil des Erkl

�

arungsmoduls

H : Gruppe der Hauptideale

I : Gruppe der gebrochenen Ideale

I

k

: Gruppe der gebrochenen Ideale von k

h bzw. h

k

: Klassenzahl von k

I

(m)

: Gruppe der zu m

0

primen Ideale

H

(m)

: Gruppe der zu m

0

primen Haupideale

H

m

: Gruppe Haupideale (�) mit � � 1 mod

�

m

U(K=k) : Kongruenzidealgruppe zur Erweiterung K=k

U

m

: Idealgruppe zum Erk

�

arungsmodul m

f(K=k) : F

�

uhrer der abelschen K

�

orpererweiterung K=k

G(K=k) : Galoisgruppe von K=k

D : Zerlegungsgruppe (S. 15)

I : Tr

�

agheitsgruppe (S. 15)

�

a

: Bild des Artinabbildung des Ideals a (S. 16)

(K=k; a) : Eine andere Bezeichnung f

�

ur �

a

(Wird auch Artinsymbol genannt)

G

�

: Duale Gruppe (d.h.: Gruppe der Charaktere) von G

� : Charakter (S. 21)

�

0

: Hauptcharakter auf einer endlichen Faktorgruppe von Idealen: � � 1

K

�

: Fixk

�

orper der Gruppe f� 2 G(K=k) j �(�) = 1g

f

�

: F

�

uhrer der K

�

orpererweiterung K

�

=k bzw. F

�

uhrer von �

W(�) : Artinsche Wurzelzahl von � (S.65)

L(s; �) : L-Funktion von �

L(K=k; s; �) : Artinsche L-Funktion

�(s; �) : Vervollst

�

andigte Heckesche L-Funktion

�(s; �) : Partielle Zetafunktion

�

k

: Die Dedekindsche Zetafunktion

� : Die �-Funktion

 : Die Eulersche Konstante

log : Der nat

�

urliche Logarithmus, bzw. sein Haupzweig in C

O : Landausymbol.

�+i1

R

��i1

f(z)dz : ist de�niert als

1

R

�1

(f(it+ �) i) dt
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