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1ii

Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der Berechnung von Zetafunktionen alge-
braischer Kurven iiber endlichen Koérpern.

Die Zetafunktion einer Kurve beinhaltet wichtige Informationen. So lassen sich das Ge-
schlecht sowie die Anzahl der rationalen Punkte auf der Kurve selbst und auf der zu
ihr assoziierten jacobischen Varietét ablesen. Die Ursache des Interesses an diesen Infor-
mationen stammt aus der Kryptographie, denn die rationalen Punkte der jacobischen
Varietét, die im elliptischen Fall isomorph zur Kurve selbst ist, bilden eine (additive)
abelsche Gruppe endlicher Ordnung und es bietet sich an, diese fiir kryptographische
Zwecke zu nutzen. Dazu wird eine sogenannte Einwegfunktion auf der jacobischen Va-
rietdt bendtigt, also eine Abbildung, deren Umkehrabbildung schwierig zu berechnen
ist. In additiven Gruppen liefert die Multiplikation mit einer ganzen Zahl unter gewis-
sen Bedingungen eine Einwegfunktion und wir bezeichnen die Urbildberechnung eines
Elements unter dieser Multiplikation als diskretes Logarithmusproblem (DLP). Um zu
gewiahrleisten, dass dieses DLP tatsachlich schwierig zu l6sen ist, muss insbesondere die
Ordnung der Gruppe einen grofien Primteiler besitzen. Das DLP wird dann auf dieser
zyklischen Untergruppe beschrieben.

Die Bestimmung der Ordnung von Punktgruppen jacobischer Varietdten spielt daher
eine zentrale Rolle bei der Konstruktion kryptographisch geeigneter Kurven und es
existieren eine Reihe von Algorithmen zur Bestimmung der Zetafunktion.

Fiir elliptische Kurven liefert der SEA-Algorithmus [Sch95] von René Schoof, Noam
Elkies und A.O.L. Atkin einen [-adischen Algorithmus zur Bestimmung der Punkte-
zahl. Dieser Ansatz wird als [-adisch bezeichnet, da er den Zahler der Zetafunktion
modulo verschiedener Primzahlen [ berechnet und anschliefend den gesuchten Zahler
mittels chinesischem Restsatz konstruiert. Fine Verallgemeinerung fiir beliebige abel-
sche Varietdten lieferte Jonathan Pila [Pil90], die jedoch nur von theoretischer Natur
ist, denn sie benétigt eine konkrete Beschreibung der jacobischen Varietdt, die man im
Allgemeinen nicht hat.

Neben diesem [-adischen Ansatz existiert ein p-adischer Ansatz, den Takakazu Satoh
[Sat00] als Erster fiir elliptische Kurven beschrieb. Dabei wird die Kurve auf eine p-
adische Struktur geliftet und der Zahler der Zetafunktion modulo einer geeigneten p-
Potenz berechnet.
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Einen weiteren p-adischen Ansatz lieferte Kiran Kedlaya [Ked01|, der die Anzahl der
Punkte auf hyperelliptischen Kurven mit Hilfe einer p-adischen Kohomologie, der
Monsky-Washnitzer-Kohomologie, berechnete.

Zum Abschluss sei noch Alan Lauders Ansatz [Lau04a|[Lau04b] erwéhnt, der mittels
Deformation die Punkte einer Kurve zdhlt. Dabei startet man mit einer Kurve, deren
Zetafunktion einfach zu bestimmen ist und deformiert diese Kurve durch Hinzunahme
einer weiteren Variablen in die urspriinglichen Kurve. Anschliefflend wird berechnet, wie
sich die Zetafunktion dabei veréindert hat.

Damit sind die wichtigsten Techniken zur Bestimmung der Zetafunktion genannt, wobei
zu allen Ansitzen eine Reihe von Verallgemeinerungen und Verbesserungen existieren.

Wir werden uns in dieser Arbeit zundchst mit Kedlayas Algorithmus beschéftigen und
anschliefend einen eigenen Algorithmus vorstellen, der die Eigenschaften des Cartier-
Operators auf den holomorphen Differentialen einer Kurve ausnutzt.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt:

Im ersten Kapitel werden wir alle bendtigten Grundlagen behandeln. Nachdem wir
die unverzweigten Erweiterungen der p-adischen Zahlen kennen gelernt haben, fithren
wir affine und projektive Varietdten ein und definieren damit den Begriff der Kurve.
Anschliefend beschreiben wir deren Verbindung zu Funktionenkérpern und definieren
mit Hilfe von Differentialen die de Rham-Kohomologie. Zum Abschluss werfen wir noch
einen Blick auf abelsche Varietdten und deren Eigenschaften.

Im zweiten Kapitel definieren wir die Zetafunktion einer algebraischen Kurve und be-
schreiben ihre wichtigsten Eigenschaften. Auflerdem werden wir die grundlegende Idee
zur Berechnung der Zetafunktion mit Hilfe der Frobenius-Abbildung kennenlernen.

Das dritte Kapitel dient der Charakterisierung der Monsky-Washnitzer-Kohomologie,
wobei wir uns auf den Fall von Kurven beschrinken werden.

Im vierten Kapitel stellen wir Kedlayas Algorithmus zur Berechnung der Zetafunktion
hyperelliptischer Kurven vor. Nachdem wir die Monsky-Washnitzer-Kohomologie kon-
struiert haben, werden wir die induzierte Frobenius-Abbildung auf dieser Kohomologie
betrachten und zeigen, wie sich damit die Zetafunktion berechnen ldsst. AbschlieBend
werden wir den implementierten Algorithmus beschreiben und einige berechnete Bei-
spiele angeben.

Das fiinfte Kapitel wird einen anderen Ansatz zur Berechnung der Zetafunktion ver-
folgen. Dieser basiert zunichst auf dem Cartier-Operator, der auf den holomorphen
Differentialen einer Kurve operiert und mit dessen Darstellungsmatrix es moglich ist,
den Zéhler der Zetafunktion modulo p zu bestimmen. Darauf aufbauend stellen wir
einen Algorithmus vor, der daraus die Zetafunktion vollstindig bestimmt. Auch die-
ses Kapitel schliefen wir mit einigen Berechnungsbeispielen ab und geben im sechsten
Kapitel eine kurze Zusammenfassung mit Ausblick.



Kapitel 1

Mathematische Grundlagen

In diesem ersten Kapitel werden wir die mathematischen Grundlagen fiir den Rest der
Arbeit vorstellen. Auf Beweise werden wir dabei im Allgemeinen verzichten.

1.1 Bewertungstheorie

Die Beweise zu den Aussagen dieses Abschnitts sind, falls nicht anders erwéhnt, in
[Lor90], [Lan02| und [Neu99| zu finden.

1.1.1 Bewertungen

Definition 1.1 (Diskrete Bewertung). Es sei R ein Integrititsring. Eine Abbildung
v : R — ZU{oo} heiffit (nichtarchimedische) diskrete Bewertung, falls sie folgende
Eigenschaften besitzt:

(i) v(a) =00 < a=0,
(i) v(a-b) =v(a) +v(b) fir alle a,b#0,
(111) v(a+b) > min{v(a),v(b)} fiir alle a,b € R.
Die dritte Bedingung nennen wir wltrametrische Ungleichung und fiir den Fall, dass

v(a) # v(b) gilt, folgt sogar die Gleichheit v(a 4+ b) = min{v(a), v(b)}.

Beispielsweise definiert jede Primzahl p € Z durch v,(a) := max{i | a € p'Z} und
vp(0) := oo eine diskrete Bewertung auf Z, die sich durch v,(1) = —v,(a) auf ganz Q
fortsetzen lasst.

Jede Bewertung v eines Rings R ldsst sich auf den Polynomring R[x] durch
v(f) := min{v(a;)} fiir f =", a;a" fortsetzen.

1
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Ausgehend von einer diskreten Bewertung v auf R kénnen wir durch

—v(@)  falls a # 0
la| := p falls o 7 ,wobeip e R, p>1
0 Jfallsa =10

eine (nichtarchimedische) Betragsfunktion auf R definieren. Das heifit, eine Abbildung
mit den Eigenschaften
(i) la| =04 a =0,
(i) la- b = [al - [b],
(iii) |a + b < max{]al,|b|}.
Definition 1.2 (Bewertungsring, Restklassenkorper). Es sei K ein Korper mit einem
nichtarchimedischen Betrag |- | (beziehungsweise einer Bewertung v). Dann heifst
R:i={acK|l|a]<1}={a€ K |v(a) >0}
der Bewertungsring von K. Der Ring R ist lokal und besitzt das mazimale Ideal
M:={aeK||al <1} ={a€ K |v(a) > 0}.
Der Korper K := R/ M heifit Restklassenkorper von K.

Die Projektion 7 : R — K, die jedem Element a € R seine Restklasse a + M € K
zuordnet nennen wir Restklassenabbildung.

1.1.2 p-adische Zahlen

Wie im vorherigen Abschnitt gesehen, liefert jede Primzahl p eine Bewertung v, und
damit einen Betrag | - |, auf Q. Jede Betragsfunktion wiederum induziert eine Metrik
dp und wir kénnen den Koérper Q beziiglich dieser Metrik vervollstdndigen.

Definition 1.3 (p-adische Zahlen). Die Vervollstindigung des metrischen Raumes
(Q,d,) wird mit Q, bezeichnet. Seine Elemente heiffen p-adische Zahlen. Der Bewer-
tungsring von Qp wird mit Z, bezeichnet und heifit Ring der ganzen p-adischen Zahlen.

Die Vervollstiandigung lisst sich konstruieren, indem wir Aquivalenzklassen von Cauchy-
Folgen bilden. Dabei heiflen zwei Cauchy-Folgen dquivalent, wenn die Folge ihrer punkt-
weisen p-adischen Abstidnde eine Nullfolge ist. Auf diese Weise erhalten wir einen voll-
standigen metrischen Raum, der (durch die wohldefinierten komponentenweisen Ver-
kniipfungen der Cauchy-Folgen-Aquivalenzklassen) aulerdem ein Kérper ist.

Neben der obigen analytischen Konstruktion lassen sich die ganzen p-adischen Zahlen
Z,, auch algebraisch definieren als der projektive Limes @Z/ p'Z mit den Restklas-
senabbildungen modulo p’. Der Korper Qy ist dann der Quotientenkdrper von Z,,.

Fiir die ganzen p-adischen Zahlen gilt folgende Aussage:
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Satz 1.4. Ein Element a € Z, ist genau dann invertierbar, wenn es nicht in dem
mazimalen Ideal M = {a € Z, | vp(a) > 0} enthalten ist. Fir den Restklassenkdrper
gilt Zp/ M =Ty,

Die oben erwihnte Restklassenabbildung auf Bewertungsringen induziert auch eine
Restklassenabbildung auf dem Koordinatenring Zy[z] und wir definieren ihre ,Umkeh-
rung“ folgendermaflen.

Definition 1.5 (Lift). Fin Polynom F € Z,[x] heift Lift von f € F,[z], falls F
den gleichen Grad wie f besitzt und F = f mod p gilt. Das heifit, F' wird unter der
Restklassenabbildung auf f abgebildet.

Aus der Definition ist klar, dass der Lift eines Polynoms nicht eindeutig ist.

1.1.3 Erweiterungen der p-adische Zahlen

Wir wollen nun eine Verbindung zwischen endlichen Erweiterungen endlicher Primkor-
per und den p-adischen Zahlen herstellen. Dazu bezeichne K eine endliche Korpererwei-
terung von Q,, welche durch die Nullstelle eines irreduziblen Polynoms U € Qq[v] iiber
Qp erzeugt wird. Fiir die Betridge von K gilt der folgende Satz:

Satz 1.6. Der p-adische Betrag |- |, auf Q, ldsst sich eindeutig auf jede endliche Kor-
pererweiterung K/Q, fortsetzen.

Fiir unsere Zwecke benotigen wir lediglich unverzweigte Erweiterungen, welche folgen-
dermafien charakterisiert werden kénnen.

Definition 1.7 (Unverzweigte Erweiterung). Eine Kérpererweiterung K/Q, vom Grad
d heifit unverzweigt, falls der Grad des Restklassenkorpers von K dber I, gleich d ist.
Eine solche Erweiterung bezeichnen wir mit Qq und ihren Bewertungsring mit Zq (wobei
q = p? gilt). Ihre Elemente nennen wir (ganze) g-adische Zahlen.

Der Restklassenkorper einer unverzweigten Erweiterung K/Q, vom Grad d ist also iso-
morph zu F,.. Wir werden spiter ausschliefilich solche unverzweigten Erweiterungen
bendétigen. Aufschluss dariiber, wie wir eine solche unverzweigte Erweiterung konstru-
ieren konnen, gibt der nichste Satz.

Satz 1.8. Es sei K/Q, eine endliche Korpererweiterung, die durch eine Nullstelle des
irreduziblen Polynoms U € Zy[v] erzeugt wird und u € Fp[v] die Restklassenprojektion
von U (das heifft U = v mod p). Die Erweiterung K/Q, ist genauw dann unverzweigt,
wenn degU = degu gilt. Zwei unverzweigte Erweiterungen von Q, sind genau dann
1somorph, wenn thre definierenden Polynome gleichen Grad haben.

Bei gegebenem, endlichen Kérper F, (mit ¢ = p?) kénnen wir also einen bewerteten
Korper Qg der Charakteristik 0 konstruieren, dessen Restklassenkérper isomorph zu IF
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ist. Wir wihlen dazu einen beliebigen Lift U € Z,[v] des Polynoms u € Fp[v], welches
F, erzeugt und vom Grad d ist. Dieses U liefert uns nach Satz 1.8 eine unverzweigte
Erweiterung von Qg, die bis auf Isomorphie eindeutig ist.

Die Elemente in Q, kénnen wir folgendermaflen darstellen:
Es sei R ein Reprdsentantensystem von F, in Z,. Dann lisst sich jedes Element a € Q,
eindeutig schreiben als

o0
a= Zaipi, wobei a; € R,n € Z.

=n
Fiir die Automorphismengruppe von Q,/Q, haben wir folgende Aussage.

Satz 1.9. Unverzweigte Erweiterungen von Q, sind Galois-Erweiterungen. Die Galois-
gruppe ist zyklisch und wird durch eine Abbildung 3, erzeugt, die reduziert in den Rest-
klassenkorper gleich dem Frobenius-Automorphismus ist. Die Abbildung Y,wird auch
Frobenius-Substitution auf Q, genannt.

Wir wollen noch auf die Verbindung von Polynomen iiber Bewertungsringen und deren
Reduktionen eingehen.

Satz 1.10 (Hensels Lemma). Es sei R der Bewertungsring eines p-adisch vollstindigen
Korpers und F € RIt]. Auferdem ezistiere eine Zerlegung von F im Restklassenring
R/pR in zwei teilerfremde Polynome g und h, das heifft F' = g-h mod p. Dann gibt es
Polynome G und H in R[t] mit

F=G-H,

wobei G =g mod p, H=h mod p und degG = degg gilt.
Die Wichtigkeit dieses Lemmas zeigt die folgende Interpretation. Angenommen, wir

haben ein Polynom F' € R[t] und ein Element ag € R gegeben, so dass ag eine einfache
Nullstelle des reduzierten Polynoms von F'ist. Es gelte also

F(ap) =0 modp wund F'(ap) 0 mod p.
Dann besagt Hensels Lemma, dass es ein a € R gibt, so dass
F(a)=0 und a=ag mod p.
gilt. Wie wir zu einem gegebenen ag eine beliebig genaue Approximation von a erhalten
zeigt der nachste Satz.

Satz 1.11 (Newton-Iteration). Es sei R ein p-adisch vollstindiger Ring, F' € R[t] und
ap € R, so dass F(ap) = 0 mod p und F'(ag) Z 0 mod p gilt (F'(ao) ist also eine
FEinheit in R). Fir die rekursiv definierte Folge

Fl(an)

F'(an)

ap41 *= An —

gilt dann an,i1 = a, mod p" und F(a,,1) = 0 mod p?". Das heifit, die p-adische
Prizision der Approzimation verdoppelt sich mit jedem Iterationsschritt.
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Beweis. Zunichst stellen wir fest, dass aus F’(ag) Z0 mod p und a1 = a,, mod p"
folgt, dass F'(ay,) in R invertierbar ist und die Rekursionsvorschrift somit wohldefiniert
ist. Wegen F'(a,) = 0 mod p" folgt unmittelbar a,+1 = a, mod p™ und damit der
erste Teil der Aussage. Fiir den zweiten Teil entwickeln wir F'(z) als Taylor-Reihe erster
Ordnung im Punkt a,. Wir haben also eine Darstellung der Form

F(z) = Flay) + F'(an)(z — an) + (z — an)?r(z)

mit dem Restglied (z — a,,)?r(z) € R[z]. Es folgt

Flant1) = Flan) + F/(an)(an—i-l —ap) + (ant1 — an)2r<an+1)
F(an)
= Flon)+ Flan) (00 = % o)
F(an) ?
+ (an - F’(an) - an) (an—l—l)
F(an) ?
= F(G‘TL) - F(a‘n) + <F/(an)> T(an—i-l)
=0 mod p2"2
= 0 mod p2"+1,
und damit die Behauptung. O

Mit Hilfe dieses Satzes sind wir in der Lage, die Frobenius-Substitution aus Satz 1.9 zu
approximieren. Dabei fassen wir Q, als Vektorraum iiber @, mit der Basis 1,v, ... ,vd-t
auf, wobei v die Nullstelle des Polynoms U € Zy[v] ist, welches Qg erzeugt. Wir suchen
eine Abbildung ¥, : Z, — Z,, welche reduziert auf F, dem Frobenius-Automorphismus
a — aP entspricht und deren Fortsetzung auf den Quotientenkérper Q, die Galoisgruppe
Gal(Q,/Q)) erzeugt. Da X, alle Elemente aus Z, fixieren muss, sind wir lediglich an
der Wirkung von ¥, auf v interessiert. Das gesuchte ¥, muss auBerdem Nullstellen
von U wieder auf Nullstellen abbilden, das heifit, wir fordern U(X,(v)) = 0. Wenn wir
ag = vP wihlen, gilt U(ag) = 0 mod p und aufgrund der Vollkommenheit endlicher
Korper U'(ag) 20 mod p. Die oben definierte Folge konvergiert also quadratisch gegen
den gesuchten Wert 3, (v) und wir kénnen ¥, auf ganz Q, fortsetzen.

1.2 Algebraische Geometrie

In diesem Abschnitt bezeichnen wir mit K einen endlichen Koérper der Charakteristik
p # 2 und mit K einen fixierten algebraischen Abschluss davon. Auch in diesem Ab-
schnitt werden wir die meisten Aussagen unbewiesen lassen und verweisen auf [Har77],

[Sil86] und [Sti93].
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1.2.1 Affine Varietiaten

Wir wollen zunéchst den Begriff der Varietét definieren. Dazu bezeichne A™(K) den n-
dimensionalen affinen Raum iiber dem algebraisch abgeschlossenen Kérper K, also die
Menge aller n-Tupel iiber K. Fiir den Rest des Kapitels und immer dann, wenn klar ist,
von welchem Korper die Rede ist, schreiben wir vereinfacht A™. Ein Element P € A™
heifit Punkt und wird als K-rational bezeichnet, falls seine Koordinateneintrige aus K
sind (was gleichbedeutend damit ist, dass seine Koordinateneintréige durch alle Elemente
der Galoisgruppe Gal(K/K) fixiert werden). Es sei I ein Ideal von K[z1,...,2,], dann
heifit
Vi:i={PeA" | f(P)=0fiir alle f € I'}

die Nullstellenmenge von I. Eine Teilmenge V' C A" heilit algebraisch, falls wir ihr ein
Ideal I(V) C Klx1,...,2y] zuordnen kénnen, so dass V) =V gilt.

Mit Hilfe der algebraischen Mengen konnen wir eine Topologie auf dem affinen Raum A"
definieren, indem wir die Komplemente von algebraischen Mengen als offen definieren.
Diese Topologie wird Zariski- Topologie genannt.

Definition 1.12 (Affine Varietiit). Eine algebraische Menge V heifit affine Varie-
tit, falls I(V) ein Primideal in K[xy,...,xy,] ist. Wird I(V) durch Polynome aus
Klz1,...,zy] erzeugt, heiffit V (definiert) tiber K und wir schreiben V/K. Die Men-
ge der K-rationalen Punkte von V' bezeichnen wir mit V(K). Eine offene Teilmenge
einer affinen Varietit heiffit quasiaffine Varietét.

Definition 1.13 (Koordinatenring, Funktionenkorper). Es sei V' eine iber K definierte
affine Varietit. Dann heifit

K[V] :=K[z1,...,z,]/I(V)

der Koordinatenring von V/K. Der Quotientenkorper von K[V wird mit K(V') bezeich-
net und heifit Funktionenkorper von V/K. Der Kérper K heifit Konstantenkéorper von
K(V) und wir nennen ihn exaks, falls er algebraisch abgeschlossen in K(V') ist.

Da es sich bei I(V') um ein Primideal handelt, ist K[V] ein Integritdtsring und die obige
Konstruktion des Funktionenkorpers wohldefiniert. Natiirlich konnen wir eine Varietdt
V/K auch als Varietdt {iber einem beliebigen Erweiterungskorper L von K auffassen.
Wir schreiben dann L[V] := L - K[V].

Eine wichtige Eigenschaft von Varietdten ist die Glattheit.

Definition 1.14 (Singularitit). Es sei V C A" eine affine Varietat iber K, P € V und
fi,oooy fm € K[z1,...,2z,] Erzeuger von I(V). Dann heiffit V nichtsinguldr (oder glatt)
in P e A", falls die m x n Matriz

of,
<aw - <P)>
j 1<i<m,1<j<n

SO L) >

den Rang n — dimV hat. Falls V' nichtsinguldr in jedem Punkt ist, nennen wir V
nichtsingulér (oder glatt).
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1.2.2 Projektive Varietéiten

Um projektive Varietédten zu definieren, benttigen wir zunéchst den Begriff des projekti-
ven Raumes iiber K. Dazu definieren wir auf A"(K) eine Aquivalenzrelation, indem wir
zwei Punkte als dquivalent bezeichnen, falls sie sich durch die (koordinatenweise) Multi-
plikation mit einem von Null verschiedenen Element unterscheiden. Der n-dimensionale
projektive Raum (iiber K) ist dann definiert als A"*1(K)\ {0} modulo dieser Aquivalenz-

relation und wird mit P"(K) (oder, wie im affinen Fall, vereinfacht mit P") bezeichnet.
Ein projektiver Punkt P ist also eine Aquivalenzklasse {(Azo, ..., z,) | A € K} und
wir schreiben P = [xzg, ..., 2,]. Ein Punkt heift K-rational, falls seine Aquivalenzklasse
einen Vertreter [xo, ..., x,] besitzt, dessen Eintridge aus K sind. Fiir jedes 0 < i < n
koénnen wir P" in einen affinen Teil A} und einen projektiven Teil }P’?_l zerlegen, wobei
wir A7 und P?‘l erhalten, indem wir die i-te Koordinate 1 beziehungsweise 0 setzen.

Wir interessieren uns fiir projektive Nullstellenmengen von Polynomen. Wenn wir be-
denken, dass die Darstellung projektiver Punkte aufgrund der Aquivalenzrelation nur bis
auf Multiplikation eindeutig ist, ist es nur sinnvoll, homogene Polynome zu betrachten
(wir nennen ein Polynom homogen vom Grad d, falls f(Azq,. .., \xy) = A f(x1,...,2,)
fiir alle Konstanten A gilt). Fiir ein Ideal I C K[zo,...,,], welches durch homogene
Polynome erzeugt wird, definieren wir die algebraische Menge V; wie im affinen Fall.
Ebenso analog definieren wir eine projektive Varietdt V als eine projektive algebraische
Menge, deren zugehdriges Ideal I(V) ein Primideal in K[z, .. ., %,] ist und nennen diese
(definiert) iber K, falls I(V') Erzeuger aus K[z, . .., x,] hat. Die Menge der K-rationalen
Punkte einer Varietédt bezeichnen wir, wie im affinen Fall, mit V(K).

Wie in obiger Bemerkung iiber die Zerlegung des projektiven Raumes, kénnen wir auch
jede projektive Varietdt V C P™ fiir jedes ¢ folgendermaflen zerlegen

V=VnAM)U VNP,

Der Teil V NAY ist eine affine Varietdt und wird affiner Teil von V' genannt. Wenn klar
ist, von welchem ¢ die Rede ist, nennen wir die Punkte V' N P?_l Punkte im Unend-
lichen. Offensichtlich wird jede projektive Varietdt vollstdndig durch ihre affinen Teile
iiberdeckt.

Den Funktionenkorper einer projektiven Varietdt V definieren wir als den Funktionen-
kérper eines nichtleeren affinen Teils von V. Diese Definition ist sinnvoll, denn es lsst
sich zeigen, dass alle Funktionenkorper nichtleerer, affiner Teile isomorph sind. Auch
die Glattheit einer projektiven Varietiit definieren wir iiber einen affinen Teil. V' heif3t
nichtsingular (oder glatt) in P € V, falls V N A? nichtsingulér in P ist fiir einen affinen
Teil A7, der P enthilt.

Andersherum konnen wir bei gegebener affiner Varietdt V' C A™ die n+ 1 Einbettungen
G V=P (x1,...,2p) = [T1,. . 2 1, Tiq1, o, T (1.1)

betrachten. Der projektive Abschluss V von V ist dann definiert als die kleinste, projek-
tive algebraische Menge, deren zugehériges homogenes Ideal I(V) C Klxzo, ..., x,] auf
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¢;(V') verschwindet. Diese Konstruktion ist offensichtlich fiir jedes ¢ isomorph, weshalb
wir bei der Definition von V' die Wahl von 4 nicht beriicksichtigen.

Damit haben wir folgenden Zusammenhang zwischen affinen und projektiven Varieta-
ten.

Satz 1.15. (i) Essei V C A" eine affine Varietit. Dann ist V eine projektive Varie-
tat und es gilt o o
V=V NA?, wober V= ¢;(V).

(ii) Es sei V. CP" eine projektive Varietat. Dann ist V N A} eine affine Varietdt und
es gilt
VNAY =0 oder V=V NAI

Aufgrund der Definitionen ist klar, dass der projektive Abschluss (affine Teil) einer iiber
K definierten affinen (projektiven) Varietét ebenfalls iiber K definiert ist.

1.2.3 Morphismen von Varietéiten

Wir wollen nun geeignete Abbildungen zwischen Varietdten definieren.

Definition 1.16 (Reguldre Abbildung). Es sei V. C A" eine (quasi-) affine Varietdt
iiber K. Eine Abbildung f : V — K heifit regulir im Punkt P € V, falls eine offene
Teilmenge U CV mit P € U und Polynome g,h € K[x1,...,x,| existieren, so dass h
nirgends auf U verschwindet und f auf U mit g/h Gbereinstimmt. Wir nennen f reguldr
auf V, falls f requldr in jedem Punkt P € V ist.

Regulédre Funktionen auf projektiven Varietdten definieren wir ganz analog, indem wir
die Polynome ¢g und h als homogen und vom gleichen Grad voraussetzen.

Wenn wir K mit A! identifizieren, lisst sich zeigen, dass regulire Funktionen stetig
beziiglich der Zariski-Topologie sind.

Definition 1.17 (Morphismus). Es seien U,V (quasi-) affine oder projektive Varieta-
ten. Fine stetige Abbildung p : U — V heifit Morphismus, falls fir jede offene Teilmenge
W C V und jede requlire Funktion f: W — K die Verkniipfung foe : o~ (V) - K
requldr ist.

Ein Morphismus ¢ : U — 'V heifit Isomorphismus, falls ein Morphismus v :' V. — U
existiert, so dass die Kompositionen oy und wop die Identititen auf U beziehungsweise
V' sind.

Ein nicht konstanter Morphismus ¢ : U — V induziert einen Kérperhomomorphismus
¢* : K(V) — K(U) zwischen den entsprechenden Funktionenkérpern durch

@ (f)i=fep (1.2)

Das Bild von ¢* ist ein Teilkérper von K(U) und K(U)/¢*K(V) ist eine endliche Kor-
pererweiterung.
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Definition 1.18 (Grad eines Morphismus). Es seien U und V dber K definierte Va-
rietdten und ¢ : U — V ein nicht konstanter Morphismus. Dann ist der Grad von ¢
definiert als

deg p := [K(V) : o"K(U)].
Analog definieren wir den Separabilititsgrad deg, ¢ und nennen ¢ separabel, falls
deg, v = deg y gilt.

Ein Beispiel fiir einen Morphismus ist die Frobenius-Abbildung.

Beispiel und Definition 1.19 (¢-Frobenius). Es sei V eine projektive Varietat iber
dem endlichen Korper . Die Abbildung

OV —V, [x0,...,20]— [2,... 2]
1st ein Morphismus vom Grad q und wird q-Frobenius genannt. Der q-Frobenius kom-
mutiert mit allen Morphismen von Varietdten tber F, und ldsst sich analog auch fiir
affine Varietiten definieren.

Ein Beispiel fiir einen Isomorphismus, auf den wir spéter zuriickgreifen werden, liefert
das folgende Lemma.

Lemma 1.20. Es seien eine affine Varietdt V und eine Hyperebene H diber K durch
f(x1,...,2,) = 0 bezichungsweise k(z1, ..., x,) = 0 gegeben. Dann ist die offene Menge
V' \ H isomorph zur affinen Varietit V' C A" die durch f(z1,...,7,) = 0 und
Tni1k(x1, ..., xn) = 1 definiert ist. Fir den Koordinatenring gilt also

KV =K[z1, .oy T, Tns1 ]/ (f (@1, 20), i k(2 .. 2n) — 1).
Beweis. Wir definieren zwei Abbildungen durch

0: V' -V \H, (ai,...,a4041) (ai1,...,a,) bzw.
1

k(ai,...,an)

Die Wohldefiniertheit und die Tatsache, dass es sich bei den gegebenen Abbildungen
um Morphismen handelt, folgt durch einfaches nachrechnen. Bleibt noch zu zeigen, dass
sowohl po ™!, als auch ¢p~! o Identititen sind. Bei ¢ o ¢~ ! ist das offensichtlich. Fiir
¢~ o beachten wir, dass alle (a1, ...,a,41) in V' die Gleichung a,1k(ag,...,a,) =1
erfiillen und damit

e L V\NH =V, (a1,...,a,) — (a1,...,an, ).

(6 o@)(ananst) = 9 Nan,.. an)

gilt. O
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Beispiel 1.21. Es seien eine affine Varietit C iiber K durch y*> — h(z) = 0 und die
Hyperebene H durch y = 0 gegeben. Dann gilt fir den Koordinatenring wvon
C'":=C\ H={(x,y) € C|y+#0} nach Lemma 1.20

K[C' = K[z,y,2]/(y* = h(z), zy — 1) = K[z, y,y7"]/(4* = h()).

Fiir die gerade beschriebene Varietit C' wollen wir noch einen weiteren Morphismus
angeben.

Beispiel und Definition 1.22 (Hyperelliptische Involution). Es sei die affine Varietdt
C durch y* — h(z) = 0 gegeben. Dann heifit der Morphismus

LiC—>C, ($,y)*—>($,—y)

hyperelliptische Involution und es gilt 1 o v = ido. Die Fizpunkte dieser Abbildung sind
gerade die Punkte, die in Bsp 1.21 aus der Varietdit C herausgenommen wurden und
heiffen WeierstraBipunkte von C.

Wie wir spater sehen werden, handelt es sich bei der Varietdt C aus den Beispielen 1.21
und 1.22 um den affinen Teil einer hyperelliptischen Kurve (siehe Definition 1.35).

1.2.4 Algebraische Kurven

Mit den Begriffen der vorherigen Abschnitte sind wir nun in der Lage, die Objekte
unseres eigentlichen Interesses zu definieren. Zuvor benétigen wir lediglich noch den
Begriff der Dimension.

Definition 1.23 (Dimension). Es sei V. C A™ eine affine Varietdt iber K. Die Dimen-
sion von V ist definiert als der Transzendenzgrad des zugehdrgien Funktionenkérpers
K(V) diber K. Die Dimension einer projektiven Varietdt ) £V C P definieren wir als
den Transzendenzgrad eines nichtleeren affinen Teils V N A} von V.

Definition 1.24 (Kurve). Eine projektive Varietit der Dimension 1 heifit Kurve.

Definition 1.25 (lokaler Ring). Der lokale Ring einer affinen Varietat V/K an einem
Punkt P €V ist definiert als

Op:={heK(V)|h= g mit f,g € K[V] und g(P) # 0}.

Fiir eine projektive Varietdt V C P™ ist der lokale Ring an einem Punkt P definiert als
der lokale Ring von V N A? mit P € A und wird ebenfalls mit Op bezeichnet.

Die Ringe Op entsprechen den Lokalisierungen der Koordinatenringe K[V] an den ma-
ximalen Idealen Mp :={f € K[V]| f(P) =0}.
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Satz 1.26. Fs sei C/K eine Kurve und P € C ein nichtsingulirer Punkt. Dann ist Op
ein diskreter Bewertungsring.

Die (nichtarchimedische) Bewertung auf Op ist gegeben durch

ordp: Op — Z U {0}
ordp(f) := max{n € ZU{oc} | f € Mp}

und kann auf den ganzen Quotientenkérper K(C') von Op durch

ordp(f/g) := ordp(f) — ordp(g)

fortgesetzt werden.

Wir sagen, eine Funktion f € K(C) hat einen Pol in P, falls ordp(f) < 0 gilt und f
hat eine Nullstelle in P, falls ordp(f) > 0. Wenn ordp(f) > 0 gilt, ist f reguldr in
P und wir kénnen f(P) auswerten. Der lokale Ring Op besteht also gerade aus allen
Elementen des Funktionenkdrpers, die in P keinen Pol besitzen. Eine Funktion ¢ € K(C')
mit ordp(t) = 1 heifit Uniformisierende in P und erzeugt das maximale Ideal Mp.

Satz 1.26 liefert zu jedem nichtsinguldren Punkt einer Kurve einen diskreten Bewer-
tungsring. Das eindeutige, maximale Ideal eines solchen Bewertungsringes heifit Stelle
von K(C') und wir bezeichnen die Menge aller Stellen mit PI(K(C')). Weiterhin bezeich-
nen wir den zu einer Stelle M p gehorigen Bewertungsring mit Op und den Restklassen-
korper Op/Mp mit Kp. Im Folgenden werden wir einen Punkt P mit der assoziierten
Stelle M p identifizieren.

Zwei Punkte Pj, P> € C' liefern genau dann den gleichen Bewertungsring in K(C') (und
damit das gleiche maximale Ideal), falls ein o € Gal(K/K) mit o(P;) = P, existiert.
Die Galoisgruppe wirkt hierbei auf den Koordinateneintrigen der Punkte. Die Stellen
von K(C) stehen also in Bijektion zu den Orbits der Galoisgruppe Gal(K/K) auf den
Punkten von C. Die Stellen von K(C) sind demnach bijektiv zu den Punkten von C.
Der Grad einer Stelle P € PI(K(C)) ist definiert als

deg P :=#{Q € C | Mg =P} = [K(C)p : K].

Zu einer (mdglicherweise singuldren) Kurve C existiert immer eine nichtsingulire
Kurve C, so dass die beiden Funktionenkdrper K(C) und K(C') isomorph sind (siehe
[Har77, 1.6]). Wir nennen C ein nichtsingulires Modell von C und kénnen die Punkte
von C mit den Stellen von K(C) identifizieren. Auf die Konstruktion solcher Modelle

wollen wir nicht weiter eingehen und verweisen auf [Har77, 1.6] und [Lue03].

In diesem Zusammenhang wollen wir noch einmal die hyperelliptische Kurve aus den
Beispielen 1.21 und 1.22 aufgreifen, die durch f(z,y) = y? — h(z) = 0 mit h € K[z]
vom Grad n gegeben ist. Der projektive Abschluss C' wird dann durch die homogene
Gleichung f"™(z,y,z) = y?2"2 — 2"h(Z%) beschrieben und enthlt genau einen Punkt
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im Unendlichen, ndmlich [0, 1,0]. Der einzige affine Teil, der diesen Punkt enthélt ist
an Ag und ist durch fy(z,z) := 2""% — 2"h(2) = 0 definiert. Fiir n > 3 gilt allerdings

%E/(0,0) = 0 und %‘E’(0,0) =0,

das heiBt, die Kurve C ist nach Definition 1.14 singulir in [0, 1,0]. Wie erwiihnt kénnen
wir aber zu einer geeigneten, glatten Kurve iibergehen, die einen isomorphen Funktio-
nenkorper erzeugt. Da wir hauptséchlich in Koordinatenringen rechnen werden, sind wir
nicht daran interessiert, wie dieses nichtsinguldre Modell aussieht, sondern beschrianken
uns auf die Aussage, dass ein solches existiert. Wir wollen lediglich erwdhnen, dass das
nichtsingulédre Modell einer ebenen Kurve im Allgemeinen nicht eben ist.

Wenn wir im Folgenden eine Kurve durch einen nichtsinguldren Teil definieren, meinen
wir immer ein nichtsingulire Modell des projektiven Abschlusses.

1.2.5 Stellen und Divisoren

Wir wollen nun mit Hilfe von Kurven eine algebraische Struktur definieren. Dazu bend-
tigen wir Divisoren, die wir aus den Stellen beziehungsweise den Punkten einer Kurve
konstruieren.

Definition 1.27 (Divisorengruppe). Die freie abelsche Gruppe, die durch die Punkte
einer glatten Kurve C' erzeugt wird, heifit Divisorengruppe von C und wird mit D(C)
bezeichnet. Ein Divisor D € D(C) ist also eine formale Summe ) pcnpP mit np € Z
und np # 0 fiir nur endlich viele P € C.

Der Grad eines Divisors D = ) . npP ist definiert als deg(D) := > p.np und der
Trager als supp(D) := {P | np # 0}. Ein Divisor heifit effektiv, falls np > 0 fiir alle P.
Somit konnen wir eine Halbordnung auf D(C') definieren durch

D < D' :«= D' — D ist effektiv.

Die Divisoren vom Grad Null bilden eine Untergruppe, welche wir mit D°(C') bezeich-
nen. Analog schreiben wir D"(C') fiir die Menge der Divisoren vom Grad n.

Wenn C iiber dem Kérper K definiert ist, operiert die Galoisgruppe Gal(K/K) auf den
Punkten von C' und damit auch auf den Divisoren durch D7 = Y5~ npP? (o bezeich-
net dabei ein Element der Galoisgruppe und P? die koordinatenweise Anwendung von
o auf P). Wir nennen einen Divisor K-rational, falls D° = D fiir alle 0 € Gal(K/K) gilt.
Fir einen K-rationalen Divisor D = ZPEC’ npP gilt also np, = np; tiir alle P;, P; aus
demselben Gal(K/K)-Orbit. Aufgrund der Bijektion zwischen den Galois-Orbits und
den Stellen von K(C'), kénnen wir jeden K-rationalen Divisor als Summe von Stellen
von K(C') schreiben. Wir sprechen deshalb auch von den Divisoren des Funktionenkor-
pers K(C') und bezeichnen diese als D(K(C)).
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Ein K-rationaler Divisor D heif3t Primdivisor, falls er effektiv ist und fiir jeden K-
rationalen, effektiven Divisor D’ mit D’ < D entweder D' = 0 oder D' = D gilt. Ein
Primdivisor D € D(K(C)) entspricht also einer Stelle P € PI(K(C)).

Der nichste Satz stellt eine Verbindung zwischen Elementen eines Funktionenkérpers
und Divisoren her.

Satz 1.28. Es sei f € K(C) \ {0}. Dann gibt es nur endlich viele Punkte P € C' mit
ordp(f) # 0 und der Divisor

=Y ordp(f)P € D(K(C))
PeC

ist vom Grad Null.

Divisoren der Form (f) heilen Hauptdivisoren und werden hiufig als Differenz der
beiden effektiven Divisoren (f)p und (f)co geschrieben. Wir nennen (f)p und (f)co den
Nulldivisor beziehungsweise den Poldivisor von f.

Beispiel 1.29. Es sei ein affiner Teil einer Kurve iber einem Kérper K der Charak-
teristik Null oder p # 2 durch y?> = h(z) definiert, wobei h im algebraischen Abschluss
von K nur einfache Nullstellen a, . .., o, besitze. Fine solche Kurve besitzt genau einen
Punkt im Unendlichen, den wir mit Py bezeichnen.

Wir wollen den Divisor eines Polynoms f € K[z] vom Grad m mit den (nicht unbedingt
paarweise verschiedenen) Nullstellen B, ..., Bm € K bestimmen. Im Nulldivisor (f)o
kénnen nur Punkte der Kurve auftreten, in denen f verschwindet, also Punkte, deren
erste Koordinate eine Nullstelle von f ist. Fir die zweite Koordinate bleiben dann genau

die zwei Mdaglichkeiten ++/h(5;) und —+/h(B;) (1 < i < m). Es ldsst sich zeigen,
dass die Ordnung von f in diesen Punkten gleich der algebraischen Vielfachheit der

Nullstelle ist und es folgt (f)o = Y iy ((ﬂi,—l—\/h(ﬂi)) + (ﬂi,— h(ﬂﬂ)) Aufgrund
der Gradaussage fiir Hauptdivisoren aus Satz 1.28 muss auch der Poldivisor von f den
Grad 2m besitzen. Der einzige in Frage kommende Punkt fiir eine Polstelle ist Poo und

es folgt
=2 ((@Hr )) + (ﬂ - h(ﬁi))) — 2mPy.

=1

Fiir den Divisor von x — a mit a € K folgt daraus unmittelbar

(x—a)= (a +\/7) ( m) —2P.

Das heifit, (x — a) hat fir a = o; eine Nullstelle der Ordnung zwei in (a,0) und dberall
sonst nur einfache Nullstellen. Mit der gleichen Argumentation erhalten wir

(y) = (a1,0) + ...+ (n,0) — nPs.
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Die Menge der Hauptdivisoren von K(C') wird mit P(K(C)) bezeichnet und bildet eine
Untergruppe von D(K(C)), denn es gilt (f) + (¢9) = (f - g9).

Definition 1.30 (Klassengruppe). Die Faktorgruppe
CI(K(C)) := DK(C))/P(K(C))

heifit (Divisoren-)klassengruppe von K(C). Die Divisorenklassen vom Grad Null bilden
ewne Untergruppe und werden mit

CI°(K(C)) := D (K(C))/P(K(C))
bezeichnet. Fiir die Menge der Divisorklassen vom Grad d € N schreiben wir CI4(K(C)).

Satz 1.31. Die Gruppe CI°(K(C)) ist endlich. Ihre Ordnung heifft Klassenzahl von
K(C) und wird mit h(K(C)) bezeichnet. Fir die Struktur der Klassengruppe gilt

CI(K(C)) 2 Z @ CI°(K(C)).

1.2.6 Klassifizierung von Kurven

Die wichtigste Invariante einer Kurve ist ihr Geschlecht. Um das zu definieren, bendtigen
wir noch einen weiteren Begriff.

Definition 1.32 (Riemann-Roch-Raum). Fir einen Divisor D € D(K(C)) heifit die
Menge
£(D) = {z € K(C) | (x) = —D} U {0}

Riemann-Roch-Raum von D.

Die Riemann-Roch-Riume sind endlichdimensionale Vektorradume iiber K und wir nen-
nen die Dimension dim D := dim £(D) die Dimension von D.

Definition 1.33 (Geschlecht). Das Geschlecht einer Kurve C/K ist definiert als die
ganze, nichinegative Zahl

g = max{deg D —dimD + 1| D € D(K(C))}.

Wir haben Kurven in der Regel durch einen affinen Teil gegeben. Deshalb werden wir
die nachfolgenden Klassen von Kurven auch iiber einen solchen definieren. Ein anderer
affiner Teil derselben Kurve kann dabei eine vollkommen andere Form besitzen. Wie
bereits erwdhnt, meinen wir mit der Kurve C, die wir einem nichtsinguliren, affinen
Teil zuordnen, ein nichtsinguléres Modell des projektiven Abschlusses.



1.2. ALGEBRAISCHE GEOMETRIE 15

Definition 1.34 (Superelliptische Kurve). FEs sei der affine Teil einer Kurve C iber
einem vollkommenen Korper K der Charakteristik p > 2 durch

y* = h(z)

gegeben, wobei h € Klz] normiert und quadratfrei ist (das heifit, h ist teilerfremd zu
seiner Ableitung h') und auferdem ged(a,b) = ged(a,p) = 1 mit b := degh gilt. Dann
heifst C superelliptische Kurve.

Mit dieser Definition ist C' nichtsingulér und besitzt genau einen Punkt im Unendlichen.
Das Geschlecht einer solchen Kurve lasst sich durch g = % angeben.

Definition 1.35 (Hyperelliptische Kurve). Eine superelliptische Kurve wie in Defini-
tion 1.34 heifst hyperelliptisch, falls a = 2 gilt.

Das Geschlecht einer hyperelliptischen Kurve ldsst sich aus der Gleichung
2g + 1 = degh ablesen. Fiir eine allgemeinere Definition von hyperelliptischen Kur-
ven (die auch den Fall charK = 2 beinhaltet) verweisen wir auf [Sti93, VI.2.]. Eine
hyperelliptische Kurve vom Geschlecht 1 heifit elliptische Kurve.

1.2.7 Differentiale

Fiir die spateren Berechnungen bendétigen wir den Begriff des Differentials.

Definition 1.36 (Differentialmodul). Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins und A
eine R-Algebra. Der universelle Differentialmodul 24, p st definiert als der A-Modul,
der durch die Symbole df mit f € A erzeugt wird und den folgenden Relationen geniigt:

(i) d(f + g) = df + dg fiir alle f,g € A,
(i1) d(fg) = fdg + gdf fir alle f,g € A,
(#i) da =0 fiir alle a € R.

Der universelle Differentialmodul existiert und ist bis auf Isomorphie eindeutig. Wir
kénnen ihn konstruieren, indem wir aus dem freien A-Modul, der durch die Symbole df
mit f € A erzeugt wird, den durch

erzeugten Untermodul herausfaktorisieren.

Jeder R-Algebra-Endomorphismus ¢ von A induziert eine R-lineare Abbildung ¢* auf
dem Differentialmodul €4,z durch

fdg — @(f)d(p(g))- (1.3)
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Von dieser induzierten Abbildung werden wir spiter noch Gebrauch machen.

Im Fall einer Kurve C//K schreiben wir fiir den (universellen) Differentialmodul Qg ¢k
auch Q(K(C)). Seine Elemente bilden einen eindimensionalen Vektorraum iiber K(C').
Fiir jede Uniformisierende ¢ € K(C) einer Stelle P von K(C) und jedes w € Q(K(C))
existiert ein eindeutiges f € K(C) mit w = fdt. Jede Uniformisierende ¢ liefert also eine
Basis dt von Q(K(C)). Wir schreiben auch f = w/dt. Die Zahl ordp(w) := ord(w/dt)
ist unabhéngig von der Wahl der Uniformisierenden ¢ und heifit Ordnung von w in P.

Weiterhin gilt ordp(w) = 0 fiir fast alle P € C, wir kénnen also jedem Differential
w € Q(K(C)) einen Divisor (w) := Y peordp(w)P € D(K(C)) zuordnen. Differentiale
der Form (w) heiflen ezakt. Ein Differential w heiBt holomorph, wenn der Divisor (w)
effektiv ist. Die Menge aller holomorphen Differentiale wird mit Q°(K(C)) bezeichnet
und bildet einen g-dimensionalen Vektorraum iiber K (wobei g das Geschlecht der Kurve
ist).

Um Divisoren von Differentialen zu untersuchen ist der nachstehende Satz sehr hilfreich.

Satz 1.37. Es sei C/K eine glatte Kurve, P eine fizierte Stelle von K(C) und
fr9 € K(C).

(i) Hat f in P keinen Pol, so gilt ordp(df) > 0.
(ii) Es gelte ordp(g) > 1. Fiir char K = 0 oder charK { ordp(g) gilt

ordp(fdg) = ordp(f) + ordp(g) — 1.

Beweis. Siehe [Sil86, Proposition 4.3. (b) und (d)]. O

Auflerdem werden wir spiter die folgende Aussage bendtigen.

Satz 1.38. Es sei C eine glatte Kurve tiber einem Kérper K der Charakteristik Null.
Dann kann ein exaktes Differential df € Q(K(C)) keine einfache Polstelle besitzen.

Beweis. Wir wihlen eine beliebige Stelle P mit Uniformisierender ¢. Dann gilt f = ft”

mit ordp(f) = 0 und n := ordp(f). Wegen ordp(f) = 0 gilt auch ordp(df) > 0 und wir

kénnen df schreiben als udt = ut™dt mit m := ordp(u) > 0 und ordp(u) = 0. Daraus
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ergibt sich mit Satz 1.37
ordp(df) = ordp <
— ordp (f = 1dt+t"df)
(( "1 —i—t”u)dt)
((fnt”—l + a’t”+m)dt>

= ordp <]?nt”_1 + ﬂtn+m) +ordp(t) — 1
B n—1, fallsn #0
- n+m, fallsn =0
Diese Werte sind fiir alle n € Z ungleich —1 und es folgt die Behauptung. O

Beispiel 1.39. Wir betrachten die gleiche Situation wie in Beispiel 1.29 und wollen
den Divisor (dx) bestimmen. Da die einzigen Polstelle von x bei Py, sind, kann auch dx
nach Satz 1.87(i) nur dort einen Pol besitzen. Mit der Identitit dx = —z2d(x~1) und
Satz 1.37(ii) folgt

ordeg(dz) = orde(—z2d(z™1))
= orde(—2z?) + orde(z 1) — 1
= 2o0rde(z) —ordeo(z) — 1
= -3

Kommen wir nun zu den Nullstellen von dx. Fs gill dx = d(x — a) fir alle a € K und
damit mit den Ergebnissen aus Beispiel 1.29 und Satz 1.37(ii)

ord<ai h(a)>(dw) = (a,iﬂ) (x —a)

= 0rd< )

{0, Jalls ha) £0,
a {1 falls h(a) = 0.

Zusammenfassend erhalten wir

(dz) = (1,0) + ... + (@2g+1,0) — 3Px.

Wir wollen noch auf eine weitere, wichtige Konstruktion eingehen.

Dazu sei R ein Ring mit Eins, M ein R-Modul und 7" (M) das n-fache Tensorprodukt
von M mit der multilinearen Abbildung

Tn: M™ = T"(M), Tp(x1,...,2,) =21 @ ...Q Tp.
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AuBerdem sei I,, das Ideal von T", welches durch
{x1®...Qx, € T"(M) | es existieren 1 <14 < j <n mit 2; = x;}

erzeugt wird. Dann ist das n-fache dufiere Produkt von M definiert als

NN'M :=T"(M)/I,.

Die Bilder von (x1,...,z,) € M™ unter 7,, in A" M bilden ein Erzeugendensystem und
werden mit x1 A... Az, bezeichnet. Fiir den oben beschriebenen Differentialmodul und
1 > 0 kénnen wir also

Q:LA/R = /\iQA/R

definieren, wobei 994 IR = A gelten soll. Aulerdem liefern die Abbildungen

di : Qg — Uk,

xdxi Ndxo A ... Ndx; — de Ndzy A ... \Ndz;

eine Folge von Homomorphismen mit der Eigenschaft d; o d;_; = 0 fiir alle ¢ > 1. Denn
es gilt

di(di_l(xdxl ANdxg N ... N\ dl‘i_l)) = di(ldiﬁ ANdxi N... N\ d-%'i—l)
= diANdzANdxi N...Ndx;_1
= 0.

Diese Eigenschaften liefern einen Kettenkomplex.
Definition 1.40 (de Rham-Komplex). Mit den obigen Definitionen heifit die Sequenz

0—>A—>QA/R—>QA/R 2,

der de Rham-Komplex von A/R.

Der de Rham-Komplex einer R-Algebra A existiert und ist eindeutig bestimmt (siehe
[MW68, S. 196]). Wir nennen ein Element w € QQ/R geschlossen, falls d;w = 0 gilt und

ezxakt, falls ein 0 € Qf;/% mit d;_10 = w existiert. Aufgrund der Eigenschaft d;od;—1 =0
sind alle exakten Elemente geschlossen und bilden eine Untergruppe in der Gruppe der
geschlossenen Differentiale.

Definition 1.41 (de Rham-Kohomologie). Die i-te Homologiegruppe des de Rham-
Komplezes

HQR(A/R) :=kerd;/d;—1(Q A/R)

heifst i-te de Rham-Kohomologiegruppe von A/R.
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1.2.8 Abelsche Varietiten

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit Varietdten beschiftigen, die eine zusétzliche
Struktur besitzen. Die meisten der folgenden Aussagen sind in [Mum70] oder [CF06] zu
finden.

Eine Gruppenwvarietit ist eine Varietét, versehen mit einer Gruppenstruktur, die ver-
traglich mit der Struktur der Varietét ist. Das heifit, die Gruppengesetze kénnen durch
Morphismen beschrieben werden.

Definition 1.42 (Abelsche Varietét). Eine abelsche Varietdt ist eine nichtsinguldre,
projektive, kommutative Gruppenvarietit.

Aus der Definition eines Morphismus geht hervor, dass die L-rationalen Punkte A(L)
einer abelschen Varietdt A/K Untergruppen von A fiir alle Zwischenkorper K C L C K
bilden.

Elliptische Kurven sind beispielsweise abelsche Varietédten. Fiir Kurven im Allgemeinen
gilt dies nicht. Allerdings kénnen wir jeder glatten Kurve C'/K vom Geschlecht g mit
einem K-rationalen Punkt eine abelsche Varietiat Jaco der Dimension g zuordnen, so
dass fiir jeden Zwischenkérper K C L. C K die Isomorphie

Jaceo(LL) = CI°(L(C)) (1.4)

gilt (fiir eine Beweisskizze siehe [Sil94, III. Proposition 2.6.]). Wir nennen Jacco die
jacobische Varietat (oder kurz Jacobische) von C. Die Kurve C lésst sich dabei in ihre
jacobische Varietit einbetten.

Im folgenden bezeichnen A und B abelsche Varietéten, die liber einem endlichen Kérper
K der Charakteristik p definiert sind und ¢ die Dimension von A.

Definition 1.43 (Isogenie). Ein Morphismus von abelschen Varietiten ¢ : A — B, der
gleichzeitig ein Gruppenhomomorphismus ist, heifit Isogenie, falls er surjektiv ist und
einen endlichen Kern besitzt.

Beispielsweise ist die Multiplikation mit einer ganzen Zahl n # 0 eine Isogenie auf jeder
abelschen Varietét A und wird mit [n] bezeichnet. Der Kern einer solchen Isogenie heifit
n-Torsionsgruppe und wird mit A[n]| bezeichnet. Fiir die Struktur dieser Gruppen gilt:

o Al = (z/1¥2)%
o APp*] = (Z/p*Z)" mit 0 <r <g

wobei | # p eine Primzahl und k € N ist. Mit Hilfe der Abbildungen [] : A[I¥] — A[l¥~1]
(k € N) konnen wir den projektiven Limes dieser Gruppen definieren.

Definition 1.44 (Tate-Modul). Fiir eine Primzahll # p ist der (l-adische) Tate-Modul
definiert als
T(A) = lim A[1Y).
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Die Elemente von Tj(A) sind also Folgen (a1, az, as, ...) mit aj € A[l¥] und lag = ap_1
fiir alle £ € N. Aufgrund der Strukturaussagen iiber die Torsionsgruppen folgt

Ti(A) = 779,

Ein weiteres Beispiel fiir eine Isogenie einer abelschen Varietdt A {iber [F, ist der g-
Frobenius, den wir in Beispiel 1.19 beschrieben haben. Die Fixpunkte dieser Abbildung
sind gerade die F,-rationalen Punkte von A.

Da es sich bei Isogenien um Gruppenhomomorphismen handelt, kommutieren diese mit
der Multiplikation mit [ und induzieren somit Z;-lineare Abbildungen auf 7;(A). Eine
noch stérkere Aussage liefert der Satz von John Tate.

Satz 1.45 (Tate). Fir eine abelsche Varietit A/K ist die natirliche Abbildung
End(A) ®z Z; — End(T;(A))

ein Isomorphismus. Das Bild eines ¢ € End(A) unter dieser Abbildung bezeichnen wir
mit ;.

Beweis. Siehe [Tat66, S. 134 (1)]. O

Fiir eine fixierte Z;-Basis von Tj(A) kénnen wir jedem Endomorphismus ¢; eine Matrix
M, € Z}** zuordnen, die offensichtlich sowohl von der Wahl von [ als auch von
der Wahl der Basis abhéngt. Es lasst sich allerdings zeigen, dass das charakteristische
Polynom einer solchen Matrix bereits in Z[t] liegt und unabhéngig von [ ist. Folgende
Definition ist also sinnvoll.

Definition 1.46 (Charakteristisches Polynom). Das charakteristische Polynom einer
Isogenie ¢ : A — A ist definiert als

Xp(t) :=det(t — M,,).

Aufgrund der Kommutativitdt von Isogenien mit [I] liefert jeder Endomorphismus ¢
eine Einschrankung @ : A[l] — A[l] und fiir das charakteristische Polynom xz von @
gilt

Xz = X mod [ (1.5)

Den Bezug zum Punktezihlen stellen die beiden folgenden Aussagen her.
Satz 1.47. Fir eine Isogenie ¢ : A — A gilt
degyp = detM,, = x,(0)

und damit

deg([n] — ) = xp(n).
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Satz 1.48. Fir den Kern einer Isogenie p : A — A gilt
# ker(p) = degs(p).

Wir konnen die Fixpunkte einer Abbildung ¢ : A — A, fiir die [1] — ¢ separabel ist,
also bestimmen, indem wir das charakteristische Polynom x, berechnen und dieses an
der Stelle 1 auswerten.
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Kapitel 2

Die Zetafunktion algebraischer
Kurven

Im ersten Kapiteln haben wir alle nétigen Grundlagen iiber Varietdten behandelt. In
diesem Kapitel filhren wir nun die Zetafunktion einer algebraischen Kurve ein und
beschreiben den Zusammenhang zum Punktezdhlen. Auflerdem werden wir Methoden
zur Berechnung der Zetafunktion vorstellen.

Viele der gemachten Definitionen und Aussagen lassen sich deutlich allgemeiner fassen,
wir werden uns aber auf den Fall von glatten Kurven beschranken.

2.1 Definition und Weil-Vermutungen

In diesem Abschnitt bezeichne C' eine glatte Kurve vom Geschlecht g, die iiber dem
endlichen Kérper Fy (¢ = p", p prim) definiert ist. AuBerdem werden wir die Bezeich-
nung Ny := #C(F ) verwenden. Zunéchst wollen wir die Zetafunktion definieren und
ihre wichtigsten Eigenschaften formulieren.

Definition 2.1 (Zetafunktion). Die Zetafunktion einer Kurve C/F, ist definiert als

Diese Definition Idsst sich ganz analog auch fiir h6herdimensionale Varietédten definieren
und ist als formale Potenzreihe in Q[[t]] zu interpretieren. André Weil formulierte 1949
in [Wei49| die folgenden Vermutungen iiber die Zetafunktion, welche mittlerweile alle
bewiesen sind.

Satz 2.2 (Weil-Vermutungen fiir Kurven). Es sei C eine glatte Kurve dber Fy vom
Geschlecht g. Dann gilt fiir ihre Zetafunktion:

23
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(i) Rationalitét: ¢ ist eine rationale Funktion und ldsst sich schreiben als %

mit einem Polynom L € Z[t] vom Grad 2g. Das Polynom L heifit L-Polynom von
C iber F,.

.. . . . o 2 1
(1) Funktionalgleichung: L(t) = q7t*9L( ;)
(#11) Riemannsche Vermutung fiir Funktionenkérper: Die Inversen der Nullstellen von

¢ haben den Absolutbetrag \/q. Das heifit, L zerfillt (iiber C) in H?il (1 — a;t) mit
foul = @ (i=1,...,2).

Beweis. Siehe [Sti93, V.1.12. und V.1.15]. O

Die letzte Aussage ist das Analogon zur Vermutung von Bernhard Riemann iiber die
klagsische Zetafunktion. Diese besagt, dass alle nicht reellen Nullstellen der meromor-
phen Fortsetzung von ((s) = > 72, k™ (Res > 1) auf ganz C auf der  kritischen
Geraden“ Res = % liegen.

Der Zusammenhang zu der oben gemachten Aussage ist folgendermafien zu sehen: Wir
kénnen die Zetafunktion einer Kurve schreiben als ((C;t) = Y oo, Axth (siehe [Sti93,
V.1.5.]), wobei Ay, die Anzahl der effektiven Divisoren vom Grad k bezeichnet. Wenn wir
nun die Norm eines Divisors A € D(F,(C)) durch N(A) := ¢4 definieren, erhalten
wir fiir s € C mit Res > 1 die Darstellung

((Ciq7%) =) Apg ™ = > N(A)™,
k=0

AED(Fy(C)),A>0

welche das Analogon zur klassischen Zetafunktion ist. Aussage (4i7) liefert nun fiir die

Nullstellen |¢—%| = ¢ R = ql% und damit Res = %

Korollar 2.3. Es sei L(t) = ap+ait+...+ aggt29 das L-Polynom einer Kurve C/F,.
Dann gilt:
(i) L(1) = h(Fq(C)).

(i) asg—i = q¢?"‘a; firi = 0,...,9. Das heifit, L ist bereits durch die Koeffizienten
ap, . .., aq eindeutig bestimmt.

(iii) |a;| < (*9)q"/? firi=0,...,2g.
(iv) N = ¢" + 1+ ay. Insbesondere gilt [Ny — q — 1| < 29,/q.
(v) Fiir das L-Polynom der Kurve C/F . gilt

29

Ly(t) = H (1—ajt)

=1

mit a; € C und ooy =q fiiri=1,...,9.
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(vi) Mit der Bezeichnung Sy, := Ny, — q* — 1 gilt firi=1,...,g:
ao =1 und ia; = S;ag + Si—1a1 + ...+ S1a;_1.

Das heifit, L ist bereits durch Nu,..., Ny eindeutig bestimmdt.

Beweis. (i) Siehe [Sti93, V.1.15].
(ii) Siehe [Sti93, V.1.15].

(ifi) Mit Satz 2.2(iii) gilt

(iv) Durch logarithmieren der Definition von (¢ wund mit der Identitét
In(l—z)=-37", % erhalten wir

o0

tk
ZNkz = In¢(C5t)
k=1

2g
~In(1—qt) —In(1—t)+ Y In(l— )
=1

Satz 2.2

o 29 tk
k
= 1— | =

k=1

Ein Vergleich der Koeffizienten liefert dann Ny = ¢* 4+ 1 — Z?ﬁl a;=¢" +1+a.
Die zweite Behauptung folgt damit aus (7iz).

(v) Siehe [Sti93, V.1.15].

(vi) Siehe [Sti93, V.1.17.].
0

Zusammenfassend stellen wir fest, dass die Zetafunktion (beziehungsweise das L-Poly-
nom) viele interessante Informationen enthélt. Wir kénnen daraus fiir beliebiges
k € N die Zahlen #C(F ) sowie #CZO(IFqk(C)) einfach berechnen. Die Anzahl der F -
rationalen Punkte der Kurve und ihrer jacobischen Varietdt sind also eng miteinander
verkniipft.
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2.2 Punktezahlen

Wie wir gesehen haben, liefert die Zetafunktion einer Kurve die Anzahl der rationalen
Punkte auf der Kurve sowie auf der jacobischen Varietdt. Wenn wir von ,Punktezihlen
sprechen, ist deshalb in der Regel das Bestimmen der Zetafunktion gemeint und wir
stellen uns die Frage, wie wir diese (effizient) berechnen kénnen.

Es sei nun ein affiner Teil C'/F, einer glatten Kurve C durch f(z,y) = 0 gegeben.
Rein algebraisch betrachtet, sind wir an der Anzahl der Losungen (z,y) € sz dieser
Gleichung fiir k = 1,. .., g interessiert, denn wir wissen bereits, dass wir, nach Hinzunah-
me der Punkte im Unendlichen, ¢ daraus eindeutig bestimmen koénnen (Satz 2.3(vi)).
Natiirlich kénnen wir diese Zahlen durch ausprobieren bestimmen. In einigen Fillen
(siche [Cas06, S. 7]) konnen wir die Gleichung auch so umformen, dass sich die Anzahl
der Lésungen nicht dndert, und erhalten eine Gleichung, aus der die Lésungen einfach
ersichtlich sind. Im Allgemeinen erhalten wir aber erst durch eine geometrischere Be-
trachtung des Problems effiziente Losungsansitze. Dabei fassen wir die F -rationalen
Punkte als Fixpunkte der (iterierten) g-Frobenius Abbildung

(z,y) — (29, y9)

auf. Letztendlich haben wir es also mit einem Fixpunktproblem zu tun, fiir das uns
die algebraische Topologie den Fixpunktsatz von Lefschetz zur Verfiigung stellt. André
Weils Idee war es, diesen Satz auf den Fall von Varietéten tiber endlichen Kérpern zu
iibertragen um damit seine Vermutungen zu beweisen. Er hoffte also, eine geeignete Ko-
homologie definieren zu kénnen um damit die Zetafunktion auszudriicken. Dazu werden
Vektorrdume H'(C) bendtigt, die den folgenden Bedingungen geniigen:

e Der ¢-Frobenius auf der Kurve induziert eine lineare Abbildungen ®* auf den
HY(O).

e Mit den Abbildungen ®* auf H'(C) gilt der Fixpunktsatz von Lefschetz, also eine
Aussage der Form

2
#C(Fy) = (~1)'Tx ((I)*k|Hi(C)).
=0

)

Insbesondere muss die Spur von ®* auf den Vektorriumen H’(C) wohldefiniert sein,
weshalb wir fordern, dass die Vektorrdume endlichdimensional sind (obwohl dies kein
notwendiges Kriterium fiir die Existenz der Spur ist).

Fiir weitere Uberlegungen benétigen wir das folgendes Lemma.

Lemma 2.4. Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und ¢ : 'V — V ein
Endomorphismus. Dann ¢ilt die folgende Gleichheit von formalen Potenzreihen

- th 1
exp (; Tr(gbk)k) = dot —o1)"
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Beweis. Fiir den Fall, dass V' eindimensional ist, entspricht ¢ einer Multiplikation mit
einem Skalar A € K und es ist die Identitat

[ee]

ZA’“izln(l_l)\t) (2.1)

k=1

zu zeigen. Diese folgt unmittelbar, wenn wir die rechte Seite als formale Taylor-Reihe
im Punkt ¢ = 0 entwickeln.

Kommen wir zum hoherdimensionalen Fall mit dim(V') =: n > 1. Dazu betrachten wir
einen algebraischen Abschluss K von K und die K-lineare Fortsetzung von ¢

$ZV®KK—>V®KK.

V @k K ist dann ein K-Vektorraum und da K algebraisch abgeschlossen ist, kénnen
wir annehmen, dass die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich einer geeigneten Basis in
Jordan-Normalform gegeben ist. Das charakteristische Polynom der Abbildung dndert
sich sowohl durch das tensorieren, als auch durch die Basistransformation nicht und
es gilt insbesondere Tr(¢*) = Tr(@k). Bezeichnen wir die Diagonaleintriage der Jordan-
Normalform mit Ay, ..., A, € K, dann folgt fiir die Spur Tr(¢) = Tr(¢) = >_1; A; und
aufgrund der Multiplikativitéit der Determinante Tr(¢*) = Y7, AF. Insgesamt ergibt
sich also

0 k 0 n k
Smeh T = AT
k=1 k=1 =1

i
™
1]
| -

©
[
(7=
=3
N
—
| —
>
~
N~

und damit die Behauptung. O

Angenommen, es existieren solche Vektorriume H(C). Dann gilt fiir die Anzahl der
[ x-rationalen Punkte

Ny = #C(F ) = Tr ((I)*k]HO(C)) _ T (@*k]H1(0)> FTr ((I)*k]HQ(C))
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und fiir die Zetafunktion folgt

(Cit) = exp( Agt’“)

k=1
0o Ty (cp*kyHO(C)) ~Tr (@*’“!Hl(C)) +Tr (cp*’fyH?(C))

tk
k

= exp
k=1

Tr (@*k|H0(C)) Tr (@*k\Hl(C)>

= exp i ¢k - exp —i t*
k k

=1 =1

det (1 — (@*|H'(0)) )
det (1 — (®*|HO(C)) t) det (1 — (®*|H?(C)) )’

Die Rationalitdt der Zetafunktion wiirde damit unmittelbar folgen. Gleichzeitig liefert
diese Darstellung die Moglichkeit, ¢ zu bestimmen, indem wir die charakteristischen
Polynome von ®* auf den H*(C) berechnen.

In den 1960ern wurde eine geeignete [-adische Kohomologietheorie entwickelt. Das heif}t,
man definierte Kohomologiegruppen H(C;Q;), die Vektorriume iiber den l-adischen
Zahlen Q; darstellen und die oben beschriebenen Bedingungen erfiillen (I bezeichnet
hierbei wieder eine von p verschiedene Primzahl). Auf die Definition dieser Vektorraume
wollen wir nicht weiter eingehen (eine ausfiihrliche Darstellung ist beispielsweise in
[Mil98] zu finden), weisen aber auf die Isomorphie

H'Y(C; Q1) = Ti(Jacg) ®z, Q

hin, mit der es moglich ist, das L-Polynom durch das charakteristische Polynom y¢ des
g-Frobenius ® auf der jacobischen Varietit von C' auszudriicken. Es gilt

L(t) = xa(3) (2.

(Siehe auch [CF06, Proposition 8.4]). Aus der Theorie iiber abelsche Varietiten folgt
damit unmittelbar die Aussage (i) aus Satz 2.3, denn [1] — ® ist separabel und es gilt

L(1) = xa(1) = deg([1] — ®) = deg,([1] — @) = # ker(®) = h(Fy(C)).

Es stellt sich also die Frage nach der effizienten Berechnung des charakteristischen Po-
lynoms .

Die Idee [-adischer Verfahren ist es, y¢ modulo [ fiir alle Primzahlen [ unter einer
gewissen Schranke zu berechnen, indem man die Kinschrinkung von ® auf die jeweilige
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[-Torsionsgruppe betrachtet (siehe (1.5)). Dank Korollar 2.3 haben wir Schranken fiir die
Absolutbetrége der Koeflizienten von L (beziehungsweise x) und kénnen somit mittels
chinesischem Restsatz das L-Polynom eindeutig bestimmen.

Eine andere Herangehensweise ist die p-adische. Bereits 1960 konnte mittels p-adischer
Kohomologie (also mit Kohomologiegruppen, die Q,-Vektorrdume sind) die Rationali-
tat der Zetafunktion bewiesen werden. Daraus entwickelten Paul Monsky und Gerard
Washnitzer Ende der 1960er Jahre eine Kohomologie [MW68, Mon68, MonT71], die wir in
Kapitel 3 beschreiben werden und in Kapitel 4 zur Berechnung von Zetafunktionen hy-
perelliptischer Kurven mit Kedlayas Algorithmus [Ked01] benutzen werden. Fiir diese
Kohomologiegruppen HY,;,(C) lieferte Paul Monsky folgende Version des Lefschetz-
schen Fixpunktsatzes:

Satz 2.5. Es sei C ein glatter, affiner Teil einer Kurve tiber Fy. Dann gilt fir die
Anzahl der F x-rationalen Punkte (k > 1)

#O(F ) = Tr (¢0" [ HYyp (C)) = Tr (6@ ¥ Bl (C) )
Beweis. Siehe [MonT71, S.335]. O

Hierbei bezeichnet ®* wieder die vom g¢-Frobenius induzierte Abbildung auf den Vektor-
riumen H',y,(C). Paul Monsky formulierte und bewies diesen Satz deutlich allgemeiner
fiir hoherdimensionale Varietédten. Dies gelang ihm ohne die Aussage, dass die Vektor-
riume Hiy,(C) endlichdimensional sind, indem er zeigte, dass die induzierte Abbildung
®* ein sogenannter nuklearer Operator ist. Dies hat zur Folge, dass die Spur von &*
eine konvergente Reihe bildet und damit wohldefiniert ist.

Wir weisen darauf hin, dass hier lediglich die Spuren auf der nullten und ersten Ko-
homologiegruppe addiert werden. Dies folgt aus der Tatsache, dass HY,y (C) = 0 fiir
i > 1 gilt (siehe Satz 3.5).

Wir werden spéter sehen, dass HY;;,(C) ein eindimensionaler Q- Vektorraum ist und ®*
darauf als Identitiit operiert (siehe Satz 3.5). Es gilt also Tr(¢*®**|HY,,;,(C)) = ¢*.
Weiterhin ist H},y (C) ein Qg Vektorraum der Dimension 2g + m — 1, wobei m die
Anzahl der Punkte im Unendlichen ist.

Fiir die Anzahl der rationalen Punkte auf der projektiven Kurve gilt demnach
Ni = #C(F,p) = m+¢" = Tr (40" ¥ iy (C))

und es folgt analog den obigen Berechnungen

o det (1= (@ | Hy (O)) 1)
WCn = - an

(2.3)
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Fiir den Fall, dass C genau einen unendlichen Punkt besitzt, gilt also
L(t) = det (1 — (¢®* ' |H}; (C)) t) und wir erhalten mit Hilfe des nachfolgenden Lem-
mas 2.6 die Darstellung

o det (1 (9| H () )
CO=—Gpaw

(2.4)

Wir haben also einen Ausdruck der Zetafunktion, in dem lediglich das charakteristi-
sche Polynom der induzierten ¢-Frobeniusabbildung auf der ersten Monsky-Washnitzer-
Kohomologiegruppe zu berechnen ist.

Lemma 2.6. Fs sei ¢ : V — V ein Automorphismus des n-dimensionalen Vektorrau-
mes V. Ferner sei det(1 — q¢p~1t) € Z[t] ein Polynom mit Koeffizienten aus Z und der
Faktorisierung T]7"_; (1 — ayt) diber C mit |oy| = /g € R firi=1,...,n. Dann gilt

det(1 — g~ t) = det(1 — ¢t).

Beweis. Durch Umformen der gegebenen Determinante erhalten wir

n

det(1 — qo7't) = " det(; — ™) = "xgm1 () = " T (; — ).

i=1
Das auftretende charakteristische Polynom von qu_ hat also die Nullstellen aq, ..., ay,
und die Eigenwerte von ¢ sind demnach £, ... . Da die ; alle Nullstellen des ge-

gebenen Polynoms sind, welches Koeffizienten in Z hat, werden die «; durch komplexe
Konjugation lediglich permutiert. Wenn wir auﬁerdem bedenken dass die oy alle Abso-
lutbetrag ,/q haben, gilt fiir die Konjugierten a; = - und wir konnen die Eigenwerte
von ¢ schreiben als aq, ..., a,. Fir das charakterlstlsche Polynom von ¢ folgt dann

Xo(t) =[]t — )

i=1
und damit

det(1 — ¢t) = X¢(1) — 1] (% ) = tnqu)_l(%) — det(1 — g~ 4).
=1



Kapitel 3

Monsky-Washnitzer-Kohomologie
fiir Kurven

In diesem Kapitel wollen wir uns mit der Kohomologie von Monsky und Washnitzer
[MW68] beschéftigen. Grob gesprochen handelt es sich dabei um die de Rham-Kohomo-
logie (siehe Definition 1.41) einer Algebra, die aus dem Koordinatenring einer glatten
Kurve konstruiert wird. Dass diese Kohomologie einer Version des Fixpunktsatzes von
Lefschetz geniigt, haben wir bereits in Satz 2.5 gesehen. Nun wollen wir sie konstruie-
ren und dabei aufzeigen, warum einige andere Ansitze, eine geeignete Kohomologie zu
definieren, nicht funktionieren (kdénnen).

Im Folgenden bezeichne C' einen affinen Teil einer glatten Kurve iiber IF; mit dem
Koordinatenring

A= Folz1,...,zn]/(fi(z1, .., 2n), ..o, fm(21, ..o, 20)).

Ein erster Ansatz wire, die de Rham-Kohomologiegruppen von A zu wihlen. Auf A in-
duziert der g-Frobenius auf natiirliche Weise eine Abbildung (siehe (1.2)), die sich auch
auf die Kohomologiegruppen fortsetzen lisst. Allerdings wéren wir damit von vornherein
nur in der Lage, Ergebnisse modulo p zu erhalten. Aulerdem wére die erste Kohomolo-
giegruppe ,zu grof}* wie wir am Beispiel der affinen Geraden iiber [F, zeigen wollen.

Fiir den Koordinatenring F,[z] der affinen Geraden sind alle Differentiale der Form
2"P~Ldzx (n € N) nicht exakt. Da auch keine endliche, nichttriviale F,-Linearkombination
dieser Elemente exakt ist, sind die Elemente 2™~!'dz (n € N) linear unabhingig in
H}p(Fy[z]/F,) und die erste Kohomologiegruppe somit ein unendlichdimensionaler F-
Vektorraum . Aufgrund der Darstellung (2.4) erwarten wir allerdings, dass die Dimen-
sion Null betrigt, denn die affine Gerade hat Geschlecht Null. Die Ursache fiir diese
Problematik liegt in der positiven Charakteristik des Koérpers [F,.

Um zu einer Struktur mit Charakteristik Null zu gelangen, wihlen wir beliebige Lifts
(siehe Definition 1.5) F,. .., Fy, der definierenden Polynome f; nach Zy[z1, ..., z,] und
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betrachten den Lift des Koordinatenringes A

Ay =Dglxn, .z /(Fi(z, . 2n), - F(1, .0, 20)).

Es gilt A+ /pAy = A und fiir den Koordinatenring der gelifteten Kurve iiber Q, erhalten
wir

A=Ay ®z, Q= Qqw1, ..., 2]/ (F1(21, - Tn)s -+, Fn(w1, .00, 20)).

Allerdings treten dann neue Schwierigkeiten auf, denn sicherlich ist der Koordinatenring
A abhiéngig von der Wahl der Lifts F;. Hinzu kommt, dass der Frobenius im Allgemeinen
keinen Endomorphismus ® : A — A induziert. Lediglich fiir den Fall von elliptischen
Kurven lisst sich solch ein ausgezeichneter Lift (der kanonische Lift) konstruieren. Dann

gilt End(A) = End(A) und wir haben eine eindeutige, induzierte Frobenius-Abbildung
mit Hilfe derer wir das L-Polynom berechnen kénnen (siehe dazu [Sat00]).

Um die Unabhéngigkeit von der Wahl des Lifts zu erreichen, miissen wir zu analytische-
ren Objekten iibergehen. Dazu definieren wir A% als den p-adischen Abschluss von A,
also

AP = Z aaxo“ Ao € Zq und |aq|p — 0 fiir |a| — oo
ae(No)™

/(Fl(:zrl,...,xn),...,Fm(xl,...,xn)).

Dabei bezeichnet o := (a1,...,0q,) einen Multiindex mit |of = > a; und
=" - .. - xpr. Die Qg-Algebra A® := AP ®z, Qgist dann unabhéngig von der
Wahl der Lifts F; und es ldsst sich mit Hensels Lemma eine Fortsetzung der Frobenius-
Abbildung auf AT und damit auf A* konstruieren. Allerdings stellt sich auch hier
heraus, dass die de Rham-Kohomologie ungeeignet ist. Wir wollen dies wieder am Bei-
spiel der affinen Geraden iiber F, veranschaulichen. In diesem Fall ist

A>® = E aixz‘ a; € Qg mit |a;|, — 0 fiir i — oo
i>0

und jedes der Elemente p"a?™" ~1dz = d(acplm) € Que/q, (k,n € N) ist exakt. Wenn
wir nun fiir £ € N die Reihen

0.0]
kn _
Sp 1= g PP g
n=0

bilden, erhalten wir fiir jedes k ein Element aus 4 /g, Dieses ist jedoch fiir kein k € N

exakt, denn d (ZZO:O 2P*") ist nicht in © A% /Q, enthalten. Da auch keine endliche, nicht-

triviale Qg-Linearkombination der sj exakt ist, ist die erste de Rham-Kohomologiegrup-
pe von A% unendlichdimensional (als Q4-Vektorraum).
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Der Grund fiir die gerade beschriebene Problematik liegt darin, dass die Reihen s nicht
schnell genug konvergieren. Wir gehen deshalb zu den sogenannten iiberkonvergenten
Reihen iiber.

Definition 3.1 (Schwache Vervollstdndigung). Die schwache p-adische Vervollstandi-
gung einer Zq-Algebra A ist definiert als die Menge aller Elemente der Form

th(al, e ,am),
k=0

wobeim € N, ay,...,am € Ay, hy € kaq[Xl, ooy Xon] und ein ¢ € R existiert, so dass
deg hy < c(k+1) fir alle k > 0 gilt (deg bezeichnet dabei den Totalgrad). Die schwache
Vervollstandigung von Ay wird mit AJ_R_ bezeichnet.

Die schwache Vervollstdndigung AL ist wieder eine Z,-Algebra und eine Unteralgebra
des p-adischen Abschlusses A von Aj.

Fiir den Ring Zy[x1, ..., z,] konnen wir die schwache Vervollsténdigung schreiben als
t_ a CE Up((la)
Lglz1,...,zp]" = Z aqx| aq € Zg,liminf >0,
. oo [af
OLE(NQ)
wobel wir mit z® wieder das Monom z{* - ... 22" bezeichnen und |of = 7" | o gilt

(ein Beweis dieser Aussage ist in [MW68, Theorem 2.3.] zu finden).

Definition 3.2 (w.c.f.g. Algebra). Eine Zq-Algebra heifit ,weakly complete finitely
generated” (kurz w.cf.g.), falls sie ein homomorphes Bild von Z[x1,...,z,]! fir ein
beliebiges n € Ny ist.

Die schwache Vervollstandigung des gelifteten Koordinatenringes A, ist demnach eine
w.c.f.g. Algebra iiber Z, und es gilt

A:- = Z aaxo“ aq € Zg,liminf Up(@a) >0
o a0 af

/(Fl(:nl,...,xn),...,Fm(:Ul,...,xn)).

Diese Algebra ist flach iiber Z, (denn sie ist frei) und es gilt AL /pAl = A. Damit erfiillt
Ai alle Bedingungen fiir den folgenden Satz.

Satz 3.3. Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

(i) Die Algebra Al ist unabhdngig von der Wahl der Lifts Fy, ..., F,.
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(ii) Fir jeden Fy-Algebra-Endomorphismus ¢ : A — A ezistiert ein Zq-Algebra-Endo-
morphismus @ : AL — AE_, so dass das Diagramm

3
Al —> Al
mod p \L mod p
A % A
kommutiert.
Beweis. Siehe [Put86, Theorem 2.4.4. (i) und (ii)]. O

Damit haben wir sichergestellt, dass eine Fortsetzung des g-Frobenius von A auf Ai
existiert.

Wenn wir Ai mit Qg tensorieren, erhalten wir eine Q;-Algebra AT und es gilt mit den
Bezeichnungen von oben

At = Z Ao x®

ae(Ng)™

/(Fl(azl,...,xn),...,Fm(xl,...,:pn)). (3.1)

aq € Qq,liminf Up(@a)
lal—oo o

>0

Die de Rham-Kohomologie dieser Algebra wird uns die gewiinschte Kohomologie liefern.
Bevor wir dazu kommen, wollen wir den universellen Differentialmodul dieser Algebra
betrachten, der per Definition von den Elementen da mit a € A als AT-Modul erzeugt
wird. Aufgrund der Stetigkeit der Derivation d, konnen wir die Grenzwertbildung und
die Derivation vertauschen und es gilt

. . il . . Zn — . . il . . in
d E @iy oin @y Xy | = E @iy i d (xl ey )

i1,...,in €No 1,...,in €Ng
Die Elemente d(:Jci1 Cee xﬁ{b) lassen sich als Af-Linearkombination der dz; schreiben
und wir sehen, dass der Differentialmodul bereits durch dzq, ..., dz, erzeugt wird. Es

gilt also
Qptjg, = Aldey + ...+ Alda,.

Nun kommen wir zur Definition der Objekte unseres eigentlichen Interesses.

Definition 3.4 (Monsky-Washnitzer-Kohomologie). Es sei C/F, ein affiner Teil einer
glatten Kurve mit dem Koordinatenring A. Auferdem bezeichnet Al die schwache Ver-
vollstindigung eines Lifts Ay von A und AT = A:_ ®z,Qq. Die i-te Monsky-Washnitzer-
Kohomologiegruppe von C st definiert als die i-te de Rham-Kohomologiegruppe der
Qq-Algebra AT und wird mit Hiy, (C) bezeichnet.
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Uber die Struktur der Kohomologiegruppen kénnen wir folgende Aussage machen.

Satz 3.5. Fiir den affinen Teil C einer glatten Kurve sei At definiert wie in (3.1).
Dann gilt fiir die Monsky- Washnitzer-Kohomologiegruppen

Hyw(C) = Qg
Hyw(C) = QAT/Qq/d(AT)a
Hiw(C) = 0 firallei> 1.

Beweis. Per Definition gilt HY;y;,(C') = kerd/0 = Q,. Nach [Har77, Theorem 8.15] ist
Q41 /g, lokal frei vom Rang eins, das heifit jede Lokalisierung von 0?2 ist trivial und

At/Qq
es folgt mit [Eis95, Lemma 2.8], dass auch 02, 1o, verschwindet. Die Definition von
q

H} .y liefert dann die Aussage Hj,pp (C) = QAT/Qq/d(AT). O

Die nach Satz 3.3 existierende Fortsetzung der Frobenius-Abbildung auf AL liefert zu-
néchst einen Qg-Algebra-Endomorphismus auf A und damit auf natiirliche Weise eine
Abbildung auf den Kohomologiegruppen Hi,y(C) (siehe (1.3)).

Wie bereits in Satz 2.5 gesehen, erfiillen diese Gruppen eine Version des Fixpunkt-
satzes von Lefschetz und wir kénnen damit prinzipiell fiir beliebige, glatte Kurven die
Zetafunktion berechnen. Dazu miissen wir zunichst eine Basis des Vektorraums H}MW
bestimmen, die Wirkung des gelifteten ¢g-Frobenius ® auf diese Basiselemente berechnen
und dafiir die Darstellung in den Basiselementen finden. Dies liefert uns eine Darstel-
lungsmatrix von ® und wir kénnen die Zetafunktion mittels (2.3) oder (2.4) bestimmen.

Im n#chsten Kapitel werden wir dieses Vorgehen im Fall von hyperelliptischen Kurven
iiber einem Korper der Charakteristik p > 2 ausfiihrlich beschreiben. Allgemeinere
Félle werden beispielsweise in [DV06b] (hyperelliptische Kurven in Charakteristik zwei),
|GGO1] (superelliptische Kurven) oder [DV06a| (Cqy-Kurven) beschrieben.
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Kapitel 4

Kedlayas Algorithmus

In diesem Kapitel werden wir detailliert zeigen, wie wir die Zetafunktion einer hyper-
elliptischen Kurve mit der im vorherigen Kapitel definierten Kohomologie berechnen
kénnen.

Im gesamten Kapitel bezeichnen wir mit C' den affinen Teil einer hyperelliptischen Kurve
C/F,, der durch f(z,y) := y* — h(x) = 0 mit einem h € Fy[z] vom Grad d := 2g + 1
definiert ist. Wir beschrinken uns dabei auf den Fall, dass ¢ = p™ fiir eine Primzahl
p > 2 gilt.

Bevor wir uns mit der Konstruktion der Kohomologiegruppen befassen, wenden wir uns
dem Differentialmodul des Koordinatenringes F,[C] = Fq[z, y]/(f(z,y)) zu. Dieser wird
als Fy[C]-Modul durch dz und dy erzeugt und mit der Identitit y* = h(z,y) gilt der
Zusammenhang

2ydy = h'(x)dx.

Konnten wir y invertieren, wére der Modul also bereits durch dx erzeugt und wir erhiel-
ten eine sehr einfache Darstellung. Wie wir in Beispiel 1.21 gesehen haben, erhalten wir
durch Herausnehmen der Weierstra3punkte (also aller affinen Punkte mit y = 0) aus C
eine quasiaffine Varietiit, die isomorph zu einer Varietit C’ mit dem Koordinatenring
F,[C'] = Fylz,y,y7]/(f(z,y)) ist. In diesem Ring kénnen wir y invertieren und es gilt

Q]Fq [C/}/IFq = IE‘q[C']da;

Im Folgenden werden wir deshalb anstelle des affinen Teils C' nur noch den ,gelochten
Teil C’ der Kurve betrachten. Wir werden sehen, dass wir damit dennoch die Zetafunk-
tion der Kurve C erhalten.

Wir starten unsere Konstruktion also mit dem Koordinatenring

A =T, [C") = F,lz,y,y7 "/ (f(z,9)).

Nun wihlen wir einen beliebigen Lift H € Z4[x] von h und erhalten durch F(z,y) :=
y? — H(x) einen Lift von f(x,y) (wir kdnnten auch einen beliebigen anderen Lift von
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f(z,y) wihlen) und erhalten

A= Qyle,y,y7 '/ (y* — H(x)),

wobei wir im Folgenden die Darstellung

A= Z Qqx'y’
0<i<d
JEZ

benutzen werden. Der Index j durchlduft hier und in spéteren Beschreibungen von A nur
endlich viele Werte aus Z. Die de Rham-Kohomologie der schwachen Vervollstindigung
dieses Rings liefert uns spéter die Monsky-Washnitzer-Kohomologie.

4.1 Die erste de Rham-Kohomologiegruppe von A

Bevor wir die de Rham-Kohomologie von A" betrachten, wollen wir zunichst die
de Rham-Kohomologie der Q,-Algebra A = Q4[z,y,y71]/(y?> — H(z)) untersuchen und
das Ergebnis spiter auf die schwache Vervollstandigung Af von A iibertragen.

Zunichst stellen wir fest, dass aufgrund der Identitiit y*> = H(z) der Zusammenhang

dy = %gf)dx besteht und wir den Differentialmodul von A deshalb schreiben kénnen
als
QA/Qq :Ad.ZU (41)

Dieser Modul ist torsionsfrei und damit frei.

Wir erinnern an dieser Stelle an die hyperelliptische Involution aus Beispiel 1.22, die
auf natiirliche Weise eine Qg-lineare Abbildung auf A durch

L:A— A, E a; jx'y’ — E a; jz'(—y)’
0<i<d 0<i<d
jez i€z

induziert. Diese Abbildung spaltet den Qg-Vektorraum A in eine direkte Summe der
beiden Eigenrdume AT und A~, wobei wir

At = Z Qqr'y’ = Z Qur'H’(z) und (4.2)
0<i<d 0<i<d
jE27 jez
AT = Z quiyj
0<i<d
JE2Z+1

definieren. Wir erinnern noch einmal daran, dass der Index j hier nur endlich viele
Werte annimmt, da in A nur endliche Summen erlaubt sind. Damit kénnen wir den Dif-
ferentialmodul als direkte Summe der beiden freien Moduln A™dx und A~dx schreiben.
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Nun faktorisieren wir aus dem Qg-Vektorraum €2 ,q, den Unterraum d(A) heraus und
erhalten

Hip(A/Qq) = Hin(A/Qq)" & Hyp(A/Qq)~ (4.3)
mit
Hin(A/Q)" = ATdx/(Atdrnd(A)) = Atdz/(d(AT)) und
Hin(A/Q))~ = Adz/(A dzNd(A)) = A dz/(d(A7)).

Diese beiden Unterrdume sind gerade die beiden Eigenrdume der induzierten Involution ¢
auf H),(A/Qq) mit den Eigenwerten +1 und —1. Wir nennen sie deshalb auch positiven
beziehungsweise negativen Eigenraum.

Satz 4.1. Es sei A wie oben definiert. Die erste de Rham-Kohomologiegruppe H}p(A/Qq)
der Qq-Algebra A ist ein Qg- Vektorraum der Dimension 4g + 1 mit der Basis

B:=BT"UB~,

wobei BT 1= {x%j—g 0<: < 29} und B~ = {mldj’”
beziehungsweise Hjp(A/Qq)~ sind.

0<i< 2g} Basen von Hjn(A/Qq) "

Beweis. Der Beweis gliedert sich in zwei Teile. Zuerst zeigen wir, dass die Menge B
ein Erzeugendensystem von Hj,(A/Q,) ist und anschlieBend beweisen wir die lineare
Unabhéngigkeit dieser Erzeuger. Aufgrund der Aufspaltung (4.3) kénnen wir uns auf
die beiden Eigenrdume H}p(A/Q,)" und H}p(A/Q,)~ beschrinken.

Es sei zuniichst ein beliebiges Element adr € A*dx gegeben. Wir wollen zeigen, dass
adz durch BT dargestellt werden kann.

Wir kdnnen a schreiben als a(z,y) = 3oz aj(z)y* mit a; € Qq[z] vom Grad < 2g
und a; # 0 fiir nur endlich viele j € Z. Das nachfolgende Lemma 4.3 liefert fiir jedes j
ein a; € Qq[z], so dass

, d
aj @)y de = aj(x)
Y
gilt und damit a(z,y)dx = d(x)z—g mit einem a € Qy[z] (Das ,,=“ bedeutet hier Gleich-

heit in dem Faktorraum H},(A/Q,)). Wir haben also die y-Potenz auf die bendtigte
Form gebracht und miissen nun eventuell selbiges fiir die z-Potenzen tun, denn wir ha-
ben keine Gradabschitzung fiir a. Um die z-Potenzen auf unter 2¢g + 1 zu reduzieren,
stellen wir fest, dass Q,[z] ein euklidischer Ring ist und wir @ deshalb schreiben kénnen
als a(z) = q(z)H () + a(z) mit ¢,a € Qq[z] und dega < deg H = 2g + 1. Das Poly-
nom g(x) = Y_; gz’ besitzt die Stammfunktion Q(z) = Y, A2 € AT und es gilt
q(z)dr = d(Q(x)) = 0. Zusammenfassend ergibt sich

dx

2 = W@H@) + o)) 22 V=E@

A q(z)dx + a(x)

a(xz,y)dr = a(x)

Sl &
3
8
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mit einem a € Qqfz] vom Grad < 2g und wir erhalten eine Darstellung von adx als
Qg-Linearkombination der Menge B™. Die Menge B ist also ein Erzeugendensystem
des Unterraums Hj,(A/Qq)".

Fiir den Fall eines b(z,y)dx € A~ dx kénnen wir zunéchst vollkommen analog vorgehen

und erhalten die Darstellung
— .d
bz, y)de = b(z)—,
Y
mit einem Polynom b € Q,[z]. Die Reduktion des z-Grades, wie wir sie fiir Hyp(A/Qq) "
durchgefiihrt haben, ldsst sich hier nicht anwenden. Falls m := deg b > 2g gilt, betrach-

ten wir stattdessen das exakte Differential
d(22™29y) = 22™29dy 4 2(m — 2g)x™ 29 Lydx

= (2" H'(x)) C; + (20m = 2g)a" 7 H (7)) d;

= ((2m—2g+ 1)a™ + p(x)) dyx e d(AT),

wobei p ein Polynom in Qy[z] vom Grad < m bezeichnet. Durch sukzessives subtrahieren
geeigneter Vielfacher solcher Differentiale von b(a:)dy—x erhalten wir also ein Darstellung

() ™.

b(x,y)dz
(z,y) ”

mit deg(b) < 2¢ und damit eine Qg-Linearkombination der Menge B~. Damit haben
wir gezeigt, dass B ein Erzeugendensystem von Hjp(A/Q,) ist.

Kommen wir nun zur linearen Unabhéngigkeit. Auch hier konnen wir uns auf die beiden
Eigenrdume beschrinken und zeigen die lineare Unabhingigkeit der beiden Mengen B™
und B~. Die Ideen der Beweise stammen dabei aus |[Mad02] beziehungsweise |Edi03].
Wir beginnen wieder mit dem positiven Teil.

Wir wollen zeigen, dass mi‘;—‘g (mit ¢ = 0,...,2¢) linear unabhéngig in A*dz/(d(AT))
sind. Angenommen, die Elemente wiren linear abhéngig. Dann existieren \; € Qq, so
dass

29
d
0 +# Z)\kxk y—f € Atdx

k=0
—_——
=:f(x)

exakt ist. Die Beispiele 1.29 und 1.39 liefern den Divisor dieser Linearkombination:

(7)) = 0+ (@) -20)

[oN

eg f

= > (B +VH®B)) + (8 —VHB)) = ((@1,0) + ... + (a2041,0))
=1
+(49g — 1 — 2deg ) Pwo,
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wobei a; und (; die Nullstellen von G beziehungsweise von f im algebraischen Ab-
schluss von Q, bezeichnen. Die auftretenden negativen Summanden («;,0) kénnen sich
hierbei aufgrund der Gradabschitzung fiir f nicht alle gleichzeitig wegheben und f ;‘j—g
hat damit mindestens eine einfache Polstelle. Dies liefert zusammen mit Satz 1.38 einen
Widerspruch zur Exaktheit.

Kommen wir nun zur linearen Unabhéngigkeit der Menge B™~. Hier werden wir einen
anderen Weg einschlagen. Zunichst stellen wir fest, dass die exakten Differentiale d(A™)
als Q,-Vektorraum von den Elementen d(z'y’) mit 0 < i < d und j € 2Z + 1 erzeugt
werden. Wir wollen diese Erzeuger etwas genauer unter die Lupe nehmen.

Da Qg[z] ein euklidischer Ring ist und das Polynom H (z) teilerfremd zu seiner Ableitung
H'(x) ist, kénnen wir 2'H'(z) in Q4[] fiir 0 < i < d eindeutig schreiben als
2 H'(z) = a;(x)H(z) + bj(z) mit deg(b;) < d.

Fiir ¢ = 0 gilt offensichtlich ag = 0 und by = H'. Auerdem sehen wir, dass der fiihrende
Koeffizient von a; fiir i # 0 gleich d ist und dega; = i — 1 gilt. Damit kénnen wir die
d(z'y’) schreiben als

o o 1 . ,
dz'y?) = <ia:z_1y7+1 + ijlH’(x)y9_1> dyx
; 1 , 1 ; d
= ((iwz_l + 2]@2(%)) y3+1 + 5](),(1‘) y]_l) ?x
—_—
=a;(x) =:b;(z)
dz
= f’i,‘ r,y)—-
i(@,y) ,

In den Polynomen f;; mit ¢ # 0 treten also genau die y-Potenzen j — 1 und
J + 1 auf, wahrend in den f; o ausschliefllich die y-Potenz j — 1 auftritt. Der Grad von
a; =iz + %jai ist wegen i + %jd # 0 gleich ¢ — 1 und es gilt deg(a;) < d — 2.

Nun kommen wir zum eigentlichen Beweis der linearen Unabhéingigkeit. Wir nehmen an,
dass die Menge B~ linear abhingig ist und wollen dies zu einem Widerspruch fiihren.
Es existieren also Ag, pi; € Qg mit p;; # 0 fiir nur endlich viele 0 < i < d — 1 und
J €27+ 1, so dass

dz dx
0# > b= = " pifiszy)— (4.4)
0<k<d—2 0<i<d—1 y
[ 7AR

Da A~ dx frei ist, ist dies dquivalent zu

Yoot = Y pigfi(ay). (4.5)

0<k<d—2 0< d—1
JEZ+1
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Wir fassen nun die auftretenden Polynome als Elemente des Funktionenkérpers der
Kurve auf und betrachten deren Bewertung ord., an der unendlichen Stelle Py,. In
Beispiel 1.29 haben wir gesehen, dass ordy(z) = —2 und ordy(y) = —d gilt. Mit
Hilfe der obigen Uberlegungen zu den f; ; und der ultrametrischen Ungleichung (siehe
Definition 1.1) schlieBen wir

ordeo(fij) = min {ordes(@;) + ordes ('), ordec(@i) + orde (v7 1) }
= —2(i-1)—(j+1)d

und sehen, dass die Ordnung zweier unterschiedlicher f; ; verschieden ist. Die Ordnung
einer Qg-Linearkombination mehrerer f; ; konnen wir damit mit Hilfe der Ultrametrik
als das Minimum aller Ordnungen der f; ; angeben.

Die Ordnung der linken Seite von (4.5) lasst sich nach unten durch —2d + 4 abschétzen
und wir kénnen schlussfolgern, dass auf der rechten Seite keine f; ; mit j > 1 auftreten.
Es gilt also p; j = O fiir alle 0 <7 < d—1und j > 1. Durch Umsortieren nach y-Potenzen
folgt damit aus (4.5)

d—2 d—1 d—1 d—1
S ot =) piaa@y®+ D < Mz‘,jai(ﬂf)JrZMi,iji(x)) y
k=0 i=1 j€274+1 \ i=1 i=0
Jj<-3
=®
Nun kénnen wir Koeffizienten vergleichen. Da die linke Seite nach Annahme ungleich
Null ist, ist mindestens ein p; —1 ungleich Null. Dieselben p; —1 treten in der Gleichung
noch einmal in ® fiir j = —3 auf. Da die Polynome E nach Lemma 4.2 linear unab-
héngig sind, gilt fiir j = —3 auch ® # 0. Dies impliziert wiederum, dass mindestens
ein ;3 ungleich Null existiert. Wir kénnen das Argument induktiv fortfithren und
erhalten damit unendlich viele von Null verschiedene p;; € Qg, was ein Widerspruch
zur Annahme (4.4) ist. O

Im letzten Schritt des Beweises haben wir das folgende Lemma benutzt.

Lemma 4.2. Es sei H ein Polynom vom Grad d iber Qg gegeben, so dass die (formale)
Ableitung H' teilerfremd zu H ist. Aufierdem bezeichne Qqg[x]<q den Qq-Vektorraum der
Polynome vom Grad < d und wir definieren die Elemente b; € Qq[z]| eindeutig durch

2'H' = a;H + b;, mit a; € Qqlx] und degb; < d.

Dann liefern die Polynome by, ..., bg—1 eine Basis von Qglz]<q.

Beweis. Wir betrachten die Isomorphie (von Vektorrdumen) ¢ : Qq4[z]<q — Qqlx]/(H)
mit ¢(f) := f+ H. Die Umkehrabbildung ¢! bildet jedem Element f+H € Q,[z]/(H)
den eindeutigen Vertreter der Klasse vom Grad < d zu. Da H' teilerfremd zu H ist,
liefert die Multiplikation mit H' einen Isomorphismus auf Qq[x]/(H) und wir erhalten
aus der kanonischen Basis 1,x,...,2%71 von Q,[z]q4 die Basis ¢~1(H' - ¢(z%)) = b;
(i=0,...,d—1). O
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Auch das folgende Lemma haben wir aus dem Beweis des Satzes herausgenommen. Es
liefert einen Reduktionsalgorithmus, der auch fiir die Monsky-Washnitzer-Kohomologie
giiltig sein wird.

Lemma 4.3 (Reduktion der y-Potenz). Es gelten die Bezeichnungen wie oben. Fiir
jedes a € Qqlz] und n € Z existieren Elemente b,c, B,C € Qq[x], so dass

a(x)y"dr = bx)y"2dz + d(B(z)y""?) und
a(z)y"de = c(z)y" e+ d(C(x)y")

gilt. Das heifit, in H n(A/Q,) gilt die Gleichheit

a(z)y"dx = b(x)y" " 2dx = c(x)y" *dz.

Beweis. Wir werden die Polynome b, B, ¢ und C explizit angeben. Dazu bezeichnen wir
mit A € Qy[z] eine Stammfunktion von a und definieren

clx) = ng(x)H’(x) und
C(z) = A(x).

Es gilt

d(C(z)y") = A(x)ny" ‘dy + a(x)y"dx

Hl
= A(m)ny”_léjx)dx + a(x)y"dz

= gA(x)H'(x)y”_de + a(z)y"dx
= —c(z)y" 2dz + a(z)y"dx

und damit die erste Behauptung.

Das Polynom h € F,[z] ist nach Voraussetzung teilerfremd zu seiner Ableitung A/,
es existieren also Polynom s,t € Fy[z] mit sh + th’ = 1. Solch eine Darstellung
existiert auch fiir das geliftete Polynom H € Z,[z] und wir konnen zwei Polynome
S,T € Z4[z] konstruieren, so dass SH + TH' = 1 gilt (sieche Algorithmus 4). Da Qq[x]
euklidisch ist, erhalten wir eine eindeutige Darstellung aT" = ¢H +r mit ¢, € Q4[x] und
degr < deg H. Nun definieren wir
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Es gilt

d(B(z)y"*?) = d< 2 r(:ﬂ)yn+2>

und damit

b(x)y"Pdz + d(B(z)y"*?) = (a(x)S(:r) +q(x)H'(z) —

I
—~
S
)
N
A
&
=

(z) + q(2)H'(x)H(z))y" dx
+(a(2)T (2)H'(x) — q(z) H'(2)H(x))y" dz

)
SH+TH=1 (@)
Damit haben wir das Lemma vollstindig bewiesen. O

Wir wollen diese Ergebnisse im néchsten Abschnitt auf die de Rham-Kohomologie der
schwachen Vervollstidndigung von A iibertragen. Dazu miissen wir uns mit dem Verhal-
ten der p-Bewertungen bei der Reduktion beschéftigen, wobei wir uns auf H},(A4/Q,)~
beschranken.

2m dx

, mitmeZ, ac Zglx]) und dega < d gegeben. Dann
ezistieren eindeutige b € Qqlx] und f € A~ mit degb < d — 1, so dass

Lemma 4.4. Es seiw = a(x)y

=a(x de—x: xd—x T
w = a(z)y " b()y+d(f( Y))

und es gilt

(i) fir m <O0:

-1
flz,y) = Z fi(x)y € A~ und f; € Qylz], deg f; < d mit
j=2m+1

pleer(=2m=Dlp ¢ 7, [2] und
pleer(Z2m=Dl £ 7, [2] fiir alle j.
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(1) fir m > 0:

2m—1
flz,y) = Z fi(x)y' € A~ und f; € Qglz], deg f; < d mit
j=1

leogp(Qdm—i-d—z)Jb c Zq[l‘] und
p[logp(Qderd*mJ [j € Zg[z] fiir alle j.

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit von b und f folgt unmittelbar aus der eindeu-
tigen Darstellung beziiglich der Basis B™.

Fiir die anderen Aussagen beginnen wir mit dem Fall m < 0.

Die Tatsache, dass in f nur die y-Potenzen 2m + 1 bis —1 auftreten und dass die
x-Potenzen maximal d — 1 betragen, folgt direkt aus dem Reduktionsalgorithmus. Kom-
men wir nun zu den Ganzheitsaussagen (die Beweisidee stammt aus [Mad02, S.14]).
Zunéchst wahlen wir eine geeignete Erweiterung Z, (r € N) von Zg, so dass H(z) eine
Nullstelle ov € Zg besitzt und bezeichnen mit P die Stelle des affinen Punktes (a,0)
in dem Funktionenkérper Qg (C’) der gelifteten Kurve. Wir haben in Beispiel 1.29 ge-
sehen, dass y dort eine einfache Nullstelle besitzt, also eine Uniformisierende von P
ist (wir merken an, dass sich der Funktionenkérper durch das Herausnehmen der Wei-
erstrafpunkte nicht #&ndert). Nun betrachten wir die Vervollstindigung dieses Kérpers
beziiglich P (fiir Informationen zur Vervollstindigung beziiglich eines Punktes verwei-
sen wir auf [Sti93, IV.2.]). In diesem Abschluss lésst sich jedes Element eindeutig als
Potenzreihe in Q,r[y~1][[y]] schreiben. Insbesondere erhalten wir die Darstellungen

o ' e Cs .
d(f(z, = ciyld und damit T,Y) = — J+17
(f(z,y)) j%;n iy’ dy fa) jZQ:m]‘Fly

mit ¢; € Qg und ¢; = 0 fiir alle ungeraden j. Wir kénnen noch mehr iiber die Ko-
effizienten aussagen: Mit den Beispielen 1.29 und 1.39 folgt, dass b(az)% keinen Pol
in P hat, die Reihenentwicklung davon besitzt also keine negativen Koeffizienten. Da
auflerdem a(x) nach Voraussetzung in Z,[z] liegt, kénnen wir mittels Koeffizientenver-
gleich schlielen, dass die Koeffizienten ¢; fiir j < 0 ganz sind, also in Zg liegen (denn
die Reihenentwicklung von a(z) besitzt Koeffizienten aus Zgr). Mit der Bezeichnung
n = [log,(—2m — 1)] gilt damit p”j(% € Zqgr fiir alle j < 0.

Wir kommen nun zur Darstellung f(z,y) = Zj_:l2m+}. fi(x)y? zuriick. Wenn wir fon,41
in dem Punkt P auswerten, gilt nach den obigen Uberlegungen fo,,4+1(P) = %
und damit p" fop41(P) € Zgr. Die gleiche Argumentation kénnen wir fiir alle anderen
Punkte P, := (o;,0) mit H(ayy) = 0 (i = 1,...,2¢9 + 1) durchfithren und erhalten

P" fom+1(P;) = p" fom+1 (i) € Zg fiir alle 4. Wir schreiben p” fop, 41 als Zig:o Fpz* und
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erhalten die Darstellung

2 2
1 a1 Oél e Oé%g Fo p”f2m+1(0é1)
1 9 a% c.. a29 Fy B pnf2m+1(042) c Zzg+1
. . - . q
: ) :
1 02g+1 a%g—&-l Ce a2§+1 Fzg p”f2m+1(agg+1)

Die Matrix auf der linken Seite ist eine Vandermonde-Matrix und wir koénnen ihre
Determinante angeben als [[;,_;<y, (s — ;). Da H reduziert modulo p nur einfache
Nullstellen besitzt, ist die Determinante modulo p von Null verschieden und damit eine
Einheit in Z,. Wir kénnen die Matrix also invertieren und erhalten eine Darstellung
der F; durch ganze Flemente. Damit gilt F; € Zq NQy = Zg fiir 0 < ¢ < 2g und somit
P" fam+1 € Zg|x]. Nun betrachten wir die Reihenentwicklung von

~1
"t Y L@y = " fa,y) = P famga ()P
j=2m+2

und kénnen mit der gleichen Argumentation wie oben zeigen, dass p" fomy2 € Zg[z] gilt.
Sukzessives Vorgehen liefert letztendlich p” fj(x) € Zg[z] fiir alle i = 2m+1, ..., —1. Die
Ganzheitsaussage fir p"b(x) folgt damit wunmittelbar aus der Identitét
b(w) 9 = a(z)y*™ 4 — d(f(z,y)).

Kommen wir nun zu dem Fall m > 0:

Wir wollen analog zum ersten Fall vorgehen. Allerdings betrachten wir nun die unendli-
che Stelle P,. Die Beispiele 1.29 und 1.39 liefern uns zusammen mit Satz 1.37 folgende
Ordnungen:

ordeo () = =2, ordeo(y) = —d, ordeo(f) > —2md — d + 2,

d d
ordeo (dz) = =3, ordoo(—x) =d-3, Ordoo(b(:n)—x) > —d—+1.
Y Yy
Das Element ¢t := % liefert demnach eine Uniformisierende der Stelle Py, denn es gilt

ordoo(%) = g-orde(x) —orde(y) = —2¢9+d = 1. Wie oben konnen wir zum Abschluss
beziiglich P, iibergehen und f in der Uniformisierenden entwickeln. Es gilt

o oo
. Ci .
d(f(x, = c;it’dt  und damit T,y) = —L gt
(f(z,y)) | > i f(z.y) | > 1
j>—2md—d+2 j>—2md—d+2

wobei ¢; € Q, und ¢; = 0 fiir alle ungeraden j. Da die Entwicklung a(x)%x Koeffizienten
aus Z, hat und ordoo(b(:n)%) > —d + 1 gilt, kdnnen wir schliefen, dass ¢; € Z, fiir
j < —d gilt. Mit der Bezeichnung n := [log,(2dm + d — 2)| gilt damit p"% € Zgr fiir
alle j < —d.

Fiir die Bewertungen der Monome zy’/ (mit 0 <i < d— 1 und j > 1) von f(z,y) gilt

ordes (z'y?) = —2i — jd < —d und ords(2z'y?) # orde (24! fiir (i, ) # (k,1).
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Iterativ erhalten wir mit obiger Argumentation daraus die Behauptung p"f; € Zg[z]
fir j =1,...,2m — 1 und damit auch p"b € Z,[x]. O

Die Aussage dieses Lemmas wird im n#fchsten Abschnitt von Bedeutung sein, wenn
wir eine Basis der Monsky-Washnitzer-Kohomologie bestimmen. Auflerdem kommt es
spater im Algorithmus zur Anwendung, denn wir kénnen damit die minimale p-adische
Préazision der Darstellung von a bestimmen, die wir ben6tigen, um eine gewisse Prizision
der Reduktion b zu erhalten. Wenn wir b modulo p* korrekt benétigen, muss die Eingabe
von a also modulo pF*t" exakt sein.

Wir merken an, dass fiir die Reduktion von Elementen aus ATdx eine dhnliche Ab-
schitzung gilt. Da wir diese nicht explizit bendtigen werden, verzichten wir aber auf
eine entsprechende Formulierung.

4.2 Monsky-Washnitzer-Kohomologie fiir hyperelliptische
Kurven

Nachdem wir nun die de Rham-Kohomologie der Algebra A kennen, wollen wir diese
Ergebnisse auf die Kohomologie der schwachen Vervollstindigung AT von A {ibertragen.
Dabei interessiert uns lediglich die erste Kohomologiegruppe. Die Struktur der restli-
chen Gruppen kennen wir bereits aus Satz 3.5. Wir erinnern daran, dass wir weiterhin
ausschlieBlich mit der Kurve C’ (also der Kurve ohne ihre Weierstrafipunkte) anstelle
von C' arbeiten. Dieses Vorgehen werden wir in Abschnitt 4.3 rechtfertigen, wo wir eine
Verbindung der Kohomologie von C’ zur Zetafunktion von C herstellen werden. Wir
haben bereits gesehen, dass sich die Rechnungen dadurch stark vereinfachen.

Zunichst stellen wir fest, dass die Involution ¢ auch AT in zwei Eigenriume teilt. Es lisst
sich zeigen, dass die Involution mit der Vervollstdndigung kommutiert und die beiden
Eigenrdume deshalb den schwachen Vervollstindigungen der Eigenrdume A* und A~
entsprechen. AuBerdem wird auch der Differentialmodul von A durch dz erzeugt und
wir kénnen diesen schreiben als

Qutjg, = AT - dz = (AN)dz & (A7) Vda.
Fiir die erste de Rham-Kohomologiegruppe von Af gilt demnach

Hiw (C") = Hypw (C')Y @ Hypw (C)7,
und die beiden Eigenrdume lassen sich schreiben als

Hipw (€)= (AN)de/d((AM)) = Hip((A")1/Q,)  und (4.6)
Hi(C')™ = (A7)lda/d((A™)) = Han((A7)T/Q,)-

Wir kénnen uns bei der Bestimmung einer Basis also wieder auf die beiden Eigenrdume
beschranken und die Reduktionsschritte aus dem Beweis zu Satz 4.1 verwenden. Die
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zu reduzierenden Elemente sind nun allerdings keine endlichen Summen mehr, sondern
Reihen mit gewissen Konvergenzbedingungen (siehe (3.1)). Es ist also noch nicht klar,
ob wir nach einer formalen Reduktion iiberhaupt wieder Elemente aus €24: , erhalten.

Satz 4.5 (Basis der Monsky-Washnitzer-Kohomologie). Der Unterraum H . (C')~
der ersten Monsky- Washnitzer-Kohomologiegruppe H}WW(C") der affinen Varietit C’
ist ein Qq-Vektorraum der Dimension 2g mit der Basis

{xldw) 0§i<29}.
Y

Beweis. Wir wollen zeigen, dass die Elemente xidf (i =0,...,2g — 1) Erzeuger von
H} . (C")™ sind. Es sei also ein beliebiges Element a(x,y)dz = > e a;(z)y? 4=
Q 4t /g, mit dega; < 2g und den notigen Konvergenzbedingungen fiir die Koeffizienten
der a; gegeben. Jeder Summand dieser Reihe ist bereits in 24,g, C Q41 /Q, enthalten
und es existieren nach Lemma 4.4 eindeutige b; € Q4[] vom Grad kleiner als d — 1 und

fj € A C AT, so dass

aus

(P ()™ .
aj(x)y™ " bj(x )y +d(fj(z,y))

fiir alle j € Z gilt. Formal folgt daraus

Zaj(x)y = b= ) +d<z fj(x,y)>

JEZL JEZ JEZ
—_—— S
=:b(z) =:f(z,y)

und wir miissen lediglich noch zeigen, dass die Elemente b und f Sinn ergeben, dass
also b € Qy[z] und f € AT gilt.

Da der Grad von b nach oben durch d — 1 beschrinkt beschrankt ist, miissen wir nur
noch zeigen, dass jeder der Koeffizienten von b in Q, liegt. Mit der Abschétzung

[log,(—=2j — 1)] + vp(bj(x)), falls j <0
up(a; (7)) < { Uogp(ng +d—2)] iup(b]( ), falls j >0 °

die wir aus Lemma 4.4 erhalten und der Uberkonvergenz von a folgt v,(b;j(z)) — oo fiir
j — oo und damit b € Qg[z].

Betrachten wir nun f: Mit der Schreibweise f;(z,y) = >,z fj,k(x)yk und f; € Qqlx]
mit maximalem Grad 2g erhalten wir mittels Lemma 4.4 die Abschitzung

llog,(—2j — 1) | + vp(fjk(x)), falls j <0 .
vp(a;(z)) < { Llogi(2dj +d—2)] ivjp](gfm(x)), fallg j > 0w alle s

und aufgrund der Uberkonvergenz von a die Uberkonvergenz von f. Es gilt also f € AT.



4.3. FORMEL FUR DIE ZETAFUNKTION 49

Es bleibt noch die lineare Unabhéngigkeit zu zeigen. Angenommen, es existiert eine
nichttriviale Linearkombination der Null. Dann konnen wir die ganze Gleichung mit
einer geeigneten p-Potenz multiplizieren, so dass alle auftretenden Koeffizienten in Z,
liegen. Wenn wir nun modulo einer beliebigen p-Potenz reduzieren, erhalten wir eine
Relation in €,4/q, die aufgrund der linearen Unabhingigkeit der Elemente in 24,
nicht Null sein kann. Dieser Widerspruch beendet den Beweis. 0l

Wir haben uns hier auf den negativen Eigenraum von Hj,y, (C’) beschréinkt. Dies hat
den Grund, dass wir zur Berechnung der Zetafunktion nur diesen Teil bendtigen, denn
wir werden in Abschnitt 4.3 sehen, dass sich das Herausnehmen der Weierstrafipunkte
und das Finschrinken auf den negativen Eigenraum gegenseitig ,,aufheben®.

Wir wollen aber nicht unerwadhnt lassen, dass sich auch die Basis des positiven Eigen-
raums von H},(A/Qq) auf H} .y (C) iibertréigt. Der Beweis dazu verlduft genauso wie
im negativen Fall, mit Hilfe entsprechender Ganzheitsaussagen analog zu Lemma 4.4.

4.3 Formel fiir die Zetafunktion

Im vorherigen Abschnitt haben wir gesehen, wie eine Basis des negativen Eigenraums
von Hj,y (C) aussieht. Dabei blieb zum einen noch ungeklért, warum wir uns auf den
negativen Eigenraum beschrinken kénnen und zum anderen, warum wir die Monsky-
Washnitzer-Kohomologie des affinen Teils C” anstelle von C' betrachtet haben. Dies soll
in diesem Abschnitt geklart werden. Wir benutzen dabei die Aussage aus Kapitel 3, dass
auf der Monsky-Washnitzer-Kohomologie eine induzierte Frobeniusabbildung existiert,
fiir die der Fixpunktsatz von Lefschetz gilt.

Lemma 4.6. Es sei ein affiner Teil C' einer hyperelliptischen Kurve tiber Fy durch
y? = h(z) mit deg h = d gegeben. Auflerdem bezeichne C' den affinen Teil C' ohne seine
Weierstrafpunkte und L die affine Gerade iber F, ohne die Nullstellen von h(x), also
L:=A'"\{a €F, | h(a) =0}. Dann gilt

HR{W(C/) = H](\)/[W(L) und H}WW(CI)Jr = Hzlww(L)-

Beweis. Fiir den Koordinatenring von L gilt F,[L] = F,[z,h~(z)]. Um die Monsky-
Washnitzer-Kohomologie dieser Varietdt zu konstruieren, wihlen wir einen Lift
H € Zg4[z] von h. Da diese Wahl beliebig ist, kénnen wir den gleichen Lift wéhlen,
der auch fiir die Konstruktion von H};,(C’) benutzt wurde. Als Koordinatenring des
Lifts von L erhalten wir

B = Qulz,H (2)] = Z Qur'H I (x) = Z Q' HI ()
i,7€No 0<i<d
JEZ
mit nur endlich vielen, von Null verschiedenen Summanden. Dieser Ring entspricht nach
(4.2) gerade dem positiven Eigenraum AT des gelifteten Koordinatenringes
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A = QC" = Q4lz,y,y1]/(y* — H(z)) von C'. Aufgrund der Identitit B = AT
folgt mittels (4.6)

Hiw(CY = Har((AM)T/Qq)
= Hupr(B'/Q,)
= HJI\/[W(L)'

Die erste Aussage folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass der Kern von d sowohl auf
(AM)T als auch auf BT gleich Q, ist. O

Nun kénnen wir die zentrale Aussage, die wir zur Berechnung der Zetafunktion benut-
zen, formulieren und beweisen.

Satz 4.7. Sei 6/Fq eine glatte, hyperelliptische Kurve vom Geschlecht g mit einem
affinen. Teil C, der durch y* = h(x) € Fylz,y] definiert wird. Weiterhin bezeichnet C'’
die zu C \ {(z,y) € C | y = 0} isomorphe, affine Varietit und x (®*| Hyy (C')75t)
das charakteristische Polynom der induzierten q-Frobeniusabbildung ®* auf dem negati-
ven Eigenraum der ersten Monsky- Washnitzer-Kohomologiegruppe von C'. Dann ist die
Zetafunktion von C gegeben durch

o P HY (C) 75 )
N e (s

Beweis. Es sei L definiert wie in Lemma 4.6 und 7 bezeichne die Anzahl der F -
rationalen Weierstrafipunkte von C. Es gilt also #C(F) = #C'(Fy) + mp und
#L(Fyr) = ¢® — ny. Auf die beiden affinen Varietiten C’ und L kénnen wir den Fix-
punktsatz von Lefschetz anwenden und erhalten
#C'(Fp) = T ("0 Hpy (') = Tr (¢" 0" H}ppp (C')) und
#LEL) = Tr (0 HH (L)) = Tr (60 Hip (L))

Da der projektive Abschluss C des affinen Teils C' genau einen Punkt im Unendlichen
besitzt folgt

#OFp) = me+1+#C(Fp)
= e+ 14T (P HH (C)) = T (0 H i (C1))
Wir wissen bereits, dass die Involution ¢ den Vektorraum H .y, (C') in die beiden Ei-

genréume H} o (C)F und H}ppy (C)™ teilt. Wie wir spéter in Satz 4.9 sehen werden,
sind diese beiden Eigenrdume invariant unter ®* und damit unter ¢*®*~*. Die Spuren



4.4. DER FROBENIUS AUF DER MW-KOHOMOLOGIE 51

auf H},y;(C') lassen sich also aufspalten und es folgt
#O(Ey) = 1+ T (650 | HYy ()
T ("0 Hipy (C')) = Tr (50"~ [ H} e (C'))

Lemma 46 41+ Tr (qk‘I’*_k\H&W(L)) —Tr (qk‘b*_k’H}wW(L))

=#L(F 1 )=q"
~Tr (¢ HHpw (C')7)
= =T (P (1))

Die Behauptung folgt nun analog den Rechnungen in Abschnitt 2.2. O

4.4 Der Frobenius auf der Monsky-Washnitzer-
Kohomologie

Im vorherigen Abschnitt haben wir gesehen, dass wir die Zetafunktion einer hyper-
elliptischen Kurve mit Hilfe einer induzierten Frobenius-Abbildung auf ihrer Monsky-
Washnitzer-Kohomologie ausdriicken konnen. Wir haben uns dabei auf die Existenzaus-
sage einer solchen Abbildung auf der Kohomologiegruppe nach Satz 3.3 gestiitzt. Nun
wollen wir diese Abbildung explizit beschreiben. Im Folgenden benutzen wir die Be-
zeichnung z := y L.

Die Konstruktion beginnt mit der ¢g-Frobenius-Abbildung ® : ¢/ — C’ aus Beispiel 1.19,
die auf natiirliche Weise einen F,-Algebra-Morphismus auf dem Koordinatenring
A =TF,[r,y,2]/(y?—h(z), zy—1) durch a — a fiir alle a € A induziert. Unser Ziel ist es,
diese Abbildung zu einem Q,-Algebra-Morphismus ® : AT — A% zu liften. Dabei werden
wir einen Lift auf den p-adischen Abschluss A von Ay = Z,[z,y,2]/(y*— H(z), zy—1)
konstruieren und zeigen, dass dessen Einschrankung auf die Unteralgebra AL einen En-
domorphismus liefert. Diesen kénnen wir dann auf AT = AL ®z, Qg fortsetzen und

erhalten damit eine induzierte Abbildung auf der de Rham-Kohomologie H},y, (C') wie
in (1.3).

Wir werden im Folgenden alle Lifts und induzierten Abbildungen von ® wieder mit ®
bezeichnen.

Wir erhalten den g¢-Frobenius-Automorphismus auf einem endlichen Kérper durch n-
fache Hintereinanderausfiihrung des p-Frobenius (es gilt ¢ = p™). Selbiges ist auch mit
der Abbildung auf A mdglich. Wir erhalten ® : A — A durch n-faches Ausfiihren der
Abbildung ®,, die jedes Element a € A auf a? abbildet. Dieses ®, : A — A ist zwar
nicht mehr Fg-linear, aber zumindest Fp-linear und es existiert ein Z,-linearer Lift auf
At Wenn wir eine Darstellungsmatrix von ®,, berechnet haben, erhalten wir durch
Potenzieren eine Darstellungsmatrix von ®.
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Aus algorithmischer Sicht ist diese Faktorisierung von ® der entscheidende Schritt des
Algorithmus, denn die Berechnung des p-Frobenius ®, auf die Basis der Kohomologie
ist bei weitem nicht so aufwendig wie die Berechnung von ®. Das hat zur Folge, dass
Kedlayas Algorithmus insbesondere fiir Kurven {iber Kérpern kleiner Charakteristik
geeignet ist.

Wir beginnen unsere Konstruktion mit einer Fortsetzung des p-Frobenius von F, auf
Qq. Diese haben wir bereits in Satz 1.9 erwéhnt und gezeigt, dass wir sie mit einer
Newton-Iteration berechnen kénnen (siehe Algorithmus 1). Die Frobenius-Substitution
¥, ist stetig (im p-adischen Sinne), denn es gilt v,(X,(N)) = vp(A) fiir alle X € Z,,.

Nun wollen wir eine stetige Fortsetzung ®, : Ay — A% der Frobenius-Substitution
definieren und diese anschlieend stetig auf ihren p-adischen Abschluss A% fortsetzen.
Da @, ein Z,-Algebra-Morphismus werden soll, bendtigen wir lediglich die Bilder der
Erzeuger =,y und z. Dabei stellen wir folgende Bedingungen:

e Da wir einen Lift der Abbildung ®, : A — A suchen, muss gelten:

Q,(x) = 2’ mod p,
®y(y) = ¢¥ modp,
®,(2) = 2’ modp.

e Die Abbildung muss mit der Faktorstruktur vertriglich sein, das heif3t, es miissen
die Identitdten
0,(y)* = 2p(y°) = Pp(H(x)), und (4.7)

Dp(y) - Dp(2) = Pp(yz) = (1) = 1. (4.8)

gelten.

Zunéachst fixieren wir das Bild von x. Wir kénnen dabei ein beliebiges Element wéhlen,
welches modulo p gleich 2P ist. Um die Rechnungen einfach zu halten, definieren wir
¢, (x) := 2P und betrachten das Bild von H(z) unter ®,. Es muss

¢,(H(z)) = HP(z) mod p

gelten und es folgt, dass die Differenz von ®,(H (x)) und H?(x) in Z4[z] durch p teilbar

ist. Wir definieren
®,(H(x)) — HP(2)

p
und erhalten mit den Bedingungen (4.7) und (4.8):

E(x):=

€ Zg|x]

©,(y)* = ©p(H(2)) = H'(z) + pE(x) = y* + pE(x) = y* (1 + pE(x)z*) € AT,

-1

Dpy(2)? = (2p(y)?) = (v**(1 —|—pE(a:)z2p))_1 =2 (1 +pE(:c)22p)_1 € AT,
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Um die Bilder von y und z zu bestimmen, miissen wir also die (inverse) Quadratwurzel
aus 1 + pE(x)z?P ziehen. Die Existenz dieser Wurzeln in A%° sichert Hensels Lemma,
denn reduziert modulo p existieren diese Wurzeln. Wir konnen die Wurzeln in Taylor-
Reihen entwickeln:

(1 +pE(m)z2p)1/2 = Z <1£2>pkEk(x)z2pk € A,
k=0

- = [(—1/2
(1 +pE(a:)z2p) 2 _ Z ( k/ )pkEk(a:)ZQPk € AT,
k=0

wobei der Ausdruck (,i) fiir W steht. Damit kénnen wir den Z,-Algebra-
Homomorphismus vollstindig beschreiben:

(I)p : A+ — AT7
A S0, fiir A € Z,,

r — P,

= [1/2
y - ypz<l{:>pkEk(x)Z2pk7
k=0

Um die Stetigkeit dieser Abbildung zu zeigen, miissen wir lediglich nachweisen, dass
jedes Element a € pA auf ein Element in pAS° abgebildet wird. Mit der Darstellung

(47) - DEADEimD e e

k k!
_(-DF 1-3.5....-(2k—1) 2%k
T2k k! "2k
_ (=DF 2k
2%k Rk

_ (;2116)‘2 . <2/f>

sehen wir, dass (7}6/2) € Zg und analog (142) € Zg4 fiir alle k € N gilt. Da auch die
Koeffizienten von E* in Zq liegen, ldsst sich die Stetigkeit der Abbildung unmittelbar

aus ihrer Definition erkennen.

Nun wollen wir diese Abbildung auf AS° fortsetzen. Da A dicht in AS° liegt, konnen
wir @, stetig auf AS° fortsetzen, indem wir

<I>p< g am-xiy]) = E o, (ai,jxiyj) fur alle g ai,jxiyj € AT
0<i<2g 0<i<2g 0<i<2g
€L H=/ €L
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definieren. Der néchste Satz sagt uns, dass dieses ®, auch einen Endomorphismus auf
der gewiinschten Algebra AT liefert.

Satz 4.8 (p-Frobenius auf AY). Es gelten die Definitionen wie oben. Dann, ist der durch

d,: AT — Al

A= S,(N), fir A€ Z,,

x — 2P,
= [1/2

s w3 (st
k=0
2 /—1/2

z zpkz()( k:/> FER (2) 2%k,

definierte Z,-Algebra-Endomorphismus ein Lift der Abbildung ®, : A — A, die jedes
Element auf seine p-te Potenz abbildet.

Beweis. Dass die definierte Abbildung ein Lift von ®, : A — A ist, folgt aus der
Konstruktion. Auflerdem haben wir bereits gesehen, dass die gegebenen Abbildungs-
vorschriften einen Z,-Algebra-Endomorphismus auf AS® definieren.

Es bleibt also zu zeigen, dass die Einschrankung auf die Unteralgebra AL eine Selbstab-
bildung ist und sich damit als Endomorphismus auf A fortsetzen lisst. Wir betrachten
zundchst die Bilder von x,y, z € AL.

Offensichtlich gilt ®,(z) = 2P € Al. Kommen wir nun zu dem Bild von z. Aufgrund
der Konstruktion ist klar, dass deg E' < p(2g + 1) gilt und wir konnen die auftretenden
Polynome E*(z) schreiben als

kp(2g+1)
Efz)= Y Epi’ mit B, € Z,.
=0

Es folgt die Darstellung

und wir erhalten die Abschitzung

~1/2
o (CPEG) k 1
lim inf > > liminf ———— = —
i+2pk—o0 i+ 2pk +p k—oo i+ 2pk+p 2p
i<kp(2g+1)

Diese Abschiitzung zeigt gerade die Uberkonvergenz der Reihe und damit ®,(z) € AL
nach (3.1). Ganz analog lésst sich zeigen, dass auch ®,(y) € AL gilt und wir kénnen
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schlieflen, dass auch jedes Monom der Form ai,jxiyj (i €No, j €Z, aij € Zg) in Ai
liegt.

Es bleibt zu zeigen, dass auch unendliche Summen aus AL nach AL abgebildet wer-

den. Wenn wir die Identitiit y> = H(z) nutzen, kénnen wir mit der Abschitzung
deg E* < kp(2g + 1) die Darstellungen
Pp(y) = ¢° Z P A"z und (4.9)
0<k<2g
1eNg
Op(z) = £ > pluggat, (4.10)
0<k<2g
1eNg

mit A; j, pij € Zgq wahlen.

Nun sei ein beliebiges a € AL gegeben, dann erhalten wir aufgrund der Stetigkeit von
®,, eine Darstellung der Form

Opaz,y) = Y. aizPPy(y)
0<i<2g
JEZ
= D ai w0 + > aer+ Y a4 aPR(y).  (4.11)
0<i<2g 0<i<2g 0<i<2g
JEN JEN

Wir betrachten die drei Summanden einzeln. Der Mittlere ist offensichtlich in AT. Mit
(4.9) ist der dritte Summand gleich

29 oo 00 00 J
E E a; jx'Py’? E pl)\07lw0z21 +...+ g pl)\gngngQl
i=0 j=1 1=0 1=0

und wir erhalten mit dem Multinomialsatz (angewandt auf die j-te Potenz des geklam-
merten Ausdrucks)

29 oo . 2g 9) QA
> e ¥ (o T I (Sowe) e

i=0 j=1 Qo+ tazg=j k=0 \1=0
=®
. .. . . j L 5! .. ‘
Hierbei gilt die Bezeichnung (ao,...,azg) = GoTamgD wobei die «; aus Ny kommen.

Wir stellen fest, dass diese Multinomialkoeffizienten ganzzahlige Werte annehmen und
deshalb in Z, liegen.

Im Folgenden werden wir die Schreibweise noch etwas verkiirzen und definieren den
Multiindex « := (g, ..., azg) € NggH und |a| := ap + ... + agy. Fiir den Teil ® gilt

dann
j 29 00 e
o Z(Q)H( plwkzm>
1=0

jal=j ~"7 k=0
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und mit der Schreibweise o, = Zig: o kay, folgt

> () (Smer) = () T (So)”

lal=j k=0 lal=j k=0
AT A
a l 2l
= 3 (2)e I (Srhumaa® ),
la|=5 k=0 \Il=0

wobei die i o geeignete Elemente aus Zy sind, die wir aus den A, ; berechnen konnen.
Nun 16sen wir das Produktzeichen auf und erhalten

. 29 00 . 0o
> <(‘i> =7 [] (Zpluk,l,az2l> = > <i)x”a (Zplm,azﬂ),
lal=j k=0 \i=0 lal=4 1=0

mit geeigneten 7 ., die wir aus den p ;. gewinnen und die wiederum in Z, liegen.
Dieses Ergebnis setzen wir nun in (4.12) ein:

29 oo o)
(412> _ Zza l_zpyjp Z ( > oo <Zplm7a221>
=0

20]1 ‘a|]

29 oo
= ZZ Z Za Py ( ):c”“plnmzm

=0 j=1 |a|=5 [=0
29 oo

= ZZ Z Z( )nl7aai7jpl$ip+aa22l—jp. (4.13)

=0 j=1 |a|=5 [=0

Wir miissen nun zeigen, dass dieser Ausdruck eine tiberkonvergente Reihe beschreibt.
Dazu miissen wir die Indizes j und [ gegen Unendlich laufen lassen und die Bewertung
der Koeffizienten der entsprechenden Monome betrachten.

Nach Voraussetzung gilt a € AL, es existiert also ein € > 0, so dass

vp(@i,j)

lim inf Yp

=¢e>0.
i+|j|—o0 1+ |]|

Auflerdem wissen wir, dass ( ‘)m « in Zg liegt und damit eine nichtnegative p-Bewertung

besitzt. Wenn wir weiterhin bedenken, dass o4 = 377 .o kay nach oben durch Kla| = Kj
mit einer Konstanten K > 2 abgeschitzt werden kann, folgt fiir die Bewertungen

j !
Up <(])maaijp) Up(a23)+l
lim inf > limin
lip+0a|+2i—jpl—co |ip + oo + |21 — jp| ip K2l gpl o0 20p + Kj + 20+ jp’

Der Index geht genau dann gegen Unendlich, wenn j oder [ gegen Unendlich gehen. Wir
fixieren zunéchst j € N und erhalten
vp(ai ;) +1 1

lim inf - >0.
I—>00 2gp—|—Kj—|—21+]p 2
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Fiir ein fixiertes | € Ny gilt

ij) +1
lim inf vp(a _’])+ - _°
j—oo 2gp+ Kj+2l+jp K+p

> 0.

Nun miissen wir noch den Fall betrachten, dass j und [ gleichzeitig gegen Unendlich
streben:

liminf — Up(@ig) +1 > timinf — (%) £1
jl—oo 2gp+ Kj+20+jp — ji—co 2gp + (K +p)(j+1)
~ liminf—\@3)/d £ U

dl—oo 2gp/j + (K +p)(1+1/j)
+C N
{ (Kfp)w >0, falls lim ; =2 C € R

1
Kip > 0, sonst

9

Fiir den ersten Summanden aus (4.11) kénnen wir analog vorgehen und haben damit
gezeigt, dass jedes Element a(z,y) € Al nach A:_ abgebildet wird und ®, somit ein
Zy-Algebra-Endomorphismus auf AL ist. Dieser lésst sich natiirlich auf AT = AL ®z, Qq
fortsetzen und der Satz ist vollstdndig bewiesen. O

Dieser Endomorphismus induziert wie in (1.3) eine Abbildung auf dem Differential-
modul und liefert damit den gewiinschten Endomorphismus auf der ersten de Rham-
Kohomologiegruppe H}y; (C'), den wir wieder mit ®, bezeichnen.

In Satz 4.7 haben wir gesehen, dass wir zur Berechnung der Zetafunktion das charakte-
ristische Polynom von ® auf dem Eigenraum H}MW(C’)’ benétigen. Eine Begriindung
dafiir, dass ® eine Selbstabbildung auf den beiden Eigenréumen von H} ., (C”) ist, sind
wir dabei schuldig geblieben. Diese holen wir nun nach.

Lemma 4.9. Die beiden Eigenriume H )}, (C')" und H}py (C')™ sind invariant unter
®, und P.

Beweis. Wir wollen zunéchst zeigen, dass die Abbildungen ®, und ¢ kommutieren. So-
wohl ®,, als auch ¢ sind stetige Qg-Algebra-Endomorphismen auf AT und es gilt fiir
beliebige Y a; jz'y/dx € Hj,y (C):

o,00 (Z aiyjmiyjdx) = 9, (Z ai,jxi(*y)jdx)
= ZEp(aw)xlp(—CI)p(y))]dx
=u(Pp(y)

)
— (Z Zp(ai,j)xip(q’z)(y))jdx)
= L0, (Z ai7jxiyjda:> :
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Damit folgt

@y (H iy (C)7) = @p(e(Hagw (C)5)) = u(@p(H iy (C)F))

= &, (Hyw (C)F) € Hyy (C)F

und
@ (Hyw (C)7) = @5 ((Hypw (C)7)) = (@p(Hpw (C) 7))
= ©(Hyw (C)7) € Hyw (O) .
Da ® der n-fachen Ausfiihrung von @, entspricht, folgt die Invarianz unter ®. O
Mit diesen Ergebnissen sind wir in der Lage eine Darstellungsmatrix M, € QZQ 29 yon

@, auf H} .y (C')™ zu bestimmen.
Um daraus eine Darstellungsmatrix M von ® = @} zu erhalten, miissen wir bedenken,
dass @, lediglich Z,-linear ist und fiir ein beliebiges A € Q,

;dx ;dx
' — ' —

(I)p()‘ )= Ep(/\)q)p(

) (4.14)
Yy Yy

gilt. Diese Eigenschaft nennen wir auch ¥,-Linearitdt. Fiir die Darstellungsmatrix von
® folgt damit

by En—l
M = M,M,* -...-Mp”" (4.15)
k
wobei MpE P fiir die k-fache Anwendung des p-Frobenius auf die Koeffizienten von M,
steht.

4.5 Der Algorithmus

In diesem Abschnitt wollen wir beschreiben, wie wir mit den Ergebnissen der vorherigen
Abschnitte die Zetafunktion einer hyperelliptischen Kurve berechnen. Der Algorithmus
wurde in KASH3 implementiert und getestet.

4.5.1 p-adische Arithmetik

Fast alle Berechnungen des Algorithmus laufen in p-adischen Strukturen ab, genauer
gesagt in Polynomringen iiber Q, oder in Q, selbst. Der Korper Q ist eine Erweiterung
von Q, und wird durch ein irreduzibles Polynom U € Qp[v] vom Grad n erzeugt, das
heiit, es gilt die Isomorphie Q; = Qp[v]/(U) und wir kénnen jedes Element aus Q,
eindeutig darstellen als Polynom aus Qp[v] mit einem Grad kleiner als n.

Da die Elemente von Q, eine unendliche Darstellung besitzen, konnen wir nicht mit
exakten Werten rechnen, sondern miissen uns mit einer gewissen p-adischen Prizision
begniigen. Wir werden also zu Beginn eine geeignete Prézision wihlen und im Anschluss
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alle auftretenden Elemente ZZO:V app® € Qp nur bis zu einem gewissen Index k spei-
chern.

Die von KASH3 bereitgestellte Arithmetik in Q, bereitete teilweise Probleme. So ist es
beispielsweise nicht méglich, Determinanten von Matrizen iiber Qq[z] zu berechnen. Au-
Berdem wurde in vielen Féllen ein fehlerhafter Umgang mit den (relativen) p-adischen
Prizisionen festgestellt. Wir haben uns deshalb fiir die Darstellung der Elemente in Z,
entschieden, wo KASH3 mit einer fixierten absoluten Prizision rechnet. Dabei treten
jedoch neue Probleme auf, denn nicht alle auftretenden Elemente liegen tatséchlich in
Zq. Wie wir spater sehen werden, ist es allerdings moglich, ein u € N zu bestimmen, so
dass alle Rechnungen in p~#Z, stattfinden. Wir werden also alle auftretenden Elemen-
te mit p# multiplizieren und kénnen damit alle Berechnungen in Z, durchfiihren. Ein
Nachteil der Z,-Arithmetik in KASH3 ist, dass wir Divisionen durch p etwas umstand-
lich durchfiihren miissen, denn p ist keine Einheit in Z, und es bedarf jedes mal eines
Teilbarkeitstests.

4.5.2 Darstellung der Differentiale

AT/Qq
lasst sich als a(z,y, z)zdr mit a € Q [z, y?, 2] darstellen

Wir miissen noch kléren, wie wir die auftretenden Differentiale aus 2
Jedes Differential aus {2, /0,

und mit den Identititen yz = 1, y> = H(x) und 2?H(z) = 1 konnen wir jedes a
schreiben als

speichern.

a(z,z) = ap(x) + Zak(ﬂs)z%,

k>1

mit degay < 2¢ fiir alle £ > 1. In dieser Form werden wir die auftretenden Differentiale
speichern. Alle Berechnungen, die wir mit Polynomen dieser Form durchfiihren, liefern
wieder Polynome dieser Form, allerdings ohne die Gradbeschrinkungen fiir a; mit po-
sitivem Index k. Wir werden dann das gesamte Polynom modulo Hz? — 1 reduzieren,
um wieder die gewiinschte Darstellung zu erhalten.

Das Umrechnen in diese Form nimmt bei Polynomen mit hohen Potenzen zwar eine
betrichtliche Zeit in Anspruch, wird aber durch die Vereinfachung der weiteren Rech-
nungen mehr als kompensiert.

4.5.3 Préazisionsfragen

In diesem Abschnitt wollen wir kliren, mit welchen Prézisionen wir arbeiten miissen,
um am Ende korrekte Ergebnisse zu erhalten. Konkret stellen wir uns folgende Fragen:

e Welche p-adische Prézision wéhlen wir fiir die Darstellung der Elemente aus Z,?
Das heifit, wie grofl miissen wir N € N wihlen, so dass wir in Z,/ pN Zg4 rechnen
kénnen?
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e Bei der Berechnung des p-Frobenius auf die Basiselemente tritt eine Reihendar-
stellung auf. Wieviele Summanden davon miissen wir berechnen?

Zunichst iiberlegen wir uns, welche Prézision wir fiir die korrekte Darstellung des ge-
suchten L-Polynoms benstigen. In der Schreibweise L(t) = 229 o a;t' erhalten wir mit

Korollar 2.3 die Abschétzung
29 i/2 2g /2
Jail < {7 )" = 2%¢"%

Des Weiteren sagt uns Korollar 2.3, dass wir aus den Koeffizienten ao,...,a, mittels
(g = ¢9 %a; die restlichen Koeffizienten berechnen kénnen. Wenn wir auferdem be-
denken, dass wir aufgrund des Vorzeichens die Prézision verdoppeln miissen, benotigen
wir das L-Polynom modulo p™ korrekt, wobei N eine natiirliche Zahl ist mit

pNt > 2.22949/2,

Es geniigt allerdings nicht, mit dieser Prézision Nj alle Rechnungen durchzufiihren, da
wir an mehreren Stellen im Algorithmus Prézision verlieren werden und das Ergebnis
damit nicht mehr korrekt ware.

Um ein geeignetes N zu bestimmen, sehen wir uns noch einmal die Wirkung des p-
Frobenius auf die Basiselemente von Hj,y, (C')™ an:

oo 1 '
@p(xizda:) _ Zpk+1 ( kQ)mszrplE(m)kz 20k+p=1, 1.
k=0

::agj) ()

g) in dieser Darstellung in Z4[z]. Da der Grad von E(z)
maximal p(2g + 1) — 1 ist, haben wir fiir die Grade der a,(j) folgende Abschétzung:

Wie bereits gesehen, liegen die a

deg (a,(j)) = pi+p—1+deg (Ek)
< pli+1)—14+k(p2g+1)—1)
< 2pg+2kpg+kp—k—1
< 2pg+2kpg+kp+p
= (k+1)(29+1)p (4.16)

Wobei wir fiir die letzten beiden Ungleichungen ¢ + 1 < 2g und —k — 1 < p benutzt
haben.

Bevor der Reduktionsalgorithmus beginnt, senken wir die z-Grade, indem wir die Iden-
titit H(z) = y?> = 272 benutzen. Das heiBt, wir reduzieren modulo H(z)z? — 1 und
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erhalten dank der Gradabschitzung (4.16) eine untere Schranke fiir die z-Potenzen und
damit eine Darstellung der Form

00 (2k+1)p-1
P, (2'2dr) = ZpkH Z dg’)l(:c)zlzdx, (4.17)
k=0 l=—p+1
| gerade

wobei die d,(f)l aus Zg[z] mit maximalem Grad 2g sind. Nun reduzieren wir (4.17) auf
o0 .
Zpkﬂd,g) ()zdx (4.18)
k=0

mit deg &,(j) < 2g — 1. In Lemma 4.4 haben wir gezeigt, dass fiir die Reduktion von

a(z)z™zdr zu b(x)zdz die Ganzheitsaussagen
pUng(m_l)Jb € Zglx] fiir m > 0 und
plosp(Ge+DImi+29=D]p, ¢ 7 [4] fiir m < 0

gelten. Wenn wir

my, == max{|log,((2k + 1)p — 2)}, [log, (29 + 1)p — 2) |}

wihlen, gilt also pmk’d,(j) (z) € Zg[7]. Selbst wenn wir den Faktor pf*! mit in Betracht
ziehen, stellen wir fest, dass nicht alle Koeffizienten der Darstellung (4.18) zwangsliufig
in Zg4 liegen, denn fiir die minimal auftretende Bewertung gilt

min{k +1—-mg} = 1-— [log,((29+ 1)p—2)]

keNg
= —|log,(29+1—2/p)]
= —M

und diese Zahl kann negative Werte annehmen. Wenn wir ®, auf die Basiselemente
ptzzdx berechnen, konnen wir also gewihrleisten, dass alle Rechnungen in Z4 ablaufen.
Dadurch miissen wir p zusétzliche Stellen speichern und setzen deshalb

Ny := Ny + p.

Die Tatsache, dass die Matrixeintrdge des p-Frobenius im Allgemeinen nicht in Z, sind,
stellt uns allerdings noch vor ein anderes Problem, denn schlielich sind wir an der Dar-
stellungsmatrix M des g-Frobenius ® = @} interessiert und diese erhalten wir durch
potenzieren der p-Frobenius-Matrix M,. Die p-Potenz, mit der wir die Matrix M mul-
tiplizieren miissten, um Eintrdge aus Z, zu erhalten, wiirde sich vervielfachen und wir
miissten die Prézision um entsprechend viele Stellen erhchen. Einen Ausweg liefert uns
das folgende Lemma.
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Lemma 4.10. Es bezeichne A den Zq-Modul Go<i<og—1Zq - xlzdr C H}WW(C’)* und
es sei t eine Uniformisierende der Stelle Py, die von der hyperelliptischen Involution
fiziert wird (zum Beispiel t := x9z). Auferdem bezeichne L den Zq-Untermodul von A,
dessen Elemente, aufgefasst als Elemente in (t~29Z4([t]]dt)/(t 71 Zy[[t]])dt), integrierbar
sind. Das heifit, L ist der Schnitt des Bildes der Derivation

2T [ de
Zl] T 2 [f)dt

mit A. Dann ist der Zq-Modul L invariant unter @, : Hy,y, (C")™ — Hi (C))7.
Beweisskizze. Siehe [Edi03, S. 18] O

Das Lemma besagt, dass die Darstellungsmatrix von ®, beziiglich einer Basis von L Ko-
effizienten aus Z, besitzt. Das heift, wir kénnen durch eine geeignete Basistransformati-
on eine p-Frobenius-Matrix erhalten, deren Koeffizienten in Z, liegen. Wie wir eine sol-
che Transformation erhalten, werden wir spater detailliert sehen. Auflerdem werden wir
sehen, dass durch diese Transformation lediglich ein Prézisionsverlust von |log,(2g—1)]
Stellen anfallt.

Insgesamt bendtigen wir fiir die Basisdarstellung der &, (p“:vizd:n) also

N3 = Na+ |log,(29 —1)]
= [log, (2297 ¢9/%)] + [log, (29 + 1 — 2/p)| + [log,(2g — 1)

p-adische Stellen. Wir merken an, dass dies die benétigte Prézision nach dem Reduk-
tionsalgorithmus ist. Wir miissen noch zusétzliche Stellen speichern, um den Prizisi-
onsverlust, der bei der Reduktion anfillt, zu kompensieren. Zunéchst wollen wir aber
kldren, bis zu welchem Index M wir die Reihendarstellung

o0 (2]{}-‘1‘1)]) 1
(I) p“a; de Zp,qukJrl 2pk+p Lody — Zpu+k+1 Z l(gl)l( )zlzda:
= l=—p+1
[ gerade

berechnen miissen.

Der k-te Summand ist hier offensichtlich durch p*T*+1 und, nach der Reduktion gemiB
unseren Abschétzungen, noch durch p#+tAH1=mk teilbar (in Z,[z]). Wir wissen bereits,
dass wir nur die Summanden benétigen, deren Reduktion Informationen {iber die ersten
N3 Stellen liefert, also alle Summanden, deren Index k der Ungleichung

u+ k+1—myp < N3
geniigt. Es reicht also, die Reihe bis zum Index M zu berechnen, wobei wir

M :=max{k e N|u+k+1—my < N3} (4.19)
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setzen. Daraus kénnen wir unmittelbar folgern, dass wir insgesamt die Prézision
N := N3+ max{my | k=0,...,M} (4.20)

benotigen. Das heifit, wir erhalten das korrekte L-Polynom, wenn alle Berechnungen in
Z4 modulo p"V stattfinden.

4.5.4 Die Schritte des Algorithmus

In diesem Abschnitt wollen wir auf die einzelnen Schritte des Algorithmus eingehen.
Dem Algorithmus wird beim Start ein Polynom h € Fy[z] vom Grad 2g+1 mit einfachen
Nullstellen iibergeben, welches die hyperelliptische Kurve C' durch 32 = h(z) erzeugt.

Initialisierung

Im ersten Schritt des Algorithmus berechnen wir die bendtigten Prézisionen, das heifit
wir bestimmen M, N € N wie in (4.19) beziehungsweise (4.20). Dann erzeugen wir den
Ring Z4 mit der absoluten Prazision N als Erweiterung von Z, vom Grad n, indem wir
das definierende Polynom u von Fy nach U € Z,[v] liften und Z, := Z,[v]/(U) definieren.
Zur Bestimmung des Lifts wihlen wir fiir die Koeffizienten von u die Vertreter 0, ...,p—1
und betten diese in Z, ein. Auf dieselbe Weise liften wir das Polynom h € F,[z] nach
H € Z4[x).

Frobeniusberechnung
Um den p-Frobenius auf die Basiselemente x’zdx (i = 0,...,2g — 1) zu berechnen, be-

notigen wir zundchst die Frobenius-Substitution aus Satz 1.9, die wir mit einer Newton-
Iteration gemaf Satz 1.11 bestimmen konnen.

Algorithmus 1 : Frobenius-Substitution
Eingabe : U € Z,[v], so dass Q; = Q,[v]/(U) und die gewiinschte Prézision N.
Ausgabe : Approximation von 3, (v) mit der Prézision N.

begin
a «— VP
n<«—1

while n < N do
n «— 2n

a%afg%&)) mod p"
end

return ¢ mod p"
end
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Da wir ®,(x) = 2P gewdhlt haben, kénnen wir pE(x) = ®,(H (x)) — H?(x) bestimmen
und daraus ®,(z) geméf Satz 4.8 in eine Taylor-Reihe zu entwickeln, wobei wir die
Reihe nur bis zum Index k = M bestimmen miissen.

Eine schnellere Mdoglichkeit erhalten wir jedoch, wenn wir an die Darstellung
Pp(z) =2 (1+ pE(:c)zQp)il/2

erinnern, denn die inverse Quadratwurzel lasst sich mittels Newton-Iteration mit qua-
dratischer Konvergenz bestimmen. Die Korrektheit des folgenden Algorithmus ldsst sich
analog dem Beweis zu Satz 1.11 zeigen.

Algorithmus 2 : Inverse Quadratwurzel
Eingabe : s := 1 + pE(2)2% € Z,[x][2%] mit E(z) € Z,[x] und gewiinschte
p-adische Prazision N € N.
Ausgabe : r € Z,[z][2?], so dass r?s =1 mod p'.

begin
71
n<«—1
while n < N do
n <« 2n
T %r — %7“33 mod p"
r«r mod (Hz%—1)
end
return » mod pV
end

Um die Potenzen der auftretenden Polynome in den Berechnungen klein zu halten,
filhren wir nach jedem Schritt eine Reduktion mit der Identitiit H(z)z% = 1 durch.

Da wir unsere Berechnungen in Z, durchfiihren wollen, berechnen wir die Bilder der
modifizierten Basis p*zizdr (i = 0,...,2g — 1), wobei p wie in (4.19) definiert ist. Es
gilt ‘ A ‘

B, (patzd) = pdy(a) Dy ()d(®@,(x) = PP Dy (2)dr. (421)
Im folgenden Algorithmus werden wir nur die Polynome vor dem Ausdruck zdz spei-
chern.
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Algorithmus 3 : Berechnung des p-Frobenius auf die Basiselemente

Eingabe : Benotigte p-adische Prizision N.
Ausgabe : By, ..., By;_1 € Zg4[z], so dass B;zdx das Bild des Basiselementes
ptatzdz unter @, ist (i =0,...,2g — 1).

begin
p— [log,(29 +1—2/p)]
R «+ die inverse Quadratwurzel von 1 + pE(z)2% mit Algorithmus 2 bis zur
Prazision N
fort:=0to29—1do
| B; « pttlg®tP=lp-IR mod (Hz? — 1)
end
return By, ..., By,
end

Reduktion

Die mit Gleichung (4.21) erhaltenen Darstellungen werden im néchsten Schritt auf die
Basisdarstellung reduziert. Dazu bendtigen wir zunéchst Polynome S, T € Z,[z], so dass

SH+TH =1 (4.22)

gilt. Diese Polynome existieren, denn der grofite gemeinsame Teiler von h und h' ist
Eins und damit auch der grofite gemeinsame Teiler von H und H'. KASH3 stellt eine
Methode zur Berechnung von Polynomen s,t € F,[z] mit sH +tH’' =1 mod p bereit.
Diese Polynome wollen wir nun so nach Z4[x] liften, dass (4.22) gilt. Dabei verwenden
wir wieder eine Newton-Iteration, indem wir zur Faktorstruktur Z,[x]/(H) tbergehen
und T zu einer Nullstelle von f(X) := X1 — H' liften. Als Startwert fiir diese Tteration
kénnen wir ¢ withlen, denn es gilt t=! — H' = 0 mod H und erhalten wie in Satz 1.11
eine quadratische Konvergenz.

Das Polynom S kénnen wir anschliefend durch auflésen als %Hl bestimmen.
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Algorithmus 4 : Berechnung von S und T

Eingabe : Polynom H € Z,[x] mit einfachen Nullstellen und gewiinschte
p-adische Prizision N.
Ausgabe : Polynome S, T € Z,[z], so dass SH + TH' =1 mod p”.

begin
S,T « Polynome aus Fy[z], so dass SH +TH' =1 mod p
n<«—1
while n < N do
n <« 2n
T« 2T — H'S? mod H
end
S 1—ITIH

return S, T
end

Die Polynome S und T werden nun fiir die eigentliche Reduktion benétigt.

Algorithmus 3 liefert Polynome der Form

Bi(z,z2) = Z ap(2)2?F € Zy[x, 2],
k>0

wobei aufgrund der Reduktion modulo Hz2 — 1 die Grade der a, fiir alle k¥ > 0 maximal
2g betragen. Da in den B; keine negativen z-Potenzen auftreten, benodtigen wir im
ersten Reduktionsschritt lediglich eine der ,Reduktionsrichtungen” aus Lemma 4.3. Im
folgenden Algorithmus bezeichnen wir mit deg,(a) die hochste auftretende z-Potenz in
einem Polynom a € Zy[z, z].
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Algorithmus 5 : Reduktion der z-Potenzen

Eingabe : Ein Polynom a(z,2) = 3 ,~ ax(2)2%9 € Zg[z, 2].
Ausgabe : Ein Polynom b € Z[z], so dass b(z)zdz = a(z, z)zdz in H} o (CH™.
begin

S, T «+ Die Polynome S und T aus Algorithmus 4

L « deg.(a)

while L > 0 do

A—ap-T

R— A mod H

R’ «— Ableitung von R nach x

QA8

ap—s —ap—s+arS+QH + R

ay, < 0

L « deg.(a)

end

b<—a0

return b
end

Im néchsten Schritt werden wir den Grad der Riickgabe b (die wir als b(x)zdx interpre-
tieren) auf unter 2¢g reduzieren, um eine Basisdarstellung zu erhalten.

Algorithmus 6 : Reduktion der z-Potenzen
Eingabe : Ein Polynom b € Z,[z].
Ausgabe : Ein Polynom b € Z,[z] vom Grad < 2g, so dass b(z)zdz = b(z)zdz in
Hipy (C)".

begin

L — deg(b)

while L > 2¢g do

K « .,L.L72g

K’ «— Ableitung von K nach z
I— KH +2K'H

n < Fihrender Koeflizient von b

be—b— 2mJ§g+1I
L — deg(b)
end
b—b
return b
end
Damit kénnen wir die Bilder der Basiselemente p*z'zdx (i =0,...,2g — 1) unter ®, in

der Basis 2‘zdx mit Koeffizienten aus Z4 darstellen. Die Darstellung beziiglich phatzdx



68 KAPITEL 4. KEDLAYAS ALGORITHMUS

hat im Allgemeinen jedoch Koeffizienten, die nicht in Z, liegen.

Berechnung einer geeigneten Transformationsmatrix

Wir wollen nun eine Transformationsmatrix T' von der Basis 2'zdx (i = 0,...,2g9 — 1)
zu einer Basis des in Lemma 4.10 definierten Z,-Moduls L berechnen. Der Modul L ist
invariant unter ®, und damit ist die Darstellungsmatrix von ®, beziiglich einer Basis
von L iiber Z, definiert. Da wir nicht gewéhrleisten koénnen, dass die Koeffizienten von
T in Zg4 liegen, finden die folgenden Berechnungen in Q, statt.

Wir suchen eine Basis des Z,-Moduls L. Die Elemente aus L sind diejenigen Elemente

aus A = ®o<; Z, - ttzdz, die i B'—w it t = 29z integrierbar sind
u = Do<i<2g—14yq ;diein B = Gy mit ¢ = mtegrierpar sind.

1297, [[t])dt

TIZdE aussehen. Es gilt
q

Uberlegen wir zunéchst, wie die Basiselemente x*zdx in

1
dt = d(x9z) = (g:vg_1 — 2:U9z2H’(a:)> zdx

und damit
r'zdr = PRy dt = P R P dt.
gz 51922 H'(x) H(x)gx sTIH' ()
=:h;(z)

Die hi(z) koénnen wir im Abschluss beziiglich der Stelle P, des Funktionenkérpers
Quot (Qq[z,y, 2]/(y* — H(z),zy — 1)) in der Uniformisierenden ¢ entwickeln und erhal-
ten fiir jedes i eine Darstellung

hiw) = 3 At (1.23)
Jj=n;
mit n; = ordeg(hi(x)) und \;; € Zg.

Da die Elemente z‘zdx im negativen Eigenraum der hyperelliptischen Involution ¢ liegen
und ¢(t) = —t gilt, kénnen in der Reihenentwicklung (4.23) nur gerade Potenzen von ¢
auftreten.

Wie wir in Beispiel 1.29 gesehen haben, gilt ord(z) = —2 und damit
. 1
ordeo (hi(z)) = ordss (H(z)z") — ords <H(x)gxg_1 - ngH'(:E)> =29 —2i—2.

Des weiteren kann man leicht nachrechnen, dass der Koeffizient mit Index (29 — 2i — 2)
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fiir jedes ¢ gleich —2 ist. Schlielich erhalten wir in B die Darstellungen

—2
vlade = Y Ngtldt + 17 Z[[t))dt

j=2g—2i—2
j gerade

-2
=220 NNt dt + T 2 [t dt

j=29—2i
j gerade

und sehen, dass die z'zdx fiir i = 0,...,g — 1 gleich 0 € B und damit integrierbar sind.

Alle weiteren 2’zdx sind genau dann integrierbar, wenn alle Ai,j durch j+1 teilbar sind.
Eine mogliche Basis von L wire also beispielsweise

2 zdr, 't zde, . . 29 Y ade, —2pUr D24t L —2pUr(m29t )20y (4.24)

welche wir problemlos als Z,-Linearkombinationen der z‘zdz erhalten. Offensichtlich ist
|log,(2g — 1)] die maximale p-Potenz, mit der dabei multipliziert wird und wir miissen

aufgrund der Basistransformation die p-adische Prizision in unseren Berechnungen um
diesen Wert erhohen.

Algorithmus 7 : Py-adische Entwicklung
Eingabe : Ein Element h des Funktionenkorpers
QUOt (Qq[$7 Y, Z]/(y2 - H(ZIJ‘), 2Y — 1))
Ausgabe : Py-adische Entwicklung von h in der Variablen ¢ = 29z bis zum
Index —1.

begin

n «— ordeg (h)

if n > —1 then

| return 0

end

for i =n to —2 do
b_; — tih(Poo)
h—h—b_;t

end

return b
end
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Algorithmus 8 : Berechnung einer Transformationsmatrix
Eingabe : Geliftetes Polynom H € Z,[x] von h € Fy[z], das die hyperelliptische
Kurve durch y? = h(zx) definiert.
Ausgabe : Transformationsmatrix der Basis {z'zdz|0 < i < 2g — 1} zur Basis
(4.24).

begin

fori =g to2g—1do

> b(_zzzt” «— Entwicklung von z2’zdx in der Variablen ¢ bis zum Index —1
mittels Algorithmus 7

end

for i =g to 2g — 1 do

TW 1 ¢ @29X29

for j=i+1to29—1do

‘ Tz‘(j-)l,j—I—l - _%Qbéji)—Qg-l-Q
end
end
T — T .  .7(29-1)

# T 1ST NUN TRANSFORMATIONSMATRIX ZU —2t29720=24¢ 4+ ¢=17, [[t]]dt
for i =g to 2g — 1 do

for j =g to2g—1do

| Tir 1« pr@9=20T 5y

end
end

return T
end

Berechnung des L-Polynoms

Aus den reduzierten Bildern ®,(p*zizdz) = ig;)l Biyatzdx (i = 0,...,2g — 1) und
der Transformationsmatrix T aus Algorithmus 8 wollen wir nun eine Darstellungsmatrix
M € 7Z29°% von ® berechnen, um daraus das charakteristische Polynom yg von ®
bestimmen.

Die B; ) € Zqg liefern eine Darstellungsmatrix von @, beziiglich z'zdx durch

By - Boag-1
o | . . 292
My,:=p"|: oo e@qu g

Bog 10 -+ Bag 1241

Aufgrund der X,-Linearitat (4.14) berechnet sich die Darstellungsmatrix beziiglich der
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transformierten Basis als
Bo,o <+ Bpag-1
A 1 Y, _ o —pup—1] - . . )
M, =T M, T = p~T~1 | : L T,
Bog_10 -+ Bog_124-1

wobei T>r durch koeffizientenweises Anwenden von Y, auf T" entsteht. Die Koeffizienten
dieser Matrix sind aus Z, und wir berechnen die Matrix M von ® gemif (4.15):

~yn—1
EP

M =M, -M,”-...-M," € Z29"%.

Damit haben wir alle nétigen Ergebnisse, um das L-Polynom zu bestimmen. Aufgrund
des Zusammenhangs L(t) = t*9x(1) und den Vermutungen von Weil kénnen wir xo
schreiben als

xo(t) =t2 +art® 4ttt + . ¢ a4 ¢f

mit den Abschitzungen |a;| < (Qf)qi/ 2. Wir haben die p-adische Priizision gerade so
gewdhlt, dass wir die Koeflizienten a1, ..., a4 eindeutig bestimmen kénnen. Alle weiteren
werden wir also mit der Beziehung asy—; = ¢9"a; bestimmen.
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Algorithmus 9 : Berechnung des charakteristischen Polynoms y¢ aus der Dar-
stellungsmatrix.

Eingabe : Darstellungsmatrix M € (Z,/p"NZ,)**29 von &.

Ausgabe : Das charakteristische Polynom von &.

begin
aot®d + a1 t?97 1 + ..+ agg «— det (t — M)
Xo — %9 + ¢9
fori=1tog—1do
ko [log, (2(%) + %)
if a; < {% then
| Xo — Xo + ait?> 9" + ¢ it
end
else
| Xe — xo + (ai — pP)E297 + g9 (a; — PP
end

end
# BESTIMMUNG DES MITTLEREN KOEFFIZIENTEN
2
k— {log,p (2(99) + %)—‘
if a, < [ | then
‘ X® < Xo + agtg
end
else
| xo — Xo + (ag — pF)t9
end

return s
end

4.5.5 Rechenaufwand und Beispiele

Bevor wir einige Berechnungsbeispiele betrachten, wollen wir kurz auf die asymptotische
Laufzeit des beschriebenen Algorithmus eingehen. Wir verwenden dabei die ,Soft-Oh*
Schreibweise O, wobei O(N) definiert ist als O(N (log N)¥) fiir ein beliebiges k € R.

Die Eingabegrofien sind die Charakteristik p, die Gréfle des endlichen Koérpers ¢ = p”
und das Geschlecht g der Kurve.

Satz 4.11. Der Gesamtkomplezitit des beschriebenen Algorithmus zur Berechnung des
L-Polynoms ist O(pn3g*).

Wir verzichten auf einen Beweis dieses Satzes und verweisen auf die ausfiihrliche Be-
rechnung dieses Ergebnisses in [GGO03, S. 398].
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Fiir festes p haben wir die asymptotische Laufzeit relativ gut im Griff, fiir wachsendes
p besteht allerdings eine sehr ungiinstige Abhangigkeit. Der Grund fiir die lineare Ab-
héngigkeit von p ist, dass wir die Bilder der Basiselemente unter ®, in eine Reihe mit
O(p) Summanden entwickeln und anschlieend O(p) Reduktionsschritte bendtigen, um
eine Basisdarstellung zu erhalten.

David Harvey liefert in [Har06] eine Verbesserung des Algorithmus fiir grofie p, indem
er eine Reihendarstellung von ®,(x'2dz) wihlt, deren bendtigte Linge unabhiingig von
p ist und anschliefend einen Baby-Step-Giant-Step-Algorithmus zur Reduktion der Ele-
mente verwendet. Damit ist es immerhin mdglich, eine lineare Abhéngigkeit von /p zu
erreichen. Allerdings fithrt diese Modifikation zu einer Verlangsamung bei kleinem p.

Die folgenden Rechnungen wurden in KASH3 auf einem 64bit UNIX-System mit Intel
Core2Duo-Prozessor (3 GHz) durchgefiihrt. Die Eingabe erfordert dabei ein Polynom
h € Fylz], das teilerfremd zu seiner Ableitung ist und von ungeradem Grad ist. Als
Riickgabe erhalten wir das L-Polynom der hyperelliptischen Kurve, die durch 3? = h(x)
definiert wird.

Wir betrachten die Polynome

hy = 23 +vz?+oHz + 032 + 052

ho = 25+ 03224 4 oMad 4 oMa? 4 o2p 4 02lp 4 o2

hy = 29+ 03028 4 oMa” 4 0588 4 0125 4 o330t 4 0193 1 o543 1 o382 4
w102 4+ 2

hy = z'® 40! 4 0B 032012 4opa!! 402210 4 ua® + 0P8 4 0% +

01220 + va® + p10gp? + V3323 + 2322 + v?2x + v??

- 219 4 3217 418,16 4 V315 412510 4 33,9 4 60,8 1857 4+ 916 4
vx? + v98? + vP023 + v 83 + 1972 + v + v
he = 22 + 077 20 + 04919 + 01017 + 03015 + V2313 + 03212 + vl + 03048 +

vtlz” + 0ol 0 + v9z? + vila? + v y? + vz + vt

h7 i $25+U27l‘24—|—U701‘22+U23ZL‘20+’U121}21—|—’L)101317—|—’U70£L‘15+’U33$13+

U12$12+U.§C11—|—’U30$8+U215L‘7+U11x6—|—vl2l‘5+’041$3+1}21$2—|—1)18$+U

iiber dem Korper Fgu := F3[v]/(v* + 203 + 2) und erhalten fiir die zugehorigen L-
Polynome L(t) = 1+ait+...+agt9+...+¢9 ta;t?9~1 4+ ¢9t% die folgenden Ergebnisse:



74

KAPITEL 4. KEDLAYAS ALGORITHMUS

‘ g ‘ Zeit, ‘ Koeffizienten von L ‘ #C
hi |1 1s ar =13 95
ho | 2 98 ar =4 6836
as = —54
hs | 4 37s | a1 =9 43761186
as = 107
az = 1475
as = 8667
hg | 7 390s | a1 =9 25577721838656
as = 47
as — —68
ay = —3235
as = —29051
ag = 225391
a7 = 3231028
hs |9 | 1162s | a1 =13 178846719105456128
as = 175
az = 2041
as = 21033
as = 193645
ag = 2083597
a7 = 21714117
ag = 230133202,
ag = 2001080800
hg | 10 | 1508s | a1 = =5 11493564000881319120
a9 = 56
as = —T768
aqg = 1273
a5 = —62166
ag = 718421
a7 = —3896088
ag = 54998036
ag = —327249373
a1p = 1791356026
h7y | 12 | 4001s | a1 = —12 69775804624922067159056
az = 167
a3 = —1554
as = 17466
as = —136872
ag = 1104810
a7 = —5129880
ag = 35206150
ag = —36791155
aig = 974679126
a11 = 11540899377
a1o = 70513437248
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Nun wollen wir die Charakteristik und das Geschlecht fixieren und den Grundkérper
variieren. Dazu betrachten wir die Kérper

Fro = Fs[v]/(v? 4 4v +2),
Fgs = Fy[v]/(v” +4v +3),

Fso = Fs[v]/ (v + 30° 4+ 30t + 203 + 402 + v+ 2),

Fois = Fsv]/ (v + 20° + 303 + 302 + 40 + 3),

Fs[v]/(v3° + 40 + 3010 + 4017 + 4010 4 40! + 4013 1 3012 4 201 + 209 +

208 4+ 407 4 300 + 40° + vt + 02 v +2),

Fsso = Fs[v]/(v®° 4 20" + 2018 4 2017 + 406 4 M 4 4012 4 3010 + 4038 037 +
036 1234 1 4033 1 4032 1 930 1 9029 4 428 1 42T 1 426 4 25 4 4024 |
203 + 3072 + 402! + 2020 + 30" 4 30T + 010 + 2015 4 201 4 2012 4 20 4
2010 4 409 + 0% + 207 + 40° + v 4+ 203 + 302 4 v + 3),

Fsro = Fs[v]/0™0 + 4v% 4 2058 4 07 406 485 4 464 4 963 4 3462 1 3061 4 3400 4
2079 + 078 + 4057 4 2050 4+ 4075 + 3054 4 053 4 0P 4 2018 4 1T 4 3016 4
o459yt 943 4 4L 4 40 | 480 38 436 4085 83\ 9082 81
3030 4+ 20% 4 30 4 2077 4 020 4 40 4 20 + 3073 + 307 + 2020 + 2018 +

M4 301 4+ 2012 4+ 30t + 010 + 207 + 07 + 308 + 4ot + 303 + 0% + v+ 2.

F530 =

Wenn wir das Polynom h(z) := 2 4 09832424 4 19223 4 422 40922110 3]s Polynom aus

dem jeweiligen Korper auffassen, erhalten wir die folgenden Ergebnisse.

’ ‘ Zeit Koeffizienten von L ‘ #C
F52 3s ayp = 2 672
ag = —6
Fys 5s a; =35 9878655
as = 3619
Fxio 15s a1 = 2881 95395582359316
az = 15950184
Fgis 58s a; = 9172 931322854512524137344
as = —10180949954
Frso | 54ls | a; = —3404768028 867361737985232609880693803857
as = 536988805196647559956 | 225713495054
Fss0 | 3056s | a; = —67539453505309035 788860905221011804811857714465
as = 160963972200214640883 | 231621867975180716604145337810
290912496907016 6940816732
Fs7o | 131765 | a; = —70692442714478946650 | 717464813734306340312948947856
08927 156048706555090832493650538754
ag = 2474560475762096460052 | 746624287176428153478955101219
2213725443354664010317 | 99845746
198422
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Abschliefend wollen wir noch die Charakteristik p variieren. Dazu betrachten wir das
Polynom h(z) = x° + 243512* + 912 + 11022 + 81x + 234 und fassen es als Polynom
iiber IF,, mit einer wechselnden Primzahl p auf. Die dadurch definierten Kurven sind fiir
alle angegebenen p glatt. Wir erhalten die folgenden Ergebnisse:

’ P ‘ Zeit ‘ Koeffizienten von L ‘ #C ‘

11 4s ar =3 170
as =12
53 11s a1 =1 2884
ag = 20
101 22s | a1 = —20 8440
as = 278
211 63s | a1 =—4 43692
ag = 18
503 | 281s | a3 =12 259388
as = 330
1103 | 1187s | a1 = —4 1211146
as = —1048
2003 | 6730s | a; = —45 3923696
as = 1866




Kapitel 5

Berechnung der Zetafunktion
mittels Cartier-Operator

In diesem Kapitel wollen wir uns dem Berechnen von Zetafunktionen von Kurven tiber
Korpern mit grofler Charakteristik zuwenden. Wir haben gesehen, dass die Komplexitit
von Kedlayas Algorithmus fiir hyperelliptische Kurven ungefdhr linear in der Charak-
teristik p ist. Unser Ziel ist es, diese Abhéngigkeit fiir eine moglichst grofie Klasse von
Kurven zu verbessern.

Wir stellen eine Moglichkeit vor, die lineare Abhéngigkeit von der Charakteristik p auf
/P zu reduzieren. Fiir diesen Ansatz beschrénken wir uns von vornherein auf Kurven
vom Geschlecht drei iiber einem Primkérper F,, merken aber an, dass die Methode
vollkommen analog auch fiir den Fall ¢ = 1 und ¢ = 2 anwendbar ist. Dabei gehen
wir in zwei Schritten vor. Zun&chst werden wir das L-Polynom modulo p berechnen
(siche Abschnitt 5.1) und daraus anschlieend das gesuchte Polynom konstruieren (siehe
Abschnitt 5.2). Die Komplexitit in Abhéngigkeit von p sollte daher in beiden Schritten
/P nicht iiberschreiten.

Um den zweiten Schritt zu realisieren, werden wir in Abschnitt 5.3 beschreiben, wie
wir fiir ein gegebenes Polynom testen kénnen, ob es das charakteristische Polynom des
Frobenius ist.

Im gesamten Kapitel bezeichnet C eine glatte Kurve in der Ebene iiber einem Primkor-
per [, mit p > 2 und ® den p-Frobenius.

5.1 Der Cartier-Operator

In diesem Abschnitt wollen wir den Cartier-Operator definieren und aufzeigen, wie
wir damit das L-Polynom modulo p bestimmen kénnen. Der Cartier-Operator lisst
sich deutlich allgemeiner definieren, als wir dies tun werden. Fiir eine ausfiihrliche und

7
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allgemeine Darstellung verweisen wir auf [SV87] oder [Lan73, S. 311].

5.1.1 Definition und Eigenschaften

Es sei also C' eine glatte, ebene Kurve vom Geschlecht g iiber I, mit dem Funktionen-
kérper F' = F,(C) und F? der Teilkorper aller p-ten Potenzen von F. Wenn wir ein
festes Element z € F' wihlen, so dass F//F,(x) separabel ist, kénnen wir jedes Element
w des F-Vektorraums Q(F') := Qp/p, (siche Abschnitt 1.2.7) eindeutig schreiben als

w=d\+ aPzP ldz, mit \,a € F. (5.1)

Definition 5.1 (Cartier-Operator). Mit der Darstellung (5.1) ist der Cartier-Operator
C:QF) — Q(F) definiert als
C(w) = adz.

Die Unabhéngigkeit dieser Definition von der Wahl des separierenden Elementes x und
damit die Wohldefiniertheit von € lésst sich aus den Eigenschaften der Tate-Spur (siehe
[Tat52, Theorem 1]) folgern.

Satz 5.2. Der Cartier-Operator besitzt folgende Figenschaften:

(i) Fir alle w € Q(F) und z € F gilt €(2Pw) = 2&(w). Das heifit, € ist (1/p)-linear
und insbesondere F),-linear.

(ii) Der Fp-Vektorraum Q°(F) der holomorphen Differentiale ist invariant unter €.
Beweis. Siehe |Hes99, Satz 3.25| O

Der Cartier-Operator ist also eine lineare Abbildung auf dem Vektorraum QY(F) und
wir kénnen ihm fiir eine fixierte Basis eine Darstellungsmatrix M € Fj*Y zuordnen.
Diese Matrix nennen wir Hasse- Witt Matriz von C. Wir interessieren uns fiir diese
Matrix aufgrund der folgenden Eigenschaft.

Satz 5.3. Es bezeichne x s das charakteristische Polynom der Hasse- Witt-Matriz. Dann
gilt fiir das charakteristische Polynom x des Frobenius

x(t) = tIxnm(t) mod p.
Beweis. Siehe [Man65, Theorem 1]. O

Dieser Satz liefert die Moglichkeit, das L-Polynom modulo p mit Hilfe der Hasse-Witt-
Matrix zu bestimmen. Im Folgenden werden wir uns deshalb mit der Berechnung der
Hasse-Witt-Matrix beschéftigen.
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5.1.2 Berechnung der Hasse-Witt-Matrix

Es sei ein affiner Teil von C durch f(x,y) = 0 gegeben, wobei f ein Polynom in Fp[z, y]
und z ein separierendes Element des Funktionenkérpers F' ist (das heiBt F/Fp(z) ist
eine separable Erweiterung). Des Weiteren bezeichne f, die formale, partielle Ableitung
von f nach y. Mit dem Differentialoperator

a?p—Q
Vi= e ——
Oxp—1oyr—1
liefern Karl-Otto Stéhr und José Felipe Voloch folgende Darstellung des Cartier Ope-
rators.

Satz 5.4. Mit den obigen Bezeichnungen g¢ilt fiir jedes u € F
d 14
()i

U—
fy v

Beweis. Siehe [SV87, Theorem 1.1.]. O

Mit dieser Darstellung kénnen wir den Cartier-Operator explizit berechnen. Der folgende
Satz liefert eine niitzliche Information iiber die Basen von Q°(F).

Satz 5.5. Es gelten die Definitionen wie oben. Jede F,-Basis von Q(F) ist von der
Form
{ dx i1 }
Ug—F— |=1,...,3
fy

Beweis. Nach [Che51, Chapter VI. Theorem 8] lésst sich jedes holomorphe Differen-
tial als u‘jc—j mit einem Polynom u € F,[x,y] schreiben. Damit folgt die Behauptung
unmittelbar. O

mit Polynomen u; € Fplz, y].

1
Um die Hasse-Witt-Matrix zu bestimmen, miissen wir also (V(fP~'y;))? fiir gewisse
Polynome uy, ...,uy € Fy[z,y] berechnen und daraus die Basisdarstellung ermitteln.

Da wir an grofien p interessiert sind, besteht die Schwierigkeit darin, das Polynom fP~!
zu bestimmen. Die Komplexitdt der Berechnung einer solchen Potenz ist linear in p, wir
sind also nicht in der Lage, in der vorgegebenen Zeit das Polynom fP~! vollstindig zu
berechnen.

Einen Ausweg liefert die folgende Darstellung von V, angewendet auf ein Polynom
Zi,jzo Cijx'y’:

\% ( Z Cajxiyj) = Z (1-2-...-(p— 1) casip1,Gs1p12 Py

4,j20 1,720

=1 modp

= Y Clirnp-1,G41p12TY. (5.2)
170
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Aufgrund der Charakteristik p kénnen wir daraus einfach die p-te Wurzel ziehen und
erhalten Z” C(Hl)p_l’(jﬂ)p_lxiyj.

Da die Elemente u; Polynome sind, kénnen wir diese Rechnung auch fiir unsere Ba-
siselemente verwenden und benétigen zur Bestimmung von € (ul%> somit nur gewisse

Koeffizienten der Polynome fP~lu;.

Die Anzahl der bendtigten Koeffizienten ist dabei unabhéngig von p. Wenn wir also in
der Lage sind, jeden beliebigen Koeffizienten der Polynome fP~'u; in O(\/p) zu bestim-
men, konnen wir die gesamte Hasse-Witt-Matrix in O(,/p) berechnen (der Ausdruck O

ist dabei definiert wie in Abschnitt 4.5.5).
Lineare Rekurrenzen

Bevor wir ndher auf die Berechnung der Hasse-Witt-Matrix eingehen, beschreiben wir
eine Technik, um bestimmte Folgenglieder einer linearen Rekurrenz zu berechnen.

Eine lineare Rekurrenzrelation der Ordnung d ist eine Relation der Form
cL = aq (k?)ck—d + ag(kz)ck_dH —+ -+ ad(k:)ck_l, (5.3)

wobei die a; polynomielle Ausdriicke in & sind. Solch einer Rekurrenz kénnen wir eine
Begleitmatrix

0 1 0 0
A(k) = - 0
0 . 0 1
ai(k) az(k) aq(k)
zuordnen. Fiir den Startvektor Up := (0,...,0,¢cp)" und Uyyq := A(k + 1)Uy gilt dann
U, = (ck,d+1,~.. .,cx)t. Der folgende Satz liefert fiir die Berechnung des Vektors Uy, eine

Laufzeit von O(V/k), falls die Polynome a; vom Grad Eins sind.
Satz 5.6. Es sei A eine d X d Matriz mit Eintrdgen aus RX + R, wobei R einen kom-
mutativen Ring mit Eins und X eine Variable bezeichnet. Auflerdem sei eine rekursive
Folge U, mit einem Startvektor Uy € R durch

Uy == A(k)Up_1 € R?

definiert. Falls die Elemente 1,...,2[Vk] + 1 invertierbar in R sind, lisst sich der
Vektor Uy, in der Laufzeit O(V'k) berechnen.

Beweis. Siehe [BGS03, Theorem 1] O
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Der Algorithmus zu diesem Satz ist eine Verbesserung von Gregory und David Chud-
novskys Algorithmus, der ebenfalls eine Laufzeit von O(v/k) besitzt. Die Verbesserungen
in [BGS03] haben also lediglich Auswirkungen auf den logarithmischen Faktor in O(Vk).

Chudnovskys Algorithmus basiert im wesentlichen auf einem Baby-Step-Giant-Step Ver-
fahren, das wir an dieser Stelle erldutern wollen.

Zur Vereinfachung gehen wir davon aus, dass k eine Quadratzahl in N ist. Wir beginnen
mit dem Baby-Step und berechnen die Matrix

vk
C(X) =T AX +19),
=1

wobei A € R[X]?*? die oben beschriebene Begleitmatrix ist (die Eintrige von C'(X) sind
dann maximal vom Grad v/k). Im Giant-Step berechnen wir anschlieBend das Produkt

H;/j(; L C(jVk), welches offensichtlich gleich Hle A(k) ist und erhalten

VE-1
Ue=| [[ CcGVH) | o
j=0

In diesem Schritt werden die polynomiellen Ausdriicke in der Matrix C'(X) an den
Stellen 0, vk, 2Vk, ..., (VEk — 1)VE ausgewertet. Dazu werden in [BGS03] Techniken
zur schnellen Auswertung von Polynomen in Stellen mit arithmetischer Progression
verwendet, wobei wir auch mit eine naiven Auswertung die Laufzeit 6(\/13) erhalten.

Berechnung der Hasse-Witt-Matrix mittels linearer Rekurrenzen

Wir wollen nun beschreiben, wie wir die obige Aussage iiber lineare Rekurrenzen nutzen
konnen, um die Hasse-Witt-Matrix superelliptischer Kurven (siehe Definition 1.34) zu
berechnen. Wir verallgemeinern dabei die Vorgehensweise fiir den hyperelliptischen Fall
in [BGSO03|.

Es sei ein affiner Teil einer superelliptischen Kurve C'/F,, durch f(z,y) = y* — h(x) mit
b := deg h und den Figenschaften aus Definition 1.34 gegeben. Mit Hilfe der Polynome u;
sehen wir aus Gleichung (5.2), welche Koeffizienten wir von F := fP~! zur Bestimmung
der Hasse-Witt Matrix benétigen. Im Folgenden bezeichnet F}; den Koeffizienten von
z*y! eines Polynoms F € F,[z,y] und h; den Koeffizienten von 2! eines Polynoms
h € Fplz]. Es gilt

p—1

: P=1\ i

fp 1_2( _ )(_h)]yp J
=0~ 7

und wir sehen, dass der Koeffizient Fy; fiir alle Vielfachen [ von a gleich dem Koeffizi-

enten von z* in (p/_l)(—h)p_l—l/a ist. Andernfalls gilt F}; = 0. Diese Gleichung kénnen

l/a
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wir noch etwas vereinfachen, denn es gilt (in F))

(p.1> _=Dp=2)-...-(p=J)

— (—1)
j 1-2-...-5 (=1)

und wir erhalten

p—1
Pl = Z i yP—1-da, (5.4)
j=0

Wir haben das Problem damit auf die Berechnung von Koeffizienten eines univariaten
Polynoms H := h" € Fp[x] mit N := p — 1 — I/a zuriickgefiihrt.

Im Folgenden gehen wir davon aus, dass hg # 0 gilt (andernfalls fiihren wir die Rech-
nungen mit h 1= % fort). Das Polynom H erfiillt die Differentialgleichung
hH' = NI H € Fy[z]

und ein Vergleich des Koeffizienten von x*~! liefert

b b
> (k—i)hiHei =N ihiHg_;
=0 =1

und damit )

> (Ni—k+i)hiHy_; fiir p 1 k.

i=1

1

H, = —
k7 kho

Damit diese Gleichung auch fiir alle & € N mit p | k sinnvoll ist, miissen wir die
Berechnungen in Z, weiter fiihren und erhalten einen rekursiven Zusammenhang mit
der Begleitmatrix

0 1 o -- 0
A(k) = ; o ez, (55)
0 ) 1
hop(Nb—k+b)  hy 1 (N(b=D)—=k+b=1)  ha(N—k+1)
kho kho khO

der aufgrund des k im Nenner einiger Eintrige jedoch nicht von der Form (5.3) ist.
Dies lésst sich einfach beheben, indem wir stattdessen die rekursive Folge H = k'Hp,
betrachten (fiir die Begleitmatrix A(k) von Hy, gilt dann A(k) = kA(k)). Wir erhalten
also eine lineare Rekurrenz der Ordnung b und kdénnen H;, nach Satz 5.6 in fOV(\/E)
berechnen. Den gesuchten Wert Hy, erhalten wir dann durch Hjy = %f{f k-

Da wir lediglich an Potenzen kleiner als p interessiert sind, konnen wir jeden Koeflizien-
ten in der Laufzeit 6(\/]3) berechnen. Wir erinnern daran, dass bei der Bestimmung des
Koeflizienten Hy gleichzeitig die Koeflizienten Hy_1, ..., Hy_p berechnet werden, wir
ersparen uns also im Allgemeinen die Berechnung jedes Einzelnen. Zusammenfassend
erhalten wir die folgende Aussage.
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Satz 5.7. Die Hasse- Witl-Matriz einer superelliptischen Kurve tiber F), ldsst sich in
O(\/p) Rechenschritten berechnen.

Wir merken an, dass sich das beschriebene Verfahren problemlos auf den Fall von Kurven
iiber I, verallgemeinern ldsst.

Es stellt sich natiirlich die Frage, inwiefern wir dieses Vorgehen auf eine grofiere Klas-
se von Kurven verallgemeinern kénnen. Angenommen, die Variable y tritt in einem
weiteren Monom von f(z,y) auf, das heift, f ist von der der Form

flz,y) = y* + 2™y’ — h(),

mit n € Ng, b € N und h € Fp[z], dann folgt analog der Darstellung (5.4)

—1)!
p—1 — (p 1) a1a+a2bxa2n —h as
! Z allaglagly (=h).
aq,a2,a3EN
ajtag+tag=p—1

Dabei treten fiir gewisse [ € N bereits O(p) Summanden mit der y-Potenz [ auf und wir
miissten zur Berechnung des Koeffizienten Fj; von F' := fP~! ungefihr p verschiedene
Potenzen von h bestimmen. Der beschriebene Ansatz, das Problem auf das Berechnen
von Koeffizienten univariater Polynome zu reduzieren, ist daher im Allgemeinen nicht

moglich.

5.2 Bestimmung des L-Polynoms aus L modulo p

Wir nehmen an, dass wir das L-Polynom (beziehungsweise das charakteristische Poly-
nom Y des p-Frobenius ®) modulo p kennen und wollen daraus das korrekte L-Polynom
bestimmen.

Da wir uns von vornherein auf den Fall einer Kurve vom Geschlecht drei iiber einem
Primkorper F), beschrénkt haben, liefern die Weil-Vermutungen die Darstellung

x(t) = % + a1t® + agt* + ast® + past® + p*ait + p* € Z]t],

mit |a;] < (?)pi/ 2. Unter diesen Bedingungen kénnen wir die moglichen Werte der
Koeffizienten a; folgendermafien einschrinken:

e |ai| < 6p'/? = ay ist eindeutig festgelegt (falls p > 144).
o |az| < 15p = fiir ay bleiben noch maximal 31 mdgliche Werte.

e |az| < 20p*/? = fiir a3 bleiben noch maximal 2120,/p] + 1 mogliche Werte.

Vorausgesetzt wir kennen x modulo p, dann kommen fiir x also nur noch O(,/p) poten-
zielle Polynome in Frage. Wenn wir fiir ein gegebenes Polynom P € Z[t] priifen konnen,
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ob P = x gilt, konnen wir sukzessive jedes der verbleibenden Polynome testen und
finden nach durchschnittlich O(,/p) Tests das gesuchte Polynom.

Wir wollen nun darauf eingehen, wie wir diese Gleichheit priifen kénnen. Dazu stellen
wir an P zusétzlich die beiden folgenden notwendigen Bedingungen:

1. Nach den Weil-Vermutungen miissen alle Nullstellen von P den Absolutbetrag ,/p
besitzen.

2. Nach dem Satz von Cayley und Hamilton muss P(®) die Nullabbildung auf dem
Tate-Modul Tj(Jac) der jacobischen Varietit liefern.

Die erste Eigenschaft 1idsst sich einfach iiberpriifen, indem wir die Nullstellen des gege-
benen Polynoms {iber C approximieren. Die zweite Eigenschaft ist dank der Isomorphie
End(A) ®z Z; = End(T;(A)) aus Satz 1.45 gleichbedeutend damit, dass x(®) die Null-
abbildung auf der jacobischen Varietdt Jac ist. Wie wir diese Eigenschaft testen konnen
werden wir im néchsten Abschnitt behandeln.

Diese Bedingungen sind jedoch nicht hinreichend fiir die Gleichheit P = y, wir kdnnen
allerdings schlieflen, dass alle Linearfaktoren von x auch in P auftreten. Damit wissen
wir, dass x von der Form

x(t) = H (t—a;) (5.6)

i=1

ist, wobei «; die Nullstellen von P bezeichnen und e; > 0 gilt. Da wir eine Menge
von potenziellen Polynomen gegeben haben, von der wir wissen, dass das korrekte Po-
lynom enthalten ist, erhalten wir letztendlich eine nichtleere Menge von Polynomen
P mit P(®) = 0. Davon kénnen wir diejenigen Polynome ausschliefen, deren Anzahl
paarweise verschiedener Nullstellen grofler ist als bei anderen. Die Nullstellenmenge der
verbleibenden Polynome ist dann gleich der Nullstellenmenge von x und die Polynome
unterscheiden sich nur noch durch die Vielfachheiten ihrer Nullstellen. Im Fall g = 3
besagt das folgende Lemma, dass genau ein Polynom {brig bleibt.

Lemma 5.8. Es existiert genau ein Polynom mit den oben beschriebenen Eigenschaften.

Beweis. Angenommen P; und P, seien zwei solche Polynome mit der gleichen Anzahl
paarweise verschiedener Nullstellen. Da kein Polynom mit den beschriebenen Eigen-
schaften existiert, das weniger Nullstellen besitzt, haben die Polynome P;, P, und x
die gleiche Nullstellenmenge {aq, ..., a9 | @; € C}. Die Anzahl der paarweise verschie-
denen Nullstellen ist gerade, denn nach Korollar 2.3 ist mit jeder Nullstelle auch ihre
komplex Konjugierte eine Nullstelle (das heiit insbesondere, dass alle reellen Nullstel-
len doppelt auftreten). Auerdem tritt mit jeder reellen Nullstelle \/p auch —,/p als
Nullstelle auf, da p keine Quadratzahl in Z ist.

Fir den Fall, dass die Anzahl der paarweise verschiedenen Nullstellen zwei ist, folgt
unmittelbar Py (t) = (t — a)3(t — @)® = P»(t) fiir ein a € C. Ebenso folgt die Identitit
P, = P, wenn P; und P, jeweils sechs verschiedene Nullstellen besitzen.
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Es bleibt also noch der Fall

Pl(t) = (t—a1)2(t—al)2(t—a2)(t—ag) und
Pg(t) = (t—al)(t—al)(t—a2)2(t—a2)2

mit ap,as € Cund g # ag # @1. Angenommen, einer dieser Nullstellen sei reell. Dann
ist auch die andere Nullstelle reell und die Vielfachheiten miissen tibereinstimmen. Dies
liefert einen Widerspruch zu obiger Darstellung.

Es gelte also aj, a0 ¢ R. Die Polynome P; und P, sind modulo p gleich, das heifit
insbesondere, dass (fiir p > 144) die Summen der Nullstellen iibereinstimmen. Es folgt
a1 + @1 = ag + @2 und damit im Widerspruch zur Annahme die Gleichheit a7 = a9
oder a; = Qo ]

Den Fall p < 144 schlieflen wir an dieser Stelle aus. Da wir an grofien p interessiert sind,
fallt diese Einschrénkung jedoch nicht ins Gewicht.

Wir haben gezeigt, dass wir unter allen Polynomen P; mit P; = x mod p und P;(®) =0
das charakteristische Polynom bestimmen konnen als das eindeutige Polynom mit der
minimalen Anzahl an paarweise verschiedenen Nullstellen.

5.3 Test auf Nullabbildung

In diesem Abschnitt betrachten wir ein Kurve iiber F, vom Geschlecht g und be-
zeichnen mit ® den ¢-Frobenius. Wir wollen beschreiben, wie wir fiir ein Polynom
P = Z?io a;t?9~% dessen ganzzahlige Koeffizienten der Abschitzung |a;| < (Qig)qi/2
geniigen, testen konnen, ob die Abbildung P(®) die Nullabbildung auf der jacobischen
Varietdt Jac ist. Obwohl wir diese Methode spéter nur fiir den Fall ¢ = 3 und eine
Primzahl ¢ bendtigen, wollen wir die Uberlegungen allgemein durchfithren, denn wir
kénnen das Verfahren beispielsweise auch in folgender Situation nutzen:

Es sei eine beliebige Kurve und ein Polynom P € Z[t] gegeben und wir wollen iiberprii-
fen, ob P das charakteristische Polynom des Frobenius ist. Dann kénnen wir zunéchst
die notwendigen Bedingungen aus den Weil-Vermutungen (Satz 2.2) iiberpriifen und
anschlieffend mit dem nachfolgenden Test, die Identitit P(®) = 0 priifen. Sollte P jede
dieser Eigenschaften besitzen, wissen wir, dass alle Nullstellen des charakteristischen
Polynoms x auch Nullstellen von P sind und wir erhalten eine Menge von Polynomen
P; der Form (5.6) unter denen x zu finden ist. Durch weitere Tests P;(®) = 0 kénnen
wir damit in den meisten Fallen durch Ausschlussverfahren das korrekte Polynom be-
stimmen. Lediglich in dem Fall, dass xy mehrfache Nullstellen besitzt, kann es passieren,
dass wir keine Aussage treffen konnen. Fiir diesen Fall wollen wir ein Beispiel anfiihren:

Es sei x(t) = (t —iy/D)(t +iyD)(t — /P)*(t + /p)* das charakteristische Polynom
einer Kurve vom Geschlecht fiinf iiber einem Primkérper IF,,. Dann gilt auch fiir das

Polynom P(t) = (t —i\/p)*(t+1i\/p)*(t — \/p)*(t+ /p)? die Identitéit P(®) = 0 und wir
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kénnen mit unseren Testmethoden nicht zwischen den beiden Polynomen unterscheiden.
In diesem Beispiel sind die beiden Polynome sogar modulo p gleich, das heifit wir kénnen
im hohergeschlechtlichen Fall selbst mit der Kenntnis von x modulo p nicht immer eine
Aussage iiber die Gleichheit P = x treffen.

5.3.1 Idee

Wir wollen untersuchen, ob ein Endomorphismus der jacobischen Varietdt die Nullab-
bildung ist. Dabei stellt sich zundchst die Frage nach der Jacobischen selbst, denn diese
kennen wir gar nicht. Wir wissen lediglich dass sie existiert und dass ihre L-rationale
Punktgruppe fiir jede algebraische Erweiterung IL/F, isomorph zu CI°(IL(C)) ist. Wir
werden die Abbildung P(®) deshalb als Gruppenendomorphismus auf den Klassengrup-
pen CI%(IL(C)) auffassen (F, C L C F,). Die Wirkung von P(®) auf eine Divisorklasse
kénnen wir dabei explizit berechnen, denn wir wissen, wie ® auf den Punkten der Kurve
und damit auf den Divisoren operiert.

Die Bedingung P(®) = 0 € End(Jac) besagt also, dass jede Divisorklasse D € CI°(IL(C))
fiir ein beliebiges . = Fyr (r € N) auf einen Hauptdivisor abgebildet wird. Wir gehen
deshalb folgendermaflen vor:

Wir wihlen (fiir ein noch zu bestimmendes r € N) einen zufélligen F--rationalen Divisor
vom Grad Null und {iberpriifen, ob dieser auf einen Hauptdivisor abgebildet wird. Ist das
nicht der Fall, kann P(®) nicht die Nullabbildung sein und wir sind fertig. Andernfalls ist
es natiirlich moglich, dass die gewéhlte Divisorklasse im Kern von P(®) liegt, ohne dass
dies die Nullabbildung ist. Wir bend&tigen also eine Aussage {iber die Wahrscheinlichkeit,
bei der zufélligen Wahl einer Iy r-rationalen Divisorklasse ein Element des Kerns von
P(®) zu erhalten.

Wir werden im folgenden die Gruppenisomorphie Jac(F,r) = CI%(F,(C)) stillschwei-
gend verwenden.

Satz 5.9. Fiir die Anzahl der Fyr-rationalen Punkte der jacobischen Varietdt Jac der
Kurve C/F, vom Geschlecht g gilt

(V" — 1)%9 < #Jac(Fyr) < (Vq© +1)%.

Beweis. Die Aussage folgt unmittelbar mit Satz 2.2 und Korollar 2.3 aus der Identitét
#Jac(Fyr) = h(Fqr (C)) = H?il (1—aj) und |ag| = /7. O

Wir wissen, dass sowohl die Multiplikation mit einer von Null verschiedenen, ganzen
Zahl als auch die Frobenius-Abbildung ® eine Isogenie auf der jacobischen Varietét
ist und diese Morphismen somit einen endlichen Kern besitzen (siehe Definition 1.43).
Damit ist auch die Verkniipfung dieser Morphismen und insbesondere P(®) entweder die
Nullabbildung oder eine Isogenie. Falls P(®) # 0 gilt, konnen wir also die Kardinalitét
des Kerns betrachten.
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Satz 5.10. Es gelten die Definitionen wie oben. Dann ist P(®) entweder die Nullabbil-
dung oder es gilt
#ker P(D,) < (49)%".

Beweis. Wir nehmen an, dass P(®) nicht die Nullabbildung ist und benutzen die Ab-
schitzung (siehe Abschnitt 1.2.8)

#ker(P(®)) = deg, P(®) < deg P(®) = det Mp(q).

Damit kénnen wir uns vollstindig auf lineare Algebra zuriickziehen. Die Darstellungs-
matrix Mg von ® hat beziiglich einer geeigneten Basis (in einer geeigneten Korpererwei-
terung von F,) Jordan-Normalform und ist damit eine obere Dreiecksmatrix mit den
Eigenwerten 7; auf der Diagonalen (Aufgrund von Gleichung (2.2) und Satz 2.2 gilt
dabei |7;| = ,/q). Die Potenzen von @ liefern also ebenfalls obere Dreiecksmatrizen und
haben als Diagonaleintrige die entsprechenden Potenzen der Eigenwerte. Sowohl die
Multiplikation mit einer Konstanten a; als auch die Addition zweier solcher Matrizen
andert nichts an der oberen Dreiecksform und wir erhalten fiir P(®) schlieflich eine obe-
re Dreiecksmatrix mit den Diagonaleintrigen amr?g +G1WJ29_1 +-tag (j=1,...,29).
Fiir den Kern gilt damit

#ker P(q)) S det Mp(q;)
29
= H ao7rJ2-g + a17rj2-g_1 + -t ag
j=1
29 2¢g

[12_Jam™]

=1 =0
T @)

=229

= (49)%".

IN

IN

O

Wenden wir nun diese Aussagen auf unsere Situation an. Angenommen, P(®) ist nicht
die Nullabbildung. Setzen wir r € N so, dass #Jac(Fg) > #ker P(®) gilt, hat der
Kern der Abbildung P(®), eingeschriankt auf Jac(F,-), als Untergruppe mindestens den

Index {ﬁ%%-‘ > 2. Wenn wir also eine zufillige F r-rationale Divisorklasse wahlen,
ist die Wahrscheinlichkeit, dass diese Klasse nicht im Kern liegt > 0,5. Mit Hilfe der
Abschitzungen der Sétze 5.9 und 5.10 sehen wir, dass wir dazu r in der Gréflenordnung

2¢g wihlen miissen (fiir grofies q).
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Setzen wir r grofl genug, erhalten wir sogar eine beliebig hohe Wahrscheinlichkeit, dass
eine zufillige Divisorklasse nicht im Kern liegt. Alternativ kdnnen wir fiir ein ,kleines” r
mehrere Divisoren wihlen und abschitzen, mit welcher Wahrscheinlichkeit mindestens
eines dieser Elemente nicht im Kern liegt.

Damit erhalten wir einen Monte-Carlo-Algorithmus, der fiir ein gegebenes Polynom
P entweder die Aussage P(®) = 0 mit einer beliebig kleinen Fehlerwahrscheinlichkeit
trifft, oder das Ergebnis P(®) # 0 (ohne Fehler) liefert.

5.3.2 Wabhl einer zufilligen Divisorklasse

Fiir den oben beschriebenen Test, werden ,zuféllige” Divisorklassen benétigt. Wir wollen
nun darauf eingehen, wie wir solche Divisorklassen vom Grad Null eines Funktionenkér-
pers F' :=F,(C) bestimmen kénnen. Mit ,zuféllig" meinen wir im Folgenden, dass wir
pseudozufillig ein Element aus einer Menge mit mdglichst gleichverteilter Wahrschein-
lichkeit wahlen.

Wir stellen zunéchst fest, dass die Divisorklassen vom Grad Null in Bijektion mit den
Divisorklassen eines beliebigen Grades d € N stehen. Beispielsweise liefert jeder Divisor
A vom Grad Eins eine solche Bijektion durch

[]a : ClYF) — CI°(F), D+ [D]4:= D — dA. (5.7)

Wir kénnen uns also darauf beschrinken, eine zufillige Divisorklasse eines beliebigen
Grades zu bestimmen und erhalten dann mittels [-]4 eine zufillige Divisorklasse vom
Grad Null.

Um eine Klasse vom Grad d zu wihlen, werden wir einen zufilligen Primdivisor vom
Grad d wahlen und dessen Klasse betrachten. Dazu miissen wir allerdings wissen, dass
sich die Primdivisoren eines bestimmten Grades gleichméflig auf die Klassen verteilen.
Das wollen wir nun untersuchen.

Zunichst eine Aussage iiber die Anzahl der Primdivisoren.

Lemma 5.11. Es bezeichne By die Anzahl der Primdivisoren vom Grad d des Funktio-
nenkdrpers F einer Kurve C/F, vom Geschlecht g. Es gilt

/2

<@2+79)2

d
q
B, — L T
’d d d

Beweis. Siehe [Sti93, V.2.10.]. O

Nun wollen wir kliren, wie sich diese Primdivisoren auf die Divisorklassen CI¢(F) ver-
teilen.
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Lemma 5.12. Es sei D € CI%(F) beliebig und By p bezeichne die Anzahl der Primdi-
visoren in der Klasse D. Dann gilt

BdL>—*<Bd

/2

Beweis. Wir bezeichnen mit (CI°)* und CI* die Charaktergruppen von CI°(F) bezie-
hungsweise von CI(F') und nennen einen Charakter x¥ € CI* von endlicher Ordnung,
falls dessen Kern endlichen Index in CI(F') besitzt. Charaktere endlicher Ordnung bil-
den jedes Element auf den Einheitskreis in C ab. Auflerdem bezeichnen wir mit x € CI*
eine beliebige Fortsetzung endlicher Ordnung eines x € (CI°)* auf CI(F).

Es seien d € N, D € CI°(F) beliebig und A € D(F) ein beliebiger, fixierter Divisor vom
Crad Eins. Es gilt mit Hilfe der Orthogonalititsrelation fiir die endliche Gruppe CI°
([SP07, Satz 7.14]) und der Isomorphie CI° = (CI°)*:

Bip = E: E: D)

pepid xecw

1 1
- Z mZX(P_dA)
(D

x€(C19)* pepld
> X(P)

1 Z
= E —
pepld

xe(ey X

1 1 1 ~
= Pt 2 sovam 2 P

D
Xeww)*X( pepl?
x#1

1
FdA)

Da Y ein Charakter endlicher Ordnung ist, gilt |x(D + dA)| = 1 fiir alle D € CI°(F)
und damit

1 1 1
Bip—+Bd = |7 Y = 3. X(P
‘ d.D = 3 Pd h (D + dA) X(P)
e(cioy* Pepid
x#1

IN
| —
N
g
=1
=

I
g
/&
=
=
=

pepld

Fiir die weitere Abschétzung benétigen wir die beiden folgenden Aussagen:
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(1) Fiir eine arithmetische Funktion f : N — C und ihre summatorische Funktion
h(n) == >_,, f(r) gilt die Mdbius-Umkehrformel f(n) = >_,,, u(3)h(r), wobei p
die Mobiusfunktion bezeichnet (siehe [SP07, Satz 3.15]).

(2) Mit einem Charakter ¥ € Cl* endlicher Ordnung, der eingeschrinkt auf CI°(F) nicht
der Hauptcharakter ist, gilt fiir jedes d € N

29—2
K= 3 s P == 3w @)
Pcpl® i=1

s|r

mit |w;(X¥")| = /q fiir i = 1,...,2g — 2 (siehe [Hes99, Satz 3.2. und 3.10.]).
Der Ausdruck Y%" bezeichnet hier den durch Y¥7(P) = (X(P))¥" definierten
Charakter.

Wir definieren fiir ein festes d € N die arithmetische Funktion

falm) == 3 n-x(P)”

PePI™

und sehen, dass fiir den Term aus (5.8) gilt:

> X(P) = Lfuld). 5.9

pepid

Nun sei i die summatorische Funktion von fg, also h(n) =3, , fa(r), dann liefert (1)
die Identitét

fa(n) =3~ n(=)h(r)

rln

und aus (5.9) folgt weiter

) = 5SS ()
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Zusammenfassend ergibt sich

1
Bip— —Byl < |=fqld
‘ ap — 3 Ba = ’dfd()‘
1 d| 2
< = HI- ()"
< G2 X
T\d\?’l—/ =1 —qr/2<qd/?
< (29 —2)¢"?
und damit die Behauptung. O

Nun sind wir in der Lage zu bestimmen, wie grofl wir d wihlen miissen, so dass sich die
Primdivisoren vom Grad d gleichméfig auf die Divisorklassen verteilen. Die Wahrschein-
lichkeit P(D), dass ein zuféllig gewéhlter Primdivisor vom Grad d in einer bestimmten
Divisorklasse D liegt, sollte also moglichst nahe an % liegen. Lemma 5.12 liefert die
Abschétzung

$Bq— (29 — 2)q?/?

B,

+ By + (29 — 2)q?/?
SP(D)Sh d+(g )q
By
und damit

1 (29 — 2)qd/2
— o< 2
‘P(D) h‘ ; e

fiir jede beliebige Klasse D € CI%(F). Um zu gewahrleisten, dass wir jede Klasse mit
einer positiven Wahrscheinlichkeit wiahlen, sollte offensichtlich e < % gelten. Da By
(fiir wachsendes d) exponentiell in ¢ wichst und d € N geeignet gewdhlt wurde, sind
wir in der Lage den Wert e beliebig klein werden zu lassen. Damit konnen wir eine

Wahrscheinlichkeitsverteilung erhalten, die beliebig nahe an einer Gleichverteilung ist.

Fiir die Anzahl der Primdivisoren in einer beliebigen Klasse D € CI4(F) gilt

1
~By— (29 — 2)q"?

Byp = .
1 q? q
(d - (24797 ) — (29 — 2)¢%?

v

d _ d/2

Diese Anzahl ist genau dann positiv, wenn e < % und wir sehen, dass wir d in der
Groflenordnung 2g wahlen miissen, um das zu erreichen.

Die bisherigen Uberlegungen setzen voraus, dass wir in der Lage sind, einen Primdivisor
beliebigen Grades d zuféllig zu wihlen. Darauf wollen wir nun genauer eingehen.

Ein Primdivisor vom Grad d des Funktionenkdrpers F' = Fy(C) entspricht einem Fa-
rationalen Punkt der Kurve, der fiir kein s < d bereits [Fys-rational ist. Um einen solchen
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Punkt zu bestimmen, wihlen wir zunéchst ein zufélliges Element a € F (wir setzen
voraus, dass wir dazu in der Lage sind) und testen, ob das Polynom f(a,y) mindestens
eine Nullstelle in F 4 besitzt. Falls ja, widhlen wir zuféllig eine dieser Nullstellen b € F 4
und priifen fiir alle echten Teiler s von d, ob das Tupel (a,b) in ng liegt. Ist das nicht
der Fall, haben wir einen Punkt (a,b), welcher einen Primdivisor P vom Grad d in F
liefert. Mit der Bezeichnung n := [F' : Fy(x)] hat die beschriebene Methode folgende
Eigenschaften:

e Lis ist ausgeschlossen, einen Punkt im Unendlichen des gewédhlten affinen Teils zu
erhalten (davon existieren maximal n Stiick).

e Die Wahrscheinlichkeit, einen Punkt zu wihlen kann bis zum Faktor n variieren.
Das folgt aus der Tatsache, dass fiir ein gewihltes a € Fa bis zu n verschiedene
b1,...,bn € Fpa existieren kénnen, so dass f(a,b;) =0 (i = 1,...,n) gilt.

Wenn wir d € N nun so wihlen, dass fiir beliebiges D die Abschitzung By p > n gilt,
folgt fiir die beschriebene Wahl einer Divisorklasse:

e Die Wahrscheinlichkeit, eine beliebige Divisorklasse zu wéhlen ist grofler als Null.

e Die Wahrscheinlichkeiten, bestimmte Klassen zu wihlen unterscheiden sich maxi-
mal durch einen von n abhéingigen Faktor.

Diese Eigenschaften einer ,zufélligen* Wahl sind fiir unsere Zwecke vollkommen ausrei-
chend.

Fiir eine so gewihlte Divisorklasse D € CI4(F) erhalten wir mit Hilfe der Bijektion
(5.7) durch P — dA letztendlich eine Divisorklasse vom Grad Null (wobei A ein fixierter
Divisor vom Grad Eins ist).

5.4 Der Algorithmus

Wir gehen nun auf die Implementierung des beschriebenen Verfahrens ein.

5.4.1 Berechnung von y modulo p

Wir bezeichnen mit f(x,y) = y* — h(x) wieder das definierende Polynom der super-
elliptischen Kurve mit b := deg h. Um so eine Kurve vom Geschlecht drei zu definieren,
haben wir folgende Méglichkeiten:

(I) a=2und b=171,

(IT) a =3 und b =4,
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(ITI) a =4 und b = 3,

(IV) a=7und b=2.
Bevor wir mit der Berechnung des Cartier-Operators beginnen, benttigen wir eine Basis
der holomorphen Differentiale, also drei F,-linear unabhéngige Polynome wy, u2, u3, so

dass ui% holomorph ist (denn die holomorphen Differentiale bilden eine [F,- Vektorraum
der Dimension g). Diese liefert der folgende Satz:

Satz 5.13. Fir die oben genannten Falle (I) bis (IV) liefern die folgenden Polynome
u,ug,ug € Fplx,y| eine Basis ui% der holomorphen Differentiale des zugehdrigen
Funktionenkdrpers:

(I) uy =1, ug =z, uz = x°
(IT) wvi =1, ug =z, uz =y
(1ll) vy =1, ug =z, uz =y

(V) w1 =1, up =y, uz =y

Beweis. Dass die Elemente [F)-linear unabhéngig sind ist offensichtlich. Es bleibt also
nur zu zeigen, dass alle Differentiale ui% holomorph sind. Wir beschranken uns auf den

Fall (I), die anderen Félle lassen sich vollkommen analog beweisen.

Wir betrachten den Divisor (uz%> und erhalten mit den Beispielen 1.29 und 1.39:

(wF) = @+ -
= (w)+ (a1,0)+ ...+ (a7,0) — 3Psx — ((1,0) + ... + (a7,0) — TP)

Das Differential Uz‘% ist also genau dann holomorph, wenn (u;) > —4P4 gilt. Auf-
grund von ordy () = —2 und ords(y) = —7 sehen wir, dass die Differentiale x“;—j fiir
¢ = 0,1,2 holomorph sind und die Behauptung gilt. O

Nun kénnen wir aus der Darstellung (5.2) bestimmen, welche Koeffizienten des Polynoms
F= ZR,I Fk,lzz:kyl = fP~1 wir benétigen, um die relevanten Koeffizienten der Polynome
fP~tu; zu bestimmen. Fiir die Hasse-Witt-Matrix der genannten Fille gilt

(1):
Fp1p-1 Fop1p1 Fap1p1
M= |Fpyop1 Fypop1 Fzpop
Fpsp-1 Fop-3p-1 F3p-3p-1
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(II) und (HI):

Fp—l,p—l
Fp—lp—l
prl,pf2

prl,pfl
M= Fp1p-2

prl,pffi

Wir erinnern an die Darstellung

Fop—1p-1
Fop—2p—1
Fop—1p—2

Fp—1,2p-1
Fp12p-2
Fp—1,2p-3

Fp—1,2p-1
Fp—2.2p—1
Fp—1,2p—2

Fp—13p-1
Fp—13p—2
Fp—1,3p—3

p—1
F(z,y) =Y W (a)y® 1=
=0

und daran, dass der Koeffizient F},; genau dann ungleich Null ist, wenn [ von a geteilt
wird. Wir kénnen die beschriebenen Matrizen also durch Koeffizienten der Polynome

> H i(N)xi := h(z) ausdriicken und erhalten die folgenden Darstellungen:

(I) 1 1 1
) (55) (5)
H —21 H2p31 H3p31
M = ) (E3%) (23%)
= | Hy bt Hyly Hy
H ) H(" ) H("?)
-3 2p— 3p—3
(I) e p=1 mod 3:
(22 ()
H]ffpl—% H%g;—l% ’
M=(H, "  H,? 0
(57)
0 0 H, 3
e p=2 mod 3:
0 )
Pyl
M= o 5
H(%) H(%) 0
p—1 2p—1
(ITIT): e p=1 mod 4:
(3p473) (3;0473)
Hp71_3 H2g7_13 0
M= | gl ) ! ) 0
p—2 2p—2
(2272)
0 0 H, {
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e p=3 mod 4:

(22:2)
H, {
(IV): e p=1 modT:
(82=2)
H, | 0
M — (22=5)
= 0 H, | 0
(*2)
0 0 H, |
e p=2 mod T:
0 0
6p—5
M=|u"7" 00
0 0 0
e p=3 mod T:
0 0
4p—>5
M=| o o m' 7’
(%) ’
Hp_f 0 0
e p=4 modT:
o 5T o
p—1
M={o 0o o
0 0 0
e p=>5 modT:
(=)
0 0 H, |
M=1]0 0 0
o BT o
p—1
e p=6 mod7oderp=T:
0 00
M=10 00
0 00

Damit haben wir die Hasse-Witt-Matrix einer beliebigen superelliptischen Kurve vom
Geschlecht drei in den Koeffizienten von hY € F,[z] (fiir geeignete N € N) ausgedriickt.
Da wir eigentlich an den charakteristischen Polynomen dieser Matrizen interessiert sind,
konnen wir im Fall (IV) mit p # 1 mod 7 das charakteristische Polynom xj; direkt
als t3 angeben und ersparen uns jegliche Rechnungen.
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In den anderen Fillen liefert der nachfolgende Algorithmus die gesuchten Koeffizien-
ten. Da dieser zur Berechnung eines Koeffizienten Hj auch immer die Koeffizienten
Hy_q,...,Hpyq1p liefert, miissen wir maximal drei solcher Vektoren (Hgi1_p, ..., Hy)
berechnen.

Algorithmus 10 : Berechnung einzelner Koeffizienten von Polynompotenzen
Eingabe : Ein Polynom h(z) = >, hja' € Fp[z] mit hg # 0 vom Grad b und
N,k eN.
Ausgabe : (Hyi1-p,...,Hg 1, Hi) € F;’), so dass hV(z) = Y, H;a'.

begin
A € Z,[X]P*? — modifizierte Begleitmatrix mittels (5.5)
Uy € Zg — Startvektor (0,...,0,hg)
C(X) — I AKX +14)
Up =TT AG) Ty COU
j=LvE) T IO
Uy — Uk/k"

return Uy,
end

Fiir den Fall, dass der konstante Term des Polynoms h Null ist, wenden wir den Algo-
rithmus fiir % an und berechnen davon den Koeffizienten mit Index k— N. Wie gesehen,
finden die Berechnungen in Z, statt. Dazu wéhlen wir fiir alle auftretenden Elemente
aus [F), einen beliebigen Lift in Z, und reduzieren das Endergebnis modulo p.

Es bleibt noch zu kldren, welche Prézisionen wir fiir Z, wéahlen. Um den Vektor U}, zu
berechnen, miissen wir durch k! teilen konnen. Da k maximal den Wert 3p — 1 annimmt
und die p-Bewertung von (3p — 1)! genau zwei ist, geniigt es in allen Féllen mit drei
p-adischen Stellen, also in Z/p3Z zu rechnen.

Zum Abschluss erhalten wir mit Satz 5.3 das charakteristische Polynom des Frobenius
modulo p als

x =ty mod p.
5.4.2 Berechnung von y

Wir kennen also x modulo p. Damit sind wir in der Lage, Indexmengen I, J, K C Z zu
bestimmen, so dass alle Polynome der Form

t° 4 (a1 +ip)t” + (a2 + jp)t* + (az + kp)t® + (a2 + jp)pt® + (a1 + kp)pt + p
mit ¢ € I,5 € J, k € K den Koeffizientenabschétzungen

lay +ip| < 6p*/2, |ag + jp| < 15p, |az + kp| < 20p®/?
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geniigen und modulo p gleich x sind. In dieser Form kénnen wir alle O(,/p) potenziellen
Polynome nacheinander konstruieren und testen, ob deren Nullstellen den Absolutbetrag
/D besitzen. Ist das der Fall, speichern wir das Polynom in einer Liste und verwerfen
es andernfalls.

Wir benutzen dazu die von KASH3 bereitgestellte Methode, die Nullstellen eines Poly-
noms {iber C zu approximieren. Da der Grad des Polynoms fixiert ist, geniigt eine recht
grobe Approximation bis auf wenige Nachkommastellen.

Fiir die verbleibenden Polynome P; soll nun getestet werden, ob P;(®) = 0 gilt. Dazu
bestimmen wir zunéchst ein minimales r € N, so dass die Anzahl der IF,r-rationalen
Punkte der Jacobischen gréfier ist als der Kern der Abbildung P;(®) (vorausgesetzt,
sie ist nicht Null). Wir benutzen dabei die Abschitzungen aus Satz 5.9 und Satz 5.10
und erhalten die Bedingung p/2—1> (4p)3. Damit ist gewihrleistet, dass die Gruppe
CI°(F,- (C)) nicht komplett im Kern einer von Null verschiedenen Abbildung P;(®) liegt.

Kommen wir nun zur Bestimmung einer zufilligen Divisorklasse des Funktionenkdrpers
F = F,(C) mit ¢ := p". Wie bereits beschrieben, werden wir dazu einen Primdivi-
sor eines noch zu bestimmenden Grades d bestimmen, indem wir einen F q-rationalen
Punkt der Kurve ,erraten”, der fiir kein s < d bereits Fys-rational ist. Da die defi-
nierende Gleichung f(z,) nach Korollar 2.3 ungefihr ¢¢ Losungen in F?, besitzt und
42(C) : Foa(x)] Elemente b € Fa mit f(a,b) =0
existieren, finden wir nach durchschnittlich n Versuchen zu einem zufillig gewédhlten
a € Fua ein b € Fa mit f(a,b) = 0 und damit einen F q4-rationalen Punkt der Kur-
ve. Die Wahrscheinlichkeit, dass dessen Koordinaten bereits in einem echten Teilkorper
von Fa liegen, ist aufgrund der Abschitzung |#C(Fyr) — ¢" — 1| < 2¢,/¢" fiir r € N
verschwindend gering. Dieser Punkt liefert nun eine Stelle vom Grad d in F' und wir

erhalten durch Subtrahieren eines fixierten Divisors vom Grad d eine Divisorklasse vom
Grad Null.

Um zu gewéhrleisten, dass jede Divisorklasse gewahlt werden kann, wéhlen wir d € N
mit Hilfe von (5.10) so, dass By p > n fiir jede Divisorklasse D gilt.

zu jedem a € F o maximal n := [F
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Algorithmus 11 : Wahl einer zufilligen Divisorklasse

Eingabe : Funktionenkorper F' mit definierender Gleichung f(z,y) iiber dem
endlichen, exakten Konstantenkorper Fy; Divisor A vom Grad eins.

Ausgabe : Eine zufillige Divisorklasse von F'.

begin

d < kleinste natiirliche Zahl, so dass By p > n gilt (mittels (5.10))

repeat
a « zufilliges Element von F 4

if f(a,y) hat Nullstelle in F 4 then
| b« zufillige Nullstelle von f(a,y) in F

end
until (a,b) ¢ F2 fiir alle echten Teiler s von d
mipo,(x) « Minimalpolynom (in der Variablen z) von a tiber F,
mipoy(y) < Minimalpolynom (in der Variablen y) von b iiber F,
P — Stelle von F, die durch mipo,(z) und mipo,(y) erzeugt wird
return [P — dA]
end

Als Nichstes wollen wir fiir die verbleibenden Polynome P; und die gewéhlte Divisor-
klasse [D] testen, ob die Gleichheit P;(®)([D]) = 0 gilt. Dazu berechnen wir einmalig
die Divisoren ®(D), ®2(D),...,®%(D) und testen anschlieBend fiir alle i, ob P;(®)(D)
einen Hauptdivisor liefert. Die Polynome P; mit P;(®)([D]) # 0 kénnen wir verwerfen
und damit die Anzahl der verbleibenden Polynome, aufgrund der Wahl von r € N, (in
der Regel) mindestens halbieren (in allen berechneten Beispielen blieb noch genau ein
Polynom {ibrig).

Diesen Vorgang wiederholen wir so lange, bis nur noch ein Polynom iibrig bleibt, oder
wir mit einer ausreichenden Wahrscheinlichkeit sagen kéonnen, dass P;(®) = 0 fiir alle
verbleibenden Polynome gilt. Das Polynom mit den wenigsten paarweise verschiedenen
Nullstellen liefert dann nach den Uberlegungen in Abschnitt 5.2 das charakteristische
Polynom .

5.5 Rechenaufwand und Beispiele

Eingangs haben wir das Ziel formuliert, einen Algorithmus zu beschreiben, dessen Kom-
plexitét in Abhéngigkeit von p hochstens O(,/p) ist. Dazu darf die Komplexitat der

beiden anfallenden Schritte 5(\/}3) nicht iiberschreiten.

Der erste Schritt beginnt mit der Berechnung der Hasse-Witt-Matrix. Dazu miissen bis
zu drei Folgenglieder einer linearen Rekurrenz bestimmt werden. Der Index der bendtig-
ten Folgenglieder ist dabei in der Groenordnung O(p) und das Berechnen eines solchen
Folgengliedes kann nach [BGS03, Proposition 2| in O(,/p) Rechenschritten realisiert
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werden und wir erhalten nach insgesamt 5(\/13) Rechenschritten die Hasse-Witt-Matrix.

Das charakteristische Polynom der Hasse-Witt-Matrix liefert eine Menge von O(,/p)
Polynomen, aus der wir das charakteristische Polynom des Frobenius bestimmen wollen.
Dazu testen wir jedes einzelne Polynom und es bleibt zu zeigen, dass die Komplexitat
eines einzelnen Tests hdchstens polynomiell von logp abhingt.

Im ersten Schritt werden die komplexen Nullstellen eines jeden Polynoms numerisch ap-
proximiert. Da der Grad des Polynoms und die benétigte Prizision konstant ist, erhalten
wir lediglich eine logarithmische Abhédnigkeit von p (siehe beispielsweise |Pan95]).

Anschlieflend wird eine zufillige Stelle vom Grad d gewiéhlt. Dabei bestimmen wir die
Nullstellen eines Polynoms f(a,y) in F,ra, was einem Aufwand von O(log p"%) entspricht
(siehe |GG99, Corollary 14.16.]). Nun bestimmen wir die Minimalpolynome von zwei
Elementen a,b € Fra, erzeugen daraus eine Stelle, subtrahieren einen beliebigen Divisor
vom Grad d und erhalten damit einen Représentanten einer Divisorklasse vom Grad
Null. Insgesamt bleibt dabei die Abhéngigkeit der Komplexitéit von p logarithmisch.

Nun berechnen wir die Potenzen des p-Frobenius auf diesen Divisor, indem wir ihn in
Stellen zerlegen und die Koeffizienten der Erzeuger potenzieren. Anschlieffend bilden wir
aus den verbleibenden Polynomen P; formale Z-Linearkombinationen dieser Divisoren
und erhalten die Divisoren P;(®)(D). Auch in diesem Schritt bleibt die Komplexitét fiir
jedes Polynom logarithmisch in p.

Als Néchstes testen wir, ob die Divisoren P;(®)(D) Hauptdivisoren sind. Dazu wird
jeder der Divisoren nach [Hes02] in eine eindeutige, reduzierte Darstellung (beziiglich
eines fixierten Divisors vom Grad Eins) gebracht, die genau dann der Nulldivisor ist, falls
der urspriingliche Divisor ein Hauptdivisor war. Die Grofle des Konstantenkorpers geht
dabei logarithmisch in die Komplexitidt der Reduktion ein, genauer gesagt logarithmisch
in der Hohe der Divisoren P;(®)(D) (siehe [Hes02, Remark 8.6.]), wobei wir die Hohe
durch Kp? mit einer Konstanten K € R abschiitzen konnen.

Die letzten beiden Schritte miissen wir eventuell mehrmals durchfithren, wobei durch
die Wahl des Parameters r € N die erwartete Anzahl an Wiederholungen (unabhéngig
von p) beschrinkt ist.

Insgesamt erhalten wir damit fiir die vollstindige Berechnung des L-Polynoms die Kom-
plexitét O(,/p).
Die nachfolgenden Berechnungen wurden in KASH3 durchgefiihrt. Als Eingabe erwartet

der Algorithmus eine Zahl a € N und ein Polynom h € [F,[z], so dass durch y* = h(z)
eine glatte, superelliptische Kurve vom Geschlecht drei definiert wird.

Wir beginnen mit einer hyperelliptischen Kurve C', die durch
y? =7 +2352° + 192 + 23423 + 122 + 1

iiber wechselndem Grundkorper I, definiert ist (die Kurve ist fiir alle gew#hlten p glatt).
In der nachfolgenden Tabelle bezeichnet N die Anzahl der Polynome, die modulo p gleich
x sind und a; die Koeffizienten des L-Polynoms L(t) = 1+ ait + ast® +agt3 +. ..+ p35.



100 KAPITEL 5. BERECHNUNG MITTELS CARTIER-OPERATOR

P N Zeit ‘ Koeffizienten von L ‘ #C ‘

502 27390 | 747s a; = —15 137589336
as =490
asz = —15576

1009 38130 | 1045s a; =0 1027730254
as = 480
asz = 1724

2003 53730 | 1538s a; =139 8615905472
as = 10790
as = 558894

10007 120060 | 4742s a; =95 1011806211127
az = 18985
as = 1434153

21503 175980 | 8343s a; = 189 10030450944290
as = 24350
as = 1858472

50503 269670 | 18503s | a; = —228 128231840189440
az = 55459
as = —13239144

99809 379110 | 30448s | a1 =122 995517803037684
as = 215363
as = 26273720

2120009 | 1747230 | 163321s | a3 = 565 9530787073488921120

ag = —770453
asz = —18621410

Anhand der Tabelle kénnen wir die theoretische berechnete lineare Abhéngigkeit der
Laufzeit von ,/p bestétigen und sehen, dass im Vergleich zu den Ergebnissen auf Seite 76,
die Abhéngigkeit von p erheblich verringert wurde. Obwohl die Kurven, fir die wir
Kedlayas Algorithmus getestet haben, lediglich Geschlecht zwei hatten, sind wir hier in
der Lage deutlich gréflere Beispiele zu berechnen.

Aus Griinden der Vollsténdigkeit wollen wir noch einige Beispiele fiir superelliptische
Kurven angeben und erwarten, die Abh#ngigkeit von der Charakteristik p bestdtigen zu
kénnen. Dazu betrachten wir wieder einen wechselnden Grundkérper Fj, und die fixierte
Gleichung

y® =zt 4 133523 4 192 + 2142% + 402z + 11,

die einen affinen Teil einer glatte Kurve vom Geschlecht drei definiert. Die Spalten der
folgenden Tabelle sind wie oben zu interpretieren.
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’ P ‘ N Zeit Koeffizienten von L ‘ #C

991 37770 | 2445s | a1 =16 988537689
as = —358
az = —62759

5003 | 84870 | 8077s | a1 =0 125281054728
ao = 11175
agz = 0

9719 | 118290 | 11029s | a1 =0 918116888400
as = 7227
az = 0

20011 | 169740 | 18502s | a; = —74 7983589605903
as = 620
a3 = 2506159

50021 | 268410 | 43056s | a1 =0 125157742486812
as = 3525
asz — 0
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Wir merken an, dass bei allen berechneten Beispielen die Wahl eines einzigen Divi-
sors ausreichend war, um alle {ibrigen Polynome auszuschlielen. Fiir jedes potenzielle

Polynom war also genau ein Hauptdivisortest notwendig.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

Im ersten Teil der vorliegenden Arbeit wurden die theoretischen Grundlagen zur Be-
rechnung von Zetafunktionen algebraischer Kurven iiber endlichen Kérpern erarbeitet.
Es wurden die wichtigsten Begriffe aus der algebraischen Geometrie eingefiihrt und
anschlielend die Zetafunktion einer Kurve mit ihren Eigenschaften beschrieben.

Nach Vorstellung der Monsky-Washnitzer-Kohomologie wurde der darauf basierende
Algorithmus von Kedlaya fiir hyperelliptische Kurven ausfiihrlich beschrieben und in
KASH3 implementiert. Das Programm lief bei allen getesteten Beispielen problemlos
und lieferte Ergebnisse, deren Korrektheit mit Hilfe der Ergebnisse des zweiten Teils
der Arbeit bestétigt werden konnten.

Bei der Implementierung traten einige Komplikationen auf, welche zum Teil mit der
Zq- beziehungsweise Qg-Arithmetik in KASH3 zusammenhingen (die gleiche Problema-
tik wurde auch in Magma festgestellt). Neben dem bereits angesprochenen (teilweise)
fehlerhaften Umgang mit Prézisionen, lieferte beispielsweise der erweiterte euklidische
Algorithmus fiir Polynome iiber Q, falsche Ergebnisse und es dauerte sehr lange, diese
Problemstellen zu finden und zu beheben.

Der vorliegende Algorithmus soll in erster Linie als Umsetzung der theoretischen Ergeb-
nisse dienen und ist sicherlich deutlich laufzeit- und speichereffizienter programmierbar.
So blieben unter anderem die Verbesserung von David Harvey [Har06] unberiicksichtigt.
Trotz alledem ist der Algorithmus erheblich schneller als der von KASH3 bereitgestellte
Algorithmus zur Berechnung des L-Polynoms.

Im zweiten Teil der Arbeit wurde zunichst eine effiziente Berechnung des Cartier-
Operators fiir hyperelliptische Kurven mittels linearer Rekurrenzen nach [BGS03] auf
den superelliptischen Fall verallgemeinert und implementiert. Mit diesem Algorithmus
ist es uns moglich, das L-Polynom einer superelliptischen Kurve iiber einem Primkorper
F, modulo p in der Laufzeit 6(\/]3) zu berechnen.

Anschlieflend wurde eine Methode vorgestellt, mit der es moglich ist, das L-Polynom
einer beliebigen Kurve iiber einem Primkorper vom Geschlecht drei in O(,/p) zu bestim-
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men, falls das L-Polynom modulo p vorliegt. Dieses Verfahren liefert kombiniert mit der
Cartier-Berechnung einen vollstindigen Algorithmus zur Bestimmung der Zetafunktion
superelliptischer Kurven vom Geschlecht drei iiber einem Primkorper [, in O(,/p). Die
Methode wurde ebenfalls in KASH3 implementiert und lieferte korrekte Ergebnisse.

Auch hier ist eine Optimierung der Laufzeit moglich. So diirfte beispielsweise der Test,
ob alle Nullstellen eines Polynoms einen bestimmten Absolutbetrag besitzen, schneller
zu realisieren sein, denn wir approximieren zunéchst die Nullstellen in der komplexen
Ebene und berechnen daraus ihren Absolutbetrag. Aulerdem wurden die Verbesserun-
gen bei der Berechnung des Cartier-Operator nach [BGS03| nicht beriicksichtigt.

Da der zweite Schritt dieses Verfahrens fiir beliebige Kurven anwendbar ist, wére eine
weitere Verallgemeinerung der schnellen Berechnung des Cartier-Operators wiinschens-
wert, um damit einen vollstdndigen Algorithmus zur Berechnung des L-Polynoms fiir
eine groBere Klasse von Kurven zu erhalten.
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