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Kapitel

Einleitun;

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Berechnung von ganzen algebraischen Zahlen, das sind die komplex
Zahlen, die Nullstelle eines normierten Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten sind. Neben den gewdhnlich
ganzen Zahlen 0,1,—1,2, 2,3, -3, ... gehéren auch die Zahlen der Form a+b-v/—1 zu den ganzen algebraisch
Zahlen, wobei sowohl a als auch b wieder ganze Zahlen sind. Diese Zahlen heilen ganze Gauffsche Zahlen. T
ganzen algebraischen Zahlen eines Zahlkérpers bilden einen Ring, die Mazimalordnung des Zahlkdrpers.

Es stellt sich die Frage, wie die Maximalordnung dargestellt werden kann. Haufig wird sie durch eine s
genannte absolute Basis, eine Basis iiber dem Ring der ganzen Zahlen, dargestellt. Eine solche Basis hei
Ganzheitsbasis des Zahlkorpers. Eine Hauptaufgabe der konstruktiven Zahlentheorie ist die Berechnung ein
Ganzheitsbasis des Zahlkorpers, denn mit ihr kann man unter anderem die Diskriminante des Zahlkorpe
berechnen.

Zur Berechnung der Ganzheitsbasis cines Zahlkérpers werden vor allem die beiden Algorithmen Round-2 ur
Round-4 verwendet, die theoretisch immer ein Ergebnis liefern. In der Praxis stoBt man aber ziemlich schn
an die Grenzen dieser Algorithmen, die zum Beispiel im Grad der Kérpererweiterung liegen.

Kennt man einen Teilkoérper des Zahlkdrpers, so mochte man diese Information natiirlich ausnutzen, inde
man den urspriinglichen Zahlkorper als Erweiterung des bekannten Teilkérpers betrachtet. Man erhofft sich dar
cine Vereinfachung, da die Berechnung einer Ganzheitsbasis des Teilk6rpers im allgemeinen nicht so aufwend
sein sollte. Versucht man aber eine relative Ganzheitsbasis des Zahlkorpers zu berechnen, das ist eine Basis d
Maximalordnung des Zahlkérpers iiber der Maximalordnung des Teilkorpers, so wird man sehr haufig enttauscl
denn eine relative Ganzheitsbasis mufl nicht existieren.

Dennoch kann man die Maximalordnung eines Zahlkérpers auch relativ zu seinem Teilkorper darstellen: no
einer sogenannten Pseudobasis, die neben Basiselementen auch Koeffizientenideale enthilt. In dieser Arbeit wi
der bekannte Round-2-Algorithmus fiir Relativerweiterungen entwickelt.

Aus einer Pseudobasis der Maximalordnung kann man, wenn eine relative Ganzheitsbasis des Zahlkorpe
existiert, eine solche berechnen. Durch Kombination mit einer Ganzheitsbasis des Teilkérpers erhélt man dai
eine Ganzheitsbasis des Zahlkérpers. Diese Methode ist hdufig sehr viel giinstiger als die direkte Berechnu
einer Ganzheitsbasis.

Ein Schwerpunkt dieser Arbeit liegt in der Implementierung dieses Verfahrens in dem Computeralgebre
stem KANT-V4 [DFK197], das die oben aufgefithrten Algorithmen fiir die absolute Betrachtung bereits enth
Bei dem Versuch, die bisher bekannten Ergebnisse auf Relativerweiterungen zu iibertragen, treten eine Rei
von Problemen auf, die in erster Linie mit der Darstellung von Ordnungen in Relativerweiterungen zusar
ht diese Arbeit neben einem theoreti

menhéngen. Deshalb chen aus cinem konstruktiven Teil, der vic
Aspekte zur Implementierung enthilt. Einige Ergebnisse dieser Implementierung sind in Form von Beispi
rechnungen aufgefiihrt, die mit dem Computeralgebrasystem KANT-V4 in der Oberfliche KASH ausgefiih
wurden.

Bei der Implementierung fiel auf, dafl ein wesentlicher Teil des Round-2-Algorithmus der Division und I
vertierung von relativen Idealen sehr dhnlich ist. Bisher war die Invertierung und damit auch die Division ve
relativen Idealen in dem Computeralgebrasystem KANT-V4 nur bedingt méglich. Mit den neuen Methoden, ¢
im Anhang dieser Arbeit festgehalten werden, kénnen auch beliebige relative Ideale invertiert und die Divisi
von relativen Idealen sogar direkt ausgefiihrt werden, das heifit, ohne vorher das Nenner-Ideal zu invertier
und danach mit dem Zahler-Ideal zu multiplizieren.

Ich danke Herrn Professor M. Pohst fiir die Bereitstellung des interessanten Themas sowie die Unterstiitzu
bei dieser Arbeit. Weiterhin bedanke ich mich bei den Mitgliedern der KANT-Gruppe und insbesondere bei Cla
Fieker fiir seine stindige Diskussionsbereitschaft und seine 'TEX-Ratschlige.

Mein Dank gilt schlieBlich meinen Eltern, die mir das Studium erméglichten, und meiner Freundin Susan
fiir das Verstdndnis, das sie fiir mich und meine Arbeit aufgebracht hat.

Die vorliegende Arbeit ist die iiberarbeitete Version der urspriinglichen Diplomarbeit, die um ein zweit
Verfahren zur Berechnung des p-Radikals fiir groBe p erweitert wurde.
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Kapitel 11
Grundlagen

Die in diesem Kapitel aufgefithrten Definitionen und Sétze in Verbindung mit algebraischen Zahlkorpern findet
man in vielen Standardwerken der algebraischen Zahlentheorie [Poh93, PZ89, Coh93, Nar89, Neu92].
Die in diesem Abschnitt verwendeten Ringe sind stets Integritdtsringe mit Eins.

II.1 Algebraische Zahlkorper
Es sei F/Q eine endliche Korpererweiterung, wobei
QcFccC

gelte. Der Korper F heifit auch algebraischer Zahlkorper. Die Korpererweiterung F/Q wird von einem Element
6 € F erzeugt, wobei 6 Nullstelle eines irreduziblen und normierten Polynoms T mit Koeffizienten aus Z ist.
Es gilt
F =0Q(b).
Es sei weiterhin
m = [F : Q] = deg(T¥),

der Grad der Kérpererweiterung.
Die Elemente # € F heiflen algebraische Zahlen. Fiir eine algebraische Zahl # € F definiert man die zwei
folgenden Begriffe:

Definition II.1 Die Norm und die Spur einer algebraischen Zahl x € F sind durch die Determinante und die
Spur der linearen Transformation
Yo F = F,

Ve Y-y
des Q- Vektorraumes F gegeben. Sie werden mit
Nz/gle) := det(¥y,0)
und
Trr/p(z) = Trace(¥e,0)
bezeichnet.

Das Polynom Tz zerfillt iiber C in Linearfaktoren:

m

Lr(t) = [T (e =09,

i=1
wobei die Nullstellen 8() so numeriert seien, daff 8"} = @ gelte. Fiir 1 < i < m heifit 8 die i-te Konjugierte
von 6, der i-te Konjugiertenkérper ist definiert als
FO .= Qo).
Weiterhin sei fiir 1 <1 < m die i-te Konjugierten-Abbildung definiert durch:
G F o F®

. . N R
B R A B Ry U LC) T N LR x,”&(”m .

Die i-te Konjugierten-Abbildung .(*) ist ein @-Isomorphismus von F in F().

Satz I1.2 Fs gilt

m

Trrjg(x) = Z 200

i=1

und man sicht, daff die Spur cine Q-lineare Abbildung von F in Q ist.
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II.2  Ganze algebraische Zahlc

Satz IL.3 Fs gqilt

m

Nzo(z) = H 2.

i=1

Die Norm ist folglich multiplikativ (N]:/Q(;ry) = Nz/p(z) - Ngr/@(y)) .
Mit den Abbildungen .1, (™) erhilt man die folgende Darstellung fiir das charakteristische Polynon

Satz IL.4 FEs sci x € F. Fiir das charakteristische Polynom von x diber Q gilt:

m

my(t) = H (7‘, — :1:("’)).

i=1

Mit der Spur kann die sogenannte Diskriminante definiert werden:

Definition IL5 Bilden die Blemente @y, ... xy eine Q-Basis von F, so definiert man die Diskriminante v
T1,... 4, wie folgt:

discryg(er, ..., ) 1= det (‘l‘r]:/@(.m '4“j)1§7',j§m) .

Man sieht, dafi die Diskriminante der Elemente z1, ..., 2, € F ein Element aus () ist.

II.2 Ganze algebraische Zahlen
Zuerst wird der Begriff der ganzen algebraischen Zahl eingefiihrt:

Definition IL6 (1) Eine algebraische Zahl @ € F heifit ganze algebraische Zahl (oder einfach nur gan:
wenn ein normiertes Polynom f € Z[t] existiert mat

F@) = 0.
(2) Man definiert die Menge der ganzen algebraischen Zahlen von F als:
or =4z € F | » ist ganz algebraisch}.

Die Menge der ganzen Zahlen or bildet einen Dedekindring. Eine der wesentlichen Eigenschaften ein
Dedekindringes ist die eindeutige Zerlegung gebrochener Ideale in Primideale. Dazu wird zunéchst der Begr
des gebrochenen Ideals erklért.

Definition IL7 Es sei Q(R) der Quotientenkérper des Ringes R. Eine Teilmenge b C Q(R) heiffit gebrochen
Ideal von R, wenn ein Element d € R\ {0} und ein Ideal a C R existieren mit

1
b=--a

i

Im folgenden ist mit einem Ideal a in R immer ein gebrochenes Ideal # {0} gemeint. Ein Ideal mit a C
wird ganzes Ideal genannt und ein Primideal p wird immer ein Primideal im {iblichen Sinne sein. p ist dan
inshesondere ein ganzes Ideal. Die Aussage iiber die Primidealzerlegung kann man jetzt wie folgt formulicrer

Satz IL.8 Ist R ein Dedekindring, so gelten:
(1) Die Ideale von R bilden eine multiplikative Gruppe.

(2) Fiir jedes Ideal a in R existiert eine (bis auf die Reihenfolge) eindeutige Zerlegung in Primideale:

. €s
a=py P
wobei Py, ..., ps paarweise verschiedene Primideale von R sind und die Exponenten ey, . .. e ganze Zahl
# 0 sind. Ist a ein ganzes Ideal, so sind e1, ..., e, positiv.

In einem Dedekindring kann man den Begriff der Teilbarkeit wie folgt definieren:

Definition IL.9 Fs sei
ein ganzes Ideal ¢ in R ¢

a,b Ideale in dem Dedekindring R. Man sagl, daff a das Ideal b teilt (a | b), wes
tert mit
a-c=b.
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Kapitel II  Grundlagen

Der Ring der ganzen Zahlen oz ist zudem ein endlich erzeugter Z-Modul vom Rang m. or kann daher durch
eine Z-Basis dargestellt werden:
oF = Zuwn+ ...+ L,

wobei die Elemente wq,...,wy aus or stammen. Eine Z-Basis von o heifit absolute Ganzheitsbasis. Eine
wichtige Invariante des Zahlkérpers F ist seine Korperdiskriminante:

Definition IL1.10 Ist wi,...,wy,, eine absolute Ganzheitsbasis von F, so wird die Korperdiskriminante 9 /¢q
definiert durch:
D]:/Q = disc;.-/@(wh L. ,u.’m)4

Die Kérperdiskriminante ist unabhdngig von der Wahl der absoluten Ganzheitsbasis.

II.3 Absolute Ordnungen

Definition IL11 Fin unitdrer Teilring O von ox heifit absolute Ordnung von F, wenn O ein freier 7-Modul
vom Rang m ist.

Lin vorangegangenen Abschnitt wurde darauf hingewiesen, daB oz ein freier Z-Modul vom Rang m ist. Damit
ist der Ring der ganzen Zahlen oz auch eine absolute Ordnung von F. Da keine gréBere (,C“) absolute Ordnung
von F existiert, wird oz auch Mazimalordnung genannt. Die Menge

ZI0)=Z+ 20+ ...+ zom !

ist auch eine absolute Ordnung in F. Z[0] heifit Gleichungsordnung zu 0. Wie die Maximalordnung kann jede
absolute Ordnung O von F durch eine Z-Basis dargestellt werden:

O =Zwi+ ...+ Zwp.
Zum Nachweis einer absoluten Ordnung kann der folgende Satz verwendet werden:

Satz I1.12 Eine Teilmenge O C F ist genau dann eine absolute Ordnung in F, wenn O sowohl ein Teilring
von ox als auch ein Oberring einer geeigneten Gleichungsordnung ist.

Algebraische Zahlen, die nicht ganz sind, kénnen immer in einfacher Weise durch eine ganze algebraische
Zahl und einen ganzzahligen Nenner dargestellt werden:

Satz IL.13 s sei wy,... ,wy cine Z-Basis einer absoluten Ordnung O von F. Fir cine beliebige algebraische
Zahl © € F erhdll man immer eine Darstellung

~ num(z)

= den(z) ’

mit den Eigenschaften
(1) num(z) = z1w1 + ... + Tpwm € O,
(2) den(z) € Z>" und
(3) ged(den(z),z1,... , &m) =1.

Ein Ideal o in einer beliebigen absoluten Ordnung O von F ist auch ein freier Z-Modul vom Rang n. Es
kann also durch eine Z-Basis dargestellt werden:

=Zm+ ...+ Ly,

wobei die Elemente 7, ..., 7, aus a stammen.
Fiir Ideale a in der Maximalordnung o von F gibt es noch eine weitere Darstellung:

a=ay-0F +ay-oF,

mit Elementen ay,as € a, a1, as # 0. Eine solche Darstellung nennt man 2-Element-Darstellung.
Eine besondere Form der 2-Element-Darstellung liefert:
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II.3  Absolute Ordnung;

Satz IL14 FEs seien ai,...,qa, Ideale in der Mazimalordnung oF von F. Dann existieren Elemente a; 1, a; 2
a;, ain,aip £ 0, (1<i<r), sodaf gelten:

a; = a1 0F + a2 0F,

ﬁw = (IL[ ai,u) coF + (ﬁ rn,z) OF,
i=1

i=1 i=1

(o) = ({Te) ors (M) o

Fiir Primideale in absoluten Ordnungen gilt der wichtige Satz:

Satz I1.15 Sei O eine absolute Ordnung von F. Dann ist jedes Primideal in O bereils ein maximales Ideal

Q.

Ein wichtiger Begriff, der bisher noch fehlt, ist die Norm von Idealen in absoluten Ordnungen. Bevor
eingefithrt wird, sei zunédchst bemerkt, daf nach Satz I1.15 fir ein Primideal p in einer absoluten Ordnung
von F, der Kérper O/p immer endlich ist. Auflerdem existiert in p eine eindeutig bestimmte Primzahl p. M:
kann sogar zeigen, dafl fiir ein geeignetes £ > 0

4#0/p) =t

gilt. Ist a ein ganzes Ideal in (O, so ist der Ring O/a auch endlich. Damit kann man die Idealnorm fiir beliebi
Ideale in absoluten Ordnungen wie folgt definieren:

Definition IL16 (1) Fiir ein ganzes Ideal a in einer absoluten Ordnung O von F ist die Idealnorm definic
als:

Nz/gla) :=#(O/a).

(2) Fiir ein beliebiges Ideal b in einer absoluten Ordnung O von F mil einer Darstellung

b="-aq,

wobet d > 0 eine ganze Zahl und a ein ganzes Ideal in O sind, ist die Idealnorm definiert als:

] "
Nero(6) = (3) Nejalo)
Die Idealnorm hat die folgenden Eigenschatten:

Satz I1.17 Sei O eine absolute Ordnung in F. Dann gelten:

(1) Die Idealnorm ist multiplikativ:
Nz jg(ab) = Nzjg(a) - Nx/g(6)

fur beliebige Ideale a,b in der Mazimalordnung oz,

(2 NF/Q(U) ca
fiir ¢in ganzes Ideal a in O,

(3) Nz/p(a0) = [Nz/p(a)]

fiir eine beliebige algebraische Zahl o € F.

Zum AbschluB dieses Abschnitts werden zwei Satze angefiihrt, die nur bedingt in Verbindung zu absolut.
Ordnungen stehen:

Satz I1.18 Sei R ein belicbiger Ring. Ist x € R in jedem Primideal von R enthalten, so ist & nilpotent.

Berechnung relativer Ganzheitsbasen mit dem Round-2-Algorithmus



Kapitel II  Grundlagen

Satz I1.19 FEs seien R ein beliebiger Ring, a ein ganzes Ideal in R und
¢:R— R/a
p:rx—r+a

der kanonische Ringhomomorphismus. Weiterhin seien 1§ die Menge der ganzen Ideale von R, die a enthalten,
und I/, die Menge der ganzen Ideale in R/a. Dann gelten:

(1) Die Abbildung
¢ I —Trya

b pb)=b+a
ist bigektiv.
(2) ¥ ist eine Bijektion zwischen den Primidealen in R, die das Ideal a enthalten, und den Primidealen von
R/a.
11.4 Exponentielle Bewertungen
In diesem Abschnitt wird eine kurze Einfithrung in die Bewertung von Zahlkérpern gegeben.
Definition IL.20 Fs scien Iz diec Menge der Ideale in oF und p ein Primideal in ox. Die durch
vy Ir = Z
vy s 0 max{k € Z : p¥a}
definierte Abbildung heifit p-exponentielle Bewertung von Zx.
Man kann die p-ezponentielle Bewertung auch auf F definieren:
Definition I1.21 Sei p ein Primideal in oF. Dann heifit die Abbildung
v F—=1Z
vp o — vp(xor)
p-exponenticlle Bewertung von F.

Lemma I1.22 Fs sei p ein beliebiges Primideal in ox. Fiir die p-exponentielle Bewertung kann man die fol-
genden Eigenschaften leicht nachrechnen:

(1) vp(z) =co ez =0,

(2) vp(z £ y) > min(vy(2), v (y)),
(3) V(e - y) = vp(x) + v (y),
4) vp(/y) = vp(e) = vo(y),
(5) vp(1) = 0.

Lemma I1.23 Fiir ein beliebiges Element 0 £ ¢ € F sei
zoF =pi Py

die Primidealzerlegung von xor mit paarweise verschiedenen Primidealen i1, ..., p, und ganzen Zahlen e; #
0(1<i<s). Bsgilt dann fir1<i<s:

vy (2) = e
und fiir alle Primideale q £ p; (1<i<s):

ve(z) = 0.
Satz IL.24 Fir ein beliebiges Element x € F gqilt © € or genau dann, wenn vy(x) > 0 fir alle Primideale
pCor.
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II.5 Relative Erweiterunge

Satz IL.25 Seien py,...,ps paarweise verschiedene Primideale in ox, und ey, ...  es ganze Zahlen. Dann e
stiert ein x € F mit

vp () =€ (1<i<s)

und

ve(x) > 0,9 & {pr,... . ps}
Lemma I1.26 FEs seien a ein ganzes Ideal in ox und p ein Primideal in ox. Dann gilt:
vp(a) = min{wy(z) | z € a}.

Lemma II.27 Es seien a ein ganzes Ideal in ox und p ein Primideal in ox. Fiir ein beliebiges o € a\ p g
dann

vp(a) = vp(a).
Beweis: Es gilt auf jeden Fall (man vergleiche Lemma I1.26)

vp(a) > vp(a) = min{ry(a) | o € a}.

Es seien

a=pitepy ),

aoF =pt - plr gl gl e,

die Primidealzerlegungen von a und aoz, wobei die pi,...,ps,p,P1,...,Pps paarweise verschieden sind. I
a€aCor, gilt

i >e >0(1<i<s),

& >0(1<i<3)
Angenommen es gilt vy(a) > vp(a), dann folgt
a€pit el Ol g (T = pCyp.

Dies ist aber ein Widerspruch zu der Wahl von a. Es gilt also

vp(a) = vp(a).

II.5 Relative Erweiterungen
In der gesammten Arbeit werden die folgenden Kérper betrachtet:
OcCcFceCE
wobei £/F und F/Q endliche Kérpererweiterungen seien. Man sieht, daB £/Q auch cine endliche Kérpere
weiterung ist. £ ist demnach ein algebraischer Zahlkérper. Unter den Voraussetzung F # Q und & # F wi
die Kérpererweiterung £/F auch Relativerweiterung genannt. Ahnlich wie im absoluten Fall, existiert ein ir:

duzibles und normiertes Polynom 7" mit Koeffizienten in oz, dem Ring der ganzen Zahlen des algebraisch
Zahlkérpers F, so daf fiir eine Nullstelle p von T'

£=T(p)

gilt. Es sei weiterhin

n:=[€: F] = deg(T),

der Grad der Relativerweiterung.
Die Situation kann wie folgt dargestellt werden:

Berechnung relativer Ganzheitsbasen mit dem Round-2-Algorithmus



Kapitel II  Grundlagen

€= Flp)
n
F=Q)
m

Die folgenden Definitionen und Satze werden analog zum ersten Abschnitt dieses Kapitels formuliert. Fiir
algebraische Zahlen # € £ kann man die Begriffe Relativnorm und Relativspur definieren:

Definition I1.28 Die Relativnorm und die Relativspur einer algebraischen Zahl ¥ € £ sind durch die Deter-
minante und die Spur der linearen Transformation

Yo r: & =E,
Yo Friyr—a-y
des F-Vektorraumes £ gegeben. Sie werden mit
Ngyr(x) == det(tq 7)

und
Treyr(x) := Trace(ds x)

bezeichnet.

Das Polynom T zerfallt iiber C in Linearfaktoren:

1) =T "),

-

i=1

wobei die Nullstellen p(i) so numeriert seien, daB p(t) = p gelte. Fiir 1 < i < n heiBt p) die i-te Konjugierte
von p, der i-te Konjugiertenkérper ist definiert als

£V = F(p).
Weiterhin sei fiir 1 < ¢ < n die i-te Konjugierten-Abbildung definiert durch:

g5 e®

0. -1 G () R L
Nrr=xpteept . Tpp et =y F 2ept L Zap

Die i-te Konjugierten-Abbildung .() ist ein F-Isomorphismus von & in £¢). Man verzichtet an dieser Stelle auf
den Hinweis relativ. Es wird aber immer aus dem Zusammenhang deutlich werden, ob die relativen oder die
absoluten Konjugierten betrachtet werden.

Satz 11.29 Fs gilt

n

Treyr(2) = Z £

i=1

und man sieht, dafi die Relativspur eine F-lineare Abbildung von & in F ist.
Satz I1.30 Es qult
n
Ne/x(x) = Hr"\l).

i=1

Die Relativnorm ist folglich multiplikativ (Ng/;:(;ry) = Ngyr(x)- Ng/f(y)) .

Mit den Abbildungen (1, ... | .(") erhilt man die folgende Darstellung fiir das charakteristische Polynom:
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II.6  Endlich erzeugte Moduln iiber Dedckindring:

Satz I1.31 Es sei v € €. Fiir das charakteristische Polynom von x dber F gilt:
n
mg(t) = H (t — a:"\l))
i=1
Mit der Relativspur kann die sogenannte Diskriminante definiert werden:

Definition I1.32 Bilden die Elemente x1,. .. ,x, eine F-Basis von £, so definiert man die Diskriminante v
Z1,...,&y wie folgt:
disce;r(x1, ..., 2,) = det (Trg/;(,r,' . “U)ls!,jsu) .

Man sieht, dafi die Diskriminante der Elemente z1, ..., 2, € £ ein Element aus F ist.
Es seien og der Ring der ganzen Zahlen von £ und oz der Ring der ganzen Zahlen von F. Es gilt

or C og.

Satz 11.33 Eine algebraische Zahl x € & ist genau dann ganz algebraisch, wenn ein normiertes Polync
I € oFlt] existiert, mit

flx) =0.

Die Definition der relativen Kérperdiskriminante weicht etwas von der Definition der (absoluten) Kérpe
diskriminante ab:

Definition I1.34 Die relative Kérperdiskriminante von & dber F wird definiert als:
VeyF = <{dis<‘,g/f(r}1, cooyap) |, o, € og bilden eine F-Basis von f'/f}>

Die relative Kérperdiskriminante ist ein ganzes Ideal in oz. Es besteht der folgende Zusammenhang zu d
(absoluten) Korperdiskriminante:

Satz I11.35 Fs gilt:
g0l = Nr/o(de/7) - [or/0l™

Dabei sind 0g g und 05 die in Definition I1.10 definierten absoluten Kérperdiskriminanten von & und F, u
N;/Q(bg/f) ist die Idealnorm der relativen Kérperdiskriminante.

I1.6 Endlich erzeugte Moduln iiber Dedekindringen

Dieser Abschnitt stellt die wichtigsten Ergebnisse der Artikel [BP91, Coh96] dar. R sei ein beliebiger Ded
kindring, und Q(R) sei sein Quotientenkérper. (In den folgenden Abschnitten werden R immer der Ring d
ganzen algebraischen Zahlen von F und Q(R) natiirlich der Kérper F selbst sein.) M sei ein endlich erzeugt
torsionstreier R-Modul. Eine der wichtigsten Aussagen ist:

Theorem I1.36 st V := M - Q(R) der Q(R)-Vektorraum, der von M aufgespannt wird, und ist k

dimggy(V), dann existieren gebrochene Ideale ai, ..., ax in R und Elemente wy, ... ,w, € V, die tiber QR
linear unabhdngig sind, so daff
M=aw; + ...+ apwyg.

Fine solche Darstellung heifft Pseudobasis von M. Die Ideale ay, ..., a; werden auch Kocffizientenideale g
nannt. Die Dimension k des Q(R)- Vektorraumes V' heifit der Rang von M.

Definition I1.37 Es set M = ajwi + ...+ arwy eine Pseudobasis von M. Die Klasse des Ideals
ar=ap ... 0y
wn der Klassengruppe von R heifit die Steinitzklasse von M.
Die Steinitzklasse ist unabhingig von der Wahl der Pseudobasis. Es gilt die folgende Aussage:

Satz I1.38 Der R-Modul M ist genau dann frei, wenn die Steinitzklasse von M die lriviale Klasse ist.
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Fiir eine beliebige Pseudobasis des Moduls M heifit dies, dafl M genau dann frei ist, wenn das Produkt der
Koeffizientenideale ein Hauptideal ist.
Fiir den folgenden Satz bendtigt man eine Abbildung

T MxM—= R,
welche die folgenden Eigenschaften erfiillt:
e Fiir jedes Element 2 € M sind die Abbildungen
r¢.z): M — R,
U(z,): M= R
R-Modulhomomorphismen,

e und es gilt
{reM|D(z,y) =0, Vy e M} =
{ye M |T(z,y) =0, Vo e M} ={0}.
Solche Abbildungen werden als nichi-degenerierte Bilincarformen bezeichnet. In den folgenden Abschnitten wird

diese Aufgabe von der Spur erfiillt:
[(z,y) = Trgyr(x - y).

Satz I1.39 Sind M = aywi + ...+ agwi = by + ...+ by zwei Pseudobasen von M, so gilt (ay ...+ a;,,)2 .
det (I'(wi, wi)i<ij<i) = (b1 ..o bi)? - det (I'(mi, n3)1<ij<k) - Man bezeichnet das Ideal
disc(M) :== (a7 -...- a;\,)2 -det (U(ws, wi)i<i j<k)

als Diskriminante von M.
Um die Hermite-Normalform diber Dedekindringen zu erkliren, ist eine weitere Definition erforderlich:
Definition I1.40 Sind gebrochene Ideale ay,...,a; in R und Elemente wn, ..., w € Q(R) gegeben mit
M=aw1 + ...+ quw,
so heifit das System (aivwz]1§igl ein Pseudoerzeugendensystem von M.
Tst A € Q(R)**! eine Matrix und sind ay, ..., a; gebrochene Tdeale in R, so ist
Mi=aqA 1+ +aA,

ein Pseudoerzeugendensystem fiir den Modul M.
Ein solcher Modul M wird im weiteren Verlauf der Arbeit wie folgt dargestellt:

m=(® ).

Theorem 11.41 (Hermite-Normalform iiber Dedekindringen) Seien gebrochene Ideale ay, ..., in R
sowie eine Matriz A € QI mit Rang k (also | > k) gegeben, und sei M := Z::] a; A ; der zugehdrige
Modul. Dann ewistieren gebrochene Ideale ¢i,... ¢ in 12 und eine Matriz U € Q(R)'™' mit den folgenden
Bigenschaften:

(1) Setzt man a:=a; ... . c:=c¢y ... ¢, so gilt:

a=det(U)-c.

I~k Spalten k Spalten
0 0 0 1 * * *
0 0 0 0 1 * *
(2) A-U=
: *
0 0 0 0 0 1
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(3) Definiert man die Matriz B € Q(R)*** als die Matriz, die aus den letzten k Spalten der Matriz A -
besteht, und die gebrochenen Ideale b; durch b; := ¢_pyi (1 < i < k), so gilt
(IL1) M=bB1+.. .+ 0B,
und (II-1) ist sogar eine Pseudobasis von M.

Theorem I1.42 (Smith-Normalform) Seien M C N zwei torsionsfreie R-Moduln vom Rang k. Dann e:
stieren gebrochene Ideale ay, ... a; in R, eine Basiswy, ..., wi von 'V := N - Q(R) und ganze Ideale by, . ..
e R, mit den Eigenschaften

(11—2) N = awr + ..+ Opwk,

(1173) M =a1biwi + ...+ arbgrwy.
Weiterhin gilt b;_1 C b; (2 < i < k) und die Ideale by, ..., by hingen nur von den Moduln M und N ab.

In [Coh96] wird sowohl eine Algorithmus zur Berechnung der Hermite-Normalform als auch eine Algorithm
zur Berechnung der Smith-Normalform iiber Dedekindringen angegeben.
Damit kann man den Index von einem R-Modul A zu einem darin enthaltenen R-Modul M definieren:

Definition I1.43 Secien M C N zwei torsionsfreie R-Moduln vom Rang k, und die Pscudobasen von M,
seien wie in (11-2) und (11-3) gegeben. Dann ist der Index von N zu M definiert als

N M i=0by ... by
Man erhilt den folgenden Zusammenhang zu der Diskriminante:
Satz I11.44 Secien M C N zwei torsionsfreiec R-Moduln vom Rang k. Dann gilt:
disc(M) = disc(N) - [V : M2

Beweis: Man erkennt dies sofort, wenn man die Pseudobasen aus Theorem I1.42 und die Definition der Disk
minante betrachtet.

I1.7 Relative Ordnungen

In diesem Abschnitt wird ein der absoluten Ordnung sehr dhnlicher Begriff fiir die Relativerweiterung &£/
eingefiihrt.

Definition I1.45 FEin unitdrer Teilring O von og heift relative Ordnung von £, wenn er eine absolute Ordnu
von & und zusdtzlich ein endlich erzeugter oF-Modul vom Rang n ist.

Eine relative Ordnung wird manchmal auch einfach nur Relativordnung genannt. Der unitére Teilring O ve
og ist also genau dann eine Relativordnung von £, wenn O ein freier Z-Modul vomn Rang n - und ein endli
erzeugter or-Modul vom Rang n ist. Zum Nachweis einer relativen Ordnung kann der folgende Satz verwend

werden:

Satz 11.46 FEine Teilmenge O C & ist genau dann eine relative Ordnung in £, wenn O eine absolute Ordnu
von & ist und zusdtzlich noch der Ring o in O enthalten ist.

Dieser Satz zeigt, angewendet auf den Ring der ganzen Zahlen von £, dafl og eine relative Ordnung von
ist. Da keine grofere (,C“) relative Ordnung von & existiert, wird og auch relative Mazimalordnung genani
Der Begriff relative Maximalordnung wird verwendet, um hervorzuheben, dal man die Relativerweiterung £/
betrachtet, denn og ist auch absolut gesehen die Maximalordnung von £. Ein weiteres Beispiel ist eine relat
Gleichungsordnung:

of[p] =oF +orp+ .. ForpTh

Man beachte, daBi p Nullstelle eines irreduziblen und normierten Polynoms 7" mit Koeffizienten aus oz ist.

Satz I11.47 Nach den Ergebnissen des vorangegangenen Abschnitts kann eine Relativordnung O von £ imm
durch eine Pseudobasis dargestellt werden:

O =aws + ...+ a,wy,
wobei die Koeffizientenideale aq,...,a, Ideale in oF sind und die Basisclemente wq, ... ,w, € & eine F-Ba:

von & bilden.
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Definition I1.48 Ist O eine Relativordnung von £ mit der Pseudobasis
O =mwi + ...+ apwp,
so definiert man die Diskriminante der Relativordnung O als
/7 (0) = (a1 ... 6)” - det(Tresz(wi - wi)i<ij<n) =
(ap ...~ 1:[,,)2 discgyr(wi, .- wa)-

Die Diskriminante ist ein Ideal in ox. Um zu zeigen, daf sie sogar ein ganzes Ideal in oz ist, bendtigt man
die Bedeutung der Diskriminante der relativen Maximalordnung og.

Satz I1.49 Es seien dg/7(og) die Diskriminante der relativen Mazimalordnung und 0¢; 7 die relative Kérper-
diskriminante. Dann gilt:
Ug/}'(()g) =0¢/F-

Beweis: Essei og = ajwi+...+d,w, eine Pseudobasis von og. Dabei kann man die Elemente w1, ... ,w, € og
wihlen. Es gilt dann

n 2
Vg/r(0g) = (Hﬂ‘) sdiscgyr(wi, .. wn).
i=1

Definiert man das Ideal a durch a := H:;L a; und sind a; = a; 107 + ;207 (1 < i < n) 2-Element-Darstellung
wie in Satz T1.14, so erhilt man

n 2 n 2
<Hai,1> or + <Hﬂi 2) oF | ~disceyr(wi, ... ,wp) =
i=1 i=1
,

T = T 2
<H ﬂm) -discgyr(wi, ... ,wn) -0F + (H am) -discgyF (@i, ... wn) - 0F.
i=1

i=1

Da ai,ai2 € a; (1 <4< n), folgt ai1w;, a5 0w;i € og (1 < i< n). AuBerdem bilden die Elemente
@i = a;wi (L <i<n),
wi = a;w; (1 <1< n),

jeweils F-Basen von £. Es gilt
Veyr(0g) =

5
n

2 2
(H aiJ) -det('l’rg/f.(wi 'Wj)wgi,jgn) corF + (H U7’,2> -deL('h'g/;:(wi 'Wj)1§7',j§n) coF =
iz =1
det(Tre/7 (@i - @j)i<ij<n) - 0F + det(Tre) (@i - ©j)1<ij<n) - 0F =
disce; 7(@1, ... ,@n) - 0F +disce/r (W1, ..., wn) - 0F Cy7r + g7 C0gy7.

Sel jetzt aq,...,a, € og eine beliebige F-Basis von £. Es existiert eine Matrix 4 mit (w1,... ,w,) -4 =

(a1,...,ap) und A; ; € a; (1 <4, j < n). Damit sieht man
ooy =[(wr, o wn) Al [(wr, - wn) - AL = |:Zwl, . .4,,11':| . |:Zw” . AHJ:| =
v=1 p=1
S A A = (A7), (e A
v=1pu=1

Aus Satz 11.29 folgt
Trer(ai-a;) = (A7), - (Tre/r(wn - wu))i<opugn - A5,

und daher
(Treyz(oi - aj))i<ij<n = AT (Trey7(wy - wp))1<vp<n - A
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Aus der Definition der Determinante kann man ablesen, daf det(A4) € a gilt. Damit erhilt man
discg/r(ay, .. .an) = det (Trg/f(a,- ‘Cl'j)lsi,]Sn) =

det, (/1") discgyF(wi, ... wy) - det(A) € a’. discgyr(wi, ... ,wn) = 0g/7(0g)-

Die Definition des Index aus dem vorangegangenen Abschnitt kann man auf Relativordnungen iibertrage
Definition IL50 FEs seien Oy C Oy zwei Relativordnungen von € mil Pseudobasen wie in Theorem 11.42:
O = a1wy + ...+ Gy,

O1=abjwy + ...+ a,0,,w,.

Der Index von Oy zu Oy ist das ganze Ideal
[0y :O1] =61 ... b,
Es folgt dann die Behauptung von oben:

Satz I1.51 Ist O eine beliebige Relativordnung von £, so ist die Diskriminante g, x(O) von O ein ganzes Id
nor.

Beweis: In Satz 11.44 hat man gesehen, daf
e/ 7(O) = 0gyx(0g) - [og : (’)]2 =0g/F - log : (’)}2
gilt. Die Behauptung folgt aus der Beobachtung, dafl auf der rechten Seite nur ganze Ideale stehen.

Satz 11.52 Jedes Ideal a in einer Relativordnung O ist ein endlich erzeugter ox-Modul vom Rang n. Insbeso
dere kann a durch eine Pseudobasis dargestellt werden:

a=bim + ...+ bynn,

wobei die Koeffizientenideale by, ..., by, Ideale in or sind und die Basisclemente 7y,... 1, € € cine F-Ba
von & bilden.

Fiir Ideale a in der relativen Maximalordnung og von & bictet sich eine weitere Darstellung an:
a=ay-og+az-og,

mit Elementen a1, as € 0, ar,as # 0.
Ein Ideal a in einer Relativordnung @ von & wird Relativideal genannt.

Definition I1.53 Fiir ein Ideal a in einer Relativordnung O von & ist die relative Idealnorm definiert als:
Nesz(a) = ({Neyr(a) | a € a}).

das Ideal in der Mazimalordnung oF, das von den Normen aller Elemente des Ideals o erzeugt wird.

Die relative Idealnorm hat die folgenden Eigenschaften:
Satz I1.54 Sei O cine relative Ordnung in E. Dann gelten:

(1) Die relative Idealnorm ist multiplikativ:
Ngyr(ab) = Negjr(a) - Neyr(b)
fiir beliebige Ideale u,b in der relativen Mazimalordnung og,

(2 Ngyr(a) Ca
fiir ein ganzes Ideal a in O,
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(3) Ng/7(a0) = Ngyx(a)or

fiir eine beliebige algebraische Zahl o € £,

(4) Nzsg (Neyr(a)) = Nesgla)

fiir ein beliebiges Ideal a in O.

Tn der relativen Maximalordnung og gibt, es noch eine Besonderheit bei der Primidealzerlegung von Prim-
idealen aus der absoluten Maximalordnung ox.

Satz I1.55 Es sei p ein Primideal in der Maxzimalordnung or. Ist

pos = P P

die Primidealzerlegung von ypog, so gilt:
s < n.

I1.8 Relative Ganzheitsbasen

In diesem Abschnitt wird der Begriff der relativen Ganzheitsbasis eingefiihrt. Danach wird beschrieben, wie man
eine solche Basis, wenn sie existiert, berechnen kann. Weiter vorne wurde der Begriff der absoluten Ganzheits-
basis definiert: Eine absolute Ganzheitsbasis ist eine Z-Basis der Maximalordnung. Da die Maximalordnung ein
freier Z-Modul ist, existiert so eine Basis immer. Bei der relativen Ganzheitsbasis ist dies nicht der Fall.
Definition I1.56 Fine F-Basis wy, ..., w, € og von & heifit relative Ganzheitsbasis von &, wenn sie eine
oF-Basis von og ist, also wenn

0f = O0FWi + ...+ 0Fwn,.

Wie oben schon bemerkt wurde, existiert eine solche Basis nicht immer, da ein endlich erzeugter torsionsfreier
or-Modul im allgemeinen nicht frei ist. Um dennoch eine Darstellung fiir diese Moduln zu erhalten, wurde der
Begrift der Pseudobasis eingefiihrt.

Ein einfaches Beispiel ist & := Q(v/53,v/10), F := Q(v10). In [Edg79] wurde gezeigt, daB keine relative
Ganzheitsbasis von £ existiert. Weitere Ergebnisse hierzu findet man in [Dab93].

Ein Kriterium fiir die Existenz ciner relativen Ganzheitsbasis geht auf E. Artin [Art65] zuriick:

Satz IL.57 (Artin-Kriterium) FEs existiert genau dann eine relative Ganzheilsbasis fiir £/F, wenn das Ideal

_ g/ 7
T discgyxr(1,p,0%, .. 007 h)

das Quadrat eines Hauptideals ist.

In Satz I1.38 wurde ein zweites Kriterium fiir die Existenz einer relativen Ganzheitsbasis gezeigt.

Um in einer Relativordnung rechnen zu kénnen, bendtigt man eine Pseudobasis der Relativordnung. In
den folgenden Kapiteln wird sich zeigen, dafi man eine Pseudobasis fiir die relative Maximalordnung immer
berechnen kann. Man kann also an dieser Stelle die Existenz einer Pseudobasis fiir die relative Maximalordnung
voraussetzen:

Og = w1 + ...+ Gwy.

Jetzt stellt sich die Frage, wie man, ausgehend von dieser Pseudobasis, eine relative Ganzheitsbasis berechnen
kann, falls diese existiert. Das in Satz I1.38 gezeigte Kriterium besagt, daBl eine relative Ganzheitsbasis genau
dann existiert, wenn das Ideal

ai=0y ... dy
ein Hauptideal ist.

Es existiert ein Algorithmus [O’M63], mit dem man eine beliebige Pseudobasis von og in eine Pseudobasis
der Form

0g = 0FD1 + ...+ 0F@n_1 + Gy,
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iiberfithren kann, wobel @ ein Ideal in or ist. Diese Form der Pseudobasis nennt man Steinitz-Form. D
Kriterium besagt jetzt, dal man testen muf, ob das Ideal @ ein Hauptideal ist. Auch hierfiir gibt es ein
Algorithmus [PZ89, He96]. Ist das Ideal a ein Hauptideal, also

a=aoF
fiir ein Element « € oz, so ist klar, dafl man dann durch
0g = 0F@1 + ...+ 0FGy_1 + oF (@)

eine relative Ganzheitsbasis von £ erhilt.
Man kann die letzten Schritte in dem folgenden Algorithmus zusammenfassen:

Algorithmus II.58 (Berechnung einer relativen Ganzheitsbasis)

Input: Die relative Marimalordnung og = aywy + ...+ Gpwp.
Output: Eine relative Ganzheitsbasis og = oFm1 + ...+ oFn, oder FALSE, falls keine relative Ganzheitsba:
existiert.

(1) Uberfihre die Pseudobasis in die Steinitz-Form:
0 = 0FD1 + ...+ OF@n_1 + 0n.
(2)  Teste, ob das Ideal @ ein Hauptideal ist. Ist a kein Hauplideal, dann gib FALSE aus und halte an.

(3)  Berechne einen Erzeuger von @ :
a=«aor.

(4)  Berechne die neuen Basis-Flemente:
(L<i<n) n =,
Ty = @y
(5) ENDE.

Tn der Praxis zeigt sich, daB die Berechnung der Steinitz-Form schr viel Zeit bendtigt. Deshalb ist es erfreulic
daB man im allgemeinen zum Rechnen in der relativen Maximalordnung keine Ganzheitsbasis bendtigt. T
Pseudobasis reicht vollig aus.
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Die Theorie des relativen Round 2

Die theoretischen Grundlagen des relativen Round-2-Algorithmus werden in diesem Kapitel beschrieben. Dazu
gehéren insbesondere die Begriffe p-maximal, p-maximale Relativoberordnung, p-Radikal und Multiplikatorring.
Das wichtige Theorem dieses Kapitels ist das sogenannte lokale Mazimalititskriterium oder auch Theorem wvon
Pohst und Zassenhaus.

Wiihrend des ganzen Kapitels wird O stets eine Relativordnung von € und p immer ein Primideal in der
Maximalordnung oz sein.

ITII.1 Die p-Maximalitit

Zu Beginn dieses Abschnitts werden die beiden Begriffe p-mazimal und p-mazimale Relativoberordnung cin-
gefiihrt.

Definition III.1 Die Relativordnung O heifit p-maximal, wenn gilt
P/ [os 0.
Mit anderen Worten: das Primideal p darf den Index von og zu O nicht teilen.
Definition ITL.2 Die p-maximale Relativoberordnung O, zu der Relativordnung O wird wie folgt definiert:
Op={zr€og |Iv>0:p"2C O}

Man sieht sofort, daf O C O, gilt. Wie man dem Namen schon entnehmen kann, ist die p-maximale

Relativoberordnung O, sowoh! eine Relativordnung in & als auch bereits p-maximal. Diese Eigenschaften werden
in dem folgenden Lemma zusammengefafit.

Lemma IIL3 Die p-marimale Relativoberordnung Oy zu der Relativordnung O hat die folgenden Figenschaf-
ten:

(1) O, ist eine Relativordnung von €.

(2) Bs ewistierl ein p >0 mil
PO, CO.

(3) Oy ist eine p-mazimale Relativordnung in €.
Beweis:  Zum ersten Teid: Bs gilt O C Op und Oy ist ein Teilring von og: s seien x,y € Oy beliebig. Is
existieren ganze Zahlen vy, vs > 0 mit
Pz C O, py CO.
Setzt man v := max{vy, va}, so gilt
e —y) Cpe—pyCpa—p=yCO-0CO
und damit (z — y) € Op. Aulerdem gilt
prtray = pMie py CO-0CO,

also zy € Op.
Damit ist Oy eine absolute Ordnung in og. Wegen o C O C Oy ist Oy aber auch eine Relativordnung in

0.
Zum zweiten Teil: Als Relativordnung ist Oy ein endlich erzeugter Z-Modul vom Rang nrn. Deshalb sei
Tiyo o Tnm € 0g eine Z-Basis von Op. Fiir 1 <4 < nm existiert wegen ; € Oy, ein v > 0 mit

pin CO.

16 Carsten Friedrichs, 29. April 1998

III.1  Die p-Maximalit
Wihlt man jetzt g :=max{ri, ... ,Vnm}, so gilt
P CO (1< i < nm).
Ein beliebiges # € O, hat eine Darstellung
r=a171 + ...+ ¥nmTom,
mit oy € 7 (1 <4 < nm). AuBerdem gilt
pre=apfn+ .o+ P m C 01O+ o+, O C O.

Womit dann auch die Behauptung

0, CO

gezeigt ist.
Zum dritten Teil: Angenommen, die Relativordnung @, ist nicht p-maximal, dann gilt

| [og : O]
Man wihlt die Pseudobasen von og und Oy wie in Theorem T1.42:

0g = Wi + ...+ Gpwp,

(II1-1) Op =abiwy + ...+ a,bywy,

mit Idealen ay,...,a, in or, Elementen wy, ... ,w, € & und ldealen by,..., b, C or. Insbesondere gilt dar

nach Definition I1.43 o
log : Op] = Hb;.
i=1
Aus der Primidealeigenschaft von p folgt, dafi ein j € {1,... ,n} existiert mit

p|b;.

Man wahlt « > 1 so, daf§
b =pc, p fec

gilt, wobei ¢ ein ganzes Ideal in or ist. Aus £ > 0 folgt b; C ¢. Damit existiert aber ein Element « € g;c o
der Eigenschaft

(II1-2) aw;j ¢ Oy.

(Gilt aw; € O fiir alle o € ajc, so folgt unter Beachtung der Pseudobasis von Op: ajc C a;b;. Das erzwin
aber ¢ C b;, einen Widerspruch zu b; C ¢.) Es gilt aber

p a CpTaje=a;p"c = a;b;
und nach (ITI-1)
praw; C Oy.

Aus Lemma II1.3.(2) folgt dann
PPt Cp'0, € O.

Daimnit erhélt man aus Definition 111.2

aw; € Oy,

einen Widerspruch zu (111-2), der Wahl von «. Die Relativordnung O, muf also p-maximal sein.
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II1.2 Das p-Radikal
Definition ITL.4 Das p-Radikal der Relativordnung O wird definiert als
L(0)={xe0|Iv>0:2" €pO}.
Um die Eigenschaften dieser Menge zu beweisen, benétigt man das folgende Lemma:
Lemma IIL.5 Fiir jede ganze Zahl s > 0 gilt
[0:p0] = .

Beweis: Ausgehend von
O =awi+ ...+ aywy,

einer Pseudobasis der Ordnung O, erhilt man durch
(111-3) p’O=pawi + ...+ p'o,w,

eine Pseudobasis des Ideals p* . Dies wird unten gezeigt. Damit hat man dann Pseudobasen von den Moduln
O und p°O wie in Theorem I1.42. Es gilt

n

[©:p°0]=]]v = p".

i=1

Man mufl nur noch beweisen, dafl durch (III-3) eine Pseudobasis von p*Q gegeben ist.
Es sei zunéchst 2 € p*ajwy + ... + p*a,wy,. Dann existieren k; > 0 (L <i<n)und o;; €05, m; €p° (1 <
i<n,1<j<k) mit

n ki n ok
r= Z a; mig | wi = ZZ mig o wi | =€9°0.
im1 \j=1 im1 j=1 ?p’s’ta"
€a;p°

Es sei jetzt @ € p*O. Dann existieren Elemente y; € O, m € p* (1 <4 < r) mit

-
T = E TiYi,
i=1

und Elemente o; ; € a; (1 <i<7,1<j < n)mit

n
yi = E oy ;-
i=1

Es folgt
- n s o
= T E g jW; :E mi Wi | =
i=1 Ji=1 i=1 \j=1
moigw | =D (Y mong | wi €Y v
j=1 \i=1 j=1 \i=1 j=1
S—_—— —
€pay

Die Gleichung (III-3) ist damit gezeigt. Die Pseudobasiseigenschaft folgt dann direkt aus der F-linearen Un-
abhingigkeit der Elemente wy, ... wy,. ]

Lemma IIL6 Fir das p-Radikal I,(O) der Relativordnung O gelten:
(1) Die Menge I,(O) ist ein Ideal in der Relativordnung O.
(2) 1,(0) ist der Durchschnitt aller Primideale von O, die das Ideal pO enthalten.

(3) Es gibt hichstens n Primideale von O, die das Ideal pO enthalten.
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(4) Es qilt
L(O)" C 3O

Beweis: Zum ersten Teil: Nach Definition II.4 gilt I,(O) C O. Fiir zwei beliebige Elemente x,y € I (¢
sren ganze Zahlen v, g > 0 mit der Eigenschaft

7,y € p0.

Dann gilt aber auch

-+
vbp v TN i ii_
(w—yyrte =" (7T arteri-n)iy =

7

i=n
u ntv
v+ =i i VAN i f i
9 -1 ARE N | Q.
DN (e B I D (M P S U
=0 (vHu—izv)=er0  co =n €o (i>p)=€p0

Man erhélt somit (z — y) € I,(O), sowie 0 € I,(O). Da pO ein Ideal in O ist, folgt aus © € I,(0) und y €
sofort zy € I,,(O), denn es existiert eine ganze Zahl v > 0 mit

2 € p0.
Damit sieht man sofort
(zy)” =y -2V € O -pO Cp0O,

also
xy € 1,(0).

Daimnit ist die Idealeigenschaft nachgewiesen.
Zum zweiten Teil: Es sel P ein Primideal in O mit pO C P. Ist jetzt z € I,(O) beliebig, so folgt n
geeignetem v > 0
€ p0O CP.

Die Primidealeigenschaft des ldeals 9B liefert (per Induktion nach v)
x € P.
Man erhilt damit fiir ein beliebiges Primideal P in O mit pO C P

1(0) CPB,

und daher auch

LOC () %

POCH

wobei die Ideale P natiirlich Primideale in O sind.
Es seien x € ﬂDUC‘TJ P belichbig und
N p:0—=0/p0O

pryr—y+p

der kanonische Ringhomomorphismus. Man erhilt ¢(z) € ¢(B) fiir alle Primideale 5 wie oben. Nach Satz II.
sind diese ¢ () aber gerade die Primideale in O/pO. Aus Satz IL.18 folgt, daB ¢(z) nilpotent ist. Man erhil

e(2”) = p(2)” = 04+ p0O = 00/p0.

fiir ein v > 0, und damit
¥’ € p0

oder
x € 1,(0).

Damit ist auch die andere Richtung gezeigt:

[ < 40)

POCH
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Zum dritten Teil: Da die Maximalordnung og ein Dedekindring ist, existieren Primideale PBq,... P, C og
und ganze Zahlen ey, ... es > 0 mit
pos = PP
In Satz I1.55 sieht man auBerdem, daf s < n gilt.
Es sei nun P ein Primideal in O, das pO enthilt, also

pos C Poe.
Dann folgt fiir die Primidealzerlegung von Pog :
Por = PP ... P,
wobel 0 < € < e; (1 <7< s). Es gilt aber auch Pog C og, daher existiert j € {1,...,s} mit €; >0, also
P CP;-
PB; N O ist ein Ideal in O, welches die 1 nicht enthélt. Es folgt daher
P=PNOCP,NOCO.
Nach Satz T1.15 ist aber 95 ein maximales Tdeal in der (absoluten) Ordnung @. Man erhilt damit
P=P;n0.
Die Primideale in O, die das Ideal pO enthalten, gehoren also zu den Idealen
N0 (1<i<s<n),
und dies sind héchstens n Stiick.

Zum vierten Teil: Dieser Beweis gliedert sich in zwei Schritte. Als erstes zeigt man, dafl ein v > 0 existiert
mit 7,(0)" C pO, danach zeigt man, daB man schon v = n wihlen kann.

I,(0) ist als Ideal in einer (absoluten) Ordnung ein endlich erzeugter 7Z-Modul, daher existieren 71, ... 7, €
7, (0) mit
(I11-4) I,(0) =mZ+ ... 4+ TamZ.

Fiir jedes 7; (1 < ¢ < nm) existiert ein Exponent »; > 0 mit
€ p0O.

Man setzt
nm

vi= Z vi.
i=1
Es sei nun x € I,(0)” beliebig, mit einer Darstellung
v
(II1-5) z =[]
i=1

wobel z; € I (O) gelte. Jedes dieser Elemente z; wird in der Z-Basis (III-4) wie folgt dargestellt:

nmn

ei= Gy
j=1

mit & ; €7 (1 <i<w,1<j<nm). Man erhilt dann

nm (nm)”

v v

P N Bk nm

e=lla=T1 D uim | = D Gri™ - -wlirm,
i=1 i=1 \j=1 k=1

wobel (x € Z (1 < k < (nm)”) geeignet gewahlt seien, und

nm

Z‘”kv" =v (1<k< (nm)")
i=1
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gilt. Fiir jedes 1 < k < (nm)” existiert dann ein ji € {1,...,nm} mit

Hk i 2 Vi

Man erhélt schliefilich

(nm)¥ (nm)”
e, Hknm . He, fik, i
z= E Cerp ™t - Thm T = E Sk " Ty, w‘HTi € p0.
k=1 k=1 TN iy

€pO
€0

Da pO ein Ideal in @ ist, folgt auch I,(0)” C pO, da jedes Element y € I,(0)” eine endliche Summe v
Elementen @ wie in (I11-5) ist. Damit ist der ers

Es gelte 0.B.d.A v > n (sonst ist nichts mehr zu beweisen). Um auch den Rest zu beweisen, bildet man f
i > 0 die Ideale

> Schritt bewiesen.

a; == 1,(0) +pO.
Es gelten
a1 = [;,((9)
und
O2a1 20620 ...00, Dapgr D ... p0.

Aus Lemma TT1.5 folgt
(111-6) [0 :pO]=p".

Angenommen es gelte
a1 D08 D ... Ay D Uyyt.

Dann erhilt man
pllaizaiga] (1<i<n)
und daher, wegen ¢:= [0 : a1] # oF,
[0:p0]=[0:a] a1 @] ... [an ¢ Ang1]  [Angr  pO] = p* - [an41 90,
wobei A > n. Man erhilt
[0 :pO] Cep” - [a41 : pO] C p",
einen Widerspruch zu (III-6). Es existiert also ein # € {1,...,n} mit
A = Ok41.

Jetzt zeigt man per Induktion, daf§ a; = a;44 fiir alle j > & gilt:
Es gelte also a; = a;4; fiir j > k. Dann ist zu zeigen, daf auch a; 1 = a;42 gilt. Trivialerweise gilt a;41 D a4
Sei jetzt « € 1,(O) T, Bs gilt

N
T = é YiZis
i=1

wobei 4 € I,(0),z € I,(OY (1 < i < 7). Da L(O) Caj = ajy1 = L(OYT + pO, existieren 7
(O, 5 € pO (1 < i < r) mit
=444 (1<i<r).

Man erhilt zusammengefaBt
r - -
. . ~ . G2
=Y (wEhtud) = 3wk + Y ws € L(OY T 4+p0 = a4,
i=1 i=1 i=1

~——
€1, (0)i+2 €po

und auch ) )
801 = L(OY ! + 90 C L(OY** +p0 = a4,

womit der Induktionsbeweis abgeschlossen ist. Beachtet man das Ergebnis aus dem ersten "leil, so zeigt sich

L(O)" Cap,=...=a, = [,(0)" +p0O C pO +p0O C pO.
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I11.3 Das lokale Maximalitiatskriterium

Am Anfang dieses Abschnitts wird von der Vereinbarung, daB O eine Relativordnung in £ ist, losgelassen. Fiir
die nichste Definition und das darauffolgende Lemma sei O eine absolute Ordnung in &.

Definition IIL.7 Fs sci o ein Ideal in der absoluten Ordnung O. Die Menge
[o/a] = {z € €

za C a}
heifit der Multiplikatorring des Ideals a.

Lemma IIL.8 Es sei a ein Ideal in der absoluten Ordnung Q. Fir den Multiplikatorring von a gelten die
folgenden Aussagen:

1) [a/a] C o,

(2) [a/a] ist cine absolute Ordnung in €.
(3) Ist O sogar eine Relativordnung in £, so ist auch [a/a] eine Relativordnung in €.

Beweis: Zum ersten Teil: Angenommen, es existiert ein Element y € [a/a] \ og. dann gibt es nach Satz I1.24
ein Primideal {0} # P C og, so daB fiir die PB-exponentielle Bewertung von y gilt

vy(y) <0.

Da die Menge {vy(z) | # € a} C Z nach unten beschrénkt ist, kann man ein Element x € a auswahlen, so da8
v () minimal ist. Dann gilt

vg(ey) = vp(2) + ve(y) < vp(e).
Dies ist ist aber ein Widerspruch zu der Minimalitit von vy (), da, wegen y € [a/a], auch zy € a.
Zum zweiten Teil: Nach Definition IT1.7 und Lemma ITL.8.(1) gilt

O C[a/a] C 0.
Es seien noch x,y € [a/a] beliebig, dann gilt
(z—yaCra—yaCa—aCa,

also (z —y) € [a/a], und
(zy)a C 2(ya) C 2a C a,
also auch xy € [a/a]. Man sieht, dafl [a/a] ein Teilring von og und damit eine absolute Ordnung in & ist.
Zum dritten Teil: Da O eine Relativordnung in & ist, gelten ox C O und

or CO Cla/al.
[a/a] ist daher eine Relativordnung in £. O

Ab jetzt sei O wieder eine Relativordnung in £. Ein entscheidender Schritt in diesem Abschnitt ist das nun
folgende Lemma:

Lemma IIL9 Es gilt
0= [L,(0)/1,(0)] C O,
wobei Oy die in Definition I11.2 eingefihrte p-mazimale Relativoberordnung von O ist.
Beweis: In Lemma II1.8.(1) hat man gesehen, daf§
OI g og

gilt. Man erhélt deshalb

O' ={w €| aly(0) CI(0)}={x€os | xl,(O) C I,(0)}.
Wegen 1, (0) C O gilt auch

O C{x€oe | 2l,(0) C O}

Weiterhin erhalt, man aus p C 7,(0)

O'Clu€os |apCOClu€og | >0:2p” CO}=0,.

a
Man benétigt noch eine weitere kleine Aussage, bevor man das groBe Theorem dieses Kapitels beweisen

kann.
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Lemma IIL.10 Es existiert eine ganze Zahl k > 0 mit der Eigenschaft
[Op: O] =p".
Beweis: In Lemma I11.3.(2) hat man gesehen, daB eine ganze Zahl p > 0 existiert mit
PO, CO.
Man erhilt dann
PO, COCO,.
Ahnlich wie im Beweis zu Lemma ITL5 zeigt man, daff man aus
Op =awr + ...+ dpwn,
einer Pseudobasis von Oy,
PO = plagws + .+ plawn,
also eine Pseudobasis von p*O, erhilt. Man sieht dann auch, daf§
[0y 010 :90,] = [0, : pOy] = p
gilt, und daher
[0, - O] | pH".
Hicraus folgt aber auch sofort, mit & € {0,..., un} gecignet, die Behauptung.
Theorem III.11 (Das lokale Maximalitdtskriterium) Setzt man wieder
0" = [L(0)/1,(0)] C Oy,

dann gill entweder
0=0,
und in diesem Fall ist die Relativordnung O bereils p-mazximal, oder es gilt
p|O:0]
Beweis: (' ist der Multiplikatorring des Ideals I, (0). Es gilt also in jedem Fall
0Co.

Oy sei die p-maximale Relativoberordnung von @, die in Definition III.2 erklart wurde.
Es gelte jetzt O = Q. Es ist also zu zeigen, dal @ p-maximal ist. Nach Lemma III.3.(2) existiert eine gan
Zahl > 0 mit
P10, C O,

und nach Lemma IT1.6.(4) gilt
1,(0)" C p0.

Es folgt
O, 1,(0)™ = Oy (1,(0)")" C Oy (hO)* = OpFOF = OO COO = O.

Angenommen, es gelte O # O, also O 2 O,. Dann kann man A € {0,...,pn} maximal wihlen mit d
Eigenschaft
0,1,(0) 2 0.

Dann gelten
O, L0 co

und auch
O L (O = 0,1,(0) ' [,(0)" C OL(0)" C L,(0)" C 0.

Jetzt wahlt man ein Element z € O;JD(O)A \ O fest und y € I,(O) sei beliebig. Man sieht
Antl
(zy) Tt € (Ovlv(o)Hl) =
(/)p)\+n+1Ip((f))()\+l)()\+n+1) C C)plp((J))\+n+l C 0.
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Es folgt
zy € I,(0).
Da y € I,(O) beliebig gewahlt war, folgt sogar
z1,(0) C 1,(0),

also
z € [L,(0)/1,(0)] = 0.

Dies ist aber ein Widerspruch, da 2 ¢ O = O0'. Es muf also O = O, gelten und O bereits p-maximal sein.
Es gelte jetzt O # ', also @ C O'. Damit gilt dann nach Lemma II1.9

0cCO CO,.
Nach Lemma TT1.10 existiert eine ganze Zahl £ > 0 mit,
[0,: 010" :0]=[0, : 0] =p",

also

p|[O:0]]p".

II1.4 Ein einfacher Algorithmus

Man kann jetzt cinen cinfachen Algorithmus angeben, mit dem man, ausgehend von einer Relativordnung O in
&, die Maximalordnung og von &£ berechnen kann.

Es sei {p1,...,ps} die Menge der Primideale in o, die die Diskriminante von @ quadratisch teilen. Es gilt
die folgende Aussage:

Lemma IIL12 Fir eine belicbige Relativordnung O mit
OCO Cog
gilt
log : O = 91" - . -p{

wobei die Exponenten ¢; € 720,
Beweis: Aus Satz I1.44 folgt
e/ 7(0) = 0g/5(0g) - [og : O] - [0 O).

Die Behauptung folgt dann unmittelbar aus der Eindeutigkeit der Primidealzerlegung der Ideale in oz, man
vergleiche hierzu Satz I1.8: X
07 (0) =py" - p5® - P1e .. bs,
wobei die Primideale py, ..., ps, P1,. .., Ps paarweise verschieden sind, und fiir die Exponenten é; > 2 (1 < i < s)
gilt. Man sieht, daB auBerdem é; > 2¢; (1 < ¢ < s) gelten muf. o
Man definiert jetzt

0; =0, (1<i<s),

also die p;-maximale Relativoberordnungen der Relativordnung O. Die Relativordnungen O; kann man nach
Theorem III.11 berechnen. Ein Algorithmus dafiir wird unten angegeben. Die ndchste Aussage beschreibt, wie
man von den einzelnen p-maximalen Relativordnungen zu der Maximalordnung og kommt:

Lemma IT1.13
og =01+ ...+ 0.

Beweis: Zur Vereinfachung der Schreibweise setzt man
O=01+...40,
‘Irivialerweise gilt nach Definition 111.2 O; C og (1 < ¢ < s) und damit auch

0 C og.
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Als néchstes zeigt man, dafl O ein Ring ist. Es seien z,y € O zwei beliebige Elemente. Es existieren Elemen
zi,yi € 05 (1 < i <'s) mit
r=x1+ ...+ 2,,

y=y1+ ...+ yn-
Dann gilt

s s s
l’*llizxi*Zyi :Z(l’i*lh) €o.
i=1 i=1 i
€O,
Weiterhin seien i, j € {1,...,s}i # j fest gewihlt. Nach Lemma III.3.(2) existieren p;, ¢; > 0 mit
POy, CO,

p,;h OP/ g 07

i
i

Aus der Teilerfremdheit der ldeale p p;” folgt die Existenz der Elemente m; € pt 7 € p;” mit der Eigensche

m +m =1

Ty, = mr oy + my oxr; CO-0;+40-0;,CO;+0;.
S N S
ep:“om €0, Epji@p €0,
i

Man erhialt damit

s

s s s
= () (Su) X% oy <0
i=1 j= i=1 =1
€0,+0;
Demnach ist O ein Teilring von og, und wegen O C O auch eine Relativordnung von &.
Angenommen, es gilt [og : O] # or. Dann folgt aus Lemma 111.12 die Existenz eines j € {1,..., s} mit

p; | log : 0.

Es gilt aber ~
Op, CO Cog,

und damit _
P [ og : O | [og : O]
Dies ist ein Widerspruch zu T‘emwla T11.3.(3). _
Man erhilt damit insgesamt: O C og ist eine Relativordnung und [og : O] = 0. Es folgt also

05:0.

Zum Abschluf dieses Kapitels werden die Algorithmen zur Berechnung der p-maximalen Relativoberordnus
und der Maximalordnung og, ausgehend von einer beliebigen Relativordnung O, angegeben. Eine Relativordnu
oder ein ldeal in einer Relativordnung berechnen heifit, eine Pseudobasis wie in Satz 11.47 oder Satz L.
berechnen.

FEinen Algorithmus zur Berechnung der p-maximalen Relativoberordnung zu einer gegebenen Relativordnu
O und einem beliebigen Primideal p in o erhilt man aus Theorem TT1.11. Die Einzelheiten und die Algorithm
zur Berechnung des p-Radikals und des Multiplikatorringes werden in den folgenden Kapiteln behandelt.

Algorithmus II1.14 (Berechnung der p-maximalen Relativoberordnung)
Input: Relativordnung O = aqw1 + ... + apw, und ein Primideal p in or.
Output: p-marimale Relativoberordnung Op = b1 4+ ...+ b, 7y,
(1) Setze 05 == 0.
p wiederhole
Setze 01 := O,.
Berechne das p-Radikal I,(O1) der Relativordnung Oy .
Berechne den Mulliplikatorring: O := [1,(O1)/1,(O1)].
solange bis O = Q.
Selze Oy == 0.
ENDE.

N s N s o
RGNS

o )
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Um den Algorithmus zur Berechnung der Maximalordnung aufzuschreiben, benétigt man noch einen Al-
gorithmus, der es erlaubt, die einzelnen p-maximalen Relativordnungen zu einer Ordnung zusammenzusetzen.
In Lemma II1.13 hat man gesehen, daff die gewthnliche Addition von Elementen aus den verschiedenen p-
maximalen Ordnungen ausreicht, um alle Elemente der Maximalordnung zu erhalten. Es geniigt also, die oz-
Moduln zu addieren. Dies geschieht einfach durch Aneinanderreihen der Pseudobasen und der anschlieenden
Anwendung einer relativen Normalform wie in Theorem I1.41:

Algorithmus IIL15 (Addition der p-maximalen Relativoberordnungen)
Input: Die Relativordnung O = 1wy + ...+ aqwy, und die p-marimalen Relativoberordnungen: O C Oy, =
Aawi 1+t i (10 <s).
Output: Die Summe der Ordnungen: 0= by + . 4 by T
(1)  Setze den Modul zusammen:

M = dy1 -0 O G271 - OG2pn 0 Op1 ot Opgn
T M, M, M, s

wobei die Matrizen M; € F"*" (1 <i<

0

) die Matrizen mit der Eigenschaft
(Wi, wn) - Mi = (wit, ... Win)

sind.
(2) Wende eine relative Normalform wie in Theorem I1.41 an:

by o b\
( 7 ) = HNF(M).
(3)  Berechne die Elemente 7; (1 <i<n):

(71, 7n) = (w1, ... ,wn‘)«llﬁ/[.

(4)  Setze:
0= b+ ...+ b7
(5) ENDE.

Der Algorithmus zur Berechnung der Maximalordnung, ausgehend von einer beliebigen Relativordnung O,
orientiert sich an den Aussagen zu Beginn dieses Abschnittes.

Algorithmus IIL.16 (Berechnung der relativen Maximalordnung)
Input: Relativordnung O = aywy + ...+ Gpwn,.
Output: Mazimalordnung og = bim + ... 4 b7
(1) Berechne die Diskriminante 3gy7(O) der Relativordnung O. (Hierzu kann zum Beispiel Definition
11.48 verwendel werden. )
2)  Es seien py, ..., p, die Primideale, die quadratisch in der Diskriminante aufgehen.
(3)  Fir (1 <4< s) berechne mit Algorithmus I111.14 die p;-mazimale Relativoberordnung Oy, von O.
4)  Bilde mit Algorithmus I11.15 die Summe der Ordnungen:

og ::Op1+.,A+Op5.

(5)  BNDE.
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Kapitel T\
Das Dedekind-Kriteriun

In diesem Kapitel soll ein Kriterium hergeleitet werden, das entscheidet, ob die Relativgleichungsordnung ox|
fiir ein Primideal p in oz bereits p-maximal ist. Ist die Relativgleichungsordnung oz [p] nicht p-maximal, so kal
der erste Schritt (Os := [Iy(0x[p])/1p(0F[p])]) von Algorithmus 111.14 sofort angegeben werden. Fiir den Re
dieses Kapitels sei also p ein Primideal in oz fest gewihlt. 1" € ox[p] sei das Polynom, das die Relativerweiteru:

E/F erzeugt.

IV.1 Vorarbeiten

Man kann in den Ringen or, oz[p] und or[t] eine Reduktion modulo p erkléren. In den Ringen oz[p] w
or[t] arbeitet man dabei koef
maximales Ideal. Der Restklassenring oz /p ist daher ein Kérper mit Nx/q(p) = p* Elementen.

Im folgenden wird mit F immer die Klasse von & modulo p bezeichnet (sowohl in oz, o£[p] als auch in ox[t
Ist ein Polynom f € ox/p[t] gegeben, so wird mit f € oz[t] ein Reprisentant der Klasse f bezeichnet, der d
gleichen Grad hat wie f. Ist das Polynom [ sogar normiert, dann kann man auch f normiert wihlen.

Es sei

izientenweise. Nach Satz 11.15 ist das Primideal p in der Maximalordnung o ¢

die Faktorisierung des Polynoms 7' modulo p.
Die Polynome t; € or[t] (1 < ¢ < k) selen, wie oben vereinbart, normierte Reprisentanten der #;. M:
definiert

k
9= H i € oF[t].
i=1

Man sieht sofort, daBl gilt
glT.
Weiterhin definiert man das Polynom
h:=T/7.

Es sei h € oF[t] ein normierter Reprasentant von .

Satz IV.1 Das p-Radikal der Relativgleichungsordnung ox[p] ist gegeben durch
Ly (o7 [p]) = poz[p] + g(p)or[p]-

Beweis: Bs gilt p C Iy(0x[p]). Da die Exponenten ¢; < n sind, gilt wegen

L

i=1 i=1 i

n—eg;

T

.

1

auch T|[g". Somit gilt ¢"(p) = 0 mod poxp], also folgt g(p) € I,(ox[p]). Demnach ist bereits por[p]
g(p)orp] C Iy(ox(p]) gezeigt. _

Fiir die andere Richtung iiberlegt man sich zuerst, daB 7" das Minimalpolynom von p iiber oz /p ist: |
gilt T(p) = 0. Also teilt das Minimalpolynom von p iiber oz /p das Polynom T. Auf der anderen Seite si
die Elemente 1,p,...,p"" ox/p-linear unabhingig. (Man findet sonst ein Polynom A; € ox/p[t] mit d
Eigenschaften deg(A;) < n und A (p) = 0. Dann gilt aber 4;(p) € p. Das Polynom Ay := A; — A;(p) ist da
ein Polynom mit den Eigenschaften A, € o#[t], deg(A2) < n und As(p) = 0. Dies ist aber ein Widerspru
zu der Minimalpolynom-Eigenschaft von 7'.) Das Minimalpolynom von p iiber oz /p muf also mindestens d
Grad n haben. Daraus folgt nun: Das Minimalpolynom von p iiber ox /p ist T.

Es sei # € I,(0or[p]). Es existiert ein Polynom A € oz[t] mit der Eigenschaft A(p) = x. Es existiert e
# € Z>° mit der Eigenschaft &™ € por[p]. Daraus folgt A (p) = 0. Es gilt T|A". Da die Exponenten ¢; a
positiv sind, gilt T;|A". Aus der Irreduzibilitit der ¢; folgt 7;|A. Weiterhin sind die ¢; paarweise teilerfremd. M
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erhilt also g|A. Es muB ein Polynom %y € ox/p[t] existieren mit A = gh;, und ein Polynom h. € p[f] mit
A = ghy + hy. Zusammenfassend erhilt man

z=A(p) = g(p) - hi(p) + h2(p).
Es ist also I, (ox[p]) C por(p] + g(p)or[p] gezeigt. :

Lemma IV.2 Sei O eine (absolute) Ordnung in F und P ein Primideal in O. Dann evistiert ein Blement
a € F\O, sodaf oPf C Q. Weilerhin gilt B ist genau dann invertierbar in O, wenn o ¢ P gilt. In diesem
Fall gilt dann B~ = O + 0.

Beweis: Den Beweis und einen Algorithmus zur Konstruktion eines solchen Elementes o kann man in [Coh93]
nachlesen. O
Dieses Lemma, angewendet auf die Maximalordnung oz und das Primideal p, zeigt die Existenz eines Ele-

ments 7 € F \ or mit der Eigenschaft
-1

p ' =or +ToF
und den Bewertungen
vp(r) = -1
und fiir Primideale q # p
ve(7) > 0.

(Die Bewertungen rechnet man einfach nach.) Im folgenden sei 7 wie oben gewihlt.
Es sel z € O := [I(ox[p])/ Iy (0£[p])]. Dann gilt

2ly(orlp) C ln(orlp).
Beachtet man Satz IV.1 so sieht man, dafl hieraus
ap C Iy (ox[p]) C or[p]

folgt, oder
z € p~toxlp] = ox[p] + Tox[s].

Es existieren also Polynome A1, Ay € ox[t] mit
z = Ai(p) + TAs(p).

Um die Menge O zu beschreiben, reicht es also aus, Elemente # mit einer solchen Darstellung
2 = Ai(p) + TAu(p)

mit Polynomen Ay, Ay € oz[t] zu betrachten. Wegen oz[p] C O, gilt immer A;(p) € O, Es gilt also x € O’
genau dann, wenn TAs(p) € O'.
Es werden noch die folgenden Definitionen eingefiihrt:

fi=7(gh=1T),
k:=g/ged(f,7)-
Das Polynom f liegt in ox[t]. Dies sieht man leicht ein, wenn man beachtet, daf gh = T und damit auch

(gh —T) € p[t] gilt, und daB die Koeffizienten von f nach Lemma IV.2 in 7p C o liegen. Wie iiblich ist
k € oF[t] ein normierter Reprasentant von k.

Satz IV.3 Sei x = 7Ay(p) mit einem Polynom Ay € og[t]. Dann gelten:

(1) zp C I (ox[p]) genau dann, wenn
(2) xg(p) € Iy(oxlp]) genau dann, wenn

Beweis: Zum ersten Teil:
= Fiir ein beliebiges Element y € p gilt immer

vp(ry) = vp(T) + () = p(y) =12 1-1=0,
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und fiir g # p
va(Ty) =wa(r) +ve(y) > 04+0=0,

also auch 7y € or.
Weiterhin sei 7 € p \ p°. Es gilt nach Lemma I1.27

vp(rm) = vp(m) +vp(r) =1-1=0,
und damit 77 & p.
Aus TA1(p)p C Iy(ox[p]) folgt 7 A1(p) € Iy(0x[p]) = porlpl+g(p)or[p], man beachte dabei Satz TV.1. D
zeigt, daB Polynome As € plt], A3 € ox[t] existieren mit
rrAi(p) = Az(p) + 9(p) As(p)-
Es existiert daher ein Polynom A4 € oz[t] mit
AL = As + gAs + T'Ay.

Man sieht, dafl

glTm A
gilt. Da aber 77 # 0 gilt, folgt hicraus
7lA..
»<=“ Es gelte nun
o

Dann existieren Polynome A, € p[t], A3 € o#[t] mit
Ay =As+gAs

und
Ai(p) = A2(p) + 9(p) As(p) € pox[p] + g(p)or[p] = L (oF[p]).

Sei y € p beliebig. Da 7y € o7 und I (0£[p]) ein Ideal in o ist, folgt hieraus auch
TyAi(p) € Iy (oF o),

und daher natiirlich 741 (p)p C Iy (ox[p]).

Zum zweiten Teil:

= Bs gelte 7A1(p)g(p) € Iy(or[p]). Nach Satz IV.1 folgt hieraus, daB Polynome Ay € p[t]. As € oF
existieren mit

A1(p)g(p) = 7" (Ax(p) + 9(p)As(p)).
Man sieht, es existiert A4 € ox[t] mit
(Iv-1) Ayg=7"" (As + gAsz) + A4T.
Setzt man A := Ay + gAs, so folgt aus A1g € ox[t] sofort 771 A € or[t]. Sei weiterhin A = 7} a;t’. Es g
die Abschitzung
vp(r7 ) = vp() —vp(r) > 0= (=1) > 1 (1<i<s),

und daher sogar 7=* A € p[t]. Man erhilt die folgende Gleichung:

Arg=7"TA+ AT

Betrachtet man diese Gleichung modulo p, so erhidlt man

Avg = AT,
oder mit Hilfe des Polynoms k = T/g o
Ay = Ash.
Daher existiert As € p[{] mit
(1v-2) Ay = Ash + As.
Berechnung relativer Ganzheitsbasen mit dem Round-2-Algorithmus p
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Setzt man dieses Ergebnis in (IV-1) ein, so sieht man
g(Ash + Ag) = 771 (As 4+ gA3) + AuT.
Daraus folgt
(gh —T)Ay = 771 As + gAz) — gAs,
was wiederum
T(gh — T)As = Ay + gAs — 1945
impliziert und
fAy = Ay +gAs —TgAs
bedingt. Aus As € p[{] folgt sofort mit Lemma IV.2 Ag := 7A5 € ox[t] und daher die Gleichung
fAs = Ay + g(As + As).
Reduktion modulo p zeigt

glfAs
oder unter Beachtung von k = g/ ged(f,7) -
kA,
Es existieren also Polynome A7 € o#[t], As € p[t] mit
Ay = kA7 + As.

Setzt man das in die Gleichung (TV-2) ein, so erhilt man
Ay = hkA7 + hAg + As,

wobel fiir die Polynome As, As € p[t] gilt. Das zeigt aber auch hAds + As € p[t], daher folgt durch Reduktion
modulo p

e
,,<=" Ausgehend von o

hk|Aq
erhilt man Polynome A, € oz[t], Az € p[t] mit der Eigenschaft
(1V-3) Ay = hkAg + As.
Man sicht sofort _

Tk,
also wegen k = g/ ged(f,7) auch

gk As.

Dies sichert die Existenz der Polynome Ay € ox[t], A5 € p[t] mit
JkAs = gAs + A5,
oder unter Beachtung von f = 7(¢gh —T)
T(gh —T)kAs = gAs + As.

Eine leichte Umformung bringt
TghkAs = gAs + A5 + 7Tk As.

Aus der Gleichung (IV-3) folgt
hkAy = Ay — As.

Setzt man die beiden letzten Gleichungen zusammen, so bekommt man

T9(AL — Az) = gAs + A5 + 7Tk Ay
oder auch

TgAL = gAs + As + TgAs + 7Tk As.
Nach Einsetzen von p in die obige Gleichung erh&lt man

T9(p)Ar(p) = 9(p)Aa(p) + As(p) + T9(p) As(p).
Es folgt
9(p)A1(p) = 9(p)(TA3(p) + As(p)) + As(p),

also auch, man beachte Lemma IV.2: 7A3(p) € ox[p],

79(p)A1(p) € g(p)ox[p] + por[p] = Iy(ox[p]).
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IV.2 Das Kriteriu
IV.2 Das Kriterium

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse aus dem vorangegangenen Abschnitt zusammengefafit. Es wi
ein Kriterium angegeben, das entscheidet, ob die Relativgleichungsordnung ox[p] p-maximal ist. Sollte ¢
Relativgleichungsordnung oz[p] nicht p-maximal sein, so kann der erste Schritt von Algorithmus II1.14, also
relative Ordnung [I,(0£[p])/ I, (0F[p])], sofort angegeben werden.

Theorem IV.4 (Dedekind-Kriterium) Es sei
k
=[5
i=1
dic Faktorisierung des Polynoms T' modulo p. Die Polynome g, h, [ scien wie folgt definiert:

&
yi:]___[li,
i=1

h= T/ﬁ

und
J=r(gh=T),

wobei h ein normierter Reprasentant von b sei und v € F wie in Lemma IV.2 gewdhlt sei. Dann gelten:

(1) Die Relativgleichungsordnung ox[p] ist genau dann p-mazimal, wenn
g(:(l(j, 7. ﬁ) =1.
2) Sei weiterhin U ein normierter Reprisentant von U := T/ ged(f, 7, h), so gilt sogar
g

Up(ox[pD)/ Iy (0 p])] = ox[p] + TU (p)ox[p].

Beweis: Der erste Teil wird sofort aus dem zweiten Teil folgen.
Der zweite Teil: Fir ein Element der Form

(Iv-4) x=T1A1(p) + Az(p)

mit Polynomen Ay € oF[t], A2 € pt] gilt nach Satz 1V.3.(1) xp C Iy(or[p]) genau dann, wenn 7lA; und na
Satz 1V.3.(2) 2g(p) € In(ox[p]) genau dann, wenn hk|A;. Beachtet man, daB nach Satz V.1

Iy (ox[p]) = porlp] + g(p)or(p]

gilt, so folgt sofort @ € [I,(ox[p])/Is(oF[p])] genau dann, wenn lem(g, kk)[Ar. Da or /p[f] ein Hauptidealri
ist, gelten fiir beliebige A, B, C € oz /p[t] die beiden Regeln
- = AB
lem(A, B) = —,
ged(A, B)

Damit gilt B _ o o
lem(g, hk) = lem(k - ged(f,7), kh) = k - lem(ged (£,7), k) =
ﬁ_ gcd(?,_ﬁ)ﬁ_ _ zh L
ged(£.7) ged(ged(£,9),h)  ged(£,7.R)
T
sed(f,7,h)

Man sieht, daf = € [I,(0x[p])/I,(0[p])] genau dann gilt, wenn T|A;. Beachtet man noch, daf sich jedes Eleme
z € [I(ox[p])/ Iy (0£[p])] so darstellen 148t, wie in (IV-4), dann folgt

Uplozlp])/ a0 [pD)] = ox [p] + TU(p)oxp].
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Zum ersten Teil: Es gelte ged(F, g, k) = 1. Das ist aber dquivalent zu
U=T,
was wiederum dquivalent ist zu: Es existiert ein Polynom Ay € p[t] mit
U=T+ A.
Damit hat man
U (p) = 71p) + Aa(p) = 0+ TAap).
Weiterhin gilt 74, € o#[t], man beachte Lemma IV.2. Damit ist aber
ged(f,g.h) =1

aquivalent zu
TU(p) € oxlp]
oder zu
[y (ox[o]) / Tp (o [p])] = ox[p].
[m]

Bemerkung IV.5 Im absoluten Fall, also F = Q, wdhlt man als Element 7 einfach p~!,

. gilt.

wobei natiirlich

IV.3 Der Algorithmus

Es folgt der oben beschriebene Algorithmus. Falls die Relativgleichungsordnung o [p] schon p-maximal ist, wird
TRUE ausgegeben, sonst erhélt man die Relativoberordnung @' := [I,(o£[p])/I;(0x[p])] von ox[p].

Algorithmus IV.6 (Dedekind-Test)
Input:  Das erzeugende Polynom T € oz[t] und ein Primideal p in oF.
Output: TRUE, falls die Gleichungsordnung or[p] p-mazimal ist, O' = [I,(or[p])/I;(0x[p])]. die Relativober-
ordnung von ox[p] sonst.
(1) Faktorisicre das Polynom T' modulo p:

(2)  Berechne die Polynome g, 3,k h, [, ] :

i=1
h= T/ﬁ,
f=7(gh=1T).
(3)  Berechne:
ged(, 3, h).
(4)  Ist ged(f, g, h) = 1, dann gib TRUE aus und halte an.
(5)  Setze:

U :=T/gcd(f,7.h).
(6)  Berechne:
0" = or[p] + TU(p)or[p].
(7) ENDE.

Es liegt also nahe, daf man mit dem Dedekind-Kriterinm die p-Maximalitit der Relativgleichungsordnung
or[p] testet, bevor man mit Algorithmus I11.14 startet, um die p-maximale Relativoberordnung von oz[p] zu
berechnen. In dem Fall der p-Maximalitit berechnet Algorithmus I11.14 zuerst die Relativoberordnung O’ :=
[p(or[p])/ Lo (0F[p])] von ox[p] und stellt danach fest, daB O" = ox[p] gilt, die Relativgleichungsordnung also
schon p-maximal ist. In dem anderen Fall liefert das Dedekind-Kriterium auch die Relativoberordnung O :=
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[ (ox[p])/Ip(0£[p])] von orx[p]. Es geht also keine Information verloren. Da fiir das Dedekind-Kriterium i
wesentlichen Arithmetik iiber endlichen Kérpern (man arbeitet mit Polynomen aus oz /p[¢]) benutzt wird, |
es in jedem Fall vorzuziehen.

Wenn man mit der relativen Gleichungsordnung ox[p] startet, um die relative Maximalordnung og zu k
rechnen, kann man anstelle von Algorithmus I11.14 also den folgenden modifizierten Algorithmus verwende
um die p-maximale Relativoberordnung zu berechnen:

Algorithmus IV.7 (Berechnung der p-maximalen Relativoberordnung)
Input:  Relative Gleichungsordnung ox[p] = oF +oFp+ ...+ oFp™~?

Output: p-marimale Relativoberordnung Oy .

und das Primideal p in oF.

(1) Teste mit Algorithmus IV.6 ox[p] auf p-Mazimalitit.

(2)  Ist or[p] p-mazimal, dann gib Oy := ox[p] aus und breche ab.
(3)  Sonst set Oy die Ordnung, die Algorithmus IV.6 liefert.

(4)  wiederhole

(5) Setze 01 := 0.

(6) Berechne das p-Radikal I,(O1) der Relativordnung Oy .
(7) Berechne den Multiplikatorring: Oy = [I,(O1)/1,(01)].
(8)  solange bis O1 = Os.

(9) Setze Oy := 0.

ENDE.

—_
=
=

=

Berechnung relativer Ganzheitsbasen mit dem Round-2-Algorithmus :



Kapitel V
Die Berechnung des p-Radikals

In diesem Kapitel wird ein Verfahren angegeben, mit dem man das p-Radikal einer Relativordnung O von &
berechnen kann. Das p-Radikal wurde in Definition II1.4 definiert.

Auch in diesem Kapitel wird O stets eine Relativordnung von £ und p immer ein Primideal in der Maximal-
ordnung o sein.

V.1 Die lineare Abbildung
Man definiert den folgenden Restklassenring
(V-1) R:=0/p0O,
mit dem kanonischen Ringhomomorphismus
v: 0= R=0/p0O,

pir—T+p.
Es sei auflerdem die Abbildung ¢ definiert durch:
(V-2) Y :R— R,

e
wobei ¢ := Nz/g(p), die Norm des Ideals p ist, und & > 0 eine ganze Zahl mit der Eigenschaft

¢l <n< g

Es stellt sich heraus, daB + cine lineare Abbildung des ox /p-Vektorraumes R ist, und daB das Bild des p-Radikals
1,(O) unter ¢ mit dem Kern von 1 tibereinstimmt.

Lemma V.1 Der in (V-1) definierte Restklassenring R ist ein or [p-Vektorraum.

Beweis: Nach Satz 11.15 ist das Primideal p ein maximales Ideal in dem Ring oz. Der Restklassenring oz /p ist
also ein Korper. ox/p ist sogar ein endlicher Kérper mit ¢ = p” Elementen, wobei p > 0 die eindeutig bestimmte
Primzahl mit p € p und v > 1 geeignet sind.

Da R ein Ring ist, bleibt als einzige Vektorraumeigenschaft nur noch die Wohldefiniertheit der skalaren
Multiplikation

(V-3) -t op/pX R— R

Zu zeigen.
Dies bereitet auch kein Problem, da man den Kérper o /p ganz einfach in den Ring R einbetten kann:

oor/p— R,

ciz+p—r o) =2+p0,x €oF.

Die Homomorphieeigenschaften von o folgen damit direkt aus den Homomorphieeigenschaften von ¢, daor C O.
Es fehlt also noch die Injektivitdt von o. Seien dazu z,y € or mit

oz +yp) =o(y+p).

Damit gilt dann aber
z+p0 =o(z) =0z +p) =cly+p) = e(y) = y+p0,

also

©—y € p0.
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V.1 Die lineare Abbildwm
Es gilt auch  — y € or und daher
r—yep,
woraus (]ann
T+p=y+p

folgt.
Damit erh&lt man eine wohldefinierte skalare Multiplikation, wie in (V-3), durch

A €ox/p,x €R.

—_—
Multiplikation in R
Man sieht: R = O/p0 ist ein o /p-Vektorraum.
Lemma V.2 Dic in (V-2) definierte Abbildung + ist ox [p-linear.
Beweis: Die Abbildung 1 ist auf dem oz /p-Vektorraum R definiert. Es seien die Elemente A € ox, 2,y €

beliebig gegeben. Es gilt

Ul A+p)-(z+9p0) | =¢ | (A+pO) - (x+90) | =

skalare Multiplikation Multiplikation in R
¥ (Az) 90 | = (M) +pO) = () +p0 =
-~

Multiplikation in O

M 29 4 p0 = (XI” +p0> : (,r’f +p0) =

Multiplikation in R

(XI” T p) . (ﬂ” T p(’)) =04 (@ po) =
—_ N

skalare Multiplikation skalare Multiplikation

A+p) ¢ (z+p0).
N Gl
skalare Multiplikation

Im letzten Schritt beachte man, dafi
Elemente des endlichen Korpers or/p.

Es gilt

or/p die Identitdt auf ox /p liefert, denn ¢ ist gerade die Anzahl d

¥ ((x +pO) + (y +p0)) = ¥ ((» +y) +p0) =

(2 + 1) +pO)T = (& +9)" +9p0 =

" " PEPR
> (qi )ruq T4 p0.

=0
-
pl{. )
7

¥ ((z+90) + (y+p0)) =27 +y7 +p0 =

Man kann fiir 0 < 7 < ¢" zeigen

Es folgt, daB

(:{:'IA + p(’)) + (yqK + p(’)) =z + pO) + ¥(y + pO).

Man kann jetzt den folgenden Zusammenhang zwischen dem p-Radikal und der oz /p-linearen Abbildung
herleiten:

Lemma V.3 Firx € O gill x € 1,(0) genau dann, wenn o(x) € Kern(<)).
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Beweis: Es sei zunéchst @ € 7,(0). Dann gilt nach Lemma II1.6.(4)

=" € p0.

Damit erhélt man
Y(p(2)) = bz +p0) = ¥ +p0 =
297" 490 C 2? T "pO + 90 C pO = 0p.
Daraus folgt
o(z) € Kern(#).
Jetzt sei x € O mit ¢(z) = z + pO € Kern(v). Es folgt
27 +pO € 0g = pO,

also

21" € p0O.

Damit gilt aber sofort « € I,(0). [}
Um das p-Radikal der Relativordnung O zu erhalten, reicht es aus, den Kern der linearen Abbildung v aus
(V-2) zu bestimmen.

V.2 Eine Basis fiir den Vektorraum

Um die lineare Abbildung ¢ aus (V-2) darzustellen, benétigt man eine oz /p-Basis des Vektorraumes R. Mit einer
solchen Basis 1a8t sich die lineare Abbildung einfach durch die Bilder der Basiselemente darstellen. Hier soll eine
solche Basis von R bestimmt werden, die noch eine weitere giinstige Eigenschaft hat, die die Implementierung
des Algorithmus vereinfacht.

Es miissen Elemente 7, ..., 7, € R ausgewihlt werden, so daf

(V-4) R=oz/p-1i+...405/p 7

cine ox/p-Basis des ox /p-Vektorraumes R liefert.
Es sei eine Pseudobasis von () wie in Satz 11.47 gegeben:

(V-5) O =awi + ...+ apwn,

mit ganzen Idealen aq,...,a, C or und Elementen wy, ..., wy, € €. (Sollte eine Pseudobasis mit gebrochenen
Idealen a; gegeben sein, so multipliziert man einfach das Ideal a; mit seinem Nenner d; und teilt dafiir das
Element w; durch den Nenner d; und erhalt so eine Pseudobasis mit der gewiinschten Eigenschaft.)

Es seien p > 0 die eindeutig bestimmte Primzahl in dem Ideal p und

(V-6) poF =pi - ..py

die Primidealzerlegung von pox, wobei die p1, ..., p, paarweise verschieden sind. Es existiert ein j € {1,...,s}
mit

P=9p;-

Als erstes bendtigt man Elemente a; € a; (1 <4 < n) mit den Eigenschaften

(V-7) v, () = vp (@) (1 <G <s).
Diese Elemente existieren nach Satz 11.25, da nur an endlich viele Bewertungen eine Bedingung gestellt wird: die
Bewertungen an den Primidealen pi, ... p, und an den Primidealen, die das Ideal g; teilen. An allen anderen
Primidealen aus oz wird nur eine nicht-negative Bewertung gefordert.
Die Elemente 7, ..., 7, werden jetzt wie folgt definiert:
(V-8) 7= g(aw;) € g(aw;) C R.
Die Elemente 7, ..., 7, bilden eine oz /p-Basis von R.
Lemma V.4 {r,... 7} isl eine oF /p-Basis von R.
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Beweis: Als erstes zeigt man, daf die Dimension von R hochstens n ist. Selen 1,...,&,41 € O, beliebi
Elemente. Da die Dimension des F-Vektorraumes £ n ist, miissen die Elemente z1, ..., %41 F-linear abhéng

sein, man erhélt sogar or-linear abhéngig. Es existieren also A1, ..., A,41 € oF, nicht alle in p, mit

Az 4.+ Apgitagr =00

mit dem Element « aus Lemma IV.2, bis mindestens eins der A; nicht mehr in p liegt. Man beachte, daf d
Element « so gewahlt ist, da v,(«) = —1 und alle anderen Bewertungen nicht-negativ sind.) Daraus folgt ab

(Sollten alle Elemente Ay, ..., Ang1 in p liegen, so gilt v, (X)) > 0 (1 < ¢ < n). Man multipliziert dann solan

(A1 +p) (@1 +pO) + ...+ A1 +P)(@ng1 +pO) = 0+ pO,

und nicht alle \; + p = 0+ p. Es existieren also keine n + 1 oz /p-linear unabhéngigen Elemente in R.
Es geniigt also zu zeigen, dafi die Elemente 71, ... , 7, o7 /p-linear unabhingig sind. Es selen A1,... , A, € 0
mit
A +p)m+ .+ (A +p)m =p0 =parwr + ..+ paywn.
AuBerdem gilt

Ar+p)m+ .+ A +9)7 = (A +p) (01w +90) + ...+ (A + p)(anwy, +p0) =
(Ao + ..+ Apw,) +p0 = (Magwy + .o+ Apogwy) + (powy + ..+ paywy,) =

Ay 4 pay)wi + ..o+ (Apay + pap)w,.

Es mufl daher
Aii +pa; Cpa; (1 <i<n)

oder
Ajoi € pa; (1< i< n)
gelten. Man erhélt
vp(hios) > vy(pas) = wp(p) + (i) = vy(a) + 1,
man beachte dabei (V-7)
vp (i) = vp(Xs) + vp() = vp(Ai) + vp(as).
Daraus folgt

vp(Ai) > 1,
oder
Ai €p.
Damit sind die Elemente 7, ..., 7, og/p-linear unabhingig und bilden somit eine Basis.

Lemma V.5 Seien i € {1,...,n} und © € a; beliebig. Fiir die Darstellung

num (z/;)

@/ = den (z/a;)

wie in Salz 11.13 qilt dann
p [ den(z/a;) € Z>°

Beweis: Angenommen p | den (z/a;) . Beachtet man die Darstellung aus (V-6), dann muBein k € {1,..
existieren mit

R

Vo (2/ai) < 0.
(s gilt namlich vy, (den (2/a;)) > e (1 <1 < 5), aber vy, (num (/) < ey, fiir ein k, wegen der Teilerfremdhe
des Nenners und des Zihlers.) Weiterhin folgt aus Lemma TT1.26
v (w/ i) = vy, (2) = vp, (i) = vp, (2) = vp, (05) = vy, (i) — vy, (07) = 0.

Man erhilt also einen Widerspruch zu p | den (x/ay) .
Diese Figenschaft erlaubt es, Elemente 2/a; € F (1 < i < n) wie in Lemma V.5, in den Kérper of
abzubilden. Mit der Darstellung aus Satz 11.13
num (z/;)

@/ = den (x/ ;)
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gilt
num (x/a;) € oF
und
den (z/a;) € Z7°\ pZ.
Daraus folgt

den (z/a;) +p # 0+ p.

Man kann also
z /oy — (num (z/c;) +p) / (den (z/a;) +p) € 0x/p

Division in oy [p

abbilden.
Die wesentlichen Hilfsmittel sind damit geschaffen, um einen vollstdndigen Algorithmus zur Berechnung des
p-Radikals der Relativordnung @ anzugeben.

V.3 Der Algorithmus

Zunichst werden die Einzelheiten zusammengefiigt, die fiir die lmplementierung des Algorithmus zur Berech-
nung des p-Radikals der Relativordnung O benétigt werden.

Das p-Radikal 1,(O) zu berechnen, heiBt, eine Pseudobasis von /,(0) zu berechnen, also eine Darstellung
der Form

1,(0) = byth + ... + by i,

mit einer F-Basis 91,...,9, von £ und Idealen by,...,b, in or.
Die lineare Abbildung ¢ wird durch die Bilder der Elemente 7, ..., 7, dargestellt. In der Ordnung O kann
man die Elemente (alwl)qn, oy (anw,L)"K austechnen, man erhélt fiir 1 <7 < n eine Darstellung

(V-9) (@iw))? = Apiwi + ...+ Anwn,

also eine Darstellung in der Pseudobasis (V-5) von O. Fiir die Elemente A;; gilt dann
Ajica; (1<ij<n).

Definiert man die Elemente jjy,' durch

Aji = Ajifog (1< j <),

so erhilt man aus (V-9)

(V-10) (a,wg)q'c = Al,g(alwl] +...+ A,lji(anw”).

Zusammenfassend gilt dann

U(n) = (aiw; +pO)T = (i) +p0 =
(fil,z(alwl] +.o.+ Iin,i(auwn)) +p0 =

(A + p) (1w +90) + -+ (Au s + ) (@nwn +pO) (1 < i < n).

Fiir . -
Aji=Ajitpeor/p(1<ij<n)
folgt ] .
U(n)= A+ . 4+ At (L<i<n),
cine Darstellung der linearen Abbildung ¢ auf den Basiselementen 7y, ..., 7,.

Die Matrix A := (1] beschreibt die Abbildung . Mit einem Algorithmus, der den Kern() mit

)i L.
1<4,i<n

Hilfe der Matrix A iiber dem endlichen Kérper oz /p berechnet, bekommt man eine Basis des Kerns in der Form

(v-11) i = BLimi+ -+ BoiTa,

mit Bj; €or/p (1 <j<n, 1<i<r<n), wobeir:=dim(Kern(e))).

Man erhélt das folgende Ergebnis:
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V.3 Der Algorithm;

Lemma V.6 Fiir x € O gilt:
z € I,(O0) genau dann, wenn p(x) €or/p-m+ ...+ 0F/p 0.

Beweis: Dies folgt sofort aus Lemma V.3 und den Ergebnissen von oben.
Fiir das Element ; (1 <i < 7) gilt

ni = (B1i+p)(aiwi +pO) + ...+ (Bn i + p)(anwn +p0) =

(B1iciws + ...+ By jonwy,) + 0O,

wobei das Element B;; € o (1 < j < n) ein beliebiger Représentant der Klasse BH sel.
Es gilt demnach x € I,,(0) genau dann, wenn

z+p0 € (oF - (Briawy + ...+ Byianw,) + ...+ or - (Biyaqwi + ...+ By ragwy)) + 90,
und dies ist genau dann erfiillt, wenn
z € (0F - (Biioiwr + ...+ Bpaopw,) + ...+ 05 - (Biroqwr + ...+ By ranwy)) + pO.

Mit B := (ij,'{y]-)]<7.<" 1 <i<y €Thalt man eine n x r-Matrix iiber oF.
Es folgt dann: Ein Element z € @, mit der Darstellung

(V-12) r=8w;+ ...+ Ewn

in der Pseudobasis (V-b) von O, liegt genau dann in 7,(Q), wenn der Vektor

&
&n
in dem durch
oF oF P - P
1 0 0
0
(V-13) M=
B
-
0 0 1

definierten Modul {iber dem Dedekindring o liegt.
Mit einem Verfahren wie in Theorem II1.41 erhélt man dann mit

( 6, . b, ) = [INF(M) = M,

(W, 00) = (w1, ) - M

und
I,(0) :=b191 4+ ...+ b, 70,

eine Pseudobasis wie in Satz 11.52 fiir das Ideal [,(0).
Bemerkung V.7 Um Elemente o; € a; (1 <4< n), wie in (V-T) zu erhalten, kann man nach (Lemma I1.2
wie folgt vorgehen: Man erzeugt solange zufillige Elemente aus dem Ideal a;, bis man eines gefunden hat n
der Eigenschaft

a; ¢pjai,1<j<s,

wobet die Py, ..., ps die Primideale aus (V-6) sind.

AbschlieBend wird der vollstandige Algorithmus angegeben:
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Algorithmus V.8 (Berechnung des p-Radikals)
Input:  Relativordnung O = aywi + ... + aywy, und ein Primideal p C or.
Output: Das p-Radikal von O: I,(O) = b101 + ...+ b, 0,,.
(1)  Berechne die Elemente o; € a; (1 < ¢ < n) mit der Eigenschaft (V-T) (eventuell unter Verwendung
von Bemerkung V.7).
(2)  Berechne die Elemente A;; € a; (1 <1,j <n), also

ow) = Ay wy + .+ Ay wn.
, ,

(3)  Konstruiere dic Matriz:
A= (Ajifa+9) g icn-

(4) Wende ein Verfahren zur Berechnung des Kerns an:

B :=Kern (/i) .

Wiihle jeweils Reprdsentanten Bj; aus Bjy, (I<j<n1<i<r<n).
Konstruiere den or-Modul M wie in (V-13).
Berechne eine relative Normalform mit einem Verfahren wie in Theorem I1.41:

( o o o ):: HNF(M).

o~ o~
-1 O Tt

(8) Berechne die neuen Flemenle:
(T1, 00, 00) == (Wi, ... ,wp) M.

(9)  Setze:
I,(0) =001+ ...+ 0,9,

(10)  ENDE.
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Kapitel V

Die Berechnung des p-Radikals fiir grof
Primideal

Im vorangegangenen Kapitel wurde ein Verfahren angegeben, mit dem man das p-Radikal einer Relativordnu
O von & berechnen kann. Dabei durfte p ein beliebiges Primideal in der Maximalordnung oz sein. Die Pote
zierung der Basiselemente bereitet aber bei grofieren Beispielen Probleme, da man mindestens die Nz/q(p)-t
Potenzen bilden mufl und bei grofien Beispiclen hiufig Primideale mit grofen Normen auftreten.

In diesem Kapitel wird ein anderes Verfahren besprochen, das fiir fast alle Primideale in o anwendbar ist.
diesen Féllen stellt es eine Verbesserung des anderen Verfahrens dar, da die (hohen) Potenzen der Basiselemen
nicht berechnet werden miissen. In den Féllen, in denen das hier beschriebene Verfahren nicht anwendbar is
stellt das Potenzieren der Basiselemente kein Problem dar.

Die Einschrankung bezieht sich auf die Primzahl, die in dem Primideal p liegt. Sie mufl groBer als der Gr:
der Relativerweiterung sein. Es sei p deshalb ein Primideal in o mit

p>n,

wobei p die eindeutig bestimmte Primzahl in p und n der Grad der Relativerweiterung £/F sind. O sei wied
cine Relativordnung in &.

VI.1 Symmetrische Polynome und die Newton-Relationen

Um die Eigenschaft des p-Radikals, die fir die Berechnung verwendet wird, zu beweisen, braucht man d
Newton-Relationen. Die Beweise zu den folgenden Aussagen und einige weitere wissenswerte Eigenschatt
kann man in [PZ89] nachlesen.

Als erstes bendtigt man eine Aussage iiber symmetrische Polynome. Das sind Polynome (in mehreren V
riablen), die sich unter beliebiger Permutation der Variablen nicht dndern.

Theorem VL1 Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Dann lifit sich jedes Polynom in n Variabl
&1, ..., &, tber R, das sich unter belicbiger Permutation der Variablen nicht verdndert, als Polynom in d
elementar-symmetrischen Funktionen

oi =0y, G)= > &b & (1<i<n)
1<j1<...<ji<n
dber R darstellen.
Betrachtet man zum Beispiel ein Polynom P € R[y, ..., &,][t],

n
(VI-1) r=T[t-&)
i=1
so gilt mit den elementar-symmetrischen Funktionen
(VL-2) P=t"—oit" tout" 4 (—1)"0n.
Weiterhin benétigt man den Begriff der k-ten Potenz-Sumine:
Definition VI.2 Seien R ein kommutativer Ring mit Eins und &1, ... ,&, Variablen tiber R. Dann heifit

Sk = fo (k>0)

i1
die k-te Potenz-Summe von &1, ... ,&,.

Dic k-te Potenz-Summe ist auch ein Polynom in den Variablen &;,... &, iiber R.
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Kapitel VI  Die Berechnung des p-Radikals fiir grofie Primideale

Theorem VI.3 (Newton-Relationen) Zwischen den elementar-symmetrischen Funktionen und den k-ten
Potenz-Summen besteht der folgende Zusammenhang:

oo =1, Z Voo Spei + (=1) kor =0 (0 < k < n),

i=0

n

coi=1, Y (~1) i8S =0 (k>n).

i=0

V1.2 Der Zusammenhang

Mit den Newton-Relationen kann man den folgenden Satz zeigen, der die Berechnung des p-Radikals vereinfacht,
falls die Primzahl, die in p liegt, gréfer ist als der Grad der Relativerweiterung.

Satz V1.4 Es seien I,(O) das p-Radikal der Relativordnung O und die folgende Menge gegeben:
A:={e €O | Trg/r(zy) €p Vy € O}.

Es gilt:
I,(0) = A.

Beweis: In Lemma II1.6.(2) hat man gesehen, daff I,(O) der Durchschnitt iiber alle Primideale von O ist,
die iiber p liegen. Es sei 93 ein solches Primideal. T' sei der Galois-Abschlufl der Kérpererweiterung £ /F mit der
Maximalordnung Or und o1, ... ,0, € Gal(£/F), so daBl o1]¢, ..., on|s paarweise verschieden sind. ‘iﬁ € Or sel
ein Primideal, das P teilt.

Es sei jetzt & € I,(O) ein beliebiges Element. Dann gilt fiir jedes Element y € O

ey € I,(0) CPCP.
Und daher folgt:

Treyr(ay) = Y oilay) €Y oilP)

AuBerdem gilt Tre; 7 (zy) € ox. Damit folgt
Trer(vy) € 2‘430 0F =P
i=1

Damit ist 1,(O) C A gezeigt.
Es sei jetzt @ € A. Fiir jedes v > 0 erhilt man

Tre)#(2”) €,

da z¥~! € O. m; € or[t] sei das charakteristische Polynom von z. Nach Satz 11.31 gilt

my (1) = H (t— w(i))A

i=1

Setzt man & = z(?) (1 < i< n)und beachtet man VI-1 und VI-2, so sieht man, daf

m( 7‘“+Z =1 a'b =2 ,J‘("))T”ﬁv.

Fiir &£ > 0 erhélt man aus der Isomorphieeigenschaft der i-ten Konjugiertenabbildung ) die folgende Bedeutung

fiir die k-ten Potenz-Summen:

n n

Sk = Z (m(“)k = Z (Tk)m =Tre;r(z*) € p.

i=1 i=1
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VI.2 Der Zusammenha

Nach Theorem VI.3 gilt

k-1
op =1, Z(fl) 0iSk—i + (— 1)kkm¢:0(0§kgn),
i=0

oder nach einer kleinen Umformung

-1

(=1)*koy, = — E alSk,ep(O<L<n)
:U
€o Gp

Damit gilt aber auch koy € p (0 < k < n). Fiir die Primzahl p, die in p liegt, gilt aber p > n > k und dan
folgt k ¢ pNZ=pZ (0 < k <n). s gilt
o €p (0 <k <m).

(Dies ist die einzige Stelle, an der man die Einschrinkung fiir das Primideal p benétiqt,)

Man erhélt also
0=my(z) —Z‘"+Z

oder

Damit gilt aber

und es ist auch
AC1,(0)
geneigh.
Jetzt, stellt sich die Frage, wie man die Menge A berechnen kann. Da A ein Ideal in der Relativordnung
ist, sucht man wieder nach einer Pseudobasis

A=b101 +...+ 0,7,

Es sei
O=aqw+ ...+ dhwn

eine Pseudobasis von O.
Ahnlich wie im vorangegangenen Kapitel wird sich herausstellen, dafl das p-Radikal mit dem Kern ein
linearen Abbildung iibereinstimmt. Es seien also wie in V der Restklassenring

=0/p0
mit dem kanonischen Ringhomomorphismus
¢:0—= R=0/p0O,
prxr—x+p.
Lm vorangegangenen Kapitel hat man gesehen, daB R ein oz /p-Vektorraum ist. Und durch die Elemente
7= plaiwi) (1<i<n)

mit Elementen a; € a; (1 < ¢ < n) wiein (V-7) erhélt man eine ox/p-Basis von R. Bevor die lineare Abbildun
deren Kern berechnet werden soll, angegeben werden kann, mufl man noch einen weiteren oz /p-Vektorrau
definieren:

L(R.or/p) :={¢: R—or/p | ¢ lincar}
sel der or/p-Vektorraum aller o /p-linearen Abbildungen von R in ox/p. Jetzt kann man die entscheiden
Abbildung angeben:
(VI-3) ¥:R— L(R,0x/p)

Yz +p0— (y+pO = Treyr(zy) +p) .

Wie oben schon angedeutet, gilt die folgende Aussage:
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Lemma VL5 Die in (VI-3) definierte Abbildung ' ist ox /p-linear.

Beweis:  Zuerst mufl man die Wohldefiniertheit der Abbildung ¢ zeigen: Es sei dazu ein Element x € O
fest vorgegeben. Fiir ein Element aus der Relativordnung @ liegt die Spur auf jeden Fall in der absoluten
Maximalordnung ox. ¥ (x) definiert damit eine Abbildung von R in oz /p. Die Linearitit dieser Abbildung folgt
sofort aus der Linearitat der Spur, man vergleiche dazu Satz 11.29. Es seien jetzt Elemente 1, 20,y1,y2 € O
gegeben mit

z1 4+ pO = z2 + p0O,
Y1+ 90 =ys +p0.

Man muf} zeigen, daf}
%er +pO0) (11 +p0O) = (22 + pO) (32 + pO)

gilt. Fiir 21, 22, 41, y2 existieren Darstellungen v = 1,2
Ty =Ty Wi+ ..+ Ty pwy,
Yo = Yp1w1 + ...+ Yy nwn-
Es folgt
wigtp=ae;+p (1<i<n),
Yii+p=yai+p (1 <i<n).
Es gilt
(21 +p0) (11 +p0) = Trgyr(xin) +p =

Z Z w1y, Treyrlwivy) +p = ZZ (z1,i + )y +9)Treyrlwiwy) =

i=1j=1 i=1 j=1
DD @i+ ) (ye + D) Treym(wivs) = 3 > waiys, Treyw(wivs) +p =
i=1 j=1 im1 =1

Treyr(xays) +9 = Y(zs +p0)(y2 + p0).
Es bleibt also nur noch die Linearitit der Abbildung i zu zeigen: Es seien die Elemente A € oz, 1,22,y € O
beliebig gegeben. Es gelten

¢ (A+p) (21 + pO)) (v + pO) = ¥ (Azy + pO) (y + pO) = Trgyr (Az1y) + p =
ATrgr(1y) +9 = (A+9) (Treyz(219) +9) = (A +p) - ¢ (21 +90) (y + pO),
& ({21 4 90) + (22 4 p0O)) (9 + 90) = ¢ (21 + 22) + pO) (y + pO) =
Tresr (v1y + @2y) + 9 = (Treyz (m1y) +p) + (Treyz (22y) +p) =
W (a1 +p0O) (y + pO) + ¥ (w2 + pO) (y + p0O).

[m]
Jetzt kann man den Zusammenhang zwischen der linearen Abbildung ¢ und dem Tdeal A zeigen:
Lemma VI.6 Firz € O gilt 2 € A genau dann, wenn ¢(x) € Kern(¢).
Beweis: Es sei zuerst € A beliebig gegeben. Dann gilt fiir ein beliebiges Element y € O
Treyr(zy) € 9.
Damit folgt aber sofort
Uz +pO)(y +p0) ="Tre)r(wy) +p Cp,
also ¥(z 4+ pQ) : (y + pO) — 0,57, Damit gilt p(z) € Kern(e)).
Es sei jetzt @ € O mit () € Kern(t)). Damit folgt aber fiir beliebiges y € O
¢z +p0)(y +p0) = p,
also
Treyr(ay) € p.
Damit erhélt man auch
z €A
a

Um das p-Radikal der Relativordnung O zu erhalten, reicht es aus, den Kern der linearen Abbildung v aus
(VI-3) zu bestimmen.
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VI3 Der erste Algorithm
V1.3 Der erste Algorithmus

Lineare Abbildungen von R in L(R,0x/p) lassen sich durch eine (n x n)-Matrix mit Elementen aus oz
darstellen. A; € L(R,0x/p) (1 < i < n) sei die Abbildung, die das Element 7; auf das Element 1,,/, und a
anderen Elemente 7; (j # ) auf das Element 0,,/, abbildet. Die Elemente Ay, ..., A, bilden ein oz /p-Bas

von L(R,0x/p). Man bendtigt eine Matrix A € (0x/p)"*", so daB
() = Aidi+ .+ Apid, (1< < n)

gilt.
Die Matrix A sei die folgende Matrix:

A= (‘I‘rg/f(a,wiojwj))1SMSH .
Man erhilt die Matrix A durch:
A= (A + p)lfiy,ffn .

Es gilt dann

(i) (1) = Trgpr(awiogws) +p = Ay (1 <4,5 < n).
Und firy=w171 + ...+ yn™n € R erhilt man

V@ = din+ A (1<i<n).

Die Matrix A beschreibt folglich die lineare Abbildung #.
Dann bestimmt man den Kern(y) mit Hilfe dieser Matrix wie in Abschnitt V.3. Man erhlt eine Basis d
Kerns in der Form

(VI-4) 0= Brim + .+ Buima,

mit Bj; €ox/p (1 <j<m, 1<i<r<n), wobeir:=dim(Kern(¢)).
Man erhélt das folgende Ergebnis:

Lemma VL7 Firein « € O gill:
x € A genau dann, wenn @(x) € or/p-n1 + ...+ 0F/p 0.

Beweis: Dies folgt sofort aus Lemma VI.6 und den Ergebnissen von oben.
Fiir das Element n; (1 <i < 7) gilt

ni = (B1; + p)(aiwi +pO) + ...+ (B, + p)(anwy, +p0) =

(Briaiwr + ... + Bnionw,) + 90O,

wobei das Element Bj; € or (1 < j <n) ein beliebiger Représentant, der Klasse F;’j,{ sei.
Es gilt demnach # € A genau dann, wenn

r+p0 € (oF  (Braaiwr + ...+ Bpiapwy) + ...+ 0r - (Biraqwi + ...+ By ranwy)) + 9O,
und dies ist genau dann erfiillt, wenn
z € (oF - (Bijawwr + ...+ Bpiagwn) + ...+ or - (B roqwi + ..o 4 By ropwy)) + 0.

Mit B := (iji”'])1<7’<n 1<i<p erhilt man eine n x r-Matrix iiber oz.
Es folgt dann: Ein Element z € O, mit der Darstellung

(VI-5) r=&wi+ ... +Eawn

in der Pseudobasis von O, liegt genau dann in A, wenn der Vektor

&
T =
&n
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in dem durch

oF oF P oo p
1 0 0
0
(VL-6) M=
B
0
0 0 1

definierten Modul {iber dem Dedekindring o liegt.
Mit einem Verfahren wie in Theorem I1.41 erhélt man dann mit

< o1 = on ) = HNF(M) = M,

und

A=b101 4 ...+ 0,70,

eine Pseudobasis wie in Satz 11.52 fiir das Ideal A.
Man kann also jetzt den folgenden Algorithmus angeben:

Algorithmus VL8 (Berechnung des p-Radikals fiir grofie p)
Tnput:  Relativordnung O = aywi + ... + a,w,, und ein Primideal p C of.
Output: Das p-Radikal von O: 1,(0) =b19 + ...+ b, 0,
(1) Berechne die Elemente o; € a; (1 < i < n) mit der Figenschaft (V-T) (eventuell unter Verwendung
von Bemerkung V.7).
(2)  Berechne die Elemente A; ; € or (1 <1i,j < n), also

Ay = Ay = "Trgpr(auwiajw;).
(3)  Konstruiere die Matriz:
A= (Aj,i + p)lsivifn .
4) Wende Verfahren zur Berechnung des Kerns an:
B :=Kern <:}) .
5) Wiihle jeweils Repréisentanten B;; aus Bj,i (1<j<n1<i<r<n).

(5
(6)  Konstruiere den or-Modul M wie in (VI-6).
(7 Berechne eine relative Normalform mit einem Verfahren wie in Theorem I1.41:

by b )
( i ) = HNF(M).

(8)  Berechne die neuen Elemente:
(V1,0 00) = (Wi, .oy wp) M.

(9)  Selze:
(0) =011 + ...+ b0,

(10) ENDE.

V1.4 Der zweite Algorithmus

Es existiert noch eine weitere Méglichkeit, die Menge A zu berechnen. In der Praxis hat sich allerdings heraus-
o b S

gestellt, das die vorangegangene Variante schneller zu berechnen ist, so daB dieser Abschnitt nur aus Griinden

der Vollstindigkeit angefiigt wird.
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VI.4 Der zweite Algorithm:

Es sei eine Pseudobasis von O gegeben:
O=aw+...+awn.
Ein Element & € £ kann man in der F-Basis wy, ... ,w, wie folgt darstellen:
r=xzw + ...+ xpwn,
wobei die Elemente 2; € F. Jetzt, gilt 2 € A genau dann, wenn 2 € O und fiir ein beliebiges Element y €
immer Trg; 7 (xy) € p gilt.
Die Elemente y € O kann man auch in der Pseudobasis darstellen:
Y=Ywi+ ...+ Ynn,

mit den Elementen y; € a;. Dann gilt:

Tre)r(xy) = Tresr (Z l‘q"-di) AD g ) ) =
i=1 =

non n n

Trepr | DD (rawigiw;) | = 303 (v Treyz (wiwy)).-

i=1j=1 i=1j=1

Damit, erhilt man 2 € A genau dann, wenn fiir jedes Element y; € a; (1 <j <n) gilt

SN (wiTreyr(wivy)) €9
i=1j=1
und z; € a; (1 <k < n). Die Idealeigenschaft der ai, ..., a,,p zeigt die Aquivalenz zu: Fiir beliebige Elemen

yi €a; (1<j<n)gilt
(1<d,j <n) 2y Treyr(wivs) €p

und 2y, € ay, (1 <k < n). Hieraus erhidlt man leicht die dquivalente Bedingung
(1<4,5<mn) (a;/p) 2 Tre;r(wiw;) € oF,

(1<k<mn) (1/ar) xr € oF.

Wiederum zeigt die Idealeigenschaft von (a1/p),...,(an/p).(1/a1),...,(1/a,) und die Ringeigenschaft v
o, daBl dies genau dann erfiillt ist, wenn fiir beliebige Wahl von v; € (a;/p) (1 <j < n)und oy € (1/a;) (1
k < n) gilt

Zl’z Z (i Treyr(wiwj)) + i | € or.

i=1 j=1
Dies gilt dann und nur dann, wenn fiir beliebige Wahl von v; € (a;/p) (1 <j < n)und ay € (1/ax) (1 <k <

n n a1
S |30 ((Treyrlwiwidicigen) ) + | €or.
i=1 i=1 an

Setzt man nun den Vektor

1

Ty

so erhilt man die Aquivalenz zu: Fiir beliebige Wahl von ; € (a;/p) (1 < j < n) und ag € (1/ag) (1 <k <
gilt

n o 1
S (i Treyr (wiwiicijen) ) + | Eor.
Jj=1 an
Berechnung relativer Ganzheitsbasen mit dem Round-2-Algorithmus 4



Kapitel VI  Die Berechnung des p-Radikals fiir grofie Primideale

Dies gilt exakt dann, wenn fiir jeden Vektor des Moduls

(a1/9) (an/p) (L/a1) - (1/ay)
L0
g€ .
! (Treyz(wiw;)i ) :
0 1
gilt
F g€ or.
Es sei
(a1/p) (an/p) (e) - (1/an)
(n en>: 1 0
M (Trey 7 (wiw;)i ;) 5
0 1

eine Normalform, wie in (Theorem II1.41), von dem Modul oben.
Dann folgt: # € A genau dann, wenn fiir jeden Vektor

— € - Ep
ye( M )

F .G € oF.

gilt

Dies ist dquivalent zu: Fiir jede beliebige Wahl von (1 < < n) ¢ € ¢;, gilt
n
A (Z e’,'/\/[,[) Cor.
i=1

Dies gilt genau dann, wenn fiir jede belichige Wahl von (1 << n) ¢; € ¢,

(Z f,»M,-’f) -TE€orx
iz

erfiillt ist. Die Idealeigenschaft der ¢; und die Ringeigenschaft von oz zeigen, daf dies exakt dann erfiillt ist,
wenn auch fiir jede beliebige Wahl von (1 < i< n) ¢ € ¢,
- M;ff -T € oF.
Dies ist dann und nur dann erfiillt, wenn
(1<i<n) e M7 Cox.

Wobei die Aquivalenz zu
(L<i<n) M7 C(1/e)

auffallt. Die obere Aussage gilt aber genau, wenn fir (1 < ¢ < n) & € (1/¢;) existieren, mit

oder

7= (M)

tn

Dies ist dquivalent zu der Existenz von (1 <i < n) ¢ € (1/¢;), mit der Eigenschaft
n
F=> (M)
i=1
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VI.4 Der zweite Algorithm:

Damit folgt, da8 @ € A genau dann gilt, wenn der Vektor Z in dem Modul

enthalten ist.
Definiert man also

so gilt

( (1/e1) (1/en) )

(M)t

(TP 9 = (Wi ..., wy) (/\*T”)_1 s

A=(1/e)) 01+ ...+ (1/en) .

Man kann also jetzt den folgenden Algorithmus angeben:

Algorithmus VI.9 (Berechnung des p-Radikals fiir grofie p)
Relativordnung O = aqwi + ...+ dpwy, und ein Primideal p C oF.
Das p-Radikal von O: 1y (0) =611 +...4+by0,.

Konstruiere den Modul:

Input:
Output:

M

(a1/p) (an/p) (Lar) -+ (1/an)
1 0

Mod :=
(Trey 7 (wiw;)ig)

Berechne die relative HNF:

e o ey
( ! o ):UNF(MM!),

Erzeuge die neuen Koeffizientenideale:

1<i<n, b= (1/e;).

Erzeuge die neuen Elemente:

ENDE.

W1y 0n) = (@1 ) - (M)
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Kapitel VII
Die Berechnung des Multiplikatorringes

Es wird ein Verfahren beschrieben, mit dem man den Multiplikatorring eines beliebigen Ideals a in einer Rela-
tivordnung @ von & berechnen kann. Der Multiplikatorring [a/a] wurde in Definition IIL.7 wie folgt definiert:

[a/a] :={x € E | wa C a}.

Das Ideal a muB nicht notwendig ein ganzes ldeal in o7 sein. Man kann den Multiplikatorring auch von gebro-
chenen Idealen berechnen.

Der Algorithmus besteht im wesentlichen aus der Berechnung einer Normalform eines grofien Moduls.

Es sei eine Pseudobasis der Relativordnung O gegeben durch

(VII-1) O =aqwi + ...+ apwy,
und eine Pseudobasis des Ideals a

(VTI1-2) a=cm+ ...+ T
Gesucht ist eine Pseudobasis

(VI11-3) la/al =D+ ...+ 001

des Multiplikatorringes von a. Nach Lemma IT1.8.(3) weill man, daB der Multiplikatorring eine Relativordnung
in & ist. Damit ist die Existenz einer solchen Pseudobasis von [a/a] gesichert.

VII.1 Der Algorithmus

Sowohl die Elemente wy, ... ,w, als auch die Elemente 71,..., 7, bilden 7-Basen von £. Es existiert daher eine
invertierbare Matrix S € F7*” mit der Eigenschaft

(VII-4) (Wi, ywn) - S=(m1,..., ™)
oder auch
(VTI-5) (Wiseeeywn) = (71, .. .Tn)ls_l.

Weiterhin existiert fiir jedes Element 7; (1 < i < n) eine sogenannte Reprdsentationsmatriz. Das ist eine Matrix
M, € Fr>", fiir die gilt

(VI11-6) T (Wi, wn) = (Wiy e wn) - My
Diese Matrizen M-, kann man wie folgt berechnen. Es gilt nach (VII-4)
T (W, wn) = (Wi, wn) - S (W W)

Man sieht, dafB

My =S (wi,... ,wy)

gilt.
Aus (VII1-6) folgt

(VII-7) Tiowp = (Wi, ,we)  (My) ; (L<4, 5 <n).
Es sei # € & beliebig. Das Element 2 hat eine Darstellung in der F-Basis {w1,... wp}:
=2t Twy

mit Elementen z; € F (1 < ¢ < n). Fiir 1 < ¢ < n kann man, unter Beriicksichtigung von (VII-5) und (VII-7),
das Produkt z7; wie folgt schreiben:

n n
rT; = % TjWiTi = E TiTiW; =
Jj=1 J=1
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VII.1 Der Algorithm:

n n

Z'Tj (Wi wn) (My,). ;= Za:j T ) Ss7h (A/Iﬂ),k,,u

J=1 J=1

Definiert man den Vektor

so erhélt man

2T = (T1,..., ) .§1 M., T = ZT" . (S’l 'M,n)w .
r=1

Hieraus ergibt sich nun die folgende Kette von Aquivalenzen: # € [a/a] genau dann, wenn z-a C a. Dies g

genau dann , wenn
n n

. n
roa= E 26T = E (z3)e; C E €Ty
i=1

i=1 i=1

Dies ist exakt dann erfiillt, wenn auch

ii (7—‘, . (S’l . Mﬂ)u;l T) - C icj‘rj
=1

i=1v=1

gilt. Eine kleine Umformung zeigt die Aquivalenz zu

j=1

v=1 i=1

Die Basiseigenschaft der Elemente 7, ..., 7, zeigt, daB dies genau dann erfullt ist, wenn gilt
n

(I1<v<n) Z (S_l -Nfﬂ)” ST Coo.

i=1

Die Idealeigenschaft der ¢, erlaubt es, die Summe zu entfernen, man erhélt die Aquivalenz zu

(1<vi<n) g (571 M), -FCa.
Dies gilt genau dann, wenn
(1<vi<n) (a/w)-(S7° -Nfﬂ)u’v -Z Cor.

Man wendet, hier noch einmal die Tdealeigenschaft, an, diesmal anf die Tdeale (¢;/c,), und sieht, daB dies exa
dann erfiillt ist, wenn man fiir jede beliebige Wahl von (1 <w,i <n)7,; € (¢i/c,),

v=1i=1

erhilt. Die néchste Aquivalenz folgt wieder aus einer kleinen Umformung: Fiir jede beliebige Wahl von (1
v.i<n) i € (6/a), gilt
n o n
7. (zzﬂ,r,,j (5131, )%j;,) cor.
v=1i=1

Tiir den weiteren Verlauf wird die Matrix M € F™ X" definiert:

S M.,
St M,
M=
S M,
Berechnung relativer Ganzheitsbasen mit dem Round-2-Algorithmus ki



Kapitel VII  Die Berechnung des Multiplikatorringes

Faft man die letzten Schritte zusammen, so erhélt man = € [a/a] genau dann, wenn fiir jede beliebige Wahl von
(I <vi<n) i € (c/fo) gilt

v=1i=1

Dies ist aber auch dquivalent zu: Fiir jeden Vektor des Moduls

yeM ¢:<(C1/C1) (erfe2) oo (eafen) {eafer) -+ (cu/c"))

l‘t{ﬁ’r‘ )
gilt
FT .y € oF.
Es sei
€ - Cn ._ oy
( A ) = HNF (M) = M,

eine Normalform, wie in Theorem IL.41, von dem Modul M. Man erhilt also 2 € [a/a] genau dann, wenn fiir

jeden Vektor des Moduls
(e o
v M

1—j7‘

gilt
-y €orF.

Dies ist dquivalent zu: Fiir jede beliebige Wahl von (1 <4 < n) ¢ € ¢; gilt

. (Z QN[,J) cor.
i=1

Dies gilt genau dann, wenn fiir jede beliebige Wahl von (1 < i< n) € € ¢;
n
(Z q/Wff) ST € oF
i=1

erfiillt ist. Die Idealeigenschaft der e; und die Ringeigenschaft von or zeigen, daf dies exakt dann erfiillt ist,
wenn auch fiir jede beliebige Wahl von (1 < i< n) ¢ €¢;

€ Jljﬁ'fyr, “T EoF.
Dies ist dann und nur dann erfiillt, wenn
(1<i<n)e M -TCor.

Wobei die Aquivalenz zu .
(1<i<n) M{"-ZC(1/e)

aufTallt. Die obere Aussage gilt aber genau, wenn fiir (1 < i < n) & € (1/e;) existieren, mit

€1
MU T = .
ST = : ,

oder
N =1
7= (M)

Dies ist dquivalent zu der Existenz von (1 < ¢ < n) ¢ € (1/¢;) mit der Eigenschaft

n N
=& (M”) p
i=1 ot

€n

=5
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VII.1 Der Algorithm:

Damit folgt, dal & € [a/a] genau dann gilt, wenn der Vektor T in dem Modul
(1/e1) (1/en)
(v)”

(s -y n) = (Wi, -n o, wy) (f\;f")

enthalten ist.
Definiert man also

so gilt
[a/a] = (L/er) m+ ...+ (1/en) -

Man kann also jetzt den folgenden Algorithmus angeben:
Algorithmus VIIL.1 (Berechnung des Multiplikatorringes)
Input: Relativordnung O = gqywy + ...+ apw, und ein Ideal a = cym + ...+ ¢, tn O.
Output: Multiplikatorring [a/a] = 0101 + ... + Vnt.

(1)  Berechne die grofie Matriz M:

S~ M.,

S=t- M,

S~V M,,
(2)  Konstruiere den Modul:

_( (afa) (afew) - (/) (e2fct) -+ (en/cn)
(90 el g e )

(3)  Berechne eine relative Normalform mit einem Verfahren wie in Theorem I1.}1:

( o " o ) := HNF(M).

(4)  FErzeuge die neuen Koeffizientenideale:
1<i<n, 9= (l/t,‘),

(5)  Frzeuge die neuen Flemente:

M,y ym) = (wi, . ywp) - (1\7[”)_1

(6)  Setze:
[a/a] =0t F O,

(7) ENDE.

Eine dhnliche Methode kann auch zur Invertierung und zur Division von Idealen in Relativordnungen verwe
det werden, die durch ihre Pseudobasis gegeben sind. Die Algorithmen hierfiir werden im Anhang beschriebe
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Kapitel VIII
Beispiele

Hier werden einige Beispiele aufgefiihrt, die mit dem Computeralgebrasystem KANT-V4 in der Oberfliche KASH
gerechnet wurden. Alle Rechnungen wurden auf einem HP9000/735s mit 160 MB Speicher unter dem Betriebs-
system HP-UX 9.04 durchgefiihrt.

VIII.1 Berechnung von Klassenkorpern

Bei diesen Beispielen handelt es sich um Klassenkorper von Grad 3 Koérpern. Die Grundkérper F wurden der
KASH-Datenbank entnommen [DW96]. Die Korper werden jeweils durch die erzeugenden Polynome angegeben:

F=0Q(0) mit Tx;g(0) =0,
E=F(p) mit Tg;r(p) =0,
E=10(¢) mit Tg;(C) =0,

wobei
E~E.

Die Zeit time(E/F) ist die Zeit, die bendtigt wurde, um die relative Maximalordnung von £/F zu berechnen
und Lime(g/@) ist die Zeit, die fir die Berechnung der absoluten Maximalordnung von g/@ bendtigt wurde. In
der Testphase des Algorithmus wurden sehr viel mehr Beispiele gerechnet. Die hier angegebenen Beispiele sind
jeweils der Anfang der Liste und nicht besonders ausgewahlt.

Die erste Serie enthilt Grundkorper mit, Klassengruppe C3.

Trig Te)x time(£/F)
T¢ o time(£/Q)

Brresi—1 e =300+ (1-10 - 20%) 750 msec
10 4 3t7 4 25¢5 + 455 4+ 78t + 144¢3 — 4507 — 81¢ 4 27 370 msec
#_3t+10 |t3 341 1.19 sec
19 — 1817 4 3315 4 8145 — 991* — 1563 4+ 10891 + 1331 3.38 sec
B0+l [P =304 (-2-0-207) 1.1 sec
10— Ot7 4 29¢° + 27¢° — 174" + 158t + 2611 — 555t — 467 470 msec
3+ 60+1 |/,373/+1 1.13 sec
19 4+ 917 4 615 + 8145 4 91% + 1203 4 4861% — 14761 + 251 2.31 sec
41245146 |i3 — 3t + (—33671 — 27008 + 2278862) 1.57 sec

1% — 917 — 3034055 + 27¢° 4 1820430t* 4 23018090232t — 2730645¢% — 69054270777¢ — 46018413503 [2.78 sec

VIIL1 Berechnung von Klassenkérpes

B4+ 446 3 — 3t + (11+ 120+ 67) 1.24 scc
19— 917 4 2518 4 271° — 1501* + 9681 + 2251 — 29851 — 1369 680 msec
PP +t+7 ‘t” — 3t + (119635 4 486546 — 33886%) 2.11 sec

17 —9¢7 +314139¢° + 27¢7 — 1884834¢* + 30613800432t 4 282725 1t — 91841401377¢ — 37455710399 [3.46 sec

BT 1P 300+ (24 140 + 62) 1.24 sec
19— 317 — 2145 4 6315 + 56414 + 12401% — 2434* — 5614 — 19 730 msec
47 |68 = 5t (=527 + 2520 + 2760°) 187 sec
o= Ot = 15810 4+ 27 4 0486t 4 22937527 — 14220874 g9

— 6881337¢ + 2088001 -9 sec
tg+t2—91—21 ‘t3+ _15_;9+392t+ _3+1(§€—592 1.91 sec
7 + 97 — 611 + 13515 — 750" + 1404¢ + 153t> — 297t + 27 760 msec
B2 =1 |17 =34 (220 - 6%) 1.19 sec
19— 917+ 2015 4+ 2715 — 17414 + 2161% + 26147 — 7291 + 351 640 msec
412431415 ‘t“—31+3*T’2 980 msec
17 — 07 + 70 + 274° — 42¢* — 1843 + 63¢2 — 27t — 27 480 msec
12— 3t+8 13— 341 1.31 sec
1 — 187 + 2715 + 8115 — 8111 — 8147 + 720t + 729 520 msec
3 — 6t + 10 3 — 3t + (=19 + 30 + 30°) 1.61 sec
17— Ot7 — 214% + 2745 + 126¢* + 2283 — 1894 — 765¢ — 73 1.61 scc
B4 6L46 ‘t3+(73739)t+(13+12973é7'-’) 2.31 sec
19 — 97 + 75¢t° + 815 — 720t + 1956¢% + 243t — 711t + 73 2.9 sec

Man sicht an diesen kleinen Beispielen, daf es nicht unbedingt immer schneller ist, die Maximalordnu
relativ auszurechnen. Aber schon die zweite Serie von Beispielen zeigt den Vorteil der relativen Methode.

Die zweite Serie von Beispielen enthilt Grundkorper mit Klassengruppe C2xC2. Da die Berechnung d
absoluten Maximalordnung hier zum Teil schon sehr zeitintensiv ist, wird nicht die Zeit time(£/Q) angegebe
sondern log,(0z,0(7[(]))-

B4+ 12450413 ‘/,3 + (=6 = 30) t + (—30 — 60 + 506°) 430 msec
19— 1587 — 12015 4 11715 4 10381* + 414813 — 24312 — 1023¢ — 127 850 msec
B 612 |4 gy (330 0?) 1.2 sec
12— 42t7 — 2515 4 1845 — 601* — 7243 — 361> — bt — 27 930 msec
B4 =246 ‘/,3731+(717+14(9+s()2) 2.0 sec
19 — 9t — 25¢° 4 277 4+ 150" + 129263 — 225¢% — 3957t + 2017 810 msec
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Tr/o ‘ Te)x time(E/7
Té/c, logm(ﬂg/@(?«[(]
3417 =202t 1169 |¢* + (6446 + 4000 — 500%) 2 + (1709728 — 1063290 + 132256%) ‘1.46‘ sec
12— 1312010 4 401218¢° — 186884741 + 1971207414 — 32853333417 + 148035889 ‘134.89
3417 — 150t + 649t + (5856 4 17540 — 1300%) 1> + (85045519 — 255342750 + 189591062) ‘1.78 sec
12— 58452410 4 851729818¢% — 568238762215 + 6764222377¢* — 2809479582+ 168.30
+ 367220569 -
- t* + (144644 + 404680 — 727462) ¢2

3442 — BTt — 13 . 5.04
FA ST 182 L (15043736420 — 44706286730 1 7977309066 504 sec
112 — 4430464 + 49764442415t° — 153081283399838¢° 950.07

+ 72784209337098729¢* — 176152207126810828¢> + 106853444959340304
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Kapitel VIII  Beispiele

4 4 (—140272 + 263460 — 123667) ¢*

#3412 —319t4-2086 9
+ * + (39352008084 — 78945008440 + 3954209016%)

7.92 sec

12 — 1236966110 + 38011269041518 — 4564197706200541° 266.57
+ 137450568593256753¢" — 1027144288764020361> + 18415119653382400 :
13— 1610+ 775 |11+ (2258 4 13580 — 1540%) 1* + (76480539 — 213527910 + 147937607) ‘1.88 sec
1 — 563621 + 7766359214% — 930019147890¢° 915.89
+292172962292206t" — 329947394834248t2 + 93318478702201 o
{9402 — 820 — 281 [t 4 (40 — 300 — 100%) 12 + (12789 + 60030 + 7026°) 3.1 sec
112 — 1500410 + 44989415 — 4099303046 4 777248109¢* — 88220097042 + 95004009 ‘14329
3447~ 2361+ 1313 |¢* + (—354 + 200 + 267) ¢* + (4330 — 2530 — 2507) ‘1.76 sec
12 — 136410 4 66385 — 142690¢% + 13875131 — 5026810t + 502681 ‘82.73
5 4+ (298780 — 723000 — 836462) £

% 4+17 — 1081 +292 .29 sec

* i 8 (—60833405376 + 148508183520 + 166035582467) 10,20 sec
12 — 846348¢1° 4 195006383728¢% — 6768914225547072¢° 973,98
+619524501588790876161% — 114631785162752042 + 3838050304 =
2 _904t41024|1 T (—1193170 4 327006 + 67806%) £° 1044 sec

+ (83027620737 — 22744222200 — 47188450862) e

12 — 7737904 + 5425162371945 — 30916992698500£° 24154

+ 1596459691389375¢1 — 2247484218750t + 284765625

3 4% — 58t + 57 |t4 + (—4682 + 51886 — 6846%) ¢ + (101705161 — 1153721486 + 1526734067 ‘1.42 sec

12— 99262t10 + 22173068875 — 234863562180t° + 6234602677119¢t*
— 14659024197421° + 86523634201

203.53

14+ (—1463844 + 709396 — T44246%) ¢

+ 6314527349056 — 3057651812806 + 32022937648007 013 sec

3412 — 811 + 208

t'2 — 17232040¢'% + 74272977580304¢% — 320323350979626816¢°

+ 3462601801126566743041* — 1544484866154521687040(% 4 1149413717110484647936 313.51

14 + (90430 — 176000 — 508002) ¢2

1111 sec
+ (—1880481519 + 3463557120 4 11257927207) e

3412 — 78t + 190

12 — 508670t10 4 76131144135¢% — 2950265596582980¢°

I 336395347034050224631% — 207180366980643012 + 11483908569 269.33

VIII.2 Ein grofles Beispiel

In diesem Abschnitt wird ein Beispicl zu dem in der Einleitung beschriebenen Verfahren angegeben. Ausgehend
von einer absoluten Erweiterung £/Q wird zuerst ein Teilkdrper [K1ii95] F von & gesucht und danach die
Maximalordnung von & relativ berechnet.

Der Korper £ wird von einer Nullstelle des Polynoms

Ty = 1% +844% + 30666 +61882¢°7 + 700413¢°° 4 3168102¢%° — 22705178(>* — 388323306(** — 1243708137¢°% + 1
2334904436(°! + 110093413374£°° — 244928398684 — 357062385690041® — 8657503987986*7 4 706434291882901%° + 333
277349298648t*° — 780629295051585t* — 6720592585518630t*° 4 1274592965191492¢*% + 71941390459943970¢*" 4- 43993
2866197096360 — 2786659780631653804°° + 960193920504845292¢ + 3315384654237681186t77 + 2252517348140221270
t7¢ 4 158399835500040457302t%° + 1017475399844510125302¢%* 4 319977356490971740590t%° — 1652330315170047311983
82 —40570180367270034601386¢>! 4 129195943706761411501890¢°° 4-858839587399521367592274¢%% 4 204382964950973
6587976043t%® 4 2584858480353796388811852¢%7 4 7940554885475034535728666¢°° 4 72086983221404118413481084¢2° +2
79134342364669598099214392t>! + 9032094094823214415748271304>* + 3848049364087074745042150686¢2 + 112319089
35957432263295366928t%1 + 33876482436007046369196083610¢2° + 133723063310218035575177804898¢'° + 46469771104
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VIIL.2 Ein grofies Beispi

2454822841109498286t'° + 20725355945630330944582893593761'7 + 9093526361271265488008256766125¢'¢ 4 3291436
63044852937507303517258t"% + 102602741068558928374528991322942t'* + 269077089732302834998880270112000¢'* 4
48131084652691297182665026591569¢'% + 1424284789909446342159039487719234t"" + 283625815884883649424915234.
89048¢"° + 5252680945056710906258688583079454t” 4 9179279627405988982688302580342748t% + 14911390426499642
8422499130328340t" + 21513968695033420618921974047636580t° + 27894701764403929784930583789571590t" + 35135
96264575877885977047925730411* 4 32472716099804426526448196041700778¢” + 12608018814971125833148827970444.
0t* — 803819785820971317456154323077172¢ + 245569760773004609815662652389597 erzeugt. é: ist Zerfallungskorp
des Polynoms B4t =23+t + 1 mit Galoisgruppe A5.

Ein Kérper F, der zu einem Teilkérper F von € isomorph ist, wird von einer Nullstelle des Polynoms

Trio = ¢ 4+ 107070t% + 326554279347t — 1524709002707300980t% + 254315639920311243715599¢% — 14131391509
3621423441736554¢ 4 245569760773004609815662652389597  erzeugt.

Eine Ganzheitsbasis von F ist:

'.4.’1:1,
1+
w2 — 2 )
9420 +6°
wyg = ———
3 12 3
634+ 70 4+ 0% 4+ 0°
Wa = ——57" >
72
o 814560+ 604 0*
g = — T T

144
we = (130629713447847000329484028365034253646345688232019803655150571346807807204943 4 2
9724678476906229857539051602: 689190819805765074748501520395480010141776+100431829735033773
3988479168715207615848715934846823089506819959876802428826% +2192553752962691114841578558773659
45864808326740469858954614012202143982226° +745249059282636609595169173472036763526730767384106
T4642764172419404055036* + 6°)/d, wobei d = 293539580015462219853035516319447187596717591
3533732448050975092887295712224.
Der zu & isomorphe Korper £ wird von einer Nullstelle des Polynoms
Teyr = 10 4+ 141° + (—546499422650765384298853306333856636360281681108743w; — 79035363017564589193347
08303534630480662658901176w2 + 388534506945620237484718946107647660175417299356280ws + 15126051349209544.
506845591984664043040139080254792w,4 + 1028269024048058277038491489386848009024073165902856ws — 281260984
80968526764921132650802939687089355965452w¢ )t8 + (—5619138061650184955058839097567673120885683113443956:
— 8126460855058226511365819077565968037075014252145276w, + 3994933838453095692405082665973086680719123:
299664w; + 15552691793625895202031366160685766403484360436216474w, + 10572720429636562604388953771 186287
5207947176867056w; — 2891941399284055402272124989819733854574155710852707 2w )t‘" + (—34594819303175242022
7294693344511972731684972269894w, — 50031417945353922121607733892008708766747484135765542w, + 2459523378
85574236220048601429371340590045880018650ws + 95751796160789849575477828437550357784102009915787210ws +
092074405954751054878584793919101615527840010702258ws — 17804543872378688171883571752167077250921860188!
72294we )fe + (—1 52255788555231723024178577141668818639511259450829566w; — 220194039027891768086500179746
5 94721884679770888w2 + 1082464597107671180667446698636549767 - 5706317519570ws + 4214146951391
5678428104052167579394588050037080ws + 286477724613084509802311802436164449799284249358935634ws — 783598
4561758090732153369707967600444816894318369078ws )ts + (47001051309937217265884413105215356046814081825291
559w + 679734506300098293534482629680479324661190344391357042w2 — 3341546127909103150403375107013230672'
320433107218620ws — 1300898566612506165320204828121931134073428870634282506w4 — 884350891447994224436736!
4366714484825611552412004308ws + 24189525973875845543298645135958477106983091932171630561.4)5)t" + (5963459
2982104483258969543511744935171335200531542240w; + 8624422480162412991385031136715242604028589345708908!
4w, — 4239729670471603028771655486684521109843121160025316830w; — 16505707358264704362711014322182979010:
6640558567060466w, — 11220580444077785526048185567373588020043335871755071422ws + 3069149640925581778363:
971605948664 73498859708245201906w )t° + (6863671758509695448589931033513976639287642273125191811w; + 992
1952721899089976662866 1875564873662422133614057720w, — 487973676091752383798806636430619076185992790637
75590ws — 18997321343865764292703288886787547543834250474928657630w, — 12914379719334365904044073498479:
7047848678372005682666ws + 35324521824797062215434551364452832974243823897978487834w6)t2 + (311247901123
262971046613963176513538885286574510395260w, + 45013022583707742149872421521161711014527182849866604544:
— 22128211812990884661719141566269127365853236037973736366ws — 8614742375928326892313532855453652215970:
06988331648220w, — 58563021708796368087787999670440103239053573852880626558ws + 160186612399303612860115!
4906945555420753827170717789818ws )t + (—w1 + 2w2) tiber F erzeugt.
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Kapitel VIII  Beispiele VIIL.2 Ein grofies Beispi

Es gilt logm(ag/ (Z[¢])) A~ 2439.0517 fiir die Diskriminante der absoluten (Gleichungsordnung Z[(], wobei ¢ p [ ve @eyrloxp]) | v (og o7 [p]]) | vp ([Op1 0z [p]]) | v (Dg #(og)) | time(O,) ‘
Nullstelle von T ; ist. Die Berechnung der relativen Maximalordnung og von &/F bendtigte 67.6 Stunden. In 1 10 5 5 0 227.76 sec
der Diskriminante del relativen Gleichungsordnung zu 1g; 7 gehen die folgenden Primideale auf: Pa 10 5 5 0 22.71 sec

P3 89 42 2 5 23.57h
Pa 111 b3 2 5 42.66 h
Ps 2 1 1 0 21.72 sec
e 2 1 1 0 16.74 sec
P 4 2 2 0 41.93 sec
s 2 1 1 0 176.58 sec
Po 2 1 1 0 15.44 sec
1o 2 1 1 0 18.79 sec
P11 4 2 2 0 38.92 sec
P = 2075+ (wi +ws+ w3+ wi)or, Pio 2 1 1 0 17.61 sec
Py = 208+ (w1 +ws+wa +we)or, Pas 2 : : 0 16,10 sec
Pia 2 1 1 0 16.38 sec
ps = 3or+ (—w1+wy —ws+ws)or, s 2 1 1 0 19.10 sec
P = Bor+ (w2 +ws —we)or, Do 2 1 1 0 1756 sec
ps = 1307+ (30.)1 + 2wa)or, Pi7 2 1 1 0 17.44 sec
ps = 2307 + (dwi + 2ws)or, Pis 2 1 1 0 22.53 sec
. = 930r + (11w‘ + 2w2)0f7 Pio 2 1 1 0 ?l.§4 sec
i Pa2o 2 1 1 0 20.74 sec
ps = 2007 + (bwi + Jws)or, pon 2 1 1 0 28.27 sec
P = 290F + (Twi + 2wz )or, Pa2 2 1 i 0 23.39 scc
pro = 297 + (—19w + 50ws + 12w3)or, Pas 2 1 1 0 33.02 sec
P = 430x + (14w + 2ws)or, P24 2 L L 0 32.11 sec
p12 = 1090x + (b8w1 + 2ws)oF,
pia = 9llor + (6wi + 2ws)or,
pra = 9llor + (228w + 2w2)ox,
p1s = 9llor + (891wy + 2wy)or,
pie = 6548770x + (508465w1 + 2ws)or,
pir = 134482105 + (107388%w + 2ws)oF,
pis = 8519037982305 + (43100541624w1 + 2ws)oF,
pro = 9508393945105 + (36560949660w + 2ws)or,
pao = 9508393945T0x + (50246264649w + 2ws)or,
o1 = 5H349810303917Tox + (2654893653014w: + 2wy)ox,
p2a = 343122856125590x + (2458480287668w; + 2ws)or,
poz = 129356294838881206190F + (8595648034405811959%w + 2wa)or,
P2g = 1308688805034947548682570F + (27243418584508563047579%w 1 + 2w»)ox

In der folgenden Tabelle sind einige Zeiten des relativen Round-2-Algorithmus angegeben. time(Q,) ist die
Zeit, die zur Berechnung der p-maximalen Relativordnung benétigt wurde. Die Relativordnung Oy 1 ist das
Ergebnis des Dedekindtests im p-ten Schritt. or[p] ist die relative Gleichungsordnung, wobei p cine Nullstelle
des Polynoms Tg ;7 ist.
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Anhang A

Die Division von relativen Idealen

Hier sollen die Division und Invertierung von Idealen in Relativordnungen beschrieben werden. Um eine verniinf-
tige Definition von Division und Invertierung zu gewéhrleisten, also um sicher zu stellen, dafl wieder (gebrochene)
ldeale entstehen, ist es notwendig, sich auf die relative Maximalordnung og zu beschrianken. Es seien die beiden
(gebrochenen) Tdeale b und ¢ in der relativen Maximalordnung og gegeben. Voraussetzung fiir die heiden hier
beschriebenen Verfahren ist die Darstellung der relativen Tdeale durch eine Pseudobasis wie in Satz 11.52. Man
benétigt auch eine Pseudobasis fiir die relative Maximalordnung og.
Es seien
0g = qwi + ... + Gnln,

b=0b17 +...+ 0,7,
C=cm+...+ i,

die Darstellungen durch Pseudobasen.
Gesucht ist eine Pseudobasis fiir das Ideal

b/c:={z €& [xcC b}

Die Existenz dieser Pseudobasis ist gesichert, da die oben definierte Menge in dem Dedekindring og ein Tdeal
ist.

An der Definition des Tdeals b/c erkennt man sofort die schon in VIL.1 erwiihnte Ahnlichkeit zu dem Multi-
plikatorring. Zur Erinnerung wird hier noch einmal die Definition des Multiplikatorringes eines (gebrochenen)
Tdeals a in og wiederholt:

[o/a) = {z €€ | «a C a}.

Da sich auch viele der einzelnen Schritte sehr dhnlich sind, werden im folgenden nur die wesentlichen Schrit-
te aufgefiihrt. Zum Verstdndnis der Zwischenschritte, die durch (...) gekennzeichnet sind, sei auf VIL.1, den
entsprechenden Abschnitt des Multiplikatorringes, verwiesen.

Da sowohl {wi,... ,wy} als auch {r,...,7,} F-Basen von £ sind, existiert eine invertierbare Matrix S €
F*" mit den Eigenschaften

Es seien M, € F>*" (1 <i<n)
M (w1, wn) = (Wi, ,wn) - My,

wieder die sogenannten Reprisentationsmatrizen.
In Verbindung mit der Matrix .S gilt dann

N (Wi wn) = (Moo /) - ST M, (L< i< n).
Es sei nun x € & ein beliebiges Element. & hat cine Darstellung
=W+ ..+ Xpwp,

mit Elementen 2z; € F (1 < ¢ < n). Fiir 1 <4< n kann man dann das Produkt x - 7; wie folgt schreiben:

n
o= erw_,-m = .= (r,.. ) ST My, - F,
i=1
wobei der Vektor T wie folgt definiert ist:
&1
T =
Tn

60 Carsten Friedrichs, 29. April 1998

Hieraus ergibt sich dann die folgende Kette von Aquivalenzen: # € b/c genau dann, wenn z - ¢ C b. Dies ist ab

Aquivalent zu
n

n
Z zen; C Z b7
J=1

i=1
Dies gilt dann und nur dann, wenn (...)

(1<i,v<n) (cfby)- (57" "Wﬂ.),, -Z Cor.

Mit der wie folgt definierten Matrix

S=t My,
erhilt man dann die Aquivalenz zu: Fiir jeden Vektor des Moduls

ye/\/(::<(c‘/b‘) (c1/b2) -+ (/b)) (c2/br) - (tn/bn)>

Mt

gilt
Ty € orF.
Es sei

o e ) o
( o ).,HNF(.,\A)fM,

eine Normalform, wie in Theorem 1141, von dem Modul M. Man erhilt also: 2 € b/c genau dann, wenn [

jeden Vektor des Moduls

gilt

Man erhélt abschlieflend
b/c=(/e) 1+ ...+ (1/en) Pn,

wobei L
(1, ) = (Wi, .. wn) - (AY”)

Daraus ergibt sich dann der folgende Algorithmus zur Division von relativen Idealen:

Algorithmus A.1 (Division relativer Ideale)
Input:  Die relative Mazimalordnung og = aywy + ...+ aywy,, Ideale b = by + ...+ b,7, und ¢ = ¢y
sl i o
Output: Das Ideal b/c = f1¢1 + ...+ futhn-
(1) Berechne die grofe Matriz M:

S7 My,
S7 My,
M =
St M,,
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Anhang A Die Division von relativen Idealen

(2)  Konstruiere den Modul:

M ::<<c1/tn) (c1/6) o (e1fbu) (safor) - (tn/"n>>. Anhang I

(3)  Berechne eine relative Normalform mit cinem Verfahren wic in Theorem 11.41: Die Invertierung von relativen Ideale]
( o ) := HNF(M). Hier werden die gleichen Darstellungen der relativen Maximalordnung og und des (gebrochenen) Ideals ¢ ve
M wendet, wie im vorangegangenen Abschnitt.

Gesucht ist hier das Ideal

(4)  Erzeuge die neuen Koeffizientenideale: 1e={z €& |zcCoe}.

fi=(1/e;) (1<i<m). Vergleicht man dies mit der Division von relativen Idealen, so fallt auf, daf hier gilt
(35) Erzeuge die neuen Elemente: b=o0s =qwi + ...+ apwn,

) e\ T und insbesondere
(wl,...,u‘n)::(wl,...,wn)-(M*) : Lo -0

(6)  Setze: S = 0

b/c:=fub1 + ...+ fntn. |
(7) ENDE. 0 - 0 1

Damit erhilt man den Algorithmus zum Invertieren von relativen Idealen:

Algorithmus B.1 (Invertierung relativer Ideale)
Input: Die relative Mazimalordnung og = aywy + ...+ dpwy, und ein Ideal ¢ = ¢y + ...+ conyp in og.
Output: Das Ideal 1/c=fi¢1 + ...+ fothn.

(1)  Berechne die grofe Matriz M:

M= —

My,
(2)  Konstruiere den Modul:

M::<(C‘/°]) (cr/a2) - (%gﬁ (cofar) - (cn/m).

(3)  Berechne eine relative Normalform mit einem Verfahren wie in Theorem 11.41:

( f i fn ) = HNF(M).
(4)  Erzeuge die neuen Koeffizientenideale:
o= (1/e) (1<i<n).
(5)  Przeuge die neuen Elemente:
(1, ) = (w1, ... ,wn) - (]!Y")A .

(6)  Setze:
Le=hyi+...+intn.
(1) ENDE.
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Bezeichnungen

In der vorliegenden Arbeit gelten die folgenden Bezeichnungen:
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algebraische Zahlkorper

ein beliebiger Ring

der Quotientenkorper von R

die Maximalordnung von F bzw. £

die relative Gleichungsordnung zu p

der Polynomring tiber or

eine Ordnung eines Zahlkdrpers

die p-maximale Relativoberordnung zu O
Ideale in einer Ordnung

ein Primideal in or

ein Primideal in einer Relativordnung

die Diskriminante der absoluten Ordnung O
die Relativdiskriminante der Ordnung O

die absolute Korperdiskriminante

die relative Korperdiskriminante

die absolute Norm von Elementen oder Idealen
die relative Norm von Elementen oder Idealen
die absolute Spur von Elementen

die relative Spur von Elementen

das p-Radikal einer Relativordnung O

der Multiplikatorring eines Ideals a

endlich erzeugte Moduln iiber Dedekindringen
die p-exponentielle Bewertung

die i-te Konjugierten-Abbildung

Fiir beliebige Teilmengen M, N eines Ringes R gelten zusétzlich:

MCN
MCN
M+ N
M-N
M-N

reM=zeN

MCNAM#N

{e+ylreMyenN}
{e—ylreMyenN}

i wyi | r >0, e My € N (1<i<r)}
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