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Kapitel 1

Einleitung

Die Entwi
klung der klassis
hen Algebra gelangt Anfang des 19. Jahrhunderts zu

einem Kulminationspunkt dur
h die Arbeiten des Evariste Galois (1811-1832).

Er ma
hte in seinem kurzen und tragis
hen Leben geniale und fortwirkende Ent-

de
kungen. Die Theorie von Galois bes
h

�

aftigt si
h mit den endli
hen separablen

Erweiterungen eines K

�

orpers K und insbesondere mit deren Isomorphismen und

Automorphismen. Jedem Polynom f in K l

�

a�t si
h eindeutig eine Gruppe zuord-

nen, die sogenannte Galoisgruppe, wel
he die Struktur der kleinsten K

�

orperer-

weiterung von K bes
hreibt, die alle Nullstellen von f enth

�

alt.

Die Bere
hnung der Galoisgruppe eines ganzrationalen normierten irreduziblen

Polynoms vom Grad n ist Ziel dieser Arbeit. Theoretis
h wurde dieses Problem

s
hon von van der Waerden [36℄ gel

�

ost: Es l

�

a�t si
h auf die Faktorisierung eines

Polynoms vom Grad n!, dessen KoeÆzienten symmetris
he Funktionen der Wur-

zeln von f sind, reduzieren. In der Praxis entwi
kelten si
h zwei eÆziente Metho-

den zur Bere
hnung von Galoisgruppen. Die erste Methode verwendet sogenannte

Resolventen und setzt die Kenntnis der transitiven Gruppen des jeweiligen Grades

voraus. Hier sind im wesentli
hen die Verfahren von Stauduhar [34℄ und Soi
her

& M
Kay [32℄, [33℄ zu nennen. Die zweite Methode besteht aus zwei Teilen: er-

stens der Bere
hnung des Zerf

�

allungsk

�

orpers von f und zweitens der Bere
hnung

der Galoisgruppe mit Hilfe eines primitiven Elements des Zerf

�

allungsk

�

orpers. Die

Bere
hnung des Zerf

�

allungsk

�

orpers ges
hieht dur
h sukzessive Erweiterung des

Grundk

�

orpers mittels Adjunktion der Wurzeln von f , wobei Faktorisierungsalgo-

rithmen von Polynomen

�

uber algebrais
hen Zahlk

�

orpern verwendet werden. Diese

Methode wird in [1℄ vorgestellt und s
heint f

�

ur kleine Grade au
h re
ht e�ektiv

zu sein. M

�

o
hte man aber, wie in unserem Fall, Galoisgruppen gr

�

o�erer Grade

bere
hnen, so bemerken die Autoren in [37℄, da� die Faktorisierungen

�

uber suk-

zessiven Erweiterungsk

�

orpern erhebli
he S
hwierigkeiten bereiten, und verweisen

f

�

ur diese Grade auf die erste Methode.

In dieser Arbeit stellen wir das Verfahren von Stauduhar [34℄ vor, wel
hes si
h im

wesentli
hen auf die Auswertung von Resolventen st

�

utzt, d.h. Polynomen, deren

3



4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Zerf

�

allungsk

�

orper Teilk

�

orper des Zerf

�

allungsk

�

orpers von f ist. Wir werden dieses

Verfahren f

�

ur Polynome vom Grad n � 12 diskutieren und an ents
heidenden

Stellen verbessern. Zus

�

atzli
h werden au
h neue Methoden basierend auf einem

Algorithmus zur Teilk

�

orperbere
hnung integriert. G

�

anzli
h neu ist die Bere
h-

nung der f

�

ur das Verfahren erforderli
hen Daten und die Implementierung dieser

Methode f

�

ur den Grad n = 12. Die S
hwierigkeiten liegen hierbei im wesentli
hen

in der erhebli
hen Anzahl der transitiven Gruppen, der wa
hsenden Ordnung der

Gruppen, sowie der Gr

�

o�e der Indizes der S

12

bzw. A

12

zu den anderen transitiven

Gruppen, was si
h im Grad der Resolvente wiederspiegelt. F

�

ur alle angespro
he-

nen Probleme werden L

�

osungsstrategien entwi
kelt und miteinander kombiniert,

so da� e�ektive Bere
hnungen der Galoisgruppe au
h in diesem Fall m

�

ogli
h sind.

In Kapitel 2 werden die grundlegenden De�nitionen und S

�

atze zusammengestellt,

die f

�

ur die folgenden Kapitel ben

�

otigt werden. Kapitel 3 bes
hreibt zun

�

a
hst all-

gemein die Ideen des Verfahrens von Stauduhar und liefert dann die Kerns

�

atze f

�

ur

den Algorithmus. Bere
hnungsmethoden der f

�

ur dieses Verfahren im voraus be-

kannten Daten werden im darau�olgenden Kapitel entwi
kelt. Kapitel 5 ist ganz

den Verbesserungen des Verfahrens gewidmet. Zum einen verringern wir dur
h

zus

�

atzli
he Informationen die Anzahl der in Frage kommenden Galoisgruppen,

zum anderen gelingt es uns, einen Teil der ben

�

otigten Daten so umzuwandeln, da�

erhebli
he Verbesserungen f

�

ur das Laufzeitverhalten des Algorithmus zu verzei
h-

nen sind. In Kapitel 6 zeigen wir, wie man dur
h Bere
hnung von Teilk

�

orpern ei-

nes algebrais
hen Zahlk

�

orpers auf Blo
ksysteme der Galoisgruppe s
hlie�en kann.

Somit wird es m

�

ogli
h, die Galoisgruppe in geeignete Kranzprodukte einzubetten

und die Einstiegspunkte im Verfahren von Stauduhar variabel zu halten. Beson-

ders im Fall n = 12 stellt diese Erweiterung eine reizvolle und e�ektive Variante

dar, wie wir anhand von Beispielen belegen. Das letzte Kapitel demonstriert das

Verhalten der Galoisgruppenbere
hnung, anhand von einer Vielzahl von Beispie-

len, au
h im Verglei
h mit anderen Computeralgebrasystemen. S
hlie�li
h geben

wir im Anhang I Graphen der Untergruppengitter der S

n

f

�

ur 4 � n � 12 an, und

im Anhang II eine Zusammenstellung der von uns bere
hneten Daten.



Kapitel 2

Grundlagen

In den folgenden Abs
hnitten dieses Kapitels werden einige grundlegende Begrif-

fe und S

�

atze aus der Algebra, Gruppentheorie und algebrais
hen Zahlentheorie

bereitgestellt, auf die wir uns in dieser Arbeit beziehen wollen. Ausf

�

uhrli
here

Darstellungen mit Beweisen k

�

onnen beispielsweise in [20℄, [25℄, [8℄ und [30℄ ge-

funden werden.

2.1 Gruppen

Wir wollen hier einige Voraussetzungen f

�

ur diese Arbeit ma
hen: Die betra
hteten

Gruppen sind endli
h. Gruppen operieren von links. Dementspre
hend betra
hten

wir Nebenklassen der Form gH, die wir als Linksnebenklassen aus der Neben-

klassenmenge G=H bezei
hnen. Vollst

�

andige Repr

�

asentantensysteme bezei
hnen

wir mit G==H. Abbildungen werden ebenfalls von links ges
hrieben. Ist 
 eine

endli
he ni
htleere Menge, so bezei
hnen wir die Menge aller Permutationen von


 mit S




. Folgli
h k

�

onnen wir 
 dur
h Umnumerierung der Elemente mit einem

Anfangsst

�

u
k der nat

�

urli
hen Zahlen identi�zieren. Wir bezei
hnen die Gruppe

S

f1;:::;ng

aller Permutationen von f1; : : : ; ng als S

n

und nennen sie symmetris
he

Gruppe vom Grad n. Konsistent mit der Linksoperation ergeben si
h dann Pro-

dukte von Permutationen in der Form ��(i) = �(�(i)) f

�

ur �; � 2 S

n

. Es gilt also

in Zykels
hreibweise (1; 3; 4)(3; 4) = (3; 1). Ist H eine (e
hte) Untergruppe von

G, so wollen wir dies in der Form H � G (H < G) notieren. Gilt zus

�

atzli
h, da�

H normal in G ist, so verwenden wir die Notation H E G (H C G). Die Anzahl

der linken Nebenklassenrepr

�

asentanten von G==H ist der Index von H in G, den

wir mit [G :H ℄ bezei
hnen wollen.

De�nition 2.1.1 Sei G eine Gruppe und 
 eine ni
htleere Menge.

Wir sagen, da� G auf 
 operiert, wenn es einen Homomorphismus von Gruppen

� : G �! S




g 7�! �(g) = �

g

5



6 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

von G in die Gruppe aller Permutationen von 
 gibt. Die Anwendung eines g 2 G

auf ein ! 2 
 s
hreiben wir au
h in der Form g(!) = g! = �

g

(!). Diese Situation

notieren wir mit (G;
).

Man erh

�

alt so eine Abbildung

G� 
 �! 


(g; !) 7�! �!

(2.1)

mit (i) 1! = ! und (ii) (g

1

g

2

)! = g

1

(g

2

!), (g

1

; g

2

2 G).

Ist umgekehrt die Abbildung (2.1) mit den Eigens
haften (i) und (ii) gegeben,

so operiert G auf 
 verm

�

oge � : G �! S




, de�niert dur
h �(g)(!) = g!.

De�nition 2.1.2 Die Permutationsgruppe G operiere auf der Menge 
, und es

sei H eine Untergruppe von G.

(i) F

�

ur ! 2 
 bezei
hnen wir die Menge

Orb

G

(!) := f g! j g 2 G g

als die Bahn oder den Orbit von !.

(ii) Eine duale Rolle zu der Menge der Bilder von ! spielt die Menge der Ele-

mente von G, die ! invariant lassen:

Stab

G

(!) := f g 2 G j g! = ! g

hei�t der Stabilisator oder Punktstabilisator von ! in G.

Spre
hen wir vom Stabilisator von H in G, so ist damit die Menge

Stab

G

(H) := f g 2 G j gH = H g

gemeint.

(iii) G hei�t transitiv auf 
, wenn 
 nur aus einer Bahn besteht, d.h. wenn gilt


 = Orb

G

(!); (! 2 
):

Wie man lei
ht sieht, ist G genau dann transitiv, wenn zu jedem Paar !; � 2 


ein g 2 G existiert mit g! = �.

Die wi
htigsten Eigens
haften von Bahnen und Stabilisatoren werden im n

�

a
hsten

Satz zusammengefa�t.
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Satz 2.1.3 Sei G eine Gruppe, die auf der Menge 
 operiert. Seien g; h 2 G

und !; � 2 
. Dann gilt:

(i) Zwei Bahnen Orb

G

(!) und Orb

G

(�) sind entweder glei
h (als Mengen) oder

disjunkt, d.h. die Menge aller Bahnen bilden eine Partition von 
.

(ii) Der Punktstabilisator Stab

G

(!) ist eine Untergruppe von G und Stab

G

(�) =

gStab

G

(!)g

�1

f

�

ur � = g!. Dar

�

uberhinaus gilt g! = h! () gStab

G

(!) =

hStab

G

(!).

(iii) (Bahn-Stabilisator-Eigens
haft) jOrb

G

(!) j = jG : Stab

G

(!) j f

�

ur alle ! 2


. Insbesondere gilt f

�

ur endli
hes G, da� jOrb

G

(!) jjStab

G

(!) j = jG j.

De�nition 2.1.4 Sei G eine Gruppe. G operiert dann auf der Menge 
 = G

verm

�

oge (�; �) �! ���

�1

. Sei � �! T

�

der zugeh

�

orige Homomorphismus in S

G

,

also T

�

(�) = ���

�1

. Die Bahn eines � 2 G bez

�

ugli
h dieser Operation, also die

Menge

f���

�1

j � 2 Gg

hei�t die Konjugationsklasse von � in G.

Die De�nition der Konjugationsklasse l

�

a�t si
h auf Untergruppen H von G er-

weitern.

De�nition 2.1.5 Sei H � G und � 2 G. Dann hei�t �H�

�1

:= f�h�

�1

j h 2

Hg die mittels � zu H konjugierte Gruppe, und die Menge

f�H�

�1

j � 2 Gg

ist die G-Konjugationsklasse von H.

Die Konjugationsklasse einer Untergruppe H � G ist also ni
hts anderes als die

Bahn vonH unter den Permutationen vonG (G operiert dur
h Konjugation). Wir

wollen nun no
h eine weitere De�nition einf

�

uhren, mit deren Hilfe wir Aussagen

�

uber die Anzahl der zu H konjugierten Gruppen in G ma
hen k

�

onnen.

De�nition 2.1.6 Sei H � G und G operiere auf 
 = G bez

�

ugli
h Konjugati-

on. Der Stabilisator von H in G hei�t der Normalisator von H in G, und wir

bezei
hnen ihn mit

N

G

(H) := f� 2 G j �H�

�1

= Hg:

De�nitionsgem

�

a� gilt H E N

G

(H). Na
h Satz 2.1.3 (iii) ist f

�

ur endli
he Gruppen

jG :N

G

(H) j die Anzahl der zu H konjugierten Untergruppen von G.
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2.2 Permutationsgruppen

De�nition 2.2.1 Den Homomorphismus � aus De�nition 2.1.1 nennt man au
h

Permutationsdarstellung von G vom Grad j
j. Ist � ein Monomorphismus (das

einzige Element aus G, da� alle Elemente aus 
 festl

�

a�t, ist die Identit

�

at), so

hei�t die Abbildung treu. In diesem Fall bezei
hnen wir (G;
) als eine Permuta-

tionsgruppe.

Da die ni
ht abels
he Gruppe der Ordnung 6 sowohl dur
h eine transitive Per-

mutationsgruppe der Ordnung 3 (S

3

) als au
h dur
h eine transitive Permuta-

tionsgruppe der Ordnung 6 (D

6

(6)) treu dargestellt werden kann, m

�

ussen wir

Permutationsgruppen unters
heiden, die als abstrakte Gruppen isomorph sind:

De�nition 2.2.2 Zwei Permutationsgruppen (G;
) und (H;�) hei�en

�

aquiva-

lent (isomorph), wenn es eine Bijektion  : 
 �! � und einen Isomorphismus

� : G �! H gibt, so da�

 (g!) = �(g) (!)

f

�

ur alle ! 2 
 und g 2 G gilt.

Stimmen die Mengen 
 und �

�

uberein, so ist  eine Permutation auf 
, und die

Bedingung l

�

auft auf die Konjugiertheit von G und H in der Gruppe S




hinaus.

Alle homomorphen Bilder von G sind dur
h Faktorgruppen von G modulo einer

normalen Untergruppe gegeben. Alle transitiven Permutationsdarstellungen von

G kann man dur
h linke Nebenklassen von Untergruppen von G �nden. Wir

wollen ein wi
htiges Verfahren zur Konstruktion von Permutationsdarstellungen

bes
hreiben:

Satz 2.2.3 Sei H eine Untergruppe von G vom Index n, und sei G =

S

n

i=1

g

i

H

die Nebenklassenzerlegung von G na
h H. Dann erhalten wir einen Epimor-

phismus � von G auf eine transitive Untergruppe von S

n

auf der Zi�ernmenge

f g

i

H j i = 1; : : : ; n g, wenn wir jedem g 2 G die Permutation

�(g) =

�

g

i

H

gg

i

H

�

zuordnen. Der Kern des Epimorphismus � ist der Dur
hs
hnitt aller Konjugierten

g

i

Hg

�1

i

. Wir bezei
hnen den konstruierten Epimorphismus � als die Permutati-

onsdarstellung von G auf den Nebenklassen von H. Gilt

T

n

i=1

g

i

Hg

�1

i

= f1g, so

ist die Permutationsdarstellung treu.

Beweis: F

�

ur alle g; g

0

2 G haben wir

�(gg

0

) =

�

g

i

H

(gg

0

)g

i

H

�

=

�

g

i

H

g(g

0

g

i

)H

�

=

�

g

i

H

gg

i

H

��

g

i

H

g

0

g

i

H

�

= �(g)�(g

0

):
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Somit ist � ein Homomorphismus von G in S

n

. Aus (g

j

g

�1

i

)g

i

H = g

j

H folgt,

da� das Bild von G unter � eine transitive Permutationsgruppe ist. Sei nun

�(g) die Identit

�

at, d.h. gg

i

H = g

i

H f

�

ur 1 � i � n. Dies ist aber

�

aquivalent zu

g 2

T

n

i=1

g

i

Hg

�1

i

. Somit ist au
h klar, da� die Permutationsdarstellung treu ist,

falls Kern � = f1g ist. 2

Umgekehrt gilt der folgende Zusammenhang: Jede transitive Permutationsdar-

stellung von G vom Grad n korrespondiert zu einer Permutationsdarstellung,

die dur
h die Operation von G auf den Nebenklassen von G=Stab

G

(!); ! 2

f1; : : : ; n g gegeben ist.

2.3 Imprimitivit

�

atsgebiete und Bl

�

o
ke

Wir wollen nun die Operation einer Gruppe G auf 
 auf Teilmengen B von 


ausdehnen, indem wir gB := f gb j b 2 B g, g 2 G f

�

ur alle B � 
 de�nieren.

De�nition 2.3.1 Sei G eine transitive Permutationsgruppe auf der Menge 
.

(i) Eine Teilmenge B von 
 hei�t Blo
k (Imprimitivit

�

atsgebiet) von G, falls

f

�

ur alle g 2 G gilt:

gB = B oder gB \B = ;:

Die Anzahl der Elemente eines Blo
ks nennen wir Blo
kl

�

ange.

(ii) Sind B

1

; : : : ; B

m

Bl

�

o
ke von G, so hei�t B = fB

1

; : : : ; B

m

g Blo
ksystem

von G, falls gilt:

(a)

S

1�i�m

B

i

= 
.

(b) B

i

\B

j

= ; f

�

ur i 6= j.

(
) Alle Bl

�

o
ke haben die glei
he Blo
kl

�

ange.

(iii) Die Bl

�

o
ke, die in einem Blo
ksystem liegen, hei�en zueinander konjugiert.

Mit anderen Worten ist B genau dann ein Blo
ksystem f

�

ur G, wenn B eine

Partition von 
 ist, die unter der Operation von G invariant ist. Jede transitive

Gruppe besitzt die trivialen Blo
ksysteme B

0

= f f!g j ! 2 
 g undB

1

= f
 g.

Alle anderen Blo
ksysteme hei�en ni
httrivial. Glei
he Namensgebung gilt f

�

ur

die in den Blo
ksystemen enthaltenen Bl

�

o
ke. Mit Hilfe der letzten Bemerkung

k

�

onnen wir eine Klassi�zierung der transitiven Gruppen vornehmen.

De�nition 2.3.2 Die transitive Gruppe G hei�t primitiv, falls sie keine ni
ht-

trivialen Blo
ksysteme besitzt, ansonsten nennen wir G imprimitiv.

Wir betra
hten im Zusammenhang mit transitiven imprimitiven Gruppen aus-

s
hlie�li
h ni
httriviale Bl

�

o
ke bzw. Blo
ksysteme.
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De�nition 2.3.3 Sei G eine transitive imprimitive Permutationsgruppe und B

ein ni
httrivialer Blo
k von G. Wir bezei
hnen die Gruppe Stab

G

(B) := f g 2

G j gB = B g als den Blo
kstabilisator von B.

Es seien kurz die ersten einfa
hen Folgerungen aus der De�nition von Bl

�

o
ken

bzw. Blo
ksystemen erw

�

ahnt.

Folgerung 2.3.4 Sei G eine transitive imprimitive Permutationsgruppe.

(i) Ist H eine Untergruppe von G, so ist jeder Blo
k von G au
h ein Blo
k von

H.

(ii) Sind B

1

und B

2

Bl

�

o
ke von G, so ist ihr Dur
hs
hnitt ebenfalls ein Blo
k

von G.

(iii) Ist g 2 G, H Untergruppe von G und B ein Blo
k von H, so ist gB ein

Blo
k von gHg

�1

.

(iv) Sei B ein Blo
k von G. Die Menge B := f gB j g 2 G==Stab

G

(B) g bildet

ein Blo
ksystem von G.

Der n

�

a
hste Satz gibt eine notwendige und hinrei
hende Bedingung daf

�

ur an, da�

eine transitive Gruppe imprimitiv ist.

Satz 2.3.5 Sei (G;
) eine transitive Permutationsgruppe und b 2 
. G ist genau

dann imprimitiv, wenn Stab

G

(b) ni
ht maximal in G ist.

Beweis:

"

)\ Sei G imprimitiv und B ein ni
httrivialer Blo
k von G mit b 2

B. Sei K der Blo
kstabilisator Stab

G

(B) von B in G. K liegt e
ht zwis
hen

Stab

G

(b) und G aufgrund der Tatsa
he, da� B � 
 und G transitiv ist. Wegen

der Blo
keigens
haft folgt zun

�

a
hst Stab

G

(b) � K. Weil aber zus

�

atzli
h jBj > 1

ist, gibt es ein von b vers
hiedenes Element b

1

2 B. Die Transitivit

�

at von G

bewirkt die Existenz eines g 2 G mit gb = b

1

. F

�

ur dieses g gilt g 2 K und

g 62 Stab

G

(b).

"

(\ Sei K eine e
hte Zwis
hengruppe von Stab

G

(b) und G. Wir setzen B :=

Orb

K

(b) und behaupten, da� B ein Blo
k ist. Sei b

1

2 B \ gB f

�

ur ein beliebiges

g 2 G. Dann ist b

1

= kb = gk

0

b f

�

ur geeignete k; k

0

2 K, woraus si
h k

�1

gk

0

2

Stab

G

(b) und g 2 K ergibt. Also B = gB und die Blo
keigens
haft ist bewiesen.

Wegen Stab

G

(b) < K ist jBj > 1. Wie eben gezeigt, wird B von genau den

Elementen aus K �xiert, und weil K < G gilt, gibt es ein g 2 G mit B 6= gB,

weswegen B 6= 
. B ist also ein ni
httrivialer Blo
k und G somit imprimitiv. 2

Folgerung 2.3.6 Jede transitive Permutationsgruppe vom Primzahlgrad ist pri-

mitiv.
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Beweis: Sei G transitiv vom Primzahlgrad p. F

�

ur jedes b 2 
 ist [G : Stab

G

(b)℄

eine Primzahl. Stab

G

(b) ist somit maximal in G. 2

Da ein Blo
ksystem vonG unterG invariant ist, erh

�

alt man zu jedem Blo
ksystem

eine Permutationsdarstellung von G in die Gruppe S

B

. F

�

ur B

0

ergibt si
h eine

zu G

�

aquivalente Gruppe, f

�

ur B

1

erh

�

alt man die triviale Gruppe.

2.4 Kranzprodukte

Bei der Bes
h

�

aftigung mit imprimitiven Gruppen st

�

o�t man fast intuitiv auf

Gruppen, die wir sp

�

ater als Kranzprodukte bezei
hnen werden. Kranzprodukte

spielen eine wi
htige Rolle bei der Betra
htung von Permutationsgruppen, denn

sie stellen in gewissem Sinn die

"

universellen\ transitiven imprimitiven Permu-

tationsgruppen dar, wie wir sp

�

ater sehen werden. Bevor wir eine entspre
hende

De�nition liefern, wollen wir an die Konstruktion des semidirekten Produktes

erinnern, da die des Kranzproduktes darauf aufbaut.

De�nition 2.4.1 Seien K und H Gruppen und � : H �! Aut(K) ein Homo-

morphismus. Die Menge

K o

�

H := f (k; h) j k 2 K; h 2 H g

mit der Verkn

�

upfung (k

1

; h

1

)(k

2

; h

2

) := (k

1

�

h

1

(k

2

); h

1

h

2

) hei�t semidirektes Pro-

dukt von K und H bez

�

ugli
h �.

Man re
hnet ohne S
hwierigkeiten na
h, da� G = K o

�

H mit der de�nier-

ten Verkn

�

upfung eine Gruppe ist: (1; 1) ist das neutrale Element und (k; h)

�1

=

(�

h

(k)

�1

; h

�1

) das inverse Element. G enth

�

alt die UntergruppenH

?

:= f (1; h) j h 2

H g und K

?

:= f (k; 1) j k 2 K g, die zu H und K isomorph sind. Weiterhin folgt

G = K

?

H

?

, K

?

ist Normalteiler in G und K

?

\ H

?

= 1. Gelten umgekehrt die

letzten drei Bedingungen, so ist G das semidirekte Produkt seiner Untergruppen

H und K, wobei H auf K dur
h Konjugation operiert. Es sei no
h bemerkt, da�

das semidirekte Produkt dur
h seine Teilstrukturen K und H ni
ht eindeutig be-

stimmt ist. Erst wenn zu jedem h 2 H der Automorphismus � : H 7�! Aut(K)

explizit bekannt ist, ist die Struktur des semidirekten Produktes gegeben.

Wir vereinbaren folgende Bezei
hnung.

De�nition 2.4.2 Sei � eine ni
htleere Menge und K eine Gruppe. Die Menge

aller Abbildungen von � na
h K bezei
hnen wir mit Fun(�; K). Sie wird dur
h

punktweise Verkn

�

upfung zu einer Gruppe: (�; �)(
) := �(
)�(
) f

�

ur alle �; � 2

Fun(�; K) und 
 2 �:
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Ist � endli
h, d.h. � = f 


1

; : : : ; 


m

g, so ist die Gruppe Fun(�; K) isomorph

zum direkten Produkt K

m

= K � : : : � K bez

�

ugli
h des Isomorphismus � 7�!

(�(


1

); : : : ; �(


m

)), � 2 Fun(�; K).

Wir hatten in der Einleitung ges
hrieben, da� man in sehr nat

�

urli
her Weise

bei der Betra
htung von imprimitiven Gruppen auf die Konstruktion von Kranz-

produkten st

�

o�t. F

�

ur eine ans
hauli
he Bes
hreibung sei zum Beispiel B eine

Partition der Menge 
 in glei
hm

�

a
htige Teilmengen. Die Gruppe G der Auto-

morphismen von B besteht aus allen � 2 S




mit der Eigens
haft, da� f

�

ur B � 


gilt:

B 2 B() �B 2 B:

Wie wir wissen, operiert G au
h auf B. Sei K der Kern der Permutationsdar-

stellung von G auf B. Man sieht lei
ht, da� K isomorph ist zu dem direkten

Produkt von jB j Kopien von S

B

, B 2 B. W

�

ahrend S

B

Informationen

�

uber die

von G ausge

�

ubten Permutationen der Bl

�

o
ke enth

�

alt, so gibt K wieder, wie

"

in-

nerhalb\ der Bl

�

o
ke dur
h G permutiert wird. Dur
h geeignete Kombination von

K und S

B

sollte es m

�

ogli
h sein, G zu rekonstruieren. Dies ist tats

�

a
hli
h mit

Hilfe des semidirekten Produkts m

�

ogli
h. Die folgenden

�

Uberlegungen sollen den

Sa
hverhalt genauer beleu
hten.

De�nition 2.4.3 Seien G und H Gruppen und � eine Menge, auf der H ope-

riert. Die Menge

G o

�

H := Fun(�; G)o

�

H

mit �

h

(�) = � Æ h

�1

hei�t Kranzprodukt von G und H bez

�

ugli
h �.

Die Untergruppe Fun(�; G)

?

:= f(�; 1) j � 2 Fun(�; G)g

�

=

Fun(�; G) hei�t

die Basis oder der Basisnormalteiler von G o

�

H. Wir wollen uns auf den Fall

bes
hr

�

anken, da�G;H und � endli
h sind. Dann erhalten wir jFun(�; G)j = jGj

j�j

und somit

jG o

�

Hj = jFun(�; G)o

�

Hj = jFun(�; G)jjHj = jGj

j�j

jHj

Lemma 2.4.4 Seien � und � ni
htleere Mengen und G � S

�

, H � S

�

.

(i) Das Kranzprodukt Go

�

H ist isomorph zu einer Untergruppe von S

���

unter

 : G o

�

H �! S

���

mit  (�

1

; �

2

) (�; 
) = ( �

1

(�

2

(
)) (�); �

2

(
) ) f

�

ur alle

(�; 
) 2 �� �. G o

�

H operiert also als Permutationsgruppe auf �� �.

(ii) G o

�

H als Permutationsgruppe betra
htet ist imprimitiv und operiert genau

dann transitiv auf � � �, wenn G transitiv auf � und H transitiv auf �

operiert.

(iii) Seien G � G

0

und H � H

0

. Dann ist G o

�

H Untergruppe von G

0

o

�

H

0

.
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Beweis: (i) Zum Beweis der Homomorphieeigens
haft von  seien � = (�

1

; �

2

)

und � = (�

1

; �

2

) aus G o

�

H. F

�

ur das Produkt gilt: �� = (�

1

(�

1

Æ �

�1

2

); �

2

�

2

).

Damit ergibt si
h:

 (��)(�; 
) =

�

�

1

(�

2

�

2

(
)) � (�

1

Æ �

�1

2

)(�

2

�

2

(
)) (�); �

2

�

2

(
)

�

=

�

�

1

(�

2

�

2

(
)) � �

1

(�

2

(
)) (�); �

2

�

2

(
)

�

=

�

�

1

(�

2

�

2

(
)) (�

1

(�

2

(
)) (�)); �

2

�

2

(
)

�

=  (�)

�

�

1

(�

2

(
)) (�); �

2

(
)

�

=  (�)

�

 (�)(�; 
)

�

=

�

 (�) (�)

�

(�; 
):

f

�

ur alle (�; 
) 2 �� �.

Zum Beweis der Injektivit

�

at von  sei � 2 G o

�

H mit

 (�)(�; 
) = (�

1

(�

2

(
)) (�); �

2

(
))

= (�; 
)

f

�

ur alle (�; 
) 2 � � �. In der zweiten Komponente folgt sofort �

2

= id

H

. Da

mit 
 au
h �

2

(
) alle Werte in � dur
hl

�

auft, ergibt si
h �

1

(
)(�) = � f

�

ur alle

(�; 
) 2 � � �. Daher gilt au
h in der ersten Komponente �

1

= id

Fun(�;G)

. Die

Operation von G o

�

H auf �� � wird mit Hilfe von  de�niert.

(ii) Zur Imprimitivit

�

at sei gesagt, da� die Mengen B




= f(�; 
) j� 2 �g ein

Blo
ksystem bilden.

Wir kommen nun zur Transitivit

�

at: Operiere zun

�

a
hst  (G o

�

H) transitiv auf

� � �. Seien (�

i

; 


i

) 2 � � �; i = 1; 2. Dann existieren �

1

2 Fun(�; G) und

�

2

2 H mit

 (�

1

; �

2

)(�

1

; 


1

) = (�

1

(�

2

(


1

)) (�

1

); �

2

(


1

))

= (�

2

; 


2

)

woraus sofort die Transitivit

�

at von H auf � folgt, da �

2

(


1

) = 


2

. Somit ist

�

1

(�

2

(


1

)) (�

1

) = �

1

(


2

) (�

1

) = �

2

mit �

1

(


2

) 2 G und (G;�) ist ebenfalls transi-

tiv. Sind nun umgekehrt (G;�) und (H;�) transitiv, dann existieren g 2 G und

�

2

2 H mit g�

1

= �

2

und �

2




1

= 


2

. Wir w

�

ahlen �

1

2 Fun(�; G) mit �

1

(


2

) = g.

Dann folgt (�

1

(�

2

(


1

)) (�

1

); �

2

(


1

)) = (�

2

; 


2

) und  (G o

�

H) operiert transitiv

auf �� �:

(iii) Dies ist klar, da Fun(�; G) � Fun(�; G

0

). 2

Beispiel 2.4.5 Wir werden sp

�

ater Kranzprodukte unter anderem aus zwei sym-

metris
hen Gruppen S

l

und S

m

zusammensetzen und s
hreiben daf

�

ur S

l

o

f1;:::;mg

S

m

= S

l

o S

m

.
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Bemerkung 2.4.6

(i) Ist � = f1; : : : ; lg und � = f1; : : : ; mg, so k

�

onnen wir (�; 
) auf l(
�1)+�

abbilden und somit � � � mit f1; : : : ; lmg identi�zieren. Dann entspre-


hen den Bl

�

o
ken B




= � � 
; (
 2 �) die Elemente der Menge B =

ff1; : : : ; lg; fl+1; : : : ; 2lg; : : : ; f(m� 1)l+1; : : : ; mlgg, und somit ist B ein

Blo
ksystem zum Kranzprodukt (G o

�

H; f1; : : : ; mlg).

(ii) Sei K das Kranzprodukt G o

�

H wie in Satz 2.4.4 (i). Da K glei
h dem

semidirekten Produkt Fun(�; G) o H ist, k

�

onnen wir jedes Element k 2

K als Produkt k = (g; 1)(1; h) s
hreiben, wobei (g; 1) 2 Fun(�; G)

?

und

(1; h) 2 H

?

ist. G o

�

H als Permutationsgruppe auf � � � betra
htet ist

imprimitiv; sei B = fB

1

; : : : ;B

m

g ein Blo
ksystem mit B




:= ��
, 
 2 �.

Aus der De�nition von  in Satz 2.4.4 (i) folgt, da� die Elemente (1; h)

gerade eine Vertaus
hung der Bl

�

o
ke bewirken, w

�

ahrend die Permutationen

(g; 1) die Elemente innerhalb der Bl

�

o
ke vertaus
hen.

(iii) Wie wir im Beweis von Teil (i) gesehen haben, folgt aus der Treue von G

auf � und der Treue von H auf � die Treue von G o

�

H auf �� �.

2.5 Der Satz von Krasner und Kaloujnine

Wir wollen nun verdeutli
hen, warum Kranzprodukte in gewissem Sinn die

"

uni-

versellen\ transitiven Permutationsgruppen darstellen. Jede imprimitive Permu-

tationsgruppe l

�

a�t si
h n

�

amli
h in ein geeignetes Kranzprodukt einbetten. Wir

geben hier eine f

�

ur unsere Zwe
ke ausrei
hende, vereinfa
hte Form des Satzes von

Krasner und Kaloujnine, wel
her au
h als Einbettungssatz bezei
hnet wird, an.

Die vollst

�

andige Aussage mit Beweis �ndet man zum Beispiel in [24℄ S. 8.

Satz 2.5.1 Sei (G;
) eine transitive, imprimitive Permutationsgruppe mit Blo
k-

system B = fB

1

; : : : ; B

m

g von Bl

�

o
ken der L

�

ange l. Sei  : G �! S

�

die

zugeh

�

orige Permutationsdarstellung von G bez

�

ugli
h B und H =  (G). Seien

� := f1; : : : ; lg und � := f1; : : : ; mg. Dann ist (G;
)

�

aquivalent zu einer Unter-

gruppe von (S

�

o

�

H;�� �).

Beweis: Seien �; �

i

2 � und 
; 


i

2 � f

�

ur i = 1; 2. Wir w

�

ahlen eine bijektive

Abbildung � : 
 �! � � � mit der Eigens
haft �(!) = (�; 
) =) ! 2 B




.

Mit Hilfe dieser Abbildung fassen wir G als transitive, imprimitive Permutati-

onsgruppe von � � � mit den Bl

�

o
ken B




= � � f
g auf. Sei nun g 2 G mit

g(�

1

; 


1

) = (�

2

; 


2

). Hiermit werden �

1

2 Fun(�; S

�

) und �

2

2 H dur
h �

2

(


1

) =




2

und �

1

(�

2

(


1

))(�

1

) = �

2

de�niert. Dies ma
ht aufgrund der Blo
kstruktur und

da �

2

(


1

) mit 


1

alle Werte aus � annimmt, Sinn. Wir erkl

�

aren eine Abbildung
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� : G �! S

�

� H dur
h �(g) = (�

1

; �

2

) und behaupten, da� � operationsver-

tr

�

agli
h und monomorph ist. Na
h Lemma 2.4.4 ist n

�

amli
h

�(g)(�

1

; 


1

) = (�

1

(�

2

(


1

))(�); �

2

(


1

))

= (�

2

; 


2

)

= g(�

1

; 


1

):

Au�erdem ist

�(g

1

g

2

)(�; 
) = g

1

g

2

(�; 
)

= �(g

1

)(g

2

(�; 
))

= �(g

1

)(�(g

2

)(�; 
))

= (�(g

1

)�(g

2

))(�; 
);

wobei die letzte Glei
hung na
h Lemma 2.4.4 g

�

ultig ist. Da diese Glei
hungskette

f

�

ur alle (�; 
) 2 � � � gilt, folgt �(g

1

g

2

) = �(g

1

)�(g

2

). Die Injektivit

�

at von �

ergibt si
h analog dem Beweis im Lemma 2.4.4. 2

Bemerkung 2.5.2 Sei G � S

n

eine transitive, imprimitive Permutationsgruppe

und B ein Blo
ksystem von G mit k Bl

�

o
ken der L

�

ange l. Aufgrund des voran-

gegangenen Satzes kann man G mit einer Untergruppe von S

l

o S

k

identi�zieren.

2.6 K

�

orpertheorie und Galoistheorie

Wir wiederholen einige wi
htige De�nitionen und S

�

atze aus der Algebra, wer-

den aber au
h andere (aus z.B. Meyberg [25℄ oder Lorenz [20℄) f

�

ur die Arbeit

voraussetzen.

Es sei daran erinnert, da� es si
h bei einem faktoriellen Ring um einen Inte-

grit

�

atsring mit 1 handelt, in dem Elemente eine bis auf Reihenfolge und Einheiten

eindeutige Produktzerlegung in irreduzible Elemente besitzen.

Satz 2.6.1 Sei R ein faktorieller Ring. Dann gilt:

(i) Der Polynomring R[t℄ ist ebenfalls faktoriell.

(ii) R ist in seinem Quotientenk

�

orper K ganz abges
hlossen, d.h. gilt f

�

ur ein

� 2 K und ein normiertes h 2 R[t℄, da� h(�) = 0 ist, so folgt bereits

� 2 R.

Ist K ein Teilk

�

orper des K

�

orpers L, so nennen wir L Erweiterungsk

�

orper von K

oder K

�

orpererweiterung

�

uber K und s
hreiben daf

�

ur L=K.



16 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

De�nition 2.6.2 Sei L=K eine K

�

orpererweiterung.

(i) Ein Element a 2 L hei�t algebrais
h

�

uber K, wenn es ein von Null ver-

s
hiedenes Polynom f 2 K[t℄ gibt mit f(a) = 0. Demzufolge spre
hen wir

von einer algebrais
hen K

�

orpererweiterung L=K, wenn jedes Element aus

L algebrais
h

�

uber K ist.

(ii) Ist a 2 L algebrais
h

�

uber K, so wollen wir das eindeutig bestimmte nor-

mierte Polynom m

a

2 K[t℄ kleinsten Grades mit m

a

(a) = 0 das Minimal-

polynom von a

�

uber K nennen.

(iii) Ist K der Quotientenk

�

orper eines Integrit

�

atsrings R mit 1, so nennen wir

die algebrais
hen Elemente � 2 L mit m

�

2 R[t℄ au
h ganzalgebrais
h

�

uber

R.

(iv) Die K

�

orperweiterung L=K hei�t endli
h, wenn L als K-Vektorraum endli-


he Dimension besitzt.

Seien L=K eine K

�

orpererweiterung und �

1

; : : : ; �

k

2 L. Mit K(�

1

; : : : ; �

k

) be-

zei
hnen wir den kleinsten Teilk

�

orper M � K von L, wel
her �

1

; : : : ; �

k

enth

�

alt.

F

�

ur ein normiertes irreduzibles Polynom f 2 K[t℄ ist L := K[t℄=fK[t℄ ein Erwei-

terungsk

�

orper von K und es gilt L

�

=

K(�), wobei � eine Nullstelle von f in L

ist.

De�nition 2.6.3 Sei K ein K

�

orper und f 2 K[t℄ ein ni
ht konstantes Polynom.

Eine K

�

orpererweiterung L=K hei�t Zerf

�

allungsk

�

orper von f , wenn gilt:

(i) Es gibt a

1

; a

2

; : : : ; a

r

2 L, 
 2 K, mit f = 
(t� a

1

)(t� a

2

) : : : (t� a

r

).

(ii) L = K(a

1

; a

2

; : : : ; a

r

).

Bedingung (i) bedeutet, da� alle Wurzeln von f in L liegen. Au�erdem soll gel-

ten, da� L mit dieser Eigens
haft minimal ist. Wie aus der K

�

orpertheorie be-

kannt ist, kann man zu jedem Polynom f 2 K[t℄ einen Zerf

�

allungsk

�

orper kon-

struieren, und alle Zerf

�

allungsk

�

orper eines gegebenen Polynoms sind isomorph.

Aufgrund der Isomorphie der Zerf

�

allungsk

�

orper sei es uns gestattet, von

"

dem\

Zerf

�

allungsk

�

orper des Polynoms f zu spre
hen; wir wollen ihn mit Z

K

(f) be-

zei
hnen. Es sei no
h bemerkt, da� wir zwei K

�

orper K

1

und K

2

genau dann

isomorph nennen, wenn es eine bijektive Abbildung � : K

1

�! K

2

gibt, f

�

ur die

�(a + b) = �(a) + �(b) und �(a � b) = �(a) � �(b) f

�

ur alle a; b 2 K

1

gilt. Ist

K

1

= K

2

, so hei�t � Automorphismus. In seinem Zerf

�

allungsk

�

orper ist ein Po-

lynom Produkt von Linearfaktoren f(t) =

Q

k

i=1


(t � a

i

)

�

i

; 
 2 K, wobei die a

i

paarweise vers
hieden sind. Viele Resultate der Galoistheorie beziehen si
h auf

Polynome, f

�

ur die alle �

i

= 1, (1 � i � k), sind.
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De�nition 2.6.4 Sei L=K eine K

�

orpererweiterung.

(i) Ein Polynom f 2 K[t℄ vom Grad n � 1 hei�t separabel, wenn f in Z

K

(f)

genau n vers
hiedene Wurzeln hat.

(ii) Sei a 2 L algebrais
h. Das Element a 2 L hei�t separabel

�

uber K, wenn

sein Minimalpolynom m

a

separabel ist. Ist jedes Element aus L separabel,

so sagen wir, da� L=K eine separable K

�

orpererweiterung ist.

(iii) Ist zus

�

atzli
h L=K algebrais
h, so nennen wir die K

�

orpererweiterung nor-

mal, wenn f

�

ur jedes irreduzible f 2 K[t℄ gilt: Hat f eine Nullstelle in

L, so zerf

�

allt f

�

uber L vollst

�

andig in Linearfaktoren, d.h. L enth

�

alt einen

Zerf

�

allungsk

�

orper von f

�

uber K.

Separabilit

�

at ist eine Eigens
haft des Polynoms f , weil der zur Erkl

�

arung ben

�

otig-

te Zerf

�

allungsk

�

orper bis aufK-lineare Isomorphie eindeutig dur
h f bestimmt ist.

F

�

ur K

�

orper der Charakteristik 0 ist jedes irreduzible Polynom f 2 K[t℄ separabel

und folgli
h au
h jede algebrais
he Erweiterung L=K separabel.

Die Automorphismen eines K

�

orpers bilden bez

�

ugli
h Komposition eine Gruppe.

Dies f

�

uhrt zu der n

�

a
hsten De�nition.

De�nition 2.6.5 Es sei L=K eine endli
he K

�

orpererweiterung. Mit Aut(L) wird

die Gruppe der Automorphismen von L bezei
hnet, und mit G(L=K) die Unter-

gruppe all der Elemente von Aut(L), die K elementweise festlassen.

G(L=K) := f � 2 Aut(L) j �(k) = k f

�

ur alle k 2 K g

hei�t die Galoisgruppe von L=K.

Eine endli
he K

�

orpererweiterung, die normal und separabel ist, nennen wir Galoi-

serweiterung oder galoiss
h. Wir kommen nun zum Hauptsatz der Galoistheorie

f

�

ur galoiss
he K

�

orpererweiterungen:

Satz 2.6.6 (Hauptsatz der Galoistheorie) Sei L=K eine galoiss
he Erwei-

terung.

(i) Jedem Zwis
henk

�

orper M von L

�

uber K werde dur
h

� :M �! G(L=M) = f � 2 G(L=K) j �

jM

= id g

seine Galoisgruppe, jeder Untergruppe U von G(L=K) dur
h

� : U �! Fix(L=U) = f x 2 L j �(x) = x f

�

ur alle � 2 U g
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ein Zwis
henk

�

orper L � Fix(L=U) � K, der sogenannte Fixk

�

orper von

U , zugeordnet. Ist M := fM jM ist Zwis
henk�orper vonL=K g und U :=

fU jU ist Untergruppe vonG(L=K) g, so gilt �� = Idj

M

und �� = Idj

U

,

d.h. � = �

�1

und �, � sind bijektiv.

(ii) F

�

ur jede Untergruppe U von G(L=K) und jeden Teilk

�

orper M von L gilt

[M :K ℄ = [G(L=K) :�(M) ℄ ; [L :�(U) ℄ = jU j.

(iii) F

�

ur einen Zwis
henk

�

orper M � L ist L=M genau dann eine Galoiserwei-

terung, wenn �(M) = G(L=M) ein Normalteiler in G(L=K) ist. In diesem

Fall gilt G(M=K)

�

=

G(L=K)=G(L=M).

Der Hauptsatz der Galoiss
hen Theorie hat eine F

�

ulle von Anwendungen. Von

prinzipieller Bedeutung ist, da� die Anzahl der Zwis
henk

�

orper einer galoiss
hen

Erweiterung stets endli
h ist, da die Galoisgruppe nur endli
h viele Untergruppen

besitzt.

Satz 2.6.7 (Primitives Element) Sei L=K eine endli
he, separable K

�

orperer-

weiterung. Dann besitzt L ein primitives Element, d.h. es existiert ein � 2 L mit

L = K(a).

Jede endli
he normale Erweiterung L = K(a

1

; a

2

; : : : ; a

r

)

�

uber K k

�

onnen wir als

Zerf

�

allungsk

�

orper des Polynoms f(t) = m

a

1

� m

a

2

� : : : � m

a

r

au�assen. Deshalb

wollen wir die Galoisgruppe G(f;K) eines ni
htkonstanten Polynoms f 2 K[t℄

als die Galoisgruppe von G(Z

K

(f)=K) bezei
hnen.

�

Ahnli
h k

�

onnen wir mit Hilfe des Satzes vom primitiven Element f

�

ur eine endli
he,

separable K

�

orpererweiterung L=K den Zerf

�

allungsk

�

orper Z

K

(L) dur
h Z

K

(f)

de�nieren, wobei f 2 K[x℄ das Minimalpolynom eines primitiven Elements von

L bezei
hne.

Sei nun f(t) =

P

n

i=0

a

i

t

i

2 K[t℄ ein separables Polynom mit paarweise vers
hie-

denen Wurzeln �

1

; : : : ; �

n

, Z

K

(f) = K(�

1

; : : : ; �

n

) der Zerf

�

allungsk

�

orper von f

�

uber K und � aus der Galoisgruppe G(f;K) = G(Z

K

(f)=K). Mit jeder Wurzel

�

j

2 Z

K

(f) von f ist au
h �(�

j

) Wurzel von f , da 0 = �(0) = �(f(�

j

)) =

�(

P

n

i=0

a

i

�

i

) =

P

n

i=0

a

i

�(�

i

) f

�

ur 1 � j � n ist. Unter der Abbildung � geht

somit die Menge der Wurzeln von f in si
h

�

uber. Sind demna
h �

1

; : : : ; �

n

die

vers
hiedenen Wurzeln von f , so sind �(�

1

); : : : ; �(�

n

) ebenfalls alle vers
hie-

denen Wurzeln, jedo
h in anderer Reihenfolge. Es gibt daher eine Permutation

�

�

2 S

n

mit �(�

i

) = �

�

�

(i)

, (1 � i � n), f

�

ur jedes � 2 G(f;K). Die Abbildung

� : G(f;K) �! S

n

de�niert dur
h � 7�! �

�

ist ein Monomorphismus, da das

einzige Element von G(f;K), das alle �

i

festl

�

a�t, die Identit

�

at ist.
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Bemerkung 2.6.8 Die Galoisgruppe ist somit isomorph zu einer Untergruppe

G der symmetris
hen Gruppe S

n

und � ist eine treue Permutationsdarstellung

von G(f;K).

Wir werden im folgenden die Galoisgruppe G(f;K) des

�

ofteren mit ihrem Bild

�(G(f;K) � S

n

identi�zieren. Zum besseren Verst

�

andnis werden wir G(f;K)

daher mit G(f;K) bezei
hnen. Ist das Polynom f irreduzibel, so operiert die

Galoisgruppe transitiv auf der Menge der Wurzeln; d.h. zu je zwei Wurzeln �

i

,

�

j

gibt es ein � 2 G(f;K) mit �(�

i

) = �

j

, (1 � i; j � n). Die Umkehrung dieser

Aussage gilt ebenfalls, sofern f separabel ist.

Es ist wi
htig zu beoba
hten, da� die Gruppe G(f;K) � S

n

von der gew

�

ahlten

Anordnung der Wurzeln von f abh

�

angt. Angenommen, folgende Bezei
hnung der

Wurzeln ist gegeben:

�

i

�

�! �(�

i

) = �

�

�

(i)

; (1 � i � n):

Bez

�

ugli
h dieser Anordnung soll gelten G(f;K)

�

=

G(f;K). W

�

ahlt man eine neue

Anordnung anhand von � 2 S

n

, so folgt

�

0

i

= �

�(i)

�

�! �(�

0

i

) = �(�

�(i)

) = �

�

�

(�(i))

= �

0

�

�1

�

�

�(i)

; (1 � i � n);

d.h. G(f;K)

�

=

�

�1

G� . Wir halten also fest:

Bemerkung 2.6.9 Geben wir keine feste Anordnung der Wurzeln des Polynoms

f an, so kann die Galoisgruppe, als Permutationsgruppe betra
htet, bestm

�

ogli
h

bis auf Konjugation bestimmt werden.

Die Wurzeln eines normierten, irreduziblen Polynoms f 2 K[x℄ in einem Erwei-

terungsk

�

orper L nennen wir zueinander konjugiert. Der algebrais
he Abs
hlu�

K von K ist ein Erweiterungsk

�

orper von K, der die Wurzeln aller Polynome

f 2 K[x℄ enth

�

alt. So stimmt zum Beispiel im Fall K = R der algebrais
he Ab-

s
hlu� K mit C , dem K

�

orper der komplexen Zahlen,

�

uberein.
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Kapitel 3

Das Verfahren von Stauduhar

Im wesentli
hen m

�

ussen f

�

ur das Verfahren von Stauduhar zur Bere
hnung der

Galoisgruppe eines irreduziblen normierten Polynoms f 2 K[t℄ vom Grad n vier

Dinge im voraus bekannt sein: Erstens, die transitiven Permutationsgruppen des

gew

�

uns
hten Grades; bis Grad 15 wurden sie von Butler & M
Kay [3℄ klassi-

�ziert, und A. Hulpke [14℄ hat diese Arbeit bis Grad 31 fortgef

�

uhrt. Zweitens,

bis auf Konjugation, die Gitterstruktur der transitiven Untergruppen der sym-

metris
hen Gruppe S

n

. Drittens ben

�

otigen wir zu jedem Gruppenpaar (G;H),

wobei H eine transitive maximale Untergruppe von G ist, eine Menge von Ne-

benklassenrepr

�

asentanten von H in G, und viertens ein geeignetes Polynom F ,

wel
hes genau von allen Permutationen in G, die in H liegen, stabilisiert wird.

In diesem Kapitel werden zuerst die Ideen des gesamten Verfahrens betra
htet,

anhand derer au
h klar wird, wie die erforderli
hen Daten im Detail auszusehen

haben. Dana
h wollen wir auf den Fall K = Q eingehen. Die na
hfolgenden Ka-

pitel bes
h

�

aftigen si
h dann mit der Bere
hnung der Daten und Verbesserungen

des Verfahrens.

3.1 Die Idee des Verfahrens

Eine vereinfa
hte Bes
hreibung des Verfahrens k

�

onnte wie folgt aussehen: Man

startet mit einem irreduziblen normierten Polynom f 2 K[t℄ und dur
hl

�

auft

folgende S
hleife: Angenommen, man wei�, da� G(f;K) � G f

�

ur eine transitive

Untergruppe G von S

n

ist (na
h Bemerkung 2.6.8 ist dies f

�

ur G = S

n

bekannt), so

teste, ob G(f;K) � H f

�

ur eine maximale transitive Untergruppe H von G gilt.

Ist G(f;K) in keiner maximalen transitiven Untergruppe H von G enthalten,

so folgt G(f;K) = G. Ansonsten setze G := H und wiederhole die S
hleife.

Hierbei spielt die Wahl der Gruppe H keine Rolle, da aus G(f;K) � H

1

und

G(f;K) � H

2

folgt G(f;K) � H

1

\H

2

.

Eine Grundmotivation f

�

ur diese Vorgehensweise liefert die Betra
htung von ra-

tionalen (symmetris
hen) Funktionenk

�

orpern. Dazu m

�

o
hten wir zun

�

a
hst die

21
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folgenden Bezei
hnungen vereinbaren und an einen in diesem Zusammenhang

wi
htigen Satz erinnern:

Bemerkung 3.1.1

(i) Sei F 2 K[x

1

; : : : ; x

n

℄ ein Polynom in den Unbestimmten x

1

; : : : ; x

n

. Jede

Permutation � 2 S

n

vermittelt in nat

�

urli
her Weise einen Ringautomor-

phismus �

?

: K[x

1

; : : : ; x

n

℄ �! K[x

1

; : : : ; x

n

℄ dur
h

�

?

(F )(x

1

; : : : ; x

n

) := F (y

1

; : : : ; y

n

) mit y

i

= x

�(i)

f

�

ur 1 � i � n.

(ii) Die Gesamtheit aller Permutationen � 2 G � S

n

, deren zugeh

�

orige Ringau-

tomorphismen �

?

das Polynom F 2 K[x

1

; : : : ; x

n

℄ invariant lassen, bilden

eine Gruppe. Wir wollen sie mit

Stab

G

(F ) = f � 2 G j �

?

F = F g

bezei
hnen.

Sei K ein K

�

orper. Mit L := K(x

1

; : : : ; x

n

) sei der K

�

orper der rationalen Funk-

tionen in den Unbestimmten x

1

; : : : ; x

n

�

uber K bezei
hnet. O�ensi
htli
h ist

S

?

n

:= f�

?

j � 2 S

n

g eine Untergruppe von Aut(L=K) und jS

?

n

j = n!. Der

Fixk

�

orper von S

?

n

besteht aus denjenigen rationalen Funktionen in den Unbe-

stimmten x

1

; : : : ; x

n

, die si
h bei keiner Permutation der Unbestimmten

�

andern.

Dies ist der K

�

orper der rationalen symmetris
hen Funktionen; wir bezei
hnen ihn

mitM . Wie der n

�

a
hste Satz zeigt, sind folgende Elemente aus M , die sogenann-

ten elementarsymmetris
hen Funktionen

s

r

=

X

1�i

1

<:::<i

r

�n

x

i

1

� : : : � x

i

r

; (1 � r � n); (3.1)

von Bedeutung.

Satz 3.1.2 Sei K ein K

�

orper, M und L wie eben de�niert. Dann gilt:

(i) M = K(s

1

; : : : ; s

n

) mit den elementarsymmetris
hen Funktionen s

1

; : : : ; s

n

in den x

i

, (1 � i � n).

(ii) L=M ist Zerf

�

allungsk

�

orper des Polynoms

f(t) =

n

P

i=0

(�1)

i

s

i

t

n�i

2M [t℄:

(iii) L=M ist galoiss
h mit [L=M ℄ = n!.

(iv) Die Galoisgruppe von L=M ist isomorph zur symmetris
hen Gruppe S

n

,

G(L=M) = S

?

n

�

=

S

n

.
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Beweis: siehe [25℄ 2

Wir wollen im folgenden zwis
hen �

?

und � ni
ht mehr unters
heiden. Zu jeder

(transitiven) Untergruppe H von S

n

sei Fix(L;H) der Fixk

�

orper von H. Na
h

dem Hauptsatz der Galoistheorie gilt f

�

ur eine Untergruppe H der Galoisgruppe

G(L=M), da� G(L=F ix(L;H)) = H. Wir haben also folgende Situation vorliegen

mit H � G � S

n

:

L = K(x

1

; : : : ; x

n

)  ! fidg

[ \

Fix(L;H)  ! H

[ \

Fix(L;G)  ! G

[ \

M = K(s

1

; : : : ; s

n

)  ! G(L=M)

(3.2)

Aus Satz 3.1.2 folgt, da� Fix(L;H)=F ix(L;G) endli
h und separabel ist. Na
h

dem Satz vom primitiven Element existiert also ein primitives Element F 2

Fix(L;H), so da� Fix(L;H) = Fix(L;G)(F ). Es ist immer m

�

ogli
h, F ganz-

algebrais
h

�

uber K[s

1

; : : : ; s

n

℄ zu w

�

ahlen. Multiplikation von F mit dem k.g.V.

der Nenner des Minimalpolynoms von F

�

uber K[s

1

; : : : ; s

n

℄ ergibt ein ganzal-

gebrais
hes Element. Weil der faktorielle Ring K[x

1

; : : : ; x

n

℄ ganz abges
hlossen

in seinem Quotientenk

�

orper ist, folgt, da� F 2 K[x

1

: : : ; x

n

℄ ist. F ist also ein

Polynom. Ist K der Quotientenk

�

orper eines Ringes R, so kann man dur
h Mul-

tiplikation mit einem Skalar aus R sogar F 2 R[x

1

; : : : ; x

n

℄ errei
hen.

Sei f ein normiertes irreduzibles Polynom aus K[t℄. Nehmen wir an, wir wis-

sen, da� G(f;K) � G f

�

ur eine transitive Untergruppe G von S

n

gilt. Bei der

vereinfa
hten Bes
hreibung des Verfahrens hatten wir ni
ht n

�

aher bes
hrieben

formuliert,

"

so teste\, ob G(f;K) � H f

�

ur maximale Untergruppen H von G.

Wie ist dieser Test konkret dur
hzuf

�

uhren? Ein Bli
k auf das K

�

orperdiagramm

liefert die Antwort:

Lemma 3.1.3 Sei R ein Integrit

�

atsring (mit 1) und K sein Quotientenk

�

orper.

R sei ganz abges
hlossen in K, f ein normiertes irreduzibles Polynom aus R[t℄

und L;M wie in Satz 3.1.2. Weiterhin seien H � G � S

n

, so da� G(f;K)

eine Untergruppe von G ist. Das Polynom F 2 R[x

1

; : : : ; x

n

℄ sei ein primitives

Element von Fix(L;H)

�

uber Fix(L;G). Dann gilt:

(i) Genau dann ist G(f;K) � H, wenn �F = F f

�

ur alle � 2 G(f;K).

(ii) F

�

ur alle � 2 G gelte: �F 6= F ) �F (�

1

; : : : ; �

n

) 6= F (�

1

; : : : ; �

n

), wobei

�

1

: : : ; �

n

die Wurzeln von f 2 K sind. Dann sind

�

aquivalent:

(a) �F = F f

�

ur alle � 2 G(f;K).

(b) F (�

1

; : : : ; �

n

) 2 R.
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Beweis:

(i) Wir wollen zun

�

a
hst anmerken, da� die primitive Elementeigens
haft

�

aqui-

valent ist zu Stab

G

(F ) = H. Sei nun G(f;K) � H vorausgesetzt. F

�

ur ein

Element � 2 G(f;K) gilt � 2 H. Da Stab

G

(F ) = H, folgt �F = F f

�

ur

alle � 2 G(f;K). Gilt umgekehrt �F = F f

�

ur alle � 2 G(f;K), so ist

G(f;K) � H, da das Polynom F genau von allen Permutationen aus H

invariant gelassen wird.

(ii) Gilt �F = F f

�

ur alle � 2 G(f;K), so folgt insbesondere �F (�

1

; : : : ; �

n

) =

F (�

1

; : : : ; �

n

). F (�

1

; : : : ; �

n

) liegt also im Fixk

�

orper von G(f;K), d.h. in

K. Da die �

i

, (1 � i � n), wegen f 2 R[t℄ ganze algebrais
he Zahlen

�

uber

R sind und die Menge der ganz algebrais
hen Zahlen einen Ring bildet,

folgt da� jedes F (�

1

; : : : ; �

n

) eine ganze algebrais
he Zahl

�

uber R ist. Da

R na
h Voraussetzung ganz abges
hlossen in K ist, folgt F (�

1

; : : : ; �

n

) 2

R. Sei nun F (�

1

; : : : ; �

n

) 2 R vorausgesetzt, so gilt na
h De�nition der

Galoisgruppe: �F (�

1

; : : : ; �

n

) = F (�

1

; : : : ; �

n

) f

�

ur alle � 2 G(f;K). Da

na
h Voraussetzung aus �F (�

1

; : : : ; �

n

) = F (�

1

; : : : ; �

n

) folgt, �F = F f

�

ur

alle � 2 G(f;K), ist somit die Behauptung bewiesen. 2

Wir k

�

onnen nun Teil (i) und (ii) kombinieren, sofern f

�

ur alle � 2 G aus �F 6= F

folgt �F (�

1

; : : : ; �

n

) 6= F (�

1

; : : : ; �

n

), und erhalten:

G(f;K) � H () F (�

1

; : : : ; �

n

) 2 R:

In dieser Form wird Lemma 3.1.3 im Algorithmus verwendet. Ans
hauli
h gespro-


hen versu
ht das Verfahren den Fixk

�

orper Fix(L;G(f;K)), dessen Bild unter

Einsetzung der Nullstellen glei
h K ist, von unten auszus
h

�

opfen.

Unter Voraussetzung der Kenntnis primitiver Elemente f

�

ur alle Gruppenpaare

H � G, wobei H maximal transitiv in G ist, w

�

are eine Dur
hf

�

uhrung des Algo-

rithmus, wie bisher bes
hrieben, m

�

ogli
h. Dieses Vorgehen ist aufgrund der hohen

Anzahl sol
her Gruppenpaare ni
ht sinnvoll. Im folgenden werden Methoden ent-

wi
kelt, dieses Problem zu l

�

osen.

3.2 Invariante Polynome

Unter den Permutationen � 2 G sind es genau die � 2 H, die das primitive

Element F aus Lemma 3.1.3 stabilisieren. Umgekehrt ist zu jedem Gruppenpaar

H � G von S

n

die Erweiterung Fix(L=H)

�

uber Fix(L=G) endli
h und separabel.

Daraus folgt f

�

ur jedes Gruppenpaar H � G von S

n

die Existenz eines Polynoms

(primitiven Elements) F 2 K[x

1

; : : : ; x

n

℄ mit Stab

G

(F ) = H. Die Existenzaussage

eines primitiven Elements wollen wir im n

�

a
hsten Satz konstruktiv belegen. Wir

geben konkret zu jeder Untergruppe H von S

n

ein Polynom F 2 K[x

1

; : : : ; x

n

℄

an, so da� F genau von den Permutationen aus H invariant gelassen wird.
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Satz 3.2.1 Sei H eine beliebige Untergruppe von S

n

. Dann gibt es ein Polynom

F 2 K[x

1

; : : : ; x

n

℄, so da�

Stab

S

n

(F ) = H:

Beweis: Gesu
ht ist also ein Polynom, wel
hes genau von allen Permutationen

von H ni
ht ver

�

andert wird. Sei m(x

1

; : : : ; x

n

) := x

1

1

x

2

2

: : : x

n

n

2 K[x

1

; : : : ; x

n

℄.

De�niere

F (x

1

; : : : ; x

n

) :=

X

�2H

�

�

m(x

1

; : : : ; x

n

)

�

:

(i) Sei � 2 H. Wir zeigen �F = F .

�(F (x

1

; : : : ; x

n

)) = �

�

P

�2H

�(m(x

1

; : : : ; x

n

))

�

= �

�

P

�2H

m(x

�(1)

; : : : ; x

�(n)

)

�

=

P

�2H

m(x

��(1)

; : : : ; x

��(n)

)

=

P

�

0

2H

�

0

(m(x

1

; : : : ; x

n

))

= F (x

1

; : : : ; x

n

)

Da H eine endli
he Gruppe ist, dur
hl

�

auft �

0

= �� f

�

ur � 2 H au
h ganz H.

F (x

1

; : : : ; x

n

) wird von Elementen aus H also ni
ht ver

�

andert.

(ii) Sei � 62 H. Wir zeigen �(F ) 6= F .

Wie man lei
ht na
hpr

�

uft, l

�

a�t nur die Identit

�

at das Monom m = x

1

� : : :�x

n

n

invariant. Daher gilt f

�

ur zwei beliebige Permutationen �

1

; �

2

2 S

n

mit �

1

6=

�

2

, da� �

1

(x

1

x

2

2

�: : :�x

n

n

) 6= �

2

(x

1

x

2

2

�: : :�x

n

n

). IstM := f�(x

1

�: : :�x

n

n

) j � 2 Hg,

so sind also alle Elemente ausM vers
hieden und �(m) =2M f

�

ur � 2 S

n

nH.

Das Polynom F entsteht dur
h Summation aller Elemente aus M . F

�

ur

� 62 H folgt somit die Behauptung. 2

Bemerkung 3.2.2 F

�

ur m = x

1

x

2

2

� : : : �x

n

n

und eine beliebige Untergruppe H von

S

n

gilt:

jOrb

H

(m) j = j f�(m) j � 2 Hg j = jH j:

De�nition 3.2.3

(i) Sei F 2 K[x

1

; : : : ; x

n

℄ und � 2 S

n

. Dann nennt man das Polynom �F ein

konjugiertes Polynom von F .
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(ii) Seien G und H zwei Untergruppen von S

n

mit H < G, und sei F 2

K[x

1

; : : : ; x

n

℄. Gilt

Stab

G

(F ) = f � 2 G j �F = F g = H;

so nennen wir das Polynom F ein G-relatives H-invariantes Polynom.

Man kann si
h nun fragen, wieviele konjugierte Polynome es bei gegebener Un-

tergruppe G zu einem Polynom F (x

1

; : : : ; x

n

) gibt.

Satz 3.2.4 Sei G eine beliebige Untergruppe von S

n

und Stab

S

n

(F ) = H. Dann

gibt es genau [G :G \ H ℄ paarweise vers
hiedene konjugierte Polynome von F

unter den Permutationen von G.

Beweis: Seien �

1

; �

2

2 G. Wir zeigen, da� �

1

F = �

2

F genau dann gilt, wenn �

1

und �

2

in derselben linken Nebenklasse von G \ H liegen.

�

1

F = �

2

F () �

�1

2

(�

1

F ) = F

() (�

�1

2

�

1

)F = F

() �

�1

2

�

1

2 G \ H

() �

�1

2

�

1

(G \ H) = G \ H

() �

1

(G \ H) = �

2

(G \ H)

Daraus folgt, da� �

1

F 6= �

2

F genau dann gilt, wenn �

1

und �

2

in vers
hiedenen

Nebenklassen von G \ H liegen. Da es genau [G :G \ H ℄ vers
hiedene Neben-

klassen von G \ H in G gibt, existieren also genau [G :G \ H ℄ vers
hiedene

konjugierte Polynome von F (x

1

; : : : ; x

n

) unter den Permutationen von G. 2

Bemerkung 3.2.5 Sei F (x

1

; : : : ; x

n

) 2 K[x

1

; : : : ; x

n

℄ ein G-relatives H-invari-

antes Polynom mit [G :H ℄ = m. Dann kann man si
h m vers
hiedene Nebenklas-

senrepr

�

asentanten �

i

2 G w

�

ahlen, so da� G = �

1

H [ : : :[�

m

H. Da Stab

S

n

(F )\

G = H, gilt na
h Satz 3.2.4, da� die Polynome �

1

F; : : : ; �

m

F paarweise ver-

s
hieden sind. Auf die Situation des K

�

orperdiagramms 3.2 bezogen, bedeutet dies

ni
hts anderes, als die Konjugierten von F

�

uber dem Fixk

�

orper Fix(L;G) zu

bestimmen. F

�

ur ein festes n-Tupel von Zahlen brau
hen die Funktionswerte der

Polynome �

1

F; : : : ; �

m

F aber ni
ht paarweise vers
hieden zu sein, wie das n

�

a
hste

Beispiel zeigt:

Beispiel 3.2.6 Sei F (x

1

; x

2

; x

3

; x

4

) = x

1

x

2

2

+x

2

x

2

3

+x

3

x

2

4

+x

4

x

2

1

2 Z[x

1

; x

2

; x

3

; x

4

℄.

Der Stabilisator von F in S

4

ist C(4), die zyklis
he Gruppe der Ordnung 4, wie

man dur
h direktes Na
hre
hnen erh

�

alt. Wir w

�

ahlen [S

4

:C(4) ℄ = 6 Nebenklassen-

repr

�

asentanten von C(4) in S

4

und werten die Konjugierten von F an den Null-

stellen des Polynoms f(t) = t

4

�2 aus. Seien id; (1; 2); (1; 3); (2; 3); (1; 2; 3); (1; 3; 2)
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die Nebenklassenrepr

�

asentanten und �

1

=

4

p

2; �

2

= �

4

p

2; �

3

=

4

p

2i; �

4

= �

4

p

2i

die Wurzeln unseres Polynoms. Mit der gew

�

ahlten Reihenfolge erhalten wir

(2; 3)F (�

1

; �

2

; �

3

; �

4

) = 0

und

(1; 2; 3)F (�

1

; �

2

; �

3

; �

4

) = 0:

Zum S
hlu� dieses Abs
hnitts wollen wir no
h den Zusammenhang zwis
hen kon-

jugierten Polynomen �F und konjugierten Gruppen aufzeigen. Die Bedeutung f

�

ur

das Verfahren werden wir im n

�

a
hsten Abs
hnitt kl

�

aren.

Satz 3.2.7 Seien H;G Untergruppen von S

n

mit H � G und F 2 K[x

1

; : : : ; x

n

℄

ein G-relatives H-invariantes Polynom. F

�

ur � 2 G ist �F ein G-relatives �H�

�1

-

invariantes Polynom.

Beweis: Die Behauptung ergibt si
h aus der Tatsa
he, da� na
h Voraussetzung

Stab

G

(F ) = H ist. Dann gilt

Stab

G

(�F ) = f� 2 G j ��F = �Fg

= f� 2 G j �

�1

��F = Fg

= f� 2 G j �

�1

�� 2 Hg

= �H�

�1

:

2

Bemerkung 3.2.8 Die Behauptung des letzten Satzes l

�

a�t si
h sogar auf Ele-

mente � des Normalisators von G in S

n

erweitern, da

Stab

G

(�F ) = Stab

S

n

(�F ) \G = �Stab

S

n

(F )�

�1

\G

= �(Stab

S

n

(F ) \G)�

�1

= �Stab

G

(F )�

�1

= �H�

�1

:

3.3 Die Resolvente

Kehren wir zu der Ausgangssituation des K

�

orperdiagramms (4:2) zur

�

u
k. Sei wie-

der F 2 K[x

1

; : : : ; x

n

℄ das primitive Element der K

�

orpererweiterung Fix(L;H)

�

uber Fix(L;G) und m

F

das Minimalpolynom von F

�

uber Fix(L;G). F

�

ur den

Grad des Minimalpolynoms haben wir m := [Fix(L;H) : Fix(L;G) ℄ = [G : H ℄

und f

�

ur das Minimalpolynom selbst m

F

=

Q

�2G==H

(t � �F ). Die zugeh

�

origen

Zerf

�

allungsk

�

orper erf

�

ullen Z

M

(m

F

) � Z

M

(f), wobei M der K

�

orper der rationa-

len symmetris
hen Funktionen und f das allgemeine Polynom n-ten Grades aus

Satz 3.1.2 ist. Allgemein wollen wir festhalten:
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De�nition 3.3.1 Sei K ein K

�

orper, f(t) 2 K[t℄ ein Polynom mit Wurzeln

�

1

; : : : ; �

n

2 K.

(i) Wir nennen ein Polynom r(t) 2 K[t℄, dessen Zerf

�

allungsk

�

orper ein Teilk

�

or-

per des Zerf

�

allungsk

�

orpers von f ist, eine Resolvente von f .

(ii) Seien zwei Untergruppen G und H von S

n

mit H � G und ein G-relatives

H-invariantes Polynom F 2 K[x

1

; : : : ; x

n

℄ gegeben. Dann bezei
hnen wir

R

(G;H;F )

(t) =

Y

�2G==H

(t� �F (�

1

; : : : ; �

n

))

als das G-relative H-Resolventenpolynom.

Wir wollen uns nun auf den Fall K = Q zur

�

u
kziehen. Im folgenden sei f 2 Z[t℄

ein normiertes irreduzibles Polynom mit Wurzeln �

1

; : : : ; �

n

2 C . Da wir die

Galoisgruppe als Permutationsgruppe ihrer Wurzeln betra
hten, ist es na
h Be-

merkung 2.6.9 notwendig, eine feste Wurzelanordung zu w

�

ahlen. Ohne dies ex-

plizit zu vermerken, wollen wir im folgenden immer von einer festen gegebenen

Anordnung der Wurzeln ausgehen. In Lemma 3.1.3 haben wir gesehen, da� die

ganzzahligen Wurzeln des G-relativen H-Resolventenpolynoms eine ents
heiden-

de Rolle bei dem Verfahren von Stauduhar spielen. Wir wollen Lemma 3.1.3 f

�

ur

den Fall K = Q formulieren und verallgemeinern.

Satz 3.3.2 Sei f(t) 2 Z[t℄ ein normiertes irreduzibles Polynom vom Grad n und

�

1

; : : : ; �

n

eine fest gew

�

ahlte Anordnung der Wurzeln. Sei G eine transitive Un-

tergruppe von S

n

, so da� f

�

ur die Galoisgruppe G(f;Q) von f gilt: G(f;Q ) � G.

Sei H eine Untergruppe von G und F (x

1

; : : : ; x

n

) ein G-relatives H-invariantes

Polynom mit KoeÆzienten in Z und R

(G;H;F )

das korrespondierende Resolventen-

polynom. Dann gilt

(i) R

(G;H;F )

(t) =

Q

�2G==H

(t� �F (�

1

; : : : ; �

n

)) hat KoeÆzienten in Z.

(ii) Sei Q(t) =

Q

l

i=1

(t��

i

F (�

1

; : : : ; �

n

)) ein Faktor von R

(G;H;F )

, so da� Q und

R

(G;H;F )

=Q teilerfremd sind, und sei K = Stab

G

(f�

1

F; : : : ; �

l

Fg). Dann

ist G(f;Q ) � K genau dann, wenn Q(t) 2 Z[t℄ (

"

)\ gilt au
h ohne die

Bedingung teilerfremd).

(iii) Ist insbesondere �F (�

1

; : : : ; �

n

) eine einfa
he Wurzel von R

(G;H;F )

, dann

gilt G(f;Q ) � �H�

�1

genau dann, wenn �F (�

1

; : : : ; �

n

) eine ganzrationale

Zahl ist.

(iv) Sei �F (�

1

; : : : ; �

n

) eine ganzrationale Zahl und eine einfa
he Wurzel von

R

(G;H;F )

, so da� G(f;Q ) � �H�

�1

. Ordnet man die Wurzeln von f so

an, da� �

0

j

= �

�(j)

gilt, so ist F (�

0

1

; : : : ; �

0

n

) eine ganzrationale Zahl und

aufgrund der neuen Anordnung gilt G(f;Q) � H.
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Beweis:

(i) Da die �

i

, (1 � i � n), ganze algebrais
he Zahlen sind und die Menge der

ganz algebrais
hen Zahlen einen Ring bildet, folgt, da� jedes �F (�

1

; : : : ; �

n

)

eine ganze algebrais
he Zahl ist. Dasselbe Argument liefert, da� die KoeÆ-

zienten von R

(G;H;F )

ganze algebrais
he Zahlen sind. Sei � 2 G(f;Q ), dann

gilt au
h � 2 G: Jedes � 2 G(f;Q ) setzen wir fort zu einem Isomorphismus

�

?

: Q (�

1

; : : : ; �

n

)[t℄ �! Q(�

1

; : : : ; �

n

)[t℄

P

a

i

t

i

7�! �

?

(

P

a

i

t

i

) =

P

�(a

i

)t

i

�

?

angewendet auf das Resolventenpolynom liefert:

�

?

(R

(G;H;F )

(t)) = �

?

(

Q

�2G==H

(t� �F (�

1

; : : : ; �

n

)))

=

Q

�2G==H

(t� �(�F (�

1

; : : : ; �

n

))

=

Q

�2G==H

(t� ��(F (�

1

; : : : ; �

n

))

Mit � 2 G==H dur
hl

�

auft aber au
h �� ein vollst

�

andiges Repr

�

asentan-

tensystem von H in G. Folgli
h hat die Anwendung von �

?

gerade einmal

die Wurzeln von R

(G;H;F )

permutiert und die KoeÆzienten festgelassen. Die

KoeÆzienten von R

(G;H;F )

sind also ganze algebrais
he Zahlen, die von der

Galoisgruppe ni
ht ver

�

andert werden. Folgli
h liegen die KoeÆzienten von

R

(G;H;F )

im Fixk

�

orper, sind also au
h rationale Zahlen. Daher handelt es

si
h bei den KoeÆzienten des Resolventenpolynoms R

(G;H;F )

um ganzratio-

nale Zahlen.

(ii) Sei zun

�

a
hst G(f;Q ) � K vorausgesetzt. F

�

ur ein Element � 2 G(f;Q )

ist � 2 K und folgli
h �(�

i

F ) = �

j

F , (1 � i; j � l). Das bedeutet, da�

insbesondere die Menge f�

1

F (�

1

; : : : ; �

n

); : : : ; �

l

F (�

1

; : : : ; �

n

)g von allen

� 2 G(f;Q ) invariant gelassen wird. Wie in Teil (i) folgt Q(t) 2 Z[t℄, ohne

die Voraussetzung der Teilerfremdheit. Nun wird die Teilerfremdheit vor-

ausgesetzt. Sei m := [G :H ℄. Wir setzen �

1

; : : : ; �

l

zu einem vollst

�

andigen

System �

1

; : : : ; �

m

von Nebenklassenrepr

�

asentanten fort. Ist nun Q(t) 2 Z[t℄

und � 2 G(f;Q ), so gilt f

�

ur 1 � i � l, da� �(�

i

F ) = �

j

F , wobei j 2

f1; : : : ; mg. Da Q(t) 2 Z[t℄ ist, folgt �(�

i

F (�

1

; : : : ; �

n

)) = �

k

F (�

1

; : : : ; �

n

)

mit k 2 f1; : : : ; lg. Damit haben wir �

k

F (�

1

; : : : ; �

n

) = �

j

F (�

1

; : : : ; �

n

),

und aufgrund der Teilerfremdheit von Q und R

(G;H;F )

=Q folgt, da� au
h

j 2 f1; : : : ; lg ist.

(iii) Na
h Satz 3.2.7 ist �F (x

1

; : : : ; x

n

) ein G-relatives �H�

�1

-invariantes Poly-

nom. Die Behauptung folgt aus Teil (ii) f

�

ur l = 1.
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(iv) Bez

�

ugli
h der gew

�

ahlten Anordnung gilt G(f;Q ) � �

�1

H�. In den Grund-

lagen wurde gezeigt, da� die

�

Anderung der Anordnung dur
h eine Permu-

tation � die Konjugation der Gruppe G(f;Q) mit � zur Folge hat. Wir er-

halten somit bez

�

ugli
h der neuen Anordnung G(f;Q ) � H. Das G-relative

H-invariante Polynom bez

�

ugli
h der neuen Anordnung verh

�

alt si
h wie das

G-relative �H�

�1

-invariante Polynom bez

�

ugli
h der alten Anordnung. Da

F (�

0

1

; : : : ; �

0

n

) = �F (�

1

; : : : ; �

n

) ist, folgt F (�

0

1

; : : : ; �

0

n

) 2 Z[t℄. 2

Wir wollen nun die S

�

atze der letzten Abs
hnitte im Gesamtzusammenhang be-

tra
hten und bez

�

ugli
h des Verfahrens einordnen. Der bisherige Stand der Dinge

ist, da� wir zu jeder maximalen Untergruppe H von G ein invariantes Polynom

brau
hen, mit dessen Hilfe dur
h einen Ganzzahligkeitstest ents
hieden wird, ob

G(f;Q ) � H. In Satz 3.2.7 haben wir gesehen, da� bei Kenntnis eines Poly-

noms F bez

�

ugli
h H � G au
h glei
h G-relative �H�

�1

-invariante Polynome

bekannt sind f

�

ur � 2 GnH. Da es genau [G : H ℄ viele formal vers
hiedene G-

Konjugierte von F gibt, k

�

onnen wir unter Hinzunahme einer Menge von Neben-

klassenrepr

�

asentanten � 2 G==H und der Kenntnis eines Polynoms F bez

�

ugli
h

H � G ents
heiden, ob die Galoisgruppe G(f;Q ) in H oder einer G-konjugierten

Gruppe von H enthalten ist. Dies bedeutet bez

�

ugli
h der Menge der maximalen

Untergruppen von G ni
hts anders als eine Unterteilung in G-Klassen. F

�

ur die zu-

geh

�

origen Resolventen und f

�

ur zwei Gruppen H und �H�

�1

, die in G zueinander

konjugiert sind, ergibt si
h:

R

(G;H;F )

= R

(G;�H�

�1

;�F )

: (3.3)

Auf einen Beweis von 3.3 verzi
hten wir an dieser Stelle und verweisen auf den

Beweis des n

�

a
hsten Satzes.

Sei nun H � G � S

n

ein ausgew

�

ahltes Gruppenpaar. Bedingung (iii) aus Satz

3.3.2 wird im Algorithmus dazu genutzt, um zu testen, ob G(f;Q) in einer konju-

gierten Gruppe �H�

�1

� G enthalten ist. Dies ges
hieht mittels Ganzzahligkeits-

tests der Nullstellen des G-relativen H-Resolventenpolynoms. Um festzustellen,

ob es si
h bei einer Nullstelle der Resolvente um eine einfa
he Nullstelle han-

delt, m

�

ussen alle Nullstellen der Resolvente bere
hnet werden. Dies sind genau

[G :H ℄ St

�

u
k. Hier sieht man, da� es f

�

ur das Laufzeitverhalten des Algorithmus

am g

�

unstigsten ist, wenn man zu einer Gruppe G den Weg dur
h das Untergrup-

pengitter so vorgibt, da� jeweils nur maximale Untergruppen von G betra
htet

werden, um den Grad der Resolvente m

�

ogli
hst gering zu halten. Mittels Bedin-

gung (iv) aus Satz 3.3.2 wird w

�

ahrend des Programmablaufs zu jedem Zeitpunkt

dur
h Umordnung der Wurzeln gesi
hert, da� die Galoisgruppe als Permutati-

onsgruppe betra
htet, direkte Untergruppe einer transitiven Untergruppe der S

n

ist, wie sie zum Beispiel in [6℄ vorgegeben wurde. Teil (ii) von Satz 3.3.2 wird f

�

ur

l > 1 im Verfahren ni
ht zu Inklusionstests herangezogen.

O�en ist nun no
h der Fall, ob Verbesserungen m

�

ogli
h sind, wenn wir Vertreter

zweier Konjugationsklassen haben, die ni
ht in G zueinander konjugiert sind.
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Zum Beispiel gilt na
h De�nition des Normalisators von G in S

n

, da� �H�

�1

f

�

ur

alle � 2 N

S

n

(G) maximale Untergruppe von G ist. Ist N

S

n

(G) 6= G, so sind H

und �H�

�1

f

�

ur � 2 N

S

n

(G)nG ni
ht in G zueinander konjugiert. Trotzdem kann

man eine Aussage

�

uber die zugeh

�

origen Resolventen tre�en:

Satz 3.3.3 Sind H

1

und H

2

zwei Untergruppen von G, die in N

S

n

(G) zueinander

konjugiert sind, d.h. H

2

= �H

1

�

�1

, � 2 N

S

n

(G) und F 2 Z[x

1

; : : : ; x

n

℄ein G-

relatives H

1

-invariantes Polynom. Dann gilt

(i) �F ist ein G-relatives H

2

-invariantes Polynom.

(ii) R

(G;H

2

;�F )

=

Q

�2G==H

1

(t� ��F (�

1

; : : : ; �

n

)).

Ist insbesondere � in G, so gilt R

(G;H

2

;�F )

= R

(G;H

1

;F )

.

Beweis: Na
h Bemerkung 3.2.8 ist �F ein G-relatives H

2

- invariantes Polynom.

Sei �

1

; : : : ; �

k

ein vollst

�

andiges System von linken Nebenklassenrepr

�

asentanten

von G==H

1

. F

�

ur � 2 N

S

n

(G) folgt dann

G = �G�

�1

= �(�

1

H

1

[ : : : [ �

k

H

1

)�

�1

= (��

1

�

�1

)�H

1

�

�1

[ : : : [ (��

k

�

�1

)�H

1

�

�1

= (��

1

�

�1

)H

2

[ : : : [ (��

k

�

�1

)H

2

F

�

ur ein vollst

�

andiges Repr

�

asentantensystem � von G==H

1

ist also mit � 2 N

S

n

(G)

���

�1

ein vollst

�

andiges Repr

�

asentantensystem von G==H

2

. Damit gilt f

�

ur das

korrespondierende Resolventenpolynom

R

(G;H

2

;�F )

(t) =

Q

���

�1

2G==�H

1

�

�1

(t� (���

�1

)�F (�

1

; : : : ; �

n

))

=

Q

�2G==H

1

(t� ��F (�

1

; : : : ; �

n

)):

2

Na
h Aussage des letzten Satzes brau
hen wir f

�

ur alle maximalen Untergrup-

pen H von G, die bez

�

ugli
h eines Elementes � 2 N

S

n

(G) zueinander konjugiert

sind, genau ein G-relatives H-invariantes Polynom zu kennen. Da N

S

n

(G) dur
h

Konjugation auf der Menge C(G;H) := f�H�

�1

j � 2 S

n

und �H�

�1

� Gg

operiert, bedeutet dies ni
hts anderes als die Kenntnis eines invarianten Po-

lynoms f

�

ur jede Bahn von C(G;H) unter N

S

n

(G). Die Bahn eines Elementes

�H�

�1

2 C(G;H) unter N

S

n

(G) ist hier ni
hts anderes als die Konjugations-

klasse von �H�

�1

bez

�

ugli
h den Permutationen aus N

S

n

(G). Der Satz impliziert

ferner, da� alle Elemente einer Bahn von C(G;H) unter G dieselbe Resolvente

besitzen, was oben s
hon einmal angespro
hen wurde.
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Bemerkung 3.3.4 In der Praxis haben wir f

�

ur die betra
hteten InklusionenH �

G der Grade n � 12 jeweils nur eine Bahn von C(G;H) unter N

S

n

(G) gefun-

den. Zwei maximale transitive Untergruppen von G, die in S

n

zueinander kon-

jugiert sind, sind dies also au
h in N

S

n

(G). In allen F

�

allen gen

�

ugt es daher, zu

einem transitiven Gruppenpaar H � G � S

n

ein G-relatives H-invariantes Poly-

nom F zu �nden und eine Menge von Nebenklassenrepr

�

asentanten � 2 G==H zu

bere
hnen. F

�

ur die ni
httrivialen Bahnen Orb

G

(�H�

�1

), d.h. Orb

G

(�H�

�1

) 6=

Orb

G

(H) ist �F eine G-relative �H�

�1

-Invariante. Hier mu� also zus

�

atzli
h die

Permutation � mitbere
hnet werden.

F

�

ur den Fall G = A

n

, (n � 5) lassen si
h konkrete Aussagen

�

uber die Anzahl der

A

n

-Bahnen von C(A

n

; H) ma
hen.

Korollar 3.3.5 Sei n � 5 und H eine maximale transitive Untergruppe von A

n

.

Dann gilt

(i) C(A

n

; H) = f �H�

�1

j � 2 S

n

g;

(ii) Ist N

S

n

(H) = H, so gibt es genau zwei A

n

-Bahnen von C(A

n

; H), n

�

amli
h

Orb

A

n

(H) und Orb

A

n

(�H�

�1

), wobei � eine ungerade Permutation ist.

(iii) F

�

ur N

S

n

(H) 6= H ist C(A

n

; H) = Orb

A

n

(H).

Beweis: Da A

n

Normalteiler von S

n

ist, gilt f

�

ur jede transitive Untergruppe

H von A

n

und alle � 2 S

n

, �H�

�1

� A

n

. Wir k

�

onnen die Menge C(A

n

; H)

als Vereinigung von C

g

(A

n

; H) := f �H�

�1

j � 2 A

n

g und C

ung

(A

n

; H) :=

f �H�

�1

j � 2 S

n

nA

n

g s
hreiben. Sei nun N

S

n

(H) = H vorausgesetzt. F

�

ur

eine ungerade Permutation � ist

Orb

A

n

(�H�

�1

) = C

ung

(A

n

; H);

da A

n

bez

�

ugli
h Konjugation operiert, und Multiplikation einer geraden mit einer

ungeraden Permutation wieder einer ungerade Permutation ergibt. Analog folgt

Orb

A

n

(H) = C

g

(A

n

; H):

Die beiden Mengen sind disjunkt, da �H�

�1

= �H�

�1

, � 2 A

n

; � 2 S

n

nA

n

ge-

nau dann, wenn �

�1

� 2 N

S

n

(H). Dies ist aber na
h Voraussetzung ni
ht der Fall.

Gilt N

S

n

(H) 6= H, so gibt es eine ungerade Permutation in N

S

n

(H). G

�

abe es

keine ungerade Permutation in N

S

n

(H), so w

�

are N

S

n

(H) eine gerade Permuta-

tionsgruppe und aufgrund der Maximalit

�

at von H in A

n

w

�

urde N

S

n

(H) = A

n

sein. Da aber na
h De�nition der Normalisators H Normalteiler von N

S

n

(H) ist,

h

�

atte A

n

somit einen ni
httrivialen Normalteiler, was im Widerspru
h zur Ein-

fa
hheit von A

n

f

�

ur n � 5 steht. Sei � die ungerade Permutation. Es folgt also

Orb

A

n

(�H�

�1

) = Orb

A

n

(H) = C(A

n

; H). 2
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Korollar 3.3.5 wurde zur Vereinfa
hung der dur
hgef

�

uhrten Bere
hnungen her-

angezogen. Diesen Abs
hnitt wollen wir mit einem Unters
heidungskriterium f

�

ur

gerade und ungerade Galoisgruppen beenden.

Satz 3.3.6 Sei f(t) ein normiertes irreduzibles Polynom vom Grad n mit ganz-

zahligen KoeÆzienten und Wurzeln �

1

; : : : ; �

n

.

(i) F =

Q

1�i<j�n

(x

i

� x

j

) ist ein S

n

-relatives A

n

-invariantes Polynom.

(ii) R

(S

n

;A

n

;F )

(t) = t

2

�D(f(t)), wobei D(f(t)) =

Q

1�i<j�n

(�

i

� �

j

)

2

die Dis-

kriminante von f ist.

(iii) Die Galoisgruppe G(f;Q ) ist genau dann eine Untergruppe der alternieren-

den Gruppe A

n

, wenn die Diskriminante D(f(t) ein Quadrat in Z ist.

Beweis: Allgemein gilt f

�

ur eine Permutation � 2 S

n

und das Polynom F : �F =

sign(�)F . Damit ist klar, da� Stab

S

n

(F ) = A

n

. F

�

ur die zugeh

�

orige Resolvente

folgt

R

(S

n

;A

n

;F )

(t) = (t�

Q

1�i<j�n

(�

i

� �

j

))(t+

Q

1�i<j�n

(�

i

� �

j

))

= t

2

�

Q

1�i<j�n

(�

i

� �

j

)

2

Die Resolvente ist also von der Gestalt R

(S

n

;A

n

;F )

(t) = t

2

� D(f(t)), und na
h

Satz 3.3.2 (i) hat das Resolventenpolynom KoeÆzienten in Z. Wir sehen au
h,

da� R

(S

n

;A

n

;F )

keine doppelten Nullstellen haben kann, da D(f(t)) 6= 0. Somit

haben wir G(f;Q ) � A

n

() D(f(t)) ist ein Quadrat in Z. 2

Bemerkung 3.3.7

(i) Dieses Resultat kann man sofort dahingehend verallgemeinern, da� f

�

ur jede

ungerade Gruppe G und jede gerade Gruppe H oben genanntes F ein G-

relatives H-invariantes Polynom und R

(G;H;F )

zugeh

�

orige Resolvente ist.

(ii) Um bei dem Dur
hlauf dur
h das Untergruppengitter der S

n

ni
ht alle In-

klusionen betra
hten zu m

�

ussen, teilt man die transitiven Gruppen in drei

Mengen ein: In die geraden imprimitiven Gruppen, die ungeraden imprimi-

tiven Gruppen und die (geraden und ungeraden) primitiven Gruppen (siehe

au
h Anhang I). Ob es si
h bei einer Galoisgruppe G(f;Q) um eine gerade

oder ungerade Gruppe handelt, l

�

a�t si
h sofort dur
h Betra
htung der Dis-

kriminante ermitteln. Zum Beispiel gibt es im Fall n = 3 nur zwei transitive

Gruppen, n

�

amli
h A

3

und S

3

. Mittels Satz 3.3.6 kann ohne gro�en Re
hen-

aufwand ents
hieden werden, um wel
he Gruppe es si
h handelt. Da f

�

ur

gr

�

o�ere Grade die Anzahl der primitiven transitiven Gruppen eher gering

ist, sind na
h Betra
htung der Diskriminante zuerst Tests bez

�

ugli
h maxi-

maler imprimitiver Gruppen sinnvoll. Erh

�

alt man hier keine Inklusionen,

so handelt es si
h bei der Galoisgruppe um eine primitive Gruppe.
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3.4 Ts
hirnhausentransformationen

Eine ents
heidende Voraussetzung f

�

ur das Verfahren ist na
h Satz 3.3.2 (iii) die

Einfa
hheit wenigstens einer Z-Nullstelle der Resolvente R

(G;H;F )

. In Beispiel 3.2.6

haben wir gesehen, da� R

(G;H;F )

ni
ht notwendig separabel ist. Was ist in einem

sol
hen Fall zu tun? Wir werden zeigen, da� es immer m

�

ogli
h ist, eine Resol-

vente R

(G;H;F )

mit paarweise vers
hiedenen Nullstellen zu erhalten. Ein wi
htiges

Hilfsmittel hierzu sind die sogenannten Ts
hirnhausentransformationen. Folgende

De�nition der Ts
hirnhausentransformation �ndet man in dem Bu
h von Pohst

& Zassenhaus [30℄ in wesentli
h allgemeinerer Form. Wir wollen uns hier auf

unendli
he K

�

orper und normierte irreduzible separable Polynome bes
hr

�

anken.

De�nition 3.4.1 Sei f 2 K[t℄ ein normiertes irreduzibles Polynom vom Grad

n und � eine Nullstelle von f . Eine Transformation des primitiven Elements �

zu einem anderen primitiven Element � = h(�) mit h 2 K[t℄ und K(�) = K(�)

hei�t Ts
hirnhausentransformation. Entspre
hend sagt man, da� die zugeh

�

ori-

gen Minimalpolynome m

�

und m

�

dur
h Ts
hirnhausentransformation ineinan-

der

�

ubergehen.

Sei f wie oben normiert und irreduzibel und f = (t � �

1

) : : : (t � �

n

) die Dar-

stellung von f in einem Zerf

�

allungsk

�

orper. Sind die Nullstellen des Polynoms

h

f := (t� h(�

1

)) : : : (t� h(�

n

)); h 2 K[t℄ ebenfalls paarweise vers
hieden, so ist

h(�

i

), (1 � i � n) primitives Element und

h

f dur
h Ts
hirnhausentransformati-

on aus f hervorgegangen. F

�

ur die zugeh

�

origen Galoisgruppen gilt die Glei
hheit

G(f;K) = G(

h

f;K).

Eine Existenzaussage

�

uber die von uns gesu
hten Ts
hirnhausentransformationen

stellt der n

�

a
hste Satz dar.

Satz 3.4.2 Sei R

(G;H;F (x

1

;:::;x

n

))

(t) =

Q

�2G==H

(t � �F (x

1

; : : : ; x

n

)) die Darstel-

lung des Resolventenpolynoms R

(G;H;F (x

1

;:::;x

n

))

2 K[x

1

; : : : ; x

n

; t℄. Dann gibt es

eine endli
he Menge H

n

� K[t℄ mit der folgenden Eigens
haft: Zu jedem irre-

duziblen normierten separablen Polynom f 2 K[t℄ vom Grad n mit den Wurzeln

�

1

; : : : ; �

n

2 K gibt es ein Polynom h 2 H

n

, so da�

h

f paarweise vers
hiedene

Wurzeln und R

(G;H;F (h(�

1

);:::;h(�

n

))

paarweise vers
hiedene Wurzeln in K haben.

Beweis: Sei [G : H ℄ = m. Die Elemente von G==H bezei
hnen wir mit �

i

,

(1 � i � m). Sei nun d 2 N gr

�

o�er als der Grad des Polynoms

P (x

1

; : : : ; x

n

) :=

Y

1�j<k�m

(�

j

F (x

1

; : : : ; x

n

)� �

k

F (x

1

; : : : ; x

n

))

Y

1�i<l�n

(x

i

� x

l

):

Dieses Polynom ist von Null vers
hieden, denn das hintere Produkt ist unglei
h

Null, da x

i

6= x

l

f

�

ur i 6= l, und das vordere Produkt ist na
h Satz 3.2.4 un-

glei
h Null. Wir w

�

ahlen eine d-elementige Menge U � K und setzen H

n

:=
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f

P

n

j=1

u

j

t

j�1

j u

1

; : : : ; u

n

2 U g. Nun wird gezeigt, da� H die gew

�

uns
hte Eigen-

s
haft hat. Zu diesem Zwe
k f

�

uhren wir eine Variablentransformation mit Hilfe

von

(x

1

; : : : ; x

n

) = (y

1

; : : : ; y

n

)

0

B

B

B

�

1 � � � 1

�

1

� � � �

n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

�

n�1

1

� � � �

n�1

n

1

C

C

C

A

dur
h. Diese Variablentransformation ist umkehrbar, da die Vandermonde-Matrix

wegen D(f(t)) =

Q

1�i<j�n

(�

i

��

j

) 6= 0 invertierbar ist. Bezei
hne P

0

(y

1

; : : : ; y

n

)

das Polynom, wel
hes dur
h Einsetzen der Ausdr

�

u
ke f

�

ur die x

i

in P (x

1

; : : : ; x

n

)

entsteht. Es gilt P

0

(y

1

; : : : ; y

n

) 6= 0.

Nun ist P

0

(y

1

; : : : ; y

n

) 2 K[y

1

; : : : ; y

n�1

℄[y

n

℄ ein Polynom in y

n

vom Grad klei-

ner d. Da U eine d-elementige Menge ist, k

�

onnen wir u

n

2 U so w

�

ahlen, da�

P

0

(y

1

; : : : ; y

n�1

; u

n

) 6= 0 gilt. Dies ist m

�

ogli
h, da ein von Null vers
hiedenes Po-

lynom nur Grad-viele Nullstellen besitzen kann. Sukzessive erhalten wir somit

u

1

; : : : ; u

n

2 U mit P

0

(u

1

; : : : ; u

n

) 6= 0. Das Polynom h = u

1

+ u

2

t

1

+ : : :+ u

n

t

n�1

liegt in H

n

. Ferner haben sowohl

h

f als au
h R

(G;H;F (h(�

1

);:::;h(�

n

))

paarweise ver-

s
hiedene Nullstellen. 2

Bemerkung 3.4.3

(i) Im Fall K = Q sieht man sofort, da� es m

�

ogli
h ist, die Menge U als

Teilmenge von Z zu w

�

ahlen.

(ii) Aus dem Beweis kann man obere S
hranken f

�

ur die maximale Anzahl ver-

s
hiedener Ts
hirnhausentransformationen, die zur Errei
hung von Sepa-

rabilit

�

at erforderli
h sind, ableiten. Diese S
hranken sind allerdings { zu-

mindest f

�

ur den Fall K = Q { meist wesentli
h zu gro� und damit ni
ht

von praktis
hem Nutzen.

(iii) F

�

ur die Praxis ist die folgende Si
htweise von Interesse: F

�

uhrt man zuf

�

allige

Ts
hirnhausentransformationen dur
h, d.h. w

�

ahlt man h 2 H

n

zuf

�

allig aus,

so kann man dur
h die Verwendung eines hinrei
hend gro�en U die Wahr-

s
heinli
hkeit, na
h der Transformation Separabilit

�

at zu errei
hen, beliebig

ho
h ma
hen.

3.5 Pr

�

azision

Wir haben gesehen, da� zur Bildung des Resolventenpolynoms

R

(G;H;F )

(y) =

Y

�2G==H

(y � �F (�

1

; : : : ; �

n

)) (3.4)
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ein G-relatives H-invariantes Polynom und eine Menge von Nebenklassenrepr

�

a-

sentanten von G in H ben

�

otigt wird. Setzen wir (komplexe) approximierte Wur-

zeln ~�

i

; (1 � i � n), des Ausgangspolynoms f(t) in das G-relative H-invariante

Polynom ein, so erh

�

alt man dur
h Ausmultiplizieren der Linearfaktoren (bzw.

dur
h Anwenden der Newtons
hen Relationen) eine explizite Darstellung der Re-

solvente.

Im absoluten Fall, d.h. G = S

n

, hat man an dieser Stelle no
h eine andere Al-

ternative. Da die KoeÆzienten von R

(G;H;F )

symmetris
he Funktionen

�

uber Q

in den �

1

; : : : ; �

n

sind, gilt na
h dem Hauptsatz

�

uber symmetris
he Funktionen:

die KoeÆzienten der Resolvente k

�

onnen als Polynome der KoeÆzienten des Aus-

gangspolynoms

�

uber Q dargestellt werden. Zum Beispiel erh

�

alt man f

�

ur G = S

4

und H = D(4) eine Resolvente der Gestalt

R

(S

4

;D(4))

(y) = y

3

� a

2

y

2

+ (a

1

a

3

� 4a

4

)y + 4a

2

a

4

� a

2

1

a

4

� a

2

3

;

wobei die a

i

(1 � i � 3) die KoeÆzienten unseres Ausgangspolynoms sind. Man

kann zeigen, da� die Diskriminante von R

(S

4

;D(4))

glei
h der von f ist. Dar

�

uber-

hinaus hat sie keine doppelten Nullstellen, wenn das Polynom f keine doppelten

Nullstellen hat.

Wenden wir uns nun der Bestimmung ganzrationaler Nullstellen der Resolven-

te zu. Wie wir gesehen haben, hat das Resolventenpolynom bei jedem Abstieg

im Graphen ganzrationale KoeÆzienten. Dies gestattet es uns, R

(G;H;F )

mit re-

eller Arithmetik bei gen

�

ugend hoher Pr

�

azision exakt zu bere
hnen. Die Wurzeln

�

1

; : : : ; �

n

unseres Ausgangspolynoms f k

�

onnen wir mit beliebig vorgegebener

Genauigkeit bestimmen. Sie m

�

ussen mindestens mit sol
her Pr

�

azision bere
hnet

werden, da� die KoeÆzienten der expliziten Darstellung des Resolventenpoly-

noms, d.h. (3.4) ausmultipliziert, einen Fehler vom Betrag kleiner als

1

2

aufweisen.

Dies rei
ht zur genauen Bestimmung der KoeÆzienten aus, da sie si
h a priori in Z

be�nden. Die G-relativen H-invarianten Polynome k

�

onnen wir mit KoeÆzienten

in Z w

�

ahlen. Haben wir eine approximierte Wurzel F (�

1

; : : : ; �

n

) des Resolven-

tenpolynoms gefunden, von der wir annehmen, da� es si
h um eine ganzrationale

Wurzel handelt, so bestimmen wir die n

�

a
hstgelegene ganze Zahl und

�

uberpr

�

ufen

dur
h Einsetzen in die Resolvente, ob es si
h um eine Nullstelle aus Z handelt.

Theoretis
h h

�

atten wir damit das Problem der Bestimmung ganzer Nullstellen,

wie es au
h von Stauduhar f

�

ur Grade � 7 vorgesehen war, abgehandelt. Dieses

Verfahren ist sehr simpel und erweist si
h in der Praxis f

�

ur kleine Grade als sehr

s
hnell.

F

�

ur gr

�

o�ere Grade, z.B. den Abstieg von S

11

na
h 11T

4

, ergeben si
h aber Re-

solventenpolynome mit sehr hohen Graden. In diesem Beispiel w

�

are der Grad

362880. Da wir eigentli
h nur an den Wurzeln des Resolventenpolynoms interes-

siert sind, stellt si
h die Frage, ob generell die explizite Bere
hnung des Resolven-

tenpolynoms

�

uberhaupt notwendig ist. Re
hnet man mit Approximationen von
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(

�

uber Z) ganzalgebrais
hen Zahlen (unabh

�

angig, ob mit reellen oder p-adis
hen

Approximationen), so treten grunds

�

atzli
h zwei S
hwierigkeiten auf:

(1.) Zu ents
heiden, ob es si
h um eine ni
ht ganzrationale Wurzel handelt.

(2.) Zu ents
heiden, ob es si
h um eine ganzrationale Wurzel handelt.

Bes
h

�

aftigen wir uns n

�

aher mit der ersten Fragestellung. Seien also �

1

; : : : ; �

n

die

Wurzeln des irreduziblen normierten Polynoms f . Mit ~�

i

, (1 � i � n), wollen

wir die komplexen approximierten Wurzeln bezei
hnen. Die ~�

i

sind fehlerbehaf-

tet und s
hon allein deshalb k

�

onnen wir die Wurzeln des Resolventenpolynoms

F

i

(�

1

; : : : ; �

n

), die wir mit F

i

, (1 � i � m), abk

�

urzen wollen, au
h nur fehlerbe-

haftet bere
hnen. Eine weitere Ungenauigkeit ergibt si
h aus der Tatsa
he, da�

reelle Arithmetiken

�

ubli
herweise mit einer festen Anzahl von Na
hkommastellen

arbeiten. Na
h jeder Multiplikation zweier komplexer Zahlen kann es passieren,

da� Na
hkommastellen abges
hnitten werden.

G-relative H-invariante Polynome F

i

sind von der Form

F

i

(x

1

; : : : ; ; x

n

) =

M

X

j=1

x

e(i;j;1)

1

x

e(i;j;2)

2

� : : : � x

e(i;j;n)

n

;

wobei M die Bahnl

�

ange des Monoms x

e(i;j;1)

1

x

e(i;j;2)

2

� : : : �x

e(i;j;n)

n

unter der Gruppe

H ist und e(i; j; 1); : : : ; e(i; j; n) 2 N

0

sind. Aufgrund der Stetigkeit der Polynome

F

i

, (1 � i � m), kann man bei gen

�

ugend gro�er Pr

�

azision den Abwei
hungsfehler

beliebig klein halten. Wir m

�

o
hten nun eine Fehlerabs
h

�

atzung f

�

ur die Wurzeln

F

i

angeben: Mit d :=

P

n

k=1

e(i; j; k) sei der Grad des Monoms x

e(i;j;1)

1

x

e(i;j;2)

2

�

: : : � x

e(i;j;n)

n

bezei
hnet (der Grad ist unabh

�

angig von i und j), und �

max

sei das

Maximum der Wurzelbetr

�

age des gegebenen Polynoms f(t). Seien Æ > 0 und

Æ

i

= ~�

i

� �

i

mit jÆ

i

j < Æ, (1 � i � n). Dann folgt:

jF

i

(�

1

; : : : ; �

n

)� F

i

(�

1

+ Æ

1

; : : : ; �

n

+ Æ

n

)j =

j

M

X

j=1

�

e(i;j;1)

1

�

e(i;j;2)

2

� : : : � �

e(i;j;n)

n

�

M

X

j=1

(�

1

+ Æ

1

)

e(i;j;1)

(�

2

+ Æ

2

)

e(i;j;2)

� : : : � (�

n

+ Æ

n

)

e(i;j;n)

j

�

M

X

j=1

d

X

k=1

�

d

k

�

Æ

k

�

d�k

max

� M

d

X

k=1

�

d

k

�

Æ

k

�

d�k

max

:

Wir wollen annehmen, da� die Wurzeln �

1

; : : : ; �

n

mit einer Pr

�

azision bere
hnet

worden sind, so da� f

�

ur die approximierten Wurzeln

e

F

i

des Resolventenpolynoms
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jF

i

�

e

F

i

j � " f

�

ur i = 1; : : : ; m und " > 0 gilt. Bezei
hne b

e

F

i


 eine zu

e

F

i

in der

komplexen Zahlenebene n

�

a
hstgelegene ganzrationale Zahl. Gilt nun j

e

F

i

�b

e

F

i


j >

", so ist F

i

mit Si
herheit keine ganzrationale Zahl. Sobald der Fehlerkreis um eine

approximierte Wurzel

e

F

i

keinen Punkt von Z enth

�

alt, haben wir also bewiesen,

da� es si
h um keine ganzrationale Zahl handeln kann. Den Beweis, da� F

i

2 Z

ist, k

�

onnen wir so ni
ht f

�

uhren.

F

�

ur Punkt 2 haben wir ni
ht nur das Problem zu ents
heiden, ob eine Wurzel

ganzrational ist, sondern wir m

�

ussen uns au
h

�

uberlegen, was zu tun ist, wenn

si
h mehrere Fehlerkreise von approximierten Wurzeln der Resolvente Z in einem

gemeinsamen Punkt s
hneiden. Hier ist der folgende Satz aus [9℄ von Nutzen:

Satz 3.5.1 Sei F

0

eine ganze Zahl (von der man vermutet, da� sie eine s-fa
he

Nullstelle des Resolventenpolynoms R

(G;H;F )

(t) =

Q

m

i=1

(t � F

i

(�

1

; : : : ; �

n

)) ist).

K � f1; : : : ; mg sei die Indexmenge der Nullstellen von R

(G;H;F )

von denen man

annimmt, da� F

k

= F

0

gilt, d.h. jK j = s. Weiterhin werde f

�

ur alle k =2 K mit

�

k

eine Majorante von jF

0

� F

k

j bezei
hnet, die � 1 sein soll, und es gelte f

�

ur

alle k 2 K:

jF

0

� F

k

j <

(m� s+ 1)!

2m!

Q

k=2K

�

k

Dann ist F

0

mindestens eine s-fa
he Nullstelle der Resolvente.

Beweis:Dieser Satz beruht auf der Tatsa
he, da� eine ganze Zahl, die vers
hieden

von Null ist, mindestens einen Absolutwert von 1 haben mu�. Wir w

�

ahlen nun "

so, da� f

�

ur k 2 K gilt:

jF

0

� F

k

j � " <

(m� s+ 1)!

2m!

Q

k=2K

�

k

:

Sei M die Menge der Indizes aller Nullstellen des Resolventenpolynoms, d.h.

M := f 1; : : : ; m g. F

�

ur die �

k

, k 2 K := MnK k

�

onnte man zum Beispiel

�

k

= maxf jF

0

�

e

F

k

j + j

e

F

k

� F

k

j; 1 g verwenden, da �

k

� 1 sein soll. Sei R(t) =

Q

m

i=1

(t�F

i

) 2 Z[t℄ die betra
htete Resolvente. Um zu zeigen, da� F

0

eine s-fa
he

ganzzahlige Wurzel ist, gen

�

ugt es, f

�

ur alle 0 � i � s � 1 na
hzuweisen, da� die

i-te Ableitung von R an der Stelle F

0

Null ist. Da es si
h um ganze Zahlen han-

delt, ist diese Bedingung

�

aquivalent zu jR

(i)

(F

0

)j < 1. F

�

ur k 2 K seien

e

F

k

die

approximierten Werte, die man bei der Bere
hnung von F

k

bez

�

ugli
h " erh

�

alt. Es

folgt

jF

0

� F

k

j � jF �

e

F

k

j+ j

e

F

k

� F

k

j � 2":

F

�

ur 0 � i � s� 1 erhalten wir dann

jR

(i)

(F

0

)j = i! j

P

T�M

jT j=i

Q

k2MnT

(F

0

� F

k

) j

F

�

ur T �M gilt
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(i) MnT =MnT \M =MnT \ (K [K) = (MnT \K) [ (MnT \K);

und die Ordnung von MnT \K k

�

onnen wir dur
h

(ii) jK \MnT j = j(K \M)n(K \ T )j = jKj � jK \ T j � jKj � jT j = s� i

na
h unten abs
h

�

atzen. Es folgt f

�

ur 0 � i � s� 1

jR

(i)

(F

0

)j

(i)

= i! j

P

T�M

jT j=i

Q

k2MnT\K

(F

0

� F

k

)

Q

k2MnT\K

(F

0

� F

k

) j

� i!

P

T�M

jT j=i

Q

k2MnT\K

jF

0

� F

k

j

Q

k2MnT\K

jF

0

� F

k

j

� i!

P

T�M

jT j=i

(2")

jMnT\Kj

Q

k2MnT\K

�

k

Da " <

1

2

ist, erhalten wir mit (ii) (2")

jMnT\Kj

� (2")

s�i

, und da �

k

� 1, haben

wir

Q

k2MnT\K

�

k

�

Q

k2K

�

k

. Es sei no
h bemerkt, da� es genau

m!

i!(m�i)!

vers
hiedene

i-elementige Teilmengen von M gibt. Zusammenfassend folgt dann sofort f

�

ur die

(i)-te Ableitung der Resolvente

jR

(i)

(F

0

)j � i!

P

T�M

jT j=i

(2")

s�i

Q

k2K

�

k

� i! (2")

s�i

m!

i!(m�i)!

Q

k2K

�

k

� (2")

m!

(m�s+1)!

Q

k2K

�

k

< 1

Damit w

�

are gezeigt, da� mit Hilfe der gema
hten Annahmen F

0

eine s-fa
he

Wurzel aus Z ist. 2

Hat man f

�

ur alle Wurzeln F

1

; : : : ; F

m

eine gemeinsame obere S
hranke S, die

gr

�

o�er als 1 ist, so rei
ht es au
h, " <

(m�s+1)!

2

m�s+1

m!S

m�s

zu w

�

ahlen, um eine Wurzel

der Ordnung s der Resolvente na
hzuweisen.

Die prinzipielle Vorgehensweise zur L

�

osung der Punkte 1 und 2 besteht nun da-

rin, mit geeignet hohen Pr

�

azisionen (an die man si
h z.B. sukzessive herantasten

kann) Wurzeln des Resolventenpolynoms, die ni
ht ganzrational sind, und (mehr-

fa
he) Wurzeln, die ganzrational sind, als sol
he mit Hilfe der eben gema
hten

Betra
htungen zu erkennen. Bei Verda
ht einer mehrfa
hen Nullstelle in Z wird

man vermutli
h besser fr

�

uhzeitig eine Ts
hirnhausentransformation dur
hf

�

uhren,

als mit Erh

�

ohung der Pr

�

azision zu beweisen, da� sie tats

�

a
hli
h mehrfa
h ist.

Leider k

�

onnen wir zu diesen Punkten keine Praxiserfahrung angeben, vermu-

ten aber, da� teilweise sehr hohe Pr

�

azisionen f

�

ur die Na
hweise 2 Z erforderli
h
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sein werden { mit entspre
hender Wirkung auf die Laufzeit. Wir erinnern au
h

no
h einmal an das zus

�

atzli
he Problem, das si
h aus der

"

Ni
htexaktheit\ reeller

Arithmetiken ergibt.

3.6 Zusammenfassung

Wir wollen die f

�

ur das Verfahren ben

�

otigten Daten zusammenstellen, und in

dem folgenden Algorithmus den Ablauf einer Galoisgruppenbere
hnung in einer

�

Ubersi
ht angeben. Dabei werden die bisher behandelten Methoden eingeordnet.

Gegeben ist eine Liste L der Vertreter der S

n

-Konjugationsklassen transitiver

Gruppen. Folgende Aufgaben m

�

ussen f

�

ur jedes G 2 L bew

�

altigt werden k

�

onnen:

� Finde alle T 2 L, f

�

ur die eine Permutation � 2 S

n

existiert, so da� �T�

�1

maximal in G ist. ) L

G

= f(T

1

; �

1

); : : : ; (T

k

; �

k

)g.

� F

�

ur jedes T

i

2 L

G

sei H

i

:= �

i

T

i

�

�1

i

� G. Dann ist

C(G;H

i

) := f�H

i

�

�1

j � 2 S

n

mit �H

i

�

�1

� Gg

die Menge der Untergruppen von G vom transitiven Gruppentyp wie H

i

.

� N

S

n

(G) operiert dur
h Konjugation auf C(G;H

i

). Bere
hne f

�

ur jede Bahn

B

i;j

einG-relativesH

i

-invariantes Polynom F

i;j

. Da es f

�

ur n � 12 immer nur

eine Bahn gibt, ist j = 1, und wir k

�

onnen auf die Doppelindizes verzi
hten,

d.h. es mu� ein F

i

bere
hnet werden.

� Bere
hne Nebenklassenrepr

�

asentanten �

i

2 G==H

i

, und �

j

2 N

S

N

(G)==G.

Die Permutationen �

j

�

i

bilden ein vollst

�

andiges Repr

�

asentantensystem von

N

S

n

(G)==H

i

.

Kommen wir nun zu einer

�

Ubersi
ht des Verfahrens. Die gew

�

ahlten Bezei
hnun-

gen der Daten werden, wenn ni
ht anders vermerkt, beibehalten:

Algorithmus 3.6.1 (Galoisgruppenbere
hnung)

Eingabe: Ein normiertes irreduzibles Polynom f vom Grad n mit ganzrationalen

KoeÆzienten.

Ausgabe: Die Galoisgruppe von f , gegebenenfalls au
h die zugeh

�

orige Wurzelan-

ordnung

1. (Grad von f?) Ist n = 2, so G(f;Q )  S

2

. Terminiere.

2. (Diskriminante?) Ist D(f(t)) Quadrat eines Elementes in Z, so setze G 

A

n

. Sonst G S

n

. Ist n = 3, so setze G(f;Q)  G und terminiere.
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3. (Wurzelbere
hnung) Bere
hne Wurzeln �

1

; : : : ; �

n

von f .

4. (S
hleife

�

uber maximale transitive Untergruppen) Setze L

G

 f(T

1

; �

1

), : : :,

(T

k

; �

k

)g. Wenn L

G

= ;, gehe zu S
hritt 10. F

�

ur T

i

2 L

G

ma
he:

5. (Einlesen der Daten) Setze H

i

 �

i

T

i

�

�1

i

� G. Setze M  G==H

i

und

K  N

S

n

(G)==G. S
hlie�li
h F

i

 G-relatives H

i

-invariantes Polynom.

6. (S
hleife

�

uber K) F

�

ur alle � in K ma
he:

7. (Nullstellen des Resolventenpolynoms) Bere
hne mit ��F (�

1

; : : : ; �

n

) f

�

ur

alle � 2M die Nullstellen des Resolventenpolynoms.

8. (Einfa
he, mehrfa
he oder keine Nullstellen in Z?) Gibt es eine einfa-


he Nullstelle in Z und sind �; � die zugeh

�

origen Permutationen, so setze

�

j

 �

���

i

(j)

f

�

ur 1 � j � n, G  T

i

und gehe zu S
hritt 4. Gibt es keine

Nullstelle in Z, so gehe zu S
hritt 9. F

�

uhre eine zuf

�

allige Ts
hirnhausen-

transformation dur
h und gehe zu S
hritt 7.

9. (N

�

a
hstes �?) Wenn no
h ni
ht alle � 2 K getestet wurden, wiederhole ab

S
hritt 6.

10. (N

�

a
hstes T

i

?) Gibt es no
h ni
ht getestete maximale transitive Gruppen in

L

G

, so wiederhole ab S
hritt 4. Sonst setze G(f;Q )  G. Terminiere mit

Ausgabe von G(f;Q ) und der aktuellen Wurzelanordnung.

Dieser Algorithmus bes
hr

�

ankt si
h auf die Bere
hnung der Galoisgruppe von

irreduziblen normierten Polynomen mit ganzzahligen KoeÆzienten. Jedes Poly-

nom f(t) =

P

n

i=0

a

i

t

i

mit KoeÆzienten in Q l

�

a�t si
h dur
h die Substitution

f

?

(t) :=

b

n

a

n

f(

t

b

) in ein Polynom mit ganzzahligen KoeÆzienten transformieren,

wobei b, das kleinste gemeinsame Vielfa
he, der Nenner ist. Sind �

1

; : : : ; �

n

die

Nullstellen von f , so sind b�

1

; : : : ; b�

n

die Nullstellen von f

?

. Unter Beibehaltung

der Wurzelanordnung haben wir dann G(f;Q) = G(f

?

; Q). Die Eins
hr

�

ankung

auf irreduzible Polynome ist jedo
h wesentli
h: Angenommen f(t) zerfalle

�

uber

Q in f

1

(t)f

2

(t). Seien L

1

und L

2

die zugeh

�

origen Zerf

�

allungsk

�

orper der sepa-

rablen Polynome f

1

und f

2

. O�ensi
htli
h ist L

1

L

2

der Zerf

�

allungsk

�

orper von

f = kgV (f

1

; f

2

)

�

uber Q , also ist L

1

L

2

=Q galoiss
h. Der Fall L

1

\ L

2

= Q

ist problemlos, da die Galoisgruppe G(L

1

L

2

=Q) glei
h dem direkten Produkt

von G(L

1

=Q) und G(L

2

=Q) ist. Dies sieht man lei
ht, da die Abbildung � :

G(L

1

L

2

=Q ) 7�! G(L

1

)�G(L

2

) mit �(�) = (�j

L

1

; �j

L

2

) ein Monomorphismus ist

und f

�

ur die Ordnung von jG(L

1

L

2

=Q )j die Glei
hungskette

jG(L

1

L

2

=Q )j = jG(L

1

=Q )jjG(L

1

L

2

=L

1

)j = jG(L

1

=Q)jjG(L

2

=L

1

\ L

2

)j

= jG(L

1

=Q )jjG(L

2

=Q)j = jG(L

1

=Q) �G(L

2

=Q)j
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gilt. Ist L

1

\L

2

� Q , dann kann die Galoisgruppe von f ni
ht so einfa
h aus den

Galoisgruppen von f

1

und f

2

bestimmt werden. Man mu� die Relationen zwis
hen

den Wurzeln von f

1

und f

2

kennen, um n

�

ahere Aussagen tre�en zu k

�

onnen.

Es wird somit klar, da� es unkomplizierter ist si
h auf irreduzible Polynome zu

bes
hr

�

anken.



Kapitel 4

Bere
hnung der Daten

In diesem Kapitel wollen wir n

�

ahere Informationen zur Bere
hnung der erforder-

li
hen Daten angeben. In Kapitel 3 haben wir gesehen, da� f

�

ur das Verfahren

von Stauduhar vers
hiedene Dinge im voraus bekannt sein m

�

ussen. F

�

ur Grad

n � 7 �ndet man die zur Bere
hnung n

�

otigen Teile der Untergruppengitter der

S

n

, G-relative H-invariante Polynome und Nebenklassenrepr

�

asentanten in [34℄.

Der Unters
hied zu den von uns bere
hneten Daten ergibt si
h aus der Behand-

lung der geraden Gruppen. Stauduhar gibt zum Beispiel generell keineG-relativen

H-invarianten Polynome f

�

ur G = A

n

an. Er stellt maximale gerade Gruppen H

dur
h S
hnitte von maximalen ungeraden Gruppen H

?

� S

n

mit A

n

dar, d.h.

H = H

?

\ A

n

. Ist bekannt, da� G(f;Q ) � H

?

, so kann mit Hilfe der Diskri-

minante D(f(t)) ents
hieden werden, ob G(f;Q ) � H gilt. F

�

ur die Anzahl der

zu testenden Inklusionen bedeutet dies im Verglei
h zur Unterteilung in gerade

bzw. ungerade imprimitive oder primitive Gruppen f

�

ur n � 7 keinen Unters
hied.

Alle Daten zu den Graden 8 � n � 11 lassen si
h in [10℄ na
hlesen (bis auf die

Nebenklassenrepr

�

asentanten, deren Bere
hnung aber keine S
hwierigkeiten be-

reitet). Im Unters
hied zu den von uns bere
hneten Daten wurden dort f

�

ur die

transitiven Gruppen die Erzeuger aus [3℄ verwendet. F

�

ur Grad 12 haben wir mit

Hilfe von [31℄ als erste einen kompletten Datensatz f

�

ur das Verfahren von Stau-

duhar bere
hnet und implementiert. Die besondere S
hwierigkeit f

�

ur diesen Grad

liegt zum einen an der gro�en Zahl der transitiven Untergruppen der S

12

(es gibt

genau 301 transitive Gruppen, f

�

ur 752 Gruppenpaare mu�ten Daten bere
hnet

werden) als au
h an der wa
hsenden Ordnung der zu betra
htenden Gruppen.

4.1 Bere
hnung G-relativer H-invarianter Poly-

nome

In Satz 3.2.1 wurde s
hon zu jedem Gruppenpaar ein G-relatives H-invariantes

Polynom angegeben. Unser Anliegen ist es, m

�

ogli
hst

"

minimale\ invariante Po-

lynome zu bere
hnen. Unter einem minimalen invarianten Polynom verstehen

43
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wir ein invariantes Polynom kleinsten Grades, wel
hes unter allen invarianten

Polynomen kleinsten Grades eine minimale Anzahl von Monomen besitzt. Bei

Verwendung des G-relativen H-invarianten Polynoms F aus Satz 3.2.1 sind na
h

Bemerkung 3.2.2 f

�

ur n � 2 immer jH j(

P

n

i=2

i) viele Multiplikationen n

�

otig. Bei

allen betra
hteten Inklusionen ist es uns gelungen, bessere G-relativeH-invariante

Polynome zu �nden, d.h. Polynome, deren Anzahl von Multiplikationen geringer

ist.

In [13℄, S. 785 bes
hreibt K. Girstmair einen sehr gruppentheoretis
hen Algorith-

mus zur Bere
hnung minimaler invarianter Polynome im absoluten Fall (G = S

n

).

Damit l

�

a�t si
h au
h lei
ht der relative Fall bew

�

altigen, wenn man maxima-

le Untergruppen H

?

von S

n

betra
htet mit der Eigens
haft H

?

\ G = H, da

Stab

G

(F ) = Stab

S

n

(F ) \ G. Diese Methode wurde von Olivier und Ei
henlaub

benutzt. Wir verwenden an dieser Stelle einen eigenen, einfa
heren, aber ebenso

e�ektiven Algorithmus, der auf der folgenden Beoba
htung beruht:

Satz 4.1.1 Sei H eine maximale transitive Untergruppe der Permutationsgrup-

pe G und m = x

e

1

1

: : : x

e

n

n

, e

1

; : : : ; e

n

2 N

0

ein Monom, f

�

ur das jOrb

H

(m) j 6=

jOrb

G

(m) j. Dann ist

F (x

1

; : : : ; x

n

) =

X

�2H

�(x

e

1

1

: : : x

e

n

n

)

ein G-relatives H-invariantes Polynom.

Beweis: Da die Bahnl

�

angen von x

e

1

1

: : : x

e

n

n

unter H und G vers
hieden sind,

existiert eine Permutation � 2 G, f

�

ur die �(x

e

1

1

: : : x

e

n

n

) 62 Orb

H

(x

e

1

1

: : : x

e

n

n

) ist.

Damit folgt, Stab

G

(F ) 6= G. Alle Permutationen aus H lassen das Polynom F

invariant, und es gilt somit H � Stab

G

(F ) 6= G. Aufgrund der Maximalit

�

at von

H folgt H = Stab

G

(F ). 2

G-relative H-invariante Polynome ergeben si
h hier also als Bahnsummen von

geeigneten Monomen. Wir k

�

onnen nun folgenden Algorithmus angeben:

Algorithmus 4.1.2 (Monombere
hnung)

Eingabe: Eine Permutationsgruppe G � S

n

, (n � 4) und eine maximale transi-

tive Untergruppe H von G.

Ausgabe: Ein minimales Monom m vom Grad d �

n(n+1)

2

mit der Eigens
haft

Stab

G

(

P

�2H

�(m)) = H, und jOrb

H

(m) j.

1. (Initialisierung) d 2, 
and f g.

2. (Anzahl der Variablen) Setze k d.

3. (Monommenge bere
hnen) Bilde die Menge C aller m

�

ogli
hen Monome m

vom Grad d aus k Variablen, jC j =

�

d�1

k�1

��

n

k

�

.
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4. (S
hleife

�

uber C) Solange C 6= ; (sonst gehe zu S
hritt 8):

5. (Bahnenbere
hnung) Nehme ein beliebiges Monom m 2 C, und bere
hne

Orb

G

(m) und Orb

H

(m).

6. (Monom gefunden?) Wenn jOrb

G

(m) j 6= jOrb

H

(m) j, so erweitere 
and 


and [ f(m; jOrb

H

(m) j)g. Setze C  CnOrb

H

(m).

7. (N

�

a
hstes Monom) Wiederhole ab S
hritt 4.

8. (N

�

a
hstes k?) Wenn k 6= 2, dann setze k  k � 1 und gehe zu S
hritt 3.

Sonst gehe zu S
hritt 9.

9. (Terminiere?) Ist 
and 6= ;, so nehme einen Kandidaten m mit kleinster

Orbitl

�

ange und terminiere. Sonst setze d d+ 1 und gehe zu S
hritt 2.

Na
h Bemerkung 3.2.2 und dem Beweis zu Satz 3.2.1 hat das Monom x

1

x

2

2

: : : x

n

n

f

�

ur alle transitiven Gruppenpaare H � G Orbitl

�

ange jOrb

H

(m) j = jH j und

Stabilisator Stab

G

(

P

�2H

�(m)) = H, und wir k

�

onnen als obere S
hranke f

�

ur

den Grad d des Monoms

P

n

i=1

i = n(n + 1)=2 angeben. Au�erdem ist klar, da�

aufgrund der Transitivit

�

at der betra
hteten Gruppen nur Grade d � 2 sinnvoll

sind.

Diese Methode ist

"

straight forward\ und liefert die gesu
hten Monome f

�

ur die

Grade 4{11 innerhalb sehr kurzer Zeit, da bis auf vier Ausnahmen alle Monom-

grade kleiner n sind. Bei Grad n = 12 tau
hen jedo
h vermehrt Monome mit

gr

�

o�eren Orbitl

�

angen (> 500) und h

�

oheren Graden auf. Au
h ma
ht si
h die

wa
hsende Ordnung der Gruppen bemerkbar. In diesem Fall haben wir alle Mo-

nome mit Monomgrad d < n mit Hilfe von Algorithmus 4.1.2 bere
hnet und

somit na
hgewiesen, da� sie tats

�

a
hli
h minimal sind. F

�

ur die verbleibenden 17

Monome haben wir mit dem glei
hen Algorithmus na
hgewiesen, da� kein mi-

nimales Monom vom Grad d < n existiert. Aufgrund zu hoher Laufzeit haben

wir Algorithmus 4.1.2 f

�

ur die Monome mit gro�en Graden (d � n) abgebro
hen.

Die Orbitl

�

angenbere
hnung kostet in diesen F

�

allen extrem viel Zeit, was si
h

bei steigender Anzahl der Menge von m

�

ogli
hen Monomen zus

�

atzli
h na
hteil-

haft auswirkt. F

�

ur diese F

�

alle ist es sinnvoll, folgende randomisierte Variante zu

w

�

ahlen:

Algorithmus 4.1.3 (S
hnelle Monomtests)

Eingabe: Eine Permutationsgruppe G � S

n

, (n � 4) und eine maximale transi-

tive Untergruppe H von G. Anzahl der Variablen k des Monoms, Grad

d des Monoms, Anzahl maxtries der Versu
he.

Ausgabe: Ein Monom m vom Grad d �

n(n+1)

2

, f

�

ur das Stab

G

(

P

�2H

�(m)) = H,

und jOrb

H

(m) j. Sonst

"

fals
h\.
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1. (Initialisierung) i 1, 
and f g.

2. (S
hleife

�

uber i) Solange i � maxtries (sonst gehe zu S
hritt 7):

3. (Zuf

�

alliges Monom) W

�

ahle ein zuf

�

alliges Monom m vom Grad d mit k Va-

riablen.

4. (Stabilisator- und Orbitl

�

angenbere
hnung) Bere
hne Stab

S

n

(m), Stab

G

(m)

= Stab

S

n

(m) \G und Stab

H

(m) = Stab

G

(m) \H. Dann ist jOrb

G

(m) j =

jG j=jStab

G

(m) j und jOrb

H

(m) j = jH j=jStab

H

(m) j.

5. (Monom gefunden?) Wenn jOrb

G

(m) j 6= jOrb

H

(m) j, so erweitere 
and 


and [ f(m; jOrb

H

(m) j)g.

6. (N

�

a
hstes Monom) i i+ 1. Wiederhole ab S
hritt 3.

7. (S
hlu�folgerung) Ist 
and 6= ;, so nehme einen Kandidatenm mit kleinster

Orbitl

�

ange. Sonst Ausgabe

"

fals
h\. Terminiere.

Die S
hnelligkeit dieses Algorithmus beruht auf einer besonderen Stabilisator-

bere
hnung und der Vermeidung der expliziten Bere
hnung der Orbits. Au�er-

dem bedingen gro�e Bahnenl

�

angen kleine Ordnungen von Stabilisatoren, was si
h

auf die Bere
hnungen sehr g

�

unstig auswirkt. Mit Algorithmus 4.1.3 erh

�

alt man

s
hnell einen Eindru
k, in wel
hem Berei
h si
h der Grad eines m

�

ogli
hen minima-

len Monoms be�ndet. F

�

ur die 17

�

ubriggebliebenen Inklusionen aus Algorithmus

4.1.2 haben wir na
h ersten Ann

�

aherungen des Monomgrades jeweils mehrere

1000 zuf

�

allige Testdur
hl

�

aufe dur
hgef

�

uhrt und somit invariante Monome gefun-

den. Die Eigens
haft minimal strei
hen wir dann f

�

ur diese Inklusionen, obwohl

die Wahrs
heinli
hkeit hier sehr gro� ist, sol
he Monome gefunden zu haben,

zumal Testdur
hl

�

aufe mit Algorithmus 4.1.3 f

�

ur bereits bekannte minimale Mo-

nome diese innerhalb k

�

urzester Zeit gefunden haben. F

�

ur unser Programm ist dies

letztendli
h ni
ht von Bedeutung, da es si
h im n

�

a
hsten Kapitel zeigen wird, da�

man f

�

ur alle 17 Inklusionen (und no
h einige weitere) G-relative H-invariante Po-

lynome konstruieren kann, die deutli
h weniger Multiplikationen ben

�

otigen (die

Anzahl der Multiplikationen ist die auss
hlaggebende Gr

�

o�e f

�

ur das Laufzeitver-

halten), als dies f

�

ur die gefundenen G-relativen H-invarianten Polynome der Fall

ist. Alle mit den Methoden dieses Abs
hnitts bere
hneten Monome mit zugh

�

ori-

gen Orbitl

�

angen �ndet man im Anhang II.

4.2 Maximale Konjugationsklassen

Spri
ht man im folgenden von der Kenntnis oder Klassi�kation der transitiven

Permutationsgruppen eines bestimmten Grades, so sind damit Mengen gemeint,

die f

�

ur jede S

n

-Konjugationsklasse einer transitiven Gruppe einen Vertreter ent-

halten. Dur
h Angabe von Erzeugern werden die Vertreter eindeutig bestimmt.
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Die uns bekannten Computeralgebrasysteme GAP [31℄ und MAGMA [21℄ ha-

ben eine unters
hiedli
he Wahl f

�

ur die Vertreter der S

n

-Konjugationsklassen ge-

tro�en. Wenn wir von

"

den transitiven Gruppen\spre
hen, so sind also immer

entspre
hende Vertreter gemeint. Ist es wi
htig zu wissen, wel
her Vertreter im

einzelnen verwendet wurde, so werden wir dies an entspre
hender Stelle expli-

zit vermerken. Die Notation der Gruppen setzt si
h aus einem T , wel
hes f

�

ur

"

transitiv\ steht, und einer Nummer zusammen, die man f

�

ur den jeweiligen Grad

[6℄ entnimmt. Falls es si
h um eine gerade Gruppe handelt, wird dies mit einem

"

+\-Exponenten vermerkt, z. B. T

+

36

. Geht aus dem Kontext der Grad der Per-

mutationsgruppe ni
ht hervor, so wird er vor der Gruppe notiert. 12T

+

36

ist zum

Beispiel die 36: Permutationsgruppe vom Grad 12. Bei den verwendeten Namen

beziehen wir uns ebenfalls auf [6℄.

Um bei Kenntnis aller transitiven Gruppen eines entspre
henden Grades

�

uber-

haupt mit der Bere
hnung von G-relativen H-invarianten Polynomen oder Ne-

benklassenrepr

�

asentanten anfangen zu k

�

onnen, mu� der Gitterverband der tran-

sitiven Untergruppen bekannt sein. Die Bere
hnungen des Untergruppengitters

sollen ni
ht nur Informationen dar

�

uber geben, ob eine Gruppe in einer ande-

ren enthalten ist, sondern uns au
h dar

�

uber Informationen liefern, wieviele G-

Konjugationsklassen dur
h maximale transitive Untergruppen (eines festen T-

Typs) geliefert werden. Hat man Repr

�

asentanten f

�

ur jede Konjugationsklasse

einer maximalen Untergruppe gefunden, so ist man fertig. Wir haben f

�

ur die

Grade 4 � n � 12 f

�

ur alle transitiven Gruppen maximale Konjugationsklas-

sen mit Hilfe des Computeralgebrasystems GAP [31℄ bere
hnet. Dabei haben

wir die dortige Darstellung der transitiven Gruppen verwendet, d.h. es werden

die Erzeuger der transitiven Gruppen, wie man sie au
h in [6℄ �ndet, benutzt.

F

�

ur die Grade 8 � n � 11 hat Olivier die glei
hen Bere
hnungen mittels ei-

nes selbstges
hriebenen C-Programms bez

�

ugli
h der Erzeuger der Gruppen in [3℄

realisiert. Die bere
hneten Daten �ndet man in [10℄. Die Bere
hnungen der Kon-

jugationsklassen f

�

ur die Grade 4� 11 dauern nur einige wenige Tage und stellen

deshalb keinen gro�en Arbeitsaufwand dar. F

�

ur Grad 12 ist uns ni
ht bekannt,

da� der Untergruppengitterverband der transitiven Gruppen bere
hnet worden

ist. Deshalb haben wir diese mehrw

�

o
higen Bere
hnungen, auf man
hmal bis zu

15 Re
hnern glei
hzeitig, selbst ausgef

�

uhrt. Wir wollen nun ein paar Anmerkun-

gen zu den Bere
hnungen f

�

ur Grad 12 geben, die teilweise nat

�

urli
h au
h f

�

ur die

anderen Grade gelten:

Zu einigen wenigen Gruppen kann man maximale Konjugationsklassen dur
h ent-

spre
hende Literaturre
here erhalten. In [18℄ �ndet man zum Beispiel die Klassi-

�kation der maximalen Untergruppen der endli
hen symmetris
hen Gruppen und

alternierenden Gruppen. Die f

�

ur n � 12 relevante Hauptaussage ist die folgende:

Satz 4.2.1 Die maximalen Untergruppen G der Gruppen S

n

lassen si
h im we-

sentli
hen in drei Klassen aufteilen. Sie sind entweder
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(i) intransitiv: G ist der Mengenstabilisator einer Menge der L

�

ange m mit

1 � m < n=2 und somit isomorph zu S

m

� S

n�m

.

(ii) imprimitiv: G ist der Stabilisator einer Partition der Menge f1; 2; : : : ; ng

in m glei
he Teile der L

�

ange k mit 1 < m < n und somit isomorph zum

Kranzprodukt S

k

o S

m

.

(iii) primitiv: G = A

n

oder eine e
hte primitive Untergruppe der S

n

.

F

�

ur n = 12 �ndet man zum Beispiel als maximale imprimitive Gruppen die

Kranzprodukte T

299

= S

6

o S

2

, T

294

= S

4

o S

3

, T

293

= S

2

o S

6

und T

289

= S

3

o S

4

.

Es ist klar, da� f

�

ur G = S

n

zu einer maximalen Untergruppe H nur eine Konju-

gationsklasse existiert. Die maximalen imprimitiven Untergruppen der A

n

erh

�

alt

man dur
h S
hnitte mit den maximalen imprimitiven Gruppen der S

n

, also dur
h

S
hnitte mit entspre
henden Kranzprodukten. Im Fall n = 12 erhalten wir somit

T

+

297

= T

299

\ A

12

, T

+

290

= T

294

\ A

12

, T

+

285

= T

293

\ A

12

und T

+

282

= T

289

\ A

12

.

Die primitiven Gruppen sind im

"

ATLAS of �nite groups\ [5℄ klassi�ziert, und

wir �nden PGL(2; 11) als maximale ungerade primitive Gruppe von S

12

und

M(12) als maximale Untergruppe von A

12

. Mit Hilfe des Korollars 3.3.5 k

�

onnen

wir dur
h Na
hs
hlagen in [6℄ die Normalisatoren N

S

12

(G) der maximalen Unter-

gruppen von A

12

ermitteln. Bis auf den Fall G =M(12) gilt immer N

S

12

(G) 6= G.

F

�

ur G = M(12) gibt es also in A

12

zwei Klassen maximaler Untergruppen, die

isomorph zu M(12) sind. Wenn wir die Gruppe M(12) mit einem Element aus

S

12

konjugieren, wel
hes ni
ht in A

12

liegt, zum Beispiel mit (1; 2), so m

�

ussen wir

die andere Klasse tre�en (siehe Beweis zu Korollar 3.3.5). Somit m

�

ussen wir nun

f

�

ur alle Gruppen au�er S

n

, A

n

und den restli
hen primitiven Gruppen Repr

�

asen-

tanten der Konjugationsklassen aller maximalen Untergruppen �nden. 265 der

transitiven Gruppen sind im Fall n = 12 au


�

osbar, d.h. es gibt eine Komposi-

tionsreihe mit Faktoren, die zyklis
h von Primzahlordnung sind. F

�

ur au


�

osbare

Gruppen ist es m

�

ogli
h, spezielle Darstellungen (sogenannte Spe
ialAgGroups)

zu w

�

ahlen, so da� man eine besonders

"

s
h

�

one\ Kompositionreihe erh

�

alt, die ei-

ne verh

�

altnism

�

a�ig s
hnelle Bestimmung maximaler Konjugationsklassen zul

�

a�t.

�

Ubrig bleiben 36 ni
ht au


�

osbare Gruppen. 8 von ihnen sind Kranzprodukte.

A. Hulpke f

�

uhrt in seiner Dissertation [14℄ eine Reihe von Lemmata an, wie man

die Klassen transitiver Untergruppen von Kranzprodukten und gro�en Normaltei-

lern von Kranzprodukten bestimmen kann, sofern man eine Liste aller transitiven

Gruppen des betre�enden Grades kennt. Au�erdem hat er entspre
hende Routi-

nen zur Bere
hnung ges
hrieben. Ihm verdanken wir die Bere
hnung der maxi-

malen Konjugationsklassen der Gruppen T

299

; T

298

; T

+

297

; T

+

296

; T

293

; T

287

; T

286

; T

+

285

und T

+

277

. Die restli
hen Gruppen haben Ordnung kleiner 10000. Ihre maximalen

Konjugationsklassen werden

�

uber den Untergruppenverband bestimmt, was lei-

der sehr langsam ist. Gibt es mehrere maximale Konjugationsklassen, die in der

minimalen Obergruppe ni
ht zueinander konjugiert sind, so mu� no
h eine Per-

mutation � bestimmt werden, die die Permutationsgruppe in der Liste [6℄ dur
h
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Konjugation auf einen Repr

�

asentanten der entspre
henden Klasse abbildet (siehe

au
h Bemerkung 3.3.4). Wir haben die Repr

�

asentanten der maximalen Konjuga-

tionsklassen na
h ihrer Parit

�

at sortiert und f

�

uhren zu den geraden (ungeraden)

transitiven Gruppen nur Repr

�

asentanten gerade (ungerader) maximaler Konju-

gationsklassen auf, da nur diese f

�

ur den Programmablauf ben

�

otigt werden (siehe

au
h Bemerkung 3.3.7 (ii)). Die Graphen zu den Graden 4 � n � 12 �ndet man

im Anhang I; die Permutationen �, mit denen wir die transitiven Gruppen der

Liste [6℄ konjugieren m

�

ussen, be�nden si
h im Anhang II. Somit verbleibt f

�

ur

einen vollst

�

andigen Datensatz nun nur no
h die Bere
hnung der Nebenklassenre-

pr

�

asentanten, die aber s
hnell vonstatten geht und keine Probleme bereitet.



50 KAPITEL 4. BERECHNUNG DER DATEN



Kapitel 5

Verbesserungen des Verfahrens

In diesem Kapitel wollen wir drei Methoden bes
hreiben, mit Hilfe derer die

ben

�

otigte Re
henzeit wesentli
h verk

�

urzt werden kann. S
hwierigkeiten bereiten

im allgemeinen gro�e Abstiege im Untergruppengitter, d.h. die Ordnung der ma-

ximalen Untergruppe H von G ist klein im Verglei
h zur Ordnung der Gruppe

G, sehr viele Untergruppentests sind dur
hzuf

�

uhren. Dies ist zum Beispiel f

�

ur

G = S

n

bzw. G = A

n

oft der Fall. Ein weiteres Problem stellen die bisher angege-

benen G-relativen H-invarianten Polynome mit gro�en Monomsummen dar. Hier

sind viele Multiplikationen n

�

otig, die si
h erstens ni
ht gut auf die Pr

�

azision aus-

wirken und zweitens einen enormen Zeitaufwand darstellen. L

�

osungsans

�

atze f

�

ur

diese Probleme liegen nun darin, die Anzahl der m

�

ogli
hen Galoisgruppen oder

der dur
hzuf

�

uhrenden Untergruppentests einzus
hr

�

anken und na
h g

�

unstigeren

G-relativen H-invarianten Polynomen zu su
hen.

5.1 Das van der Waerden-Kriterium

In diesem Abs
hnitt wollen wir zur Vereinfa
hung des Verfahrens eine Folgerung

des van der Waerden-Kriteriums vorstellen. Es werden Kongruenzfaktorisierun-

gen des irreduziblen normierten Polynoms f 2 Z[t℄ modulo eines Primideals

pZ[t℄ betra
htet. Dur
h diese Betra
htung die Galoisgruppe G(f;Q ) in den Gri�

zu bekommen, k

�

onnen wir zwar ni
ht ho�en (

�

uber endli
hen K

�

orpern k

�

onnen nur

zyklis
he Galoisgruppen auftreten), do
h wird man erwarten, gewisse Teilinfor-

mationen

�

uber G(f;Q) zu erlangen. Wir wollen zun

�

a
hst das van der Waerden-

Kriterium formulieren, wel
hes man mit Beweis in [36℄, S. 198 �ndet.

Satz 5.1.1 Seien R ein ZPE-Ring,

�

R = R=} der Restklassenring f

�

ur ein Prim-

ideal } in R und K,

�

K die zugeh

�

origen Quotientenk

�

orper. Weiterhin sei f ein

normiertes Polynom aus R[t℄, dessen homomorphes Bild wir mit

�

f 2

�

R[t℄ be-

zei
hnen. f und

�

f seien beide doppelwurzelfrei. Dann ist bei passender Wurzel-

anordnung G(

�

f;

�

K) eine Untergruppe von G(f;K).

51
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Der von Dedekind ausgespro
hene Sa
hverhalt, den wir im Algorithmus verwen-

den, stellt eine Folgerung von Satz 5.1.1 dar:

Folgerung 5.1.2 Sei f ein normiertes Polynom mit KoeÆzienten in Z und p

eine Primzahl, f

�

ur die das von f bestimmte Polynom

�

f von F

p

[t℄ keine mehrfa
hen

Nullstellen besitzt. Die Primfaktorzerlegung von

�

f in F

p

[t℄ laute

�

f =

�

f

1

�

f

2

� : : : �

�

f

r

;

und dabei bezei
hne jeweils n

i

den Grad von

�

f

i

. Aufgefa�t als Permutationsgruppe

der Wurzeln von f enth

�

alt die Galoisgruppe G(f;K) eine Permutation �, deren

Zykelzerlegung die Gestalt � = �

1

: : : �

r

mit L

�

ange �

i

= n

i

, (1 � i � r) besitzt.

Faktorisiert man das Polynom f modulo vers
hiedener Primzahlen, die ni
ht

die Diskriminante D(f(t)) teilen, so erhalten wir Informationen

�

uber m

�

ogli
he

Galoisgruppen. Dazu m

�

ussen die in einer transitiven Untergruppe der S

n

auf-

tretenden Zykeltypen bekannt sein. Bis Grad 11 �ndet man zum Beispiel in [3℄

Listen dieser Art. F

�

ur Grad 12 haben wir mit Hilfe von [31℄ eine sol
he Liste

erstellt. Es werden einfa
h alle Elemente einer transitiven Gruppe erzeugt und

entspre
hend ihrer Zykeltypen gruppiert. F

�

ur die Gruppen A

n

und S

n

kann man

si
h die Bere
hnungen sparen, da hier alle m

�

ogli
hen Zykeltypen auftreten. Diese

Listen dienen zur Auss
hlie�ung von Untergruppen, d.h. bei jeder Faktorisierung

modulo p entfallen die Untergruppen, die kein Element mit entspre
hendem Zy-

keltyp besitzen. Also ist eine Au
istung der Zykeltypen der S

n

und A

n

allein aus

diesem Grund vollkommen

�

uber


�

ussig. Da zwei Elemente � und � genau dann in

S

n

konjugiert sind, wenn ihre Zykelzerlegungen vom glei
hen Typ sind, folgt, da�

bei Elimination der Gruppe H au
h alle konjugierten Gruppen �H�

�1

, (� 2 S

n

)

entfallen. Folgerung 5.1.2 sagt uns, da� die Galoisgruppe eine der verbleibenden

Gruppen ist, aber sie rei
ht ni
ht zur Bestimmung der Galoisgruppe aus bis auf

die F

�

alleG(f;Q ) = S

n

oder G(f;Q ) = A

n

. F

�

ur die anderen F

�

alle ist aber die Tat-

sa
he von Bedeutung, da� es zu jedem auftretenden Zykeltyp (n

1

; : : : ; n

r

) einer

Permutationsgruppe unendli
h viele Primzahlen p gibt, so da� f in F

p

[t℄ gerade

in r Primpolynome der Gerade n

1

; : : : ; n

r

zerf

�

allt. Diese Primzahlen p tau
hen

mit der erwarteten H

�

au�gkeit auf:

Satz 5.1.3 Sei (n

1

; : : : ; n

r

) ein Zykeltyp und K die Menge der Elemente von

G(f;Q ), die diesen Zykeltyp haben. Mit P sei die Menge der Primzahlen p be-

zei
hnet, f

�

ur die f �

Q

r

i=1

�

f

i

mod p, wobei der Grad von f

i

= n

i

ist, (1 � i � r).

Dann gilt:

lim

x!1

jfp 2 x : p 2 Pgj

jfp � x : p primgj

=

jKj

jG(f;Q)j

:

Beweis: siehe [35℄. 2
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Satz 5.1.3 ist f

�

ur die Bere
hnungen von keinem besonderen Nutzen. Interessanter

w

�

aren explizite Fehlerabs
h

�

atzungen oder obere Abs
h

�

atzungen f

�

ur die kleinste

Primzahl p 2 P . Alle diesbez

�

ugli
hen Resultate sind leider in der Praxis ni
ht

brau
hbar (siehe zum Beispiel [19℄ oder [26℄).

Zum besseren Verst

�

andnis von Folgerung 5.1.2 betra
hte man das n

�

a
hste Bei-

spiel.

Beispiel 5.1.4 Es sei f(t) = x

12

� 12x

11

+36x

10

+6251x

6

� 37506x

5

+9768751.

Die Diskriminante hat die Primfaktorzerlegung D(f(t)) = 2

12

3

18

31

4

181

4

1741

4

, ist

also ein Quadrat eines Elementes in Z. Somit kommen au
h nur gerade transitive

Permutationsgruppen in Frage. Wir bestimmen im folgenden die Faktorisierungen

von f mod 5; 7. Die Primzahlen 2 und 3 sind Diskriminantenteiler und entfallen

aus diesem Grund.

(i) f(t) � (t

2

+2)(t

2

+3t+3)(t

4

+ t

3

+ t

2

+2t+4)(t

4

+4t

3

+ t

2

+4t+4) mod 5

(ii) f(t) � (t+4)(t

2

+ t+4)(t

4

+3t

2

+4t+5)(t

5

+4t

4

+5t

3

+ t

2

+3t+2) mod 7

Na
h der ersten Faktorisierung entfallen 37 der 133 geraden transitiven Permu-

tationsgruppen und mit Hilfe der zweiten Faktorisierung k

�

onnen wir weitere 93

Gruppen eliminieren. Es kommen also nur no
h die Gruppen T

+

300

, T

+

297

und T

+

296

in Frage. Ein vollst

�

andiger Programmdur
hlauf liefert uns T

+

296

als Galoisgruppe

von f . Mit dieser Methode wurden 7 weitere Untergruppentests, d.h. Tests auf

Inklusion bez

�

ugli
h der folgenden Gruppen (oder deren Konjugierten): T

+

269

, T

+

249

,

T

+

203

, T

+

183

, T

+

182

, T

+

181

, T

+

180

,

�

uber


�

ussig.

Da die bekannten Algorithmen zum Faktorisieren von Polynomen

�

uber endli-


hen K

�

orpern sehr s
hnell sind, k

�

onnen innerhalb k

�

urzester Zeit vers
hiedene

Zykeltypen bestimmt werden. In der Praxis hat es si
h als n

�

utzli
h erwiesen, die

Faktorisierung des Polynoms f modulo p f

�

ur Primzahlen p < 100 dur
hzuf

�

uhren.

Testl

�

aufe best

�

atigen, da� in der Regel na
h den ersten 25 Primzahlen eine sehr gu-

te Ann

�

aherung

"

von unten\ im Untergruppengitter stattgefunden hat. Letzteres

soll hei�en, da� bisher in jeder von uns dur
hgef

�

uhrten Galoisgruppenbere
h-

nung die Tests H � G(f;Q) ent�elen, die Gruppen H also aufgrund fehlender

Zykeltypen gestri
hen werden konnten.

5.2 Konstruierte G-relative H-invariante Poly-

nome

Wir geben hier einige S

�

atze an, mit deren Hilfe es m

�

ogli
h ist, spezielle G-relative

H-invariante Polynome zu konstruieren. Diese sind f

�

ur das Laufzeitverhalten un-

seres Programms wesentli
h g

�

unstiger, als die mit den Algorithmen 4.1.2 und
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4.1.3 bere
hneten Invarianten. Betra
hte man zum Beispiel die maximale Un-

tergruppe T

299

= S

6

o S

2

von S

12

, wel
he bez

�

ugli
h der Vertreter f

�

ur transiti-

ve Gruppen aus [6℄ das Blo
ksystem B = ff1; 3; 5; 7; 9; 11g; f2; 4; 6; 8; 10; 12gg

besitzt. Die Bere
hnung des speziellen S

12

-relativen T

299

-invarianten Polynoms

(x

1

+x

3

+x

5

+x

7

+x

9

+x

11

)(x

2

+x

4

+x

6

+x

8

+x

10

+x

12

) ist s
hneller als die Bere
h-

nung des Polynoms x

1

x

3

+x

1

x

5

+: : :+x

1

x

11

+x

2

x

4

+x

2

x

6

+: : :+x

2

x

12

+: : :+x

10

x

12

,

wel
hes wir mit Algorithmus 4.1.2 gefunden haben.

Die folgenden S

�

atze k

�

onnen [9℄ entnommen werden. Beginnen wir mit einem

Ergebnis

�

uber Kranzprodukte:

Satz 5.2.1 Seien G � G

0

� S

�

und H � H

0

� S

�

transitive Gruppen mit

� := f1; : : : ; lg und � := f1; : : : ; mg. Wir setzen y

j

:=

P

l

�=1

x

(�;j)

und F

j

:=

F (x

(1;j)

; : : : ; x

(l;j)

) f

�

ur j = 1; : : : ; m, wobei F ein G

0

-relatives G-invariantes Po-

lynom ist. Weiterhin sei E ein H

0

-relatives H-invariantes Polynom. Dann ist

F

1

+ F

2

+ : : :+ F

m

+ E(y

1

; : : : ; y

m

)

ein G

0

o

�

H

0

-relatives G o

�

H-invariantes Polynom.

Beweis:Die Gruppe K = (Go

�

H;���) hat das Blo
ksystemB = fB

1

; : : : ; B

m

g

aus Lemma 2.4.4 (ii). Da K = G o

�

H = Fun(�; G) o

�

H, k

�

onnen wir jedes

Element k 2 K na
h Bemerkung 2.4.6(ii) als Produkt k = (g; 1)(1; h), g 2

Fun(�; G); h 2 H s
hreiben, wobei (g; 1) aufB dur
h Vertaus
hung der Elemente

innerhalb der Bl

�

o
ke operiert, w

�

ahrend (1; h) die Bl

�

o
ke untereinander vertaus
ht.

Haben wir also eine Permutation (1; h) aus G o

�

H gegeben, die den Blo
k B

i

auf

den Blo
k B

j

abbildet, so folgt f

�

ur das Polynom F

i

: (1; h)F

i

= F

j

, na
h De�nition

von F

j

. Eine Permutation (g; 1), die die Elemente innerhalb der Bl

�

o
ke vertaus
ht,

bildet F

i

auf F

i

; (1 � i � m) ab, da F

i

ein G

0

-relatives G-invariantes Polynom

ist. Es folgt, da� das Polynom F := F

1

+ F

2

+ : : : + F

m

invariant unter allen

Permutationen von G o

�

H ist. Jede Obergruppe von G o

�

H der Form G o

�

H

0

mit

H < H

0

l

�

a�t aber ebenfalls das Polynom F invariant, da B au
h Blo
ksystem

von G o

�

H

0

ist. Damit ist die Bedingung Stab

G

0

o

�

H

0

(F ) = G o

�

H verletzt, und

F ist kein G

0

o

�

H

0

-relatives G o

�

H-invariantes Polynom. Um dies zu verhindern,

addieren wir zu F das Polynom E. Da E ein H

0

-relatives H-invariantes Polynom

ist, ist es klar, da� E(y

1

; : : : ; y

m

) von G o

�

H stabilisiert wird. Eine Permutation,

die die Elemente innerhalb der Bl

�

o
ke vertaus
ht, l

�

a�t die y

i

; (1 � i � m) fest, und

die Vertaus
hung der Bl

�

o
ke hat au
h keine Auswirkung, da jede Permutation aus

H das Polynom E invariant l

�

a�t. F + E ist demna
h unter allen Permutationen

aus G o

�

H invariant. F + E wird aber au
h nur von den Permutationen aus

G o

�

H stabilisiert aufgrund der folgenden

�

Uberlegungen: Ein Element (g

0

; 1) 2

G

0

o

�

H

0

nG o

�

H l

�

a�t keines der F

j

invariant. Da die Variablenmengen der F

j

; j =

1; : : : ; m disjunkt sind, folgt, da� au
h die Summe der F

j

ni
ht invariant unter

(g

0

; 1) ist.

�

Ahnli
h l

�

a�t eine Permutation (1; h

0

) 2 G

0

o

�

H

0

nG o

�

H das Polynom

E ni
ht invariant. 2
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Bemerkung 5.2.2 Gilt im obigen Satz G = G

0

, so liefert bereits E(y

1

; : : : ; y

m

)

ein G

0

o

�

H

0

-relatives G o

�

H-invariantes Polynom. Analog gen

�

ugt f

�

ur H = H

0

ein

Polynom F .

Beispiel 5.2.3 Betra
hten wir die Gruppen G = 12T

274

= S

3

o D(4) und H =

12T

264

= S

3

oC(4). Der Algorithmus brau
ht f

�

ur diesen Abstieg mit der bisherigen

Methode 72 Multiplikationen. Identi�ziert man na
h Bemerkung 2.4.6 die Menge

f1; 2; 3g�f1; 2; 3; 4g mit f1; : : : ; 12g, so erh

�

alt man bez

�

ugli
h der Vertreter in [6℄

ein Blo
ksystem B = ff1; 5; 9g; f2; 6; 10g; f3; 7; 11g; f4; 8; 12gg. Na
h Bemerkung

5.2.2 ist E(y

1

; y

2

; y

3

; y

4

), y

j

= x

j

+ x

j+4

+ x

j+8

, (1 � j � 4) ein G-relatives H-

invariantes Polynom, falls E ein D(4)-relatives C(4)-invariantes Polynom ist.

Mit Hilfe der Tabellen f

�

ur Grad 4 im Anhang II erhalten wir

E = y

1

y

2

2

+ y

2

y

2

3

+ y

3

y

2

4

+ y

4

y

2

1

= y

1

(y

2

2

+ y

4

y

1

) + y

3

(y

2

y

3

+ y

2

4

):

F

�

ur dieses invariante Polynom ben

�

otigen wir nur no
h 6 Multiplikationen.

Wir kommen nun zu einer Aussage

�

uber Untergruppen vom Index 2. Im we-

sentli
hen geht es darum, aus bereits bekannten G-relativen H-invarianten Po-

lynomen F mit [G : H℄ = 2 Invarianten f

�

ur andere Untergruppen von Index

2 von G zu konstruieren. Dabei versu
ht man die bekannten Invarianten F so

abzu

�

andern, da� die zugeh

�

orige Resolvente von der Form t

2

�F

2

(�

1

; : : : ; �

n

) ist,

wobei �

i

; (1 � i � n) wieder die Nullstellen unseres Ausgangspolynoms f sind.

Satz 5.2.4 Die Permutationsgruppe G habe die Untergruppen H

1

und H

2

vom

Index 2. Seien F

i

; (i = 1; 2) G-relative H

i

-invariante Polynome, f

�

ur die �

i

F

i

=

�F

i

, (�

i

2 GnH

i

) gelte. Dann ist H

1

+H

2

:= (H

1

\H

2

)[((GnH

1

)\(GnH

2

)) eben-

falls eine Untergruppe von G, und F

1

F

2

ist ein G-relatives H

1

+H

2

-invariantes

Polynom.

Beweis: Wir zeigen zun

�

a
hst, da� die Bedingung �

i

F

i

= �F

i

, �

i

2 GnH

i

; (i =

1; 2) keine wirkli
he Eins
hr

�

ankung bedeutet. Na
h Satz 3.2.4 gibt es genau zwei

konjugierte Polynome unter den Permutationen von G. N

�

amli
h F selber und

g

i

F

i

; g

i

2 GnH

i

. Da Untergruppen vom Index 2 Normalteiler sind, ist der Stabili-

sator gHg

�1

von gF

i

glei
h H. Ersetzt man, falls n

�

otig, F

i

dur
h F

0

i

= F

i

� g

i

F

i

,

so haben wir �

i

F

0

i

= �

i

F

i

� �

i

g

i

F

i

= �

i

F

i

� F

i

= �F

0

i

, da aus g

i

; �

i

=2 H

i

folgt,

da� g

i

�

i

2 H: F

�

ur eine Nebenklassenzerlegung G = H

i

[ g

i

H

i

ist g

�1

i

=2 H

i

. Die

Elemente �

i

lassen si
h somit in der Form g

�1

i

h

i

, h

i

2 H

i

darstellen. Es folgt mit

der Normalteilereigens
haft von H

i

g

i

�

i

2 H

i

. Wir zeigen nun, da� H

1

+H

2

eine

Untergruppe von G ist. Seien dazu g; h 2 H

1

+H

2

. Wir wollen zeigen, da� gh

�1

ebenfalls ein Element von H

1

+H

2

ist. F

�

ur ein Element g 2 H

1

+H

2

gilt entweder

g 2 H

1

\ H

2

oder g 2 Gn(H

1

[ H

2

), da die Mengen H

1

\ H

2

und Gn(H

1

[ H

2

)
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disjunkt sind. Sind g; h 2 H

1

\H

2

, so ist ni
hts zu zeigen, da der S
hnitt zweier

Untergruppen bekanntli
h wieder eine Untergruppe ist. Ist dagegen g 2 H

1

\H

2

und h 2 Gn(H

1

[H

2

), so ist h

�1

ebenfalls in Gn(H

1

[H

2

) und gh

�1

au
h. Den

Fall g; h 2 Gn(H

1

[ H

2

) haben wir au
h s
hon im wesentli
hen zu Beginn des

Beweises gel

�

ost, da aus g; h

�1

=2 H

1

\H

2

folgt, gh

�1

2 H

1

\H

2

. Wir haben also

gezeigt, da� aus g; h 2 H

1

+H

2

immer gh

�1

2 H

1

+H

2

folgt. Somit ist H

1

+H

2

Untergruppe von G. Wir wollen nun zeigen , da� f

�

ur H

1

6= H

2

6= G die Unter-

gruppe H

1

+ H

2

vom Index 2 in G ist: Da [H

1

:H

1

\ H

2

℄ � [G :H

2

℄ = 2 ist,

folgt[H

1

:H

1

\H

2

℄ = 2 aufgrund der Vers
hiedenheit von H

1

und H

2

. Na
h dem

Satz von Lagrange haben wir dann [G :H

1

\H

2

℄ = [G :H

1

℄[H

1

:H

1

\H

2

℄ = 4, also

au
h 4 = [G :H

1

\H

2

℄ = [G :H

1

+H

2

℄[H

1

+H

2

:H

1

\H

2

℄. Da [H

1

:H

1

\H

2

℄ = 2

ist, gibt es ein Element h

1

2 H

1

, wel
hes ni
ht in H

2

ist. Folgli
h ist h

1

=2 GnH

1

und somit ni
ht inH

1

+H

2

. Damit haben wir [G :H

1

+H

2

℄ > 1. DaH

1

6= H

2

6= G,

ist H

1

[H

2

6= G, d.h. GnH

1

[H

2

6= ; und der Index von [H

1

+H

2

:H

1

\H

2

℄ ist

au
h unglei
h 1. Aus der Gradglei
hung folgt dann, da� der Index von H

1

+H

2

in G glei
h 2 sein mu�.

Ebenfalls kann lei
ht gezeigt werden, da� die Operation + assoziativ und kom-

mutativ ist, und da� H + G = H und H + H = G f

�

ur alle Untergruppen vom

Index 2 gilt. Es bleibt zu zeigen, da� F

1

F

2

ein G-relatives H

1

+H

2

-invariantes Po-

lynom ist. Da die Mengen H

1

\H

2

und GnH

1

\GnH

2

disjunkt sind, folgt f

�

ur h 2

H

1

\H

2

: hF

1

F

2

= F

1

F

2

, und f

�

ur h 2 GnH

1

\GnH

2

: hF

1

F

2

= �F

1

�F

2

= F

1

F

2

.

Das Polynom F

1

F

2

ist also invariant unter allen Permutationen von H

1

+ H

2

.

Gibt es eine Permutation g 2 Gn(H

1

+H

2

), so gilt g =2 GnH

1

\GnH

2

, d.h. g ist

entweder Element der Menge GnH

1

oder der Menge GnH

2

. Damit erhalten wir

gF

1

F

2

= �F

1

F

2

f

�

ur alle g 2 Gn(H

1

+H

2

). 2

Dieser Satz stellt uns ein Mittel zur Verf

�

ugung, die Laufzeit unseres Programms

wesentli
h zu verbessern. Hat eine Gruppe mehrere Untergruppen von Index 2,

k

�

onnen wir dur
h ges
hi
kte Kombination zweier oder mehrerer Gruppen invari-

ante Polynome konstruieren, die der Computer in sehr viel k

�

urzerer Zeit auswer-

ten kann, da weniger Multiplikationen dur
hgef

�

uhrt werden m

�

ussen. Betra
hte

man dazu das n

�

a
hste Beispiel:

Beispiel 5.2.5 Das 12T

274

-relative 12T

263

-invariante Polynom (siehe Anhang II)

erfordert bei seiner Auswertung 15 � 5184 Multiplikationen. Die Gruppe T

274

hat

die Untergruppen T

261

bis T

264

, T

+

266

und T

267

vom Index 2. Dur
h direktes Na
h-

re
hnen veri�ziert man, da� T

263

= T

264

+ T

267

. Ein Bli
k in die Tabellen zeigt

uns, da� es s
h

�

on w

�

are, wenn au
h das T

274

-relative T

267

-invariante Polynom

dur
h eines mit weniger Multiplikationen ersetzt werden k

�

onnte. Es zeigt si
h, da�

T

267

= T

261

+T

+

266

ist. Beginnen wir mit dem T

274

-relativen T

264

-invarianten Poly-

nom. In Beispiel 5.2.3 hatten wir das Polynom E = y

1

(y

2

2

+ y

4

y

1

) + y

3

(y

2

y

3

+ y

2

4

)

gefunden. Die Bilder dieses Polynoms unter den Permutationen von T

274

sind E

und �E = y

1

(y

1

y

2

+ y

4

4

) + y

3

(y

2

2

+ y

3

y

4

), � 2 T

274

nT

264

. Das Polynom

E � �E = y

1

(y

4

� y

2

)(y

1

� y

2

� y

4

) + y

3

(y

2

� y

4

)(y

3

� y

2

� y

4

)
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ist ein T

274

-relatives T

264

-invariantes Polynom, wel
hes den Voraussetzungen von

Satz 5.2.4 gen

�

ugt. Nun gilt es, invariante Polynome f

�

ur die Abstiege T

274

zu T

261

und T

274

zu T

266

zu �nden. Die Gruppe T

261

= S

3

o E(4) ist ebenfalls wie T

274

=

S

3

o D(4) ein Kranzprodukt, d.h. wir k

�

onnen Satz 5.2.1 anwenden. Als D(4)-

relatives E(4)-invariantes Polynom w

�

ahlen wir

F = (y

1

� y

2

)(y

3

� y

4

);

mit y

1

; : : : ; y

4

wie in Beispiel 5.2.3. Bez

�

ugli
h der Permutationen aus T

274

erhal-

ten wir die Bilder F und �F = (y

4

� y

1

)(y

2

� y

3

), � 2 T

274

nT

261

. Es folgt also

Stab

T

274

(F � �F ) = T

261

und F � �F erf

�

ullt die Voraussetzungen von Satz 5.2.4.

Zu dem T

274

-relativen T

+

266

-invarianten Polynom sei gesagt, da� man bei einem

Abstieg von einer ungeraden in eine gerade Gruppe immer das folgende Polynom,

wel
hes wie die Wurzel einer Polynomdiskriminante konstruiert ist, verwenden

kann:

Æ =

Y

1�i<j�n

(x

i

� x

j

);

wobei n der Grad unseres Eingabepolynoms f ist. Motiviert dur
h den na
h-

folgenden Satz haben wir aber ein Polynom mit weniger Multiplikationen ge-

funden. Dur
h direktes Na
hre
hnen erh

�

alt man Stab

T

274

(D � s

4

) = T

+

266

, wobei

Ds

4

=

Q

4

i=1

(x

i

� x

i+4

)(x

i

� x

i+8

)(x

i+4

� x

i+8

)

Q

1�i<j�4

(y

i

� y

j

) mit y

1

; : : : ; y

4

aus Beispiel 5.2.3. Multiplikation der einzelnen Polynome liefert das T

274

-relative

T

263

-invariante Polynom

(E � �E)(F � �F )Ds

4

f

�

ur das wir weniger als 20 Multiplikationen ben

�

otigen.

Der letzte Satz bes
h

�

aftigt si
h mit Kranzprodukten der Form G = S

l

o S

m

. Es

werden dur
h Betra
htung der Stabilisatoren symmetris
her Polynome Unter-

gruppen klassi�ziert. Die symmetris
hen Polynome dienen dann umgekehrt als

Invarianten dieser Gruppenpaare.

Satz 5.2.6 Die Gruppe S

l

o

�

S

m

mit � := f1; : : : ; mg hat mindestens drei Un-

tergruppen von Index 2: Die Stabilisatoren von s

m

(d

1

; : : : ; d

m

), D(y

1

; : : : ; y

m

),

(das ist S

l

o

�

A

m

) und D(y

1

; : : : ; y

m

)s

m

(d

1

; : : : ; d

m

), wobei s

m

die m-te elemen-

tarsymmetris
he Funktion, d

k

:=

Q

1�i<j�l

(x

(i;k)

� x

(j;k)

), (k = 1; : : : ; m) und

D :=

Q

1�i<j�m

(y

i

� y

j

) mit y

j

wie in Satz 5.2.1. Au�erdem hat S

l

o

�

S

m

jeweils

eine Untergruppe vom Index 2

m�1

und eine Untergruppe vom Index 2

m

, (A

l

o

�

S

m

),

die die Stabilisatoren von s

2

(d

1

; : : : ; d

m

) bzw. s

1

(d

1

; : : : ; d

m

) sind.

Beweis: Sei � := f1; : : : ; lg. Die Gruppe G := S

l

o

�

S

m

hat das Blo
ksystem

B = fB

1

; : : : ; B

m

g mit B




= f(�; 
) j� 2 �g, 
 2 �. Betra
hten wir zun

�

a
hst

die Bilder von d

1

unter S

l

o

�

S

m

. Dies sind genau die �d

k

, k = 1 : : : ; m. Damit
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kann man die Stabilisatoren von s

m

, s

1

, und s

2

lei
ht bestimmen. Das Bild von

s

m

= d

1

� : : : � d

m

unter S

l

o

�

S

m

ist entweder s

m

selber oder �s

m

. Der Stabilisator

von s

m

mu� also eine Untergruppe vom Index 2 in S

l

o

�

S

m

sein. Das Polynom

s

1

= d

1

+ : : :+d

m

hat unter den Permutationen von S

l

o

�

S

m

genau 2

m

Bilder. Das

Kranzprodukt A

l

o

�

S

m

hat die Ordnung

1

2

m

l!

m

m!, also den Index 2

m

in S

l

o

�

S

m

,

und alle Permutationen in A

l

o

�

S

m

lassen s

1

invariant. Wie im Beweis 5.2.1

kann man die Permutationen aus A

l

o

�

S

m

in Produkte der Form (g; 1)(1; h), g 2

Fun(�; A

l

); h 2 S

m

zerlegen, wobei (1; h) eine Permutation der Bl

�

o
ke bewirkt

und (g; 1) die Elemente innerhalb der Bl

�

o
ke vertaus
ht. Eine Permutation (1; h)

permutiert die Summanden von s

1

, w

�

ahrend es si
h bei einer Permutation (g; 1)

um eine gerade Permutation handelt. Somit wird jedes d

k

, (1 � k � m) auf si
h

selber abgebildet. Aufgrund der Maximalit

�

at von A

l

o

�

S

m

in S

l

o

�

S

m

folgt die

Behauptung f

�

ur s

1

. Betra
hten wir nun das Polynom s

2

. Der Stabilisator dieses

Polynoms entsteht aus der Vereinigung des Stabilisators Stab

S

l

o

�

S

m

(s

1

) von s

1

mit

gStab

S

l

o

�

S

m

(s

1

), wobei g eine Permutation aus S

l

o

�

S

m

ist, die die Vorzei
hen der

d

k

, k = 1; : : : ; m vertaus
ht. Deshalb hat der Stabilisator von s

2

einen Index von

2

m�1

in S

l

o

�

S

m

. Der Fall f

�

ur das Polynom D l

�

auft analog dem des Polynoms s

m

:

Die Bilder von D unter den Permutationen von S

l

o

�

S

m

sind gerade �D. Deshalb

handelt es si
h bei Stab

S

l

o

�

S

m

(D) um eine Untergruppe vom Index 2. S

l

o

�

A

m

ist maximale Untergruppe vom Index 2 in S

l

o

�

S

m

. Die Permutationen aus S

l

o

�

A

m

kann man wieder zerlegen in sol
he, die die Bl

�

o
ke vertaus
hen, und sol
he,

die die Elemente innerhalb der Bl

�

o
ke vertaus
hen. Letztere Permutationen aus

S

l

o

�

A

m

haben keine Auswirkung auf das Polynom D, da die y

i

, i = 1; : : : ; m

jeweils gerade die Summe der Elemente eines Blo
kes sind. Die Elemente (1; h),

h 2 A

m

, die die Bl

�

o
ke vertaus
hen, sind gerade Permutationen, somit folgt

(1; h)D = D. Nun bleibt nur no
h zu zeigen, da� S

l

o

�

S

m

den Stabilisator von

Ds

m

als Untergruppe vom Index 2 hat. Die Stabilisatoren Stab

S

l

o

�

S

m

(s

m

) und

Stab

S

l

o

�

S

m

(D) sind vers
hieden und e
hte Untergruppen von S

l

o

�

S

m

. Na
h Satz

5.2.4 ist Stab

S

l

o

�

S

m

(D) + Stab

S

l

o

�

S

m

(s

m

) Untergruppe vom Index 2 in S

l

o

�

S

m

,

und Ds

m

ist ein S

l

o

�

S

m

-relatives Stab

S

l

o

�

S

m

(D) + Stab

S

l

o

�

S

m

(s

m

)-invariantes

Polynom. 2

Wir kommen nun zu den Anwendungen des letzten Satzes. Die E�ektivi

�

at dieser

Polynome wollen wir zuerst no
h an einem Beispiel demonstrieren.

Beispiel 5.2.7 Die imprimitive Gruppe 12T

299

ist das Kranzprodukt S

6

oS

2

. Die-

se Gruppe hat bei Identi�zierung von f1; : : : ; 6g�f1; 2g mit f1; : : : ; 12g bez

�

ugli
h

der Erzeuger in [6℄ das Blo
ksystem ff1; 3; 5; 7; 9; 11g; f2; 4; 6; 8; 10; 12gg. Mit un-

seren bisherigen Mitteln hatten wir f

�

ur den Abstieg von 12T

299

in die maximale

Untergruppe vom Index 2 12T

298

das invariante Polynom

F =

X

�212T

298

�(x

1

x

2

2

x

4

3

x

3

4

x

3

5

x

6

6

x

2

7

x

4

8

x

6

9

x

5

10

)
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gefunden, dessen Auswertung uns 35 � 518400 Multiplikationen (siehe au
h An-

hang) kostet. Mit Hilfe des letzten Satzes k

�

onnen wir na
hre
hnen, da�

Stab

S

6

oS

2

(Ds

2

) = 12T

298

ist, wobei D = (y

1

� y

2

) = (x

1

+ x

3

+ x

5

+ x

7

+ x

9

+ x

11

� x

2

� x

4

� x

6

� x

8

�

x

10

� x

12

) und s

2

= d

1

d

2

, d

1

= (x

1

� x

3

)(x

1

� x

5

) � : : : � (x

9

� x

11

) und d2 =

(1; 2)(3; 4)(5; 6)(7; 8)(9; 10)(11; 12)d

1

. F

�

ur dieses invariante Polynom ben

�

otigen

wir gerade einmal 30 Multiplikationen.

Wie man den Tabellen im Anhang entnehmen kann, be�nden wir uns in der

gl

�

u
kli
hen Situation, da� maximale imprimitve transitive Gruppen Kranzpro-

dukte sind. Da diese Gruppen bei dem Verfahren von Stauduhar die Nahtstelle

zwis
hen der S

n

bzw. A

n

und den kleineren imprimitiven Gruppen bilden, werden

sie au
h verh

�

altnism

�

a�ig oft frequentiert. Daher ist es besonders wi
htig, diese

�

Uberg

�

ange besonders e�ektiv zu gestalten. Mit Hilfe des letzten Satzes ist es uns

gelungen, viele ung

�

unstige invariante Polynome zu ersetzen, und damit das Pro-

gramm, insbesondere f

�

ur den Grad 12 (wie man am obigen Beispiel sieht), erst

lau�

�

ahig zu ma
hen.

Wir geben nun f

�

ur die Grade 6 � n � 12 eine vollst

�

andige

�

Ubersi
ht der Grup-

pen, die wir als Stabilisatoren der Polynome Ds

m

, s

m

, D, s

2

, s

1

aus Satz 5.2.6

identi�ziert haben:

n = 6 : Maximale Kranzprodukte in S

6

sind T

13

= S

3

o S

2

und T

11

= S

2

o S

3

.

G = T

13

: Stab

G

(Ds

2

) = T

+

10

, Stab

G

(s

2

) = T

9

, Stab

G

(s

1

) = T

5

, Stab

G

(D) =

S

3

� S

3

ist intransitiv.

G = T

11

: Stab

G

(Ds

3

) = T

8

, Stab

G

(s

3

) = T

+

7

, Stab

G

(D) = T

6

, Stab

G

(s

2

) =

T

0

3

= gT

3

g

�1

mit g = (2; 5), Stab

G

(s

1

) ist intransitiv.

n = 8 : Maximale Kranzprodukte in S

8

sind T

47

= S

4

o S

2

und T

44

= S

2

o S

4

.

G = T

47

: Stab

G

(Ds

2

) = T

+

46

, Stab

G

(s

2

) = T

+

45

, Stab

G

(s

1

) = T

+

42

, Stab

G

(D) =

S

4

� S

4

ist intransitiv.

G = T

44

: Stab

G

(Ds

4

) = T

40

, Stab

G

(s

4

) = T

+

39

, Stab

G

(D) = T

+

38

, Stab

G

(s

2

) =

T

+

24

, Stab

G

(s

1

) ist intransitiv.

n = 9 : Maximales Kranzprodukt in S

9

ist T

31

= S

3

o S

3

.

G = T

31

: Stab

G

(Ds

3

) = T

+

30

, Stab

G

(s

3

) = T

29

, Stab

G

(D) = T

28

, Stab

G

(s

2

) =

T

24

, Stab

G

(s

1

) = T

20

.

n = 10 : Maximale Kranzprodukte in S

10

sind T

43

= S

5

o S

2

und T

39

= S

2

o S

5

.

G = T

43

: Stab

G

(Ds

2

) = T

+

42

, Stab

G

(s

2

) = T

41

, Stab

G

(s

1

) = T

40

, Stab

G

(D) =

S

5

� S

5

ist intransitiv.

G = T

39

: Stab

G

(Ds

5

) = T

38

, Stab

G

(s

5

) = T

+

37

, Stab

G

(D) = T

36

, Stab

G

(s

2

) =

T

0

22

= gT

22

g

�1

mit g = (4; 9)(5; 10), Stab

G

(s

1

) ist intransitiv.

n = 12 : Maximale Kranzprodukte in S

12

sind T

299

= S

6

o S

2

, T

293

= S

2

o S

6

,

T

294

= S

4

o S

3

und T

289

= S

3

o S

4

.
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G = T

299

: Stab

G

(Ds

2

) = T

298

, Stab

G

(s

2

) = T

+

297

, Stab

G

(s

1

) = T

+

296

, Stab

G

(D) =

S

6

� S

6

ist intransitiv.

G = T

293

: Stab

G

(Ds

6

) = T

287

, Stab

G

(D) = T

286

, Stab

G

(s

6

) = T

+

285

, Stab

G

(s

2

) =

T

0

219

= gT

219

g

�1

mit g = (2; 3)(4; 5)(6; 7)(8; 9)(10; 11), Stab

G

(s

1

) ist intransitiv.

G = T

294

: Stab

G

(D) = T

292

, Stab

G

(Ds

3

) = T

291

, Stab

G

(s

3

) = T

+

290

, Stab

G

(s

2

) =

T

283

, Stab

G

(s

1

) = T

0+

275

= gT

+

275

g

�1

mit g = (8; 10).

G = T

289

: Stab

G

(Ds

4

) = T

+

282

, Stab

G

(s

4

) = T

281

, Stab

G

(D) = T

280

, Stab

G

(s

2

) =

T

258

, Stab

G

(s

1

) = T

231

.

Wir wollen nun no
h ein letztes Beispiel angeben, bei dem alle drei S

�

atze kombi-

niert werden.

Beispiel 5.2.8 Betra
hten wir nun den Fall 12T

260

�

uber 12T

0

235

. In diesem Bei-

spiel entstehen alle

0

-Gruppen dur
h Konjugation mit (2; 10; 12; 7)(3; 4; 11; 6; 8)

aus den urspr

�

ungli
hen Gruppen. Der Algorithmus ben

�

otigt f

�

ur diesen Abstieg

11 � 1152 Multiplikationen. Dur
h Testen vers
hiedener M

�

ogli
hkeiten erh

�

alt man

T

0

235

= T

0

241

+T

0

236

. Bei der Gruppe T

0

241

= S

2

oF

36

(6) handelt es si
h ebenfalls wie

T

260

= S

2

o F

36

(6) : 2 = S

2

o (S

3

o S

2

) um ein Kranzprodukt, d.h. wir k

�

onnen Satz

5.2.1 anwenden. Na
h Bemerkung 5.2.2 gen

�

ugt es, ein S

3

o S

2

-relatives F

36

(6)-

invariantes Polynom zu �nden. In den Anwendungen zu Satz 5.2.6 hatten wir

f

�

ur n = 6 gesehen, da� Stab

S

3

oS

2

(Ds

2

) = F

36

(6) gilt. Die Gruppen T

260

und T

0

235

haben das Blo
ksystem B = ff1; 7g; f2; 8g; f3; 9g; f4; 10g; f5; 11g; f6; 12gg, und

wir erhalten somit y

j

= (x

j

+ x

j+6

), d

j

= (x

j

� x

j+6

), j = 1; : : : ; 6 und

Ds

2

=

Y

1�i<j�6

(y

i

� y

j

)

X

1�i<j�6

d

i

d

j

:

Nun gilt es no
h ein T

260

-relatives T

0+

236

-invariantes Polynom zu �nden. Da es si
h

bei T

0+

236

um eine gerade Gruppe handelt, wird das Polynom s

6

= d

1

d

2

d

3

d

4

d

5

d

6

von allen Permutationen aus T

0+

236

stabilisiert, und Permutationen aus T

260

nT

0+

236

liefern einen Vorzei
henwe
hsel. Beide Polynome Ds

2

und s

6

erf

�

ullen die Vor-

aussetzungen von Satz 5.2.4. Wir erhalten also

Ds

2

s

6

ist ein T

260

-relatives T

0

235

-invariantes Polynom, dessen Auswertung uns weniger

als 40 Multiplikationen kostet.

5.3 Verk

�

urzte Nebenklassenrepr

�

asentanten

Im letzten Abs
hnitt dieses Kapitels wollen wir einen Ansatz zur Eins
hr

�

ankung

der Anzahl der in die Untergruppentests einzubeziehenden Nebenklassenrepr

�

asen-

tanten diskutieren. Angeregt wurden unsere Betra
htungen dur
h ein Gespr

�

a
h

mit John M
Kay.



5.3. VERK

�

URZTE NEBENKLASSENREPR

�

ASENTANTEN 61

Wir gehen davon aus, da� Permutationsgruppen K und G mit K � G(f;Q) � G

(bez

�

ugli
h der Wurzelanordnung) gegeben sind. Im Verfahren von Stauduhar ist

nun f

�

ur eine maximale transitive Untergruppe H von G f

�

ur jedes � 2 G==H

ein Untergruppentest G(f;Q) � �H�

�1

dur
hzuf

�

uhren. Aufgrund der Kenntnis

von K sind nur sol
he � 2 G==H dabei zu betra
hten, f

�

ur die K � �H�

�1

gilt.

Dies liefert eine einges
hr

�

ankte Menge von Nebenklassenrepr

�

asentanten, die im

folgenden mit (G==H)

K

bezei
hnet wird.

Die Gruppe K kann man auf vers
hiedene Weisen bekommen; in unserem Fall

ziehen wir die komplexe Konjugation heran und betra
hten die von ihr erzeugte

2-elementige Gruppe K. Da wir in unserem Verfahren mit Permutationsdarstel-

lungen bez

�

ugli
h der komplexen Nullstellen von f arbeiten, ist die Darstellung

der komplexen Konjugation ohne Probleme m

�

ogli
h.

Obwohl die Gruppe K sehr klein ist, lassen si
h auf diesem Weg gro�e Ein-

s
hr

�

ankungen der zu testenden Nebenklassenrepr

�

asentanten und damit gro�e

Laufzeitbes
hleunigungen errei
hen:

Beispiel 5.3.1 Betra
hten wir das Beispiel f(t) = t

11

� 2. Die Galoisgruppe

dieses Polynoms ist T

4

. Der Index von T

4

in der symmetris
hen Gruppe betr

�

agt

362880, so da� wir f

�

ur die Bere
hnung der Galoisgruppe dieses Polynoms mehrere

Stunden ben

�

otigen. Das verk

�

urzte Repr

�

asentantensystem besteht nur no
h aus 384

Repr

�

asentanten, so da� die Bere
hnungen innerhalb von 16s ausgef

�

uhrt werden

k

�

onnen.

Leider st

�

o�t dieses Vorgehen auf ein s
hwieriges Problem: In den in Frage kom-

menden Untergruppentests mu� gew

�

ahrleistet werden, da� das G-relative H-

Resolventenpolynom keine mehrfa
hen Nullstellen in Z besitzt. Wir wollen an

dieser Stelle aber gerade vermeiden, alle Nullstellen des Resolventenpolynoms zu

bere
hnen.

Eine L

�

osungsm

�

ogli
hkeit besteht im Anwenden von Ts
hirnhausentransforma-

tionen. Hat das Resolventenpolynom f

�

ur einen Nebenklassenrepr

�

asentanten � 2

(G==H)

K

eine ganzrationale Nullstelle, so kann man dur
h endli
h viele Ts
hirn-

hausentransformationen errei
hen, da� diese Nullstelle einfa
he Nullstelle des Re-

solventenpolynoms wird oder vers
hwindet (d.h. keine Nullstelle aus Z mehr ist).

Bei Vers
hwinden gilt G(f;Q ) 6� �H�

�1

. Vers
hwindet sie ni
ht, so k

�

onnen

wir aufgrund der extrem hohen oberen S
hranken f

�

ur die erforderli
he Anzahl

von Ts
hirnhausentransformationen ni
hts ents
heiden. Die praktis
he Erfahrung

zeigt jedo
h, da� stets nur eine sehr geringe Anzahl (� 2) von zuf

�

alligen Ts
hirn-

hausentransformationen ben

�

otigt wird, um eine doppelte Wurzel zu entfernen.

Entspre
hend der Bemerkung 3.4.3 ist es sogar m

�

ogli
h, die Wahrs
heinli
hkeit

f

�

ur Separabilit

�

at na
h einer zuf

�

alligen Ts
hirnhausentransformation beliebig ho
h

zu ma
hen. Es ist daher au
h praktikabel, na
h einer sol
hen Ts
hirnhausentrans-

formation nur die Wurzeln neuzubere
hnen, die vorher in Z waren.
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Kapitel 6

Erweiterungen des Verfahrens

Ziel dieses Kapitels ist es, eine Erweiterung des Verfahrens von Stauduhar zu

entwi
keln. Die Untersu
hungen des letzten Kapitels zeigten, da� besonders die

ersten Abstiege, ausgehend von der S

n

bzw. der A

n

, besonders zeitkritis
h sind. Es

w

�

are daher generell w

�

uns
henswert, diese S
hritte (dur
h Bere
hnung geeigneter

Zusatzinformationen) zu

�

uberspringen und den Einstiegspunkt f

�

ur das bisheri-

ge Verfahren in das Untergruppengitter m

�

ogli
hst nahe der tats

�

a
hli
hen Galois-

gruppe zu w

�

ahlen. Als Voraussetzung f

�

ur einen sol
hen Quereinstieg mu� gew

�

ahr-

leistet werden, da� die Galoisgruppe G(f;Q) Untergruppe der als Einstiegspunkt

gew

�

ahlten Gruppe G ist, und zwar als Permutationsgruppe der gew

�

ahlten An-

ordnung der Wurzeln von f .

6.1 Teilk

�

orper, Bl

�

o
ke, Galoisgruppen

Da die Galoisgruppe eines normierten irreduziblen Polynoms, als Permutations-

gruppe betra
htet, transitiv auf der Menge der Nullstellen von f operiert, war eine

Unterteilung in imprimitive und primitive Gruppen m

�

ogli
h. Diese Eigens
haften

von G(f;Q ) wurden aber bisher weitgehend unber

�

u
ksi
htigt gelassen. W

�

are es

m

�

ogli
h, ausgehend von dem Polynom f , n

�

ahere Informationen

�

uber Blo
ksyste-

me der Galoisgruppe zu erhalten, so k

�

onnten diese zum Beispiel dazu genutzt

werden, die Menge der in Frage kommenden Permutationsgruppen (als Galois-

gruppen) einzus
hr

�

anken. In dem Computeralgebrasystem KANT, in dem au
h

unsere Algorithmen implementiert wurden, steht uns ein s
hneller Algorithmus

zur Bere
hnung aller Teilk

�

orper eines algebrais
hen Zahlk

�

orpers zur Verf

�

ugung,

siehe [17℄. Um diesen Algorithmus f

�

ur die Bere
hnung der Galoisgruppe einset-

zen zu k

�

onnen, wollen wir zun

�

a
hst den Zusammenhang zwis
hen Teilk

�

orpern

von Q(�) und Bl

�

o
ken von G(f;Q) aufzeigen, wobei � eine Nullstelle von f be-

zei
hne. Dabei stellt si
h heraus, da�

�

ahnli
h zum Hauptsatz der Galoistheorie

eine Bijektion zwis
hen den Teilk

�

orpern von Q (�) und den Bl

�

o
ken von G(f;Q )

existiert, die � enthalten.

63
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Satz 6.1.1 Sei f 2 Z[t℄ normiert und irreduzibel vom Grad n und � eine Null-

stelle von f . Sei weiterhin L = Q(�) ein algebrais
her Zahlk

�

orper und G(f;Q )

die Galoisgruppe von f . Dann existiert eine Bijektion zwis
hen den Teilk

�

orpern

von L vom Grad m und den Bl

�

o
ken B der L

�

ange l von G(f;Q ), die � enthalten.

Zus

�

atzli
h gilt n = ml.

Beweis: Siehe [17℄ S. 34. 2

Im Beweis stellt si
h heraus, da� die Teilk

�

orper von Q (�) genau die Fixk

�

orper

der Stabilisatoren der Bl

�

o
ke B sind, die � enthalten.

Wir spezialisieren diesen Sa
hverhalt im Hinbli
k auf unsere geplante Anwendung:

Satz 6.1.2 Seien L;K algebrais
he Zahlk

�

orper mit Q � K � L und Z

Q

(L),

Z

Q

(K) die zugeh

�

origen Zerf

�

allungsk

�

orper, Z

Q

(K) � Z

Q

(L). Sei L = Q(�) und

K = Q(�) mit h(�) = � und h 2 Q [t℄. Die Konjugierten von � und � wer-

den mit �

1

; : : : ; �

n

2 Z

Q

(L) und �

1

; : : : ; �

m

2 Z

Q

(K) bezei
hnet. Setze B

i

=

f�

j

j h(�

j

) = �

i

g. Dann gilt:

(i) Die B

i

liefern ein (zu K geh

�

origes) Blo
ksystem der Galoisgruppe G von

Z

Q

(L) der L

�

ange m. Es gilt n = jB

i

jm f

�

ur 1 � i � m.

(ii) Die Galoisgruppe H von Z

Q

(K) ist, aufgefa�t als Permutationsgruppe der

�

1

; : : : ; �

m

,

�

aquivalent zur Permutationsdarstellung von G bzgl . B

1

; : : : ; B

m

unter � : �

i

7�! B

i

.

Beweis: (i) Sei � 2 G und x 2 B

i

. Es gelte �(�

i

) = �

k

. Dann hat man folgende

�

Aquivalenzen:

x 2 B

i

, h(x) = �

i

, �(h(x)) = h(�(x)) = �

k

, �(x) 2 B

k

:

Insbesondere gilt wegen G

B

i

= Fix(G;Q(�

i

)) au
h Q (�

i

) = Fix(Z

Q

(L); G

B

i

). Aus

obigen

�

Aquivalenzen und der Transitivit

�

at von G bez

�

ugli
h der �

1

; : : : ; �

m

folgt

n = jB

i

jm f

�

ur 1 � i � m.

(ii) Na
h dem eben Gesagten ergibt si
h aus Satz 2.6.6:

Z

Q

(K) = Q (�

1

; : : : ; �

m

) = Fix(Z

Q

(L);

m

\

i=1

G

B

i

)

und damit H ' G=Fix(G;Z

Q

(K)) ' G= \

m

i=1

G

B

i

. Ferner l

�

a�t si
h G= \

m

i=1

G

B

i

als Permutationsdarstellung von G bez

�

ugli
h der B

i

au�assen. Bea
htet man die

obigen

�

Aquivalenzen und die Tatsa
he, da� die Isomorphie dur
h Eins
hr

�

ankung

der � 2 G von Z

Q

(L) auf Z

Q

(K) vermittelt wird, so ergibt si
h die

�

Aquivalenz

von H und der Permutationsdarstellung von G bez

�

ugli
h B

i

unter der Abbildung

� : �

i

7�! B

i

. 2
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6.2 Zwei Methoden

Die Grundidee besteht darin, da� f

�

ur jedes Blo
ksystem der Galoisgruppe auf

eine Obergruppe, die vers
hieden von S

n

und A

n

ist, ges
hlossen werden kann.

Na
h dem Satz von Krasner und Kaloujnine kann eine transitive imprimitive

Permutationsgruppe mit einem Blo
ksystem, wel
hes aus d Bl

�

o
ken der L

�

ange

l besteht, in ein Kranzprodukt der Form S

l

o S

d

eingebettet werden. Hat man

mehr Informationen

�

uber die Operation der Gruppe auf den Bl

�

o
ken, so ist es

m

�

ogli
h, die Komponente des Kranzproduktes, die f

�

ur die Operation auf den

Bl

�

o
ken verantwortli
h ist (hier ist dies S

d

), einzus
hr

�

anken. Man wei� dann, da�

die Galoisgruppe im S
hnitt der Kranzprodukte liegen mu�. Handelt es si
h bei

der Galoisgruppe um eine gerade Gruppe, so mu� aufgrund der Unterteilung in

gerade und ungerade imprimitive Gruppen der S
hnitt der Kranzprodukte mit

der alternierenden Gruppe ges
hnitten werden. Dies liefert dann den Einstiegs-

punkt in das Untergruppengitter. Die Blo
ksysteme werden mit Hilfe des Ein-

bettungspolynoms h(t) 2 Q [t℄ aus Satz 6.1.2, wel
hes vom Teilk

�

orperalgorithmus

bere
hnet wird, bestimmt. Man bea
hte au
h hierbei Satz 6.1.1.

Sei L wieder eine Liste der Vertreter der S

n

-Konjugationsklassen transitiver Grup-

pen. Wir k

�

onnen nun die folgende, erste Methode angeben:

Algorithmus 6.2.1 (Galoisgruppenbere
hnung mittels Teilk

�

orperbere
hnung)

Eingabe: Ein normiertes irreduzibles Polynom f vom Grad n mit ganzrationalen

KoeÆzienten.

Ausgabe: Gruppe T 2 L, Wurzelanordnung, so da� G(f;Q ) � T .

1. (Initialisierung) Bere
hne Wurzeln von f und w

�

ahle eine beliebige Wurzel-

anordnung.

2. (Diskriminante?) Ist D(f(t)) Quadrat eines Elementes in Z, so setze G 

A

n

. Sonst G S

n

.

3. (Teilk

�

orperbere
hnung) Bere
hne Minimalpolynome m

1

; : : : ; m

l

der Teilk

�

or-

per von Q(�), (� ist Wurzel von f), und Einbettungspolynome h

1

; : : : ; h

l

mit

Hilfe des Teilk

�

orperalgorithmus.

4. (Primitivit

�

at?) Ist l = 0, so ist G(f;Q ) eine primitive Permutationsgruppe.

Ausgabe von T  G und Wurzelanordung �

1

; : : : ; �

n

. Terminiere. Sonst

setze i 1.

5. (S
hleife

�

uber die m

i

) F

�

ur jedes i � l ma
he:

6. (Wurzeln in Bl

�

o
ken) Setze d

i

 Grad m

i

und l

i

 n=d

i

. Die Galoisgrup-

pe besitzt ein Blo
ksystem B

i

= fB

1

; : : : ; B

d

i

g mit Bl

�

o
ken der L

�

ange l

i

.

Bere
hne Wurzelaufteilung der Wurzeln von f auf die Bl

�

o
ke B

1

; : : : ; B

d

i

mit Hilfe des Einbettungspolynoms h

i

na
h Satz 6.1.2.
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7. (Kranzprodukt) Bilde K

i

= S

l

i

o S

d

i

und bestimme Permutation � 2 S

n

, die

das Blo
ksystem von K

i

auf das Blo
ksystem B

i

abbildet.

8. (Konjugiere Kranzprodukt) Setze K

i

 �K

i

�

�1

. Nun gilt G(f;Q ) � K

i

.

9. (N

�

a
hstes m

i

?) Ist i < l, so setze i i+ 1 und wiederhole ab S
hritt 5.

10. (S
hnittbildung) Setze G G \

T

m

i=1

K

i

.

11. (Identi�kation) Identi�ziere G mit T 2 L. Bestimme Permutation � , so

da� G = �T �

�1

.

12. (Wurzelanordnung anpassen) Setze �

i

 �

�(i)

. Nun gilt G(f;Q ) � T . Aus-

gabe von T und Wurzelanordnung �

1

; : : : ; �

n

. Terminiere.

Mittels Satz 6.1.2 (ii) wei� man, da� die Operation der Galoisgruppe G(f;Q )

auf den Bl

�

o
ken B

i

, jB

i

j = l, (1 � i � m) der Operation der Galoisgruppe der

Minimalpolynomem

i

, die die Teilk

�

orper erzeugen, auf deren Wurzeln entspri
ht.

Folgli
h kann man die Galoisgruppe G(f;Q) in das Kranzprodukt S

l

oG(m

i

;Q)

einbetten, wodur
h no
h bessere Ann

�

aherungen an die eigentli
he Galoisgrup-

pe geliefert werden. Hieraus resultiert die zweite Methode, wel
he Algorithmus

6.2.1 bis auf den S
hritt 7 entspri
ht. Dieser S
hritt wird dur
h folgende S
hritte

ersetzt:

(7') Bere
hne die Galoisgruppe G(m

i

;Q) als Permutationsgruppe der �

j

, (1 �

j � d

i

).

(7") Bilde K

i

= S

l

i

oG(m

i

;Q ) und bestimme eine Permutation � 2 S

n

, die das

Blo
ksystem von K

i

auf das Blo
ksystem B

i

abbildet, unter Bea
htung der

Abbildung � aus Satz 6.1.2.

6.3 Verglei
h zum unerweiterten Verfahren

Wir verglei
hen anhand der folgenden Tabelle das Grundverfahren von Stauduahr

(S) und die Verbesserung dieses Algorithmus um die modulo p Faktorisierungen

(S mod p) mit den eben eingef

�

uhrten Erweiterungen (SE1) und (SE2). In der

linken Spalte wird die zu bere
hnende Galoisgruppe angegeben; als Eingabe ver-

wenden wir die im Anhang II angegebenen Polynome. In den anderen Spalten

wird die jeweilige Gruppe, mit der in das Untergruppengitter eingestiegen wird,

und die Bere
hnungszeit angegeben.
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G(f;Q ) S S mod p SE1 SE2

T

294

S

12

37:0s S

12

31:0s T

294

3:5s T

294

3:5s

T

293

S

12

61:2s S

12

22:0s T

293

4:2s T

293

4:2s

T

281

S

12

123:1s S

12

62:2s T

289

4:5s T

289

4:9s

T

263

S

12

9:9s S

12

7:4s T

274

9:5s T

274

10:0s

T

+

163

A

12

5:8s A

12

6:5s T

+

236

11:1s T

+

195

11:7s

T

+

77

A

12

18:2s A

12

15:3s T

+

77

4:6s T

+

77

4:6s

T

+

43

A

12

45:2s A

12

44:8s T

+

43

3:3s T

+

43

3:6s

T

38

S

12

36:0s S

12

10:0s T

125

11:1s T

81

11:4s

T

17

S

12

18:1s S

12

17:6s T

35

13:3s T

17

9:9s

T

13

S

12

37:4s S

12

12s T

28

11:2s T

28

11:7s

T

+

3

A

12

9:5s A

12

10:2s T

+

3

5:3s T

+

3

5:3s

Tabelle 6.1: Laufzeitverglei
he der einzelnen Verfahren

Die Gruppen T

294

und T

293

sind na
h der Gruppe T

299

die maximalen Gruppen

gr

�

o�ter Ordnung der S

12

. Wie man anhand der Tabelle erkennt, wirkt si
h die

Gr

�

o�e der Indizes s
hon so negativ auf die Laufzeit aus, da� die Verwendung des

erweiterten Verfahrens vorzuziehen ist. F

�

ur alle Untergruppen dieser maximalen

Gruppen gilt dann die glei
he Aussage, wie man am Beispiel der Gruppe T

281

ablesen kann. T

281

ist maximale Untergruppe der Gruppe T

289

, wel
he ebenfalls

maximal in S

12

ist. Wir haben in das erweiterte Verfahren zus

�

atzli
h eine Liste

implementiert, die

�

uber Anzahl und L

�

ange der Bl

�

o
ke der transitiven Gruppen

Auskunft gibt. Mit Hilfe dieser Liste erhalten wir im Untergruppengitter eine

Abs
h

�

atzung von

"

oben\, w

�

ahrend modulo p Faktorisierung eine Abs
h

�

atzung

von

"

unten\ darstellt. Dies ist der Grund f

�

ur die guten Laufzeiten f

�

ur die Grup-

pen T

+

77

und T

+

43

. Alle anderen Permutationsgruppen konnten in diesen F

�

allen

eliminiert werden. Ein Einstieg in das Untergruppengitter ist f

�

ur diese Gruppen

ni
ht mehr n

�

otig. Zum S
hlu� m

�

o
hten wir no
h eine Bemerkung

�

uber die Erwei-

terungen SE1 und SE2 ma
hen. Wir geben im Fall n = 12 der Erweiterung SE1

den Vorzug, da bei einer Gruppe mit mehreren Blo
ksystemen eine Vielzahl von

Galoisgruppenbere
hnungen dur
hgef

�

uhrt werden mu�, die l

�

anger dauern kann,

als der Einstieg an h

�

oherer Stelle und Dur
hlauf des Untergruppengitters der S

12

.

Au
h gibt es eine ganze Reihe von Gruppen, die f

�

ur die Erweiterungen SE1 und

SE2 den glei
hen Einstiegspunkt besitzen.
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Kapitel 7

Beispiele

Die Leistungsf

�

ahigkeit des Algorithmus der Galoisgruppenbere
hnung wollen wir

anhand einiger Beispiele verdeutli
hen. Die Bere
hnungen wurden auf einer Hew-

lett Pa
kard HP 9000 Series 735/100 mit 160 MB RAM und maximal 60 MB f

�

ur

einen Proze� unter HP-UX 9.05 dur
hgef

�

uhrt.

F

�

ur Polynome vom Grad n � 7 verglei
hen wir unsere Implementierung im

Computeralgebra-System KANT V4 [16℄ mit anderen Systemen. Die Systeme

GAP [31℄, PARI [29℄ und MAPLE [23℄ sind alle auf dem obigen Re
hner instal-

liert. Dabei bedeutet S das Verfahren von Stauduhar inklusive modulo p Bere
h-

nung, w

�

ahrend S V N die Verwendung von verk

�

urzten Nebenklassenrepr

�

asentan-

ten f

�

ur den Abstieg der S

n

bzw. A

n

in die maximalen Untergruppen andeuten

soll. Be�ndet si
h in dieser Spalte ein

"

-\, so bedeutet dies f

�

ur die Grade n � 5,

da� hier keine verk

�

urzten Nebenklassenrepr

�

asentanten betra
htet wurden. Bei

gr

�

o�eren Graden handelt es si
h in diesem Fall um ein total reelles Polynom. F

�

ur

Grad 12 verglei
hen wir die in Kapitel 6 bes
hriebene Erweiterung des Verfah-

rens SE1 mit der Verwendung von verk

�

urzten Nebenklassenrepr

�

asentanten. Die

Zeiten werden, wenn ni
ht anders gekennzei
hnet, in Sekunden angegeben.

69



70 KAPITEL 7. BEISPIELE

Tabelle 7.1: Laufzeitverglei
h bis Grad 7

Gruppe Polynom S S VN PARI MAPLE GAP

S

3

= T

2

t

3

+ 2 0.0 - 0.0 0.0 1.3

A

3

= T

+

1

t

3

+ t

2

� 2t� 1 0.0 - 0.0 0.0 1.7

S

4

= T

5

t

4

+ t+ 1 0.1 - 0.2 0.1 1.0

A

4

= T

+

4

t

4

+ 8t+ 12 0.1 - 0.3 0.1 1.8

T

3

t

4

� 2 0.2 - 0.4 0.2 4.4

T

+

2

t

4

+ 1 0.2 - 0.6 0.2 6.2

T

1

t

4

+ t

3

+ t

2

+ t+ 1 0.2 - 0.2 0.3 6.9

S

5

= T

5

t

5

� t+ 1 0.1 - 0.2 0.1 1.5

A

5

= T

+

4

t

5

+ 20t+ 16 0.1 - 0.2 0.1 1.8

T

3

t

5

+ 2 0.2 - 0.2 0.1 > 60

T

+

2

t

5

� 5t+ 12 0.3 - 0.6 0.3 4.5

T

+

1

t

5

+ t

4

� 4t

3

� 3t

2

+ 3t+ 1 0.3 - 0.3 0.6 9.0

S

6

= T

16

t

6

+ t+ 1 0.1 - 0.5 0.3 1.4

A

6

= T

+

15

t

6

+ 24t� 20 0.1 - 1.3 0.2 2.7

T

14

t

6

+ 10t

5

+ 55t

4

+ 140t

3

+ 175t

2

�3019t+ 25

0.7 0.5 0.8 11.0 > 60

T

13

t

6

+ 2t

4

+ 2t

3

+ t

2

+ 2t+ 2 0.5 0.4 0.7 0.4 7.3

T

+

12

t

6

+ 10t

5

+ 55t

4

+ 140t

3

+ 175t

2

+170t+ 25

0.5 0.4 0.3 0.5 17.5

T

11

t

6

+ 2t

2

+ 2 0.5 0.4 1.1 0.6 13.2

T

+

10

t

6

+ 6t

4

+ 2t

3

+ 9t

2

+ 6t� 4 0.5 0.3 0.9 0.5 10.3

T

9

t

6

+ 2t

3

� 2 0.5 0.3 1.2 1.0 23.5

T

8

t

6

� 3t

5

+ 6t

4

� 7t

3

+ 2t

2

+ t� 4 0.8 0.7 1.3 2.6 > 60

T

+

7

t

6

� 4t

2

� 1 0.6 0.3 0.8 0.7 9.8

T

6

t

6

� 3t

2

+ 1 0.6 0.4 1.0 0.7 10.9

T

5

t

6

+ 3t

3

+ 3 0.7 0.4 1.3 1.6 20.7

T

+

4

t

6

� 3t

2

� 1 0.6 0.6 1.2 1.1 13.2

T

3

t

6

+ 2 0.7 0.5 0.7 0.4 9.3

T

2

t

6

+ 108 0.7 0.5 1.2 0.7 12.2

T

1

t

6

+ t

5

+ t

4

+ t

3

+ t

2

+ t+ 1 0.7 0.5 2.2 0.7 8.1

S

7

= T

7

t

7

+ t+ 1 0.1 - 3.6 0.7 1.9

A

7

= T

+

6

t

7

+ 7t

4

+ 14t+ 3 0.1 - 2.2 0.5 1.3

T

+

5

t

7

� 7t

3

+ 14t

2

� 7t+ 1 0.8 0.7 9.5 3.2 24.7

T

4

t

7

+ 2 1.7 0.7 5.8 4.1 19.5

T

+

3

t

7

� 14t

5

+ 56t

3

� 56t+ 22 0.6 - 13.0 2.2 29.2

T

2

t

7

+ 7t

3

+ 7t

2

+ 7t� 1 1.6 0.8 10.8 0.5 11.9

T

+

1

t

7

+ t

6

� 12t

5

� 7t

4

+ 28t

3

+ 14t

2

� 9t+ 1 0.7 - 8.6 0.5 14.5
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Tabelle 7.2: Laufzeitverglei
h Grad 8

Gruppe Polynom S S VN PARI

S

8

= T

50

t

8

+ t� 1 0.1 0.1 0.2

A

8

= T

+

49

t

8

+ 6t

4

� 8t+ 8 0.1 0.1 0.2

T

+

48

t

8

+ 7t

2

+ 2t+ 7 1.2 1.2 2.8

T

47

t

8

� 8t

5

+ 8t

4

+ 8 0.9 0.8 1.4

T

46

t

8

+ 8t

5

� 9t

4

+ 16t

2

� 36t+ 9 1.0 1.0 1.6

T

+

45

t

8

� 6t

6

+ 8t

5

+ 321t

4

� 864t

3

+ 900t

2

� 432t+ 81 1.0 0.9 1.9

T

44

t

8

� 3t

4

� t

2

� 1 0.9 0.8 1.3

T

43

t

8

+ t

7

+ 7t

2

+ t+ 1 4.0 1.4 2.6

T

+

42

t

8

+ 7t

4

� 8t

3

+ 9 1.0 1.0 1.7

T

+

41

t

8

+ 24t

5

� 12t

4

+ 48t

2

� 18 0.9 0.9 2.0

T

40

t

8

� 8t

6

+ 18t

4

� 54 1.0 0.7 1.6

T

+

39

t

8

+ t

6

+ 1 1.1 0.8 1.4

T

38

t

8

+ 4t

6

+ 108 1.2 1.1 1.6

T

+

37

t

8

� 2t

7

� 14t

6

+ 70t

5

� 140t

4

+ 154t

3

+3073t

2

� 3590t+ 16756

1.2 1.2 3.2

T

+

36

t

8

+ 243594036t

6

+ 1934500632624t

5

+ 29635819628209830t

4

+203774949685874022624t

3

+ 2988168234396894632781684t

2

+8779374238787472347934586416t

+37541982917702994635948231748609

10.0 10.0 6.2

T

35

t

8

+ 3t

6

+ 3t

4

+ 3t

2

+ 3 0.9 0.8 1.7

T

+

34

t

8

+ 72t

7

+ 1980t

6

+ 25272t

5

+ 140454t

4

+227448t

3

+ 1487484t

2

+ 52488t+ 6561

1.1 1.1 2.6

T

+

33

t

8

� 72t

6

+ 1944t

4

� 25056t

2

+ 15552t+ 69984 1.0 1.0 2.4

T

+

32

t

8

� t

6

� 3t

2

+ 4 1.2 1.2 1.5

T

31

t

8

+ 4t

6

+ 4t

4

+ 3 1.0 0.9 1.6

T

30

t

8

+ 4t

6

+ 4t

4

� 2 1.6 1.6 1.8

T

+

29

t

8

+ t

6

+ t

4

� t

2

+ 1 1.2 1.1 1.7

T

28

t

8

+ 6t

4

� 8t

2

+ 8 0.9 0.8 1.1

T

27

t

8

+ 8t

6

+ 2744 1.0 0.9 1.9

T

26

t

8

� t

4

+ 2 1.1 0.8 1.5

T

+

25

t

8

� 196t

6

+ 15582t

4

� 3136t

3

� 551348t

2

�93632t+ 9288489

2.0 2.0 3.9

T

+

24

t

8

+ 4t

7

� 4t

5

� 4t

2

+ 2 1.0 1.0 1.7

T

23

t

8

+ 16t

6

� 10584 1.0 1.0 1.9

T

+

22

t

8

� 32t

6

+ 384t

4

� 12120t

2

+ 432t+ 3448 1.2 1.2 2.6

T

21

t

8

� 2t

6

+ t

4

+ 5 1.3 1.3 1.3

T

+

20

t

8

� 8t

6

+ 24t

4

� 160t

2

+ 384t� 272 1.2 1.2 2.5
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Tabelle 7.3: Laufzeitverglei
h Grad 8

Gruppe Polynom S S VN PARI

T

+

19

t

8

+ 8t

6

+ 16t

4

+ 16 1.1 1.0 1.8

T

+

18

t

8

� t

6

� t

4

� t

2

+ 1 0.9 0.9 1.5

T

17

t

8

+ 39t

6

+ 1265472 1.3 1.3 2.2

T

16

t

8

+ 5t

6

+ 125 1.3 1.2 1.4

T

15

t

8

� 3 0.9 0.8 1.3

T

+

14

t

8

+ 60t

6

+ 1350t

4

+ 461500t

2

+ 50625 1.3 1.1 2.2

T

+

13

t

8

+ 4t

6

+ 36 1.0 1.0 1.4

T

+

12

t

8

+ 72t

6

+ 828t

4

+ 1008t

2

+ 324 0.9 0.8 1.7

T

+

11

t

8

+ 9 1.4 1.2 1.1

T

+

10

t

8

� 32t

6

+ 384t

4

� 2368t

2

+ 1920t+ 1216 1.2 1.2 2.4

T

+

9

t

8

+ 2t

4

+ 4 1.4 1.3 1.1

T

8

t

8

� 2 0.9 0.7 1.3

T

7

t

8

� 10t

6

+ 25t

4

� 20t

2

+ 5 0.7 0.7 1.7

T

6

t

8

+ 2 1.0 0.9 1.5

T

+

5

t

8

� 24t

6

+ 108t

4

� 144t

2

+ 36 1.0 1.0 2.0

T

+

4

t

8

+ 3t

4

+ 1 1.2 1.1 1.0

T

+

3

t

8

� t

4

+ 1 0.9 0.8 1.0

T

+

2

t

8

+ 1 1.2 1.2 0.9

T

1

t

8

� 16t

6

+ 40t

4

� 32t

2

+ 8 0.9 0.9 1.7

Tabelle 7.4: Laufzeitverglei
h Grad 9

Gruppe Polynom S S VN PARI

S

9

= T

34

t

9

� t� 1 0.1 0.1 0.5

A

9

= T

+

33

t

9

+ 27t� 24 0.1 0.1 0.3

T

+

32

t

9

+ t

7

+ 2t

5

+ 4t

3

� t

2

+ t+ 1 10.2 1.6 9.6

T

31

t

9

� 2t

7

� 2t

6

� t

5

� t

4

+ 4t

3

+ 5t

2

+ 4t+ 1 1.1 1.0 1.8

T

+

30

t

9

+ 2t

5

+ 4t

4

+ 4t

3

+ 4t

2

+ t+ 1 1.0 1.0 1.6

T

29

t

9

� 6t

6

� 18t

5

+ 36t

4

� 36t

3

+ 108t

2

� 144t+ 48 1.1 1.0 1.7

T

28

t

9

� 2t

7

� 2t

6

� t

5

� 2t

4

+ 3t

2

+ 3t+ 1 1.1 1.0 1.9

T

+

27

t

9

� 12t

6

� 18t

5

+ 36t

2

� 27t� 128 11.9 2.2 9.9

T

26

t

9

� t

7

+ 5t

6

+ t

5

� 2t

4

+ 4t

3

+ 3t

2

� t� 1 3.1 1.3 4.2

T

+

25

t

9

� 9t

6

� 9t

4

+ 24t

3

+ 9t

2

� 9t+ 1 1.2 1.1 1.9

T

24

t

9

� 2t

6

� 2t

3

� 2 1.3 1.2 1.7
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Tabelle 7.5: Laufzeitverglei
h Grad 9

Gruppe Polynom S S VN PARI

T

+

23

t

9

+ 9t

7

� 60t

6

+ 72t

5

+ 354t

3

� 495t

2

+2124t� 845

5.7 1.0 19.5

T

22

t

9

� 12t

6

� 27t

5

� 18t

4

+ 9t

3

+ 36t� 8 1.4 1.2 1.9

T

+

21

t

9

+ 3t

6

+ 3t

3

� 2 1.5 1.0 1.7

T

20

t

9

� 2t

7

� 2t

6

� 2t

5

+ t

4

+ 4t

3

+ 3t

2

+ 3t+ 1 1.1 1.0 1.8

T

19

t

9

� 3t

8

� 24t

5

� 24t

4

� 48t+ 16 5.1 1.1 4.3

T

18

t

9

� 2t

6

� 2t

3

� 1 1.3 1.2 1.6

T

+

17

t

9

� 17t

7

� 6t

6

+ 87t

5

+ 47t

4

� 143t

3

�69t

2

+ 72t+ 27

1.1 1.1 1.9

T

16

t

9

� 2t

7

+ 3t

6

+ t

5

� t

4

� 2t

3

+ t+ 1 5.0 1.1 4.0

T

15

t

9

� 9t

7

� 21t

6

+ 72t

5

+ 99t

4

� 99t

3

� 585t

2

+549t+ 166

5.7 1.3 4.7

T

+

14

t

9

� 14t

7

� 40t

6

� 9t

5

+ 70t

4

+ 306t

3

� 270t

2

�79t� 10

5.8 1.2 20.7

T

13

t

9

� 2t

6

� t

3

+ 1 1.3 1.1 1.5

T

12

t

9

+ t

8

+ t

7

+ 4t

6

� 2t

5

� t

4

+ 3t

3

+ t

2

� 1 1.1 1.0 2.0

T

+

11

t

9

� t

6

+ 5t

3

+ 1 1.6 1.3 1.8

T

+

10

t

9

� 2 1.8 1.2 1.5

T

+

9

t

9

� 3t

8

+ 6t

7

� 18t

6

� 9t

5

+ 87t

4

� 54t

3

� 18t

2

+36t+ 12

5.8 1.3 19.5

T

8

t

9

� 2t

7

� t

6

� 2t

4

+ 3t

3

+ 2t

2

+ 2t+ 1 1.4 1.2 2.0

T

+

7

t

9

� 232t

7

� 9t

6

+ 7485t

5

+ 8631t

4

� 3097t

3

�738t

2

+ 325t� 27

1.2 1.1 2.5

T

+

6

t

9

+ t

8

� 32t

7

� 84t

6

� 14t

5

+ 112t

4

+ 84t

3

+4t

2

� 8t� 1

1.1 1.0 2.2

T

+

5

t

9

+ 3t

6

+ 3t

3

� 1 1.6 1.3 1.5

T

4

t

9

+ 4t

6

+ 3t

3

� 1 1.1 0.9 1.3

T

+

3

t

9

+ 9t

7

� 6t

6

+ 27t

5

� 36t

4

+ 27t

3

� 54t

2

� 32 1.7 1.5 1.8

T

+

2

t

9

� 15t

7

+ 4t

6

+ 54t

5

� 12t

4

� 38t

3

+ 9t

2

+ 6t� 1 1.0 1.0 2.3

T

+

1

t

9

� 9t

7

+ 27t

5

� 30t

3

+ 9t� 1 1.3 1.1 1.9

Tabelle 7.6: Laufzeitverglei
h Grad 10

Gruppe Polynom S S VN PARI

S

10

= T

45

t

10

+ t+ 1 0.1 0.1 0.2

A

10

= T

+

44

t

10

� 2t

8

� 2t

7

� 2t

3

+ 2t

2

+ t� 1 0.1 0.1 0.2
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Tabelle 7.7: Laufzeitverglei
h Grad 10

Gruppe Polynom S S VN PARI

T

43

t

10

� 2t

8

� 2t

7

� 2t

6

� 2t

5

� t

4

� 2t

3

+3t

2

� 2t+ 1

1.2 1.0 2.4

T

+

42

t

10

+ 10t

6

� 8t

5

� 25t

2

+ 40t� 16 1.1 1.0 2.7

T

41

t

10

+ 2t

9

+ 4t

8

� t

6

+ t

4

� 2t� 1 1.0 0.8 2.6

T

40

t

10

+ t

9

� t

8

� t

7

� 2t

6

+ 2t

3

+ 3t

2

+ t+ 1 1.2 1.1 2.3

T

39

t

10

� 2t

8

� 2t

7

� 2t

6

� 2 + t

5

+ 2t

4

� 2t

3

+2t

2

� 1

1.2 1.2 3.2

T

38

t

10

� 2t

8

� t

6

� 2t

4

+ 2t

2

� 2 1.1 1.1 3.0

T

+

37

t

10

� 2t

8

� 2t

7

� t

6

� t

5

� t

4

� 2t

3

� 2t

2

+ 1 2.2 1.5 3.5

T

36

t

10

� 2t

8

� t

6

+ 3t

4

� t

2

+ 2 1.3 1.1 2.9

T

35

t

10

+ 300t

6

� 18t

5

+ 10000t

2

� 200t+ 81 36.0 3.8 30.6

T

+

34

t

10

� t

8

� 2t

6

� t

4

+ t

2

� 1 1.3 1.2 2.7

T

33

t

10

� 2t

9

+ 12t

8

� 20t

7

+ 66t

6

� 20t

5

+ 228t

4

+84t

3

+ 276t

2

+ 120t+ 100

1.5 1.2 2.8

T

32

t

10

� 9t

8

+ 27t

6

+ 2t

5

� 27t

4

� 9t

3

+ 8t+ 1 25.3 1.6 26.3

T

+

31

t

10

� 1800t

8

� 24000t

7

+1422000t

6

+30960000t

5

�462480000t

4

� 14500800000t

3

+12996000000t

2

+ 2414368000000t

�12197187420489

31.2 3.6 31.1

T

30

t

10

+ 90t

6

� 648t

5

+ 1080t

4

� 2160t

3

+3645t

2

+ 5400t+ 12960

38.1 5.0 31.2

T

29

t

10

+ 2t

8

� 2t

6

� t

2

+ 2 1.3 1.1 3.1

T

+

28

t

10

� 10t

7

+ 10t

6

+ 36t

5

+ 50t

4

� 10t

3

� 1 1.2 1.1 3.0

T

27

t

10

+ 3t

6

� 2t

5

+ t

2

+ 2t+ 1 1.2 1.0 3.0

T

+

26

t

10

� 15t

8

� 75t

6

� 6t

5

� 165t

4

� 30t

3

�180t

2

� 50t� 90

30.1 1.8 29.7

T

25

t

10

� 2t

8

� 2t

6

� t

2

� 2 1.2 1.1 3.2

T

+

24

t

10

+ t

8

� t

4

+ 3t

2

� 1 1.3 1.2 2.8

T

23

t

10

� 2t

8

� t

7

+ 3t

6

+ 2t

5

� 2t

4

� 2t

3

+ 2t

2

+ 3t+ 1 1.4 1.2 3.0

T

22

t

10

� 2t

8

� 2t

7

� t

6

+ t

4

� 2t

3

+ 2t

2

� 1 1.3 1.2 2.5

T

21

t

10

+ t

6

� 2t

5

� t

4

+ 3t

2

� 2t+ 1 1.2 1.1 2.5

T

20

t

10

�3t

9

+ t

8

+36t

7

�39t

6

�105t

5

+99t

4

+180t

3

�45t

2

� 135t� 45

1.6 1.3 3.9

T

19

t

10

� 10t

8

+ 35t

6

� 2t

5

� 50t

4

+ 10t

3

+25t

2

� 10t+ 2

1.4 1.3 2.8

T

+

18

t

10

+ 60t

6

� 240t

5

+ 850t

2

� 5440t� 1088 1.4 1.6 3.4

T

17

t

10

� 2t

5

� 2 1.1 1.0 2.5

T

16

t

10

+ 7t

8

+ 17t

6

� 31t

4

� 40t

2

+ 127 3.3 1.7 3.8
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Tabelle 7.8: Laufzeitverglei
h Grad 10

Gruppe Polynom S S VN PARI

T

+

15

t

10

� t

8

� 2t

6

+ t

4

+ 3t

2

� 1 1.1 1.0 3.2

T

14

t

10

+ t

8

� 4t

6

� 3t

4

+ 3t

2

+ 1 1.2 1.1 2.9

T

13

t

10

� 2t

8

� t

7

� 2t

6

+ t

5

+ 3t

4

� 2t

3

� t

2

+ t+ 1 28.9 1.8 32.0

T

12

t

10

+ 2t

9

+ 3t

8

� t

6

� 2t

5

� t

4

+ 3t

2

+ 2t+ 1 1.7 1.5 2.3

T

11

t

10

+ 10t

6

+ 25t

2

� 8 1.4 1.2 2.1

T

10

t

10

� 2t

5

� 4 1.4 1.1 1.9

T

9

t

10

� 50t

8

� 100t

7

+ 865t

6

+ 4036t

5

+ 4100t

4

+16400t

2

+ 13120t+ 2624

1.5 1.2 3.0

T

+

8

t

10

� 4t

8

+ 2t

6

+ 5t

4

� 2t

2

� 1 1.1 1.0 3.6

T

+

7

t

10

� 2t

5

� 15t

4

� 10t

3

� 15t

2

� 5 28.8 1.5 28.1

T

6

t

10

+ 4t

9

� 40t

8

� 26t

7

+ 252t

6

+ 110t

5

� 405t

4

�128t

3

+ 98t

2

+ 36t+ 1

1.2 1.1 4.0

T

5

t

10

� 2 1.0 0.9 1.6

T

4

t

10

� t

5

� 1 1.1 1.0 2.0

T

3

t

10

� t

8

� t

6

+ 3t

4

+ 2t

2

+ 1 1.1 1.0 1.7

T

2

t

10

� 35t

6

+ 130t

4

+ 160 1.2 1.1 2.6

T

1

t

10

+ t

9

+ t

8

+ t

7

+ t

6

+ t

5

+ t

4

+ t

3

+ t

2

+ t+ 1 1.1 0.9 1.5

Tabelle 7.9: Laufzeitverglei
h Grad 11

Gruppe Polynom S S VN PARI

S

11

= T

8

t

11

� x� 1 0.1 0.1 1.0

A

11

= T

+

7

t

11

� 132x� 120 0.1 0.1 0.5

T

+

6

t

11

� t

10

� 121t

9

+ 65t

8

+ 5345t

7

� 481t

6

�96739t

5

� 23689t

4

+ 413690t

3

�493810t

2

+ 26910t� 856170

113.3 8.6 75.1

T

+

5

t

11

+ 44t

9

� 1133t

8

+ 3597t

7

+ 18161t

6

�105215t

5

+ 74514t

4

+ 690767t

3

�1435929t

2

+ 138600t+ 53994

114.9 5.3 74.4

T

4

t

11

� 2 3h 16.0 2822.0

T

+

3

t

11

� 33t

9

+ 396t

7

� 2079t

5

+ 4455t

3

�2673t� 243

92.4 - 56.0

T

2

t

11

� t

10

+ 5t

9

� 4t

8

+ 10t

7

� 6t

6

+ 11t

5

� 7t

4

+9t

3

� 4t

2

+ 2t+ 1

3h 14.0 2819.0

T

+

1

t

11

+ t

10

� 10t

9

� 9t

8

+ 36t

7

+ 28t

6

� 56t

5

�35t

4

+ 35t

3

+ 15t

2

� 6t� 1

90.0 - 54.0
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Tabelle 7.10: Laufzeitverglei
h Grad 12

Gruppe Polynom SE1 S VN

T

299

t

12

+ 4t

7

+ 4t

2

+ 2

6.5 2.3

T

+

295

t

12

+ 75t

8

+ 750t

6

� 5625t

4

� 23250t

2

� 30000t+ 50625

> 180 6.8

T

293

t

12

+ t

10

+ t

6

� 3t

2

� 1

4.0 2.0

T

291

t

12

+ 12t

9

� 9t

8

+ 64t

3

� 144t

2

+ 108t� 27

5.5 2.2

T

289

t

12

� 27t

8

+ 36t

7

+15t

6

� 54t

5

� 45t

4

+208t

3

� 216t

2

+96t� 16

5.0 2.3

T

+

285

t

12

+ 2t

6

+ 3t

4

+ 4t

2

+ 1

4.5 2.6

T

+

277

t

12

+ 3t

6

+ 3t

2

+ 4

8.0 3.0

T

270

t

12

+ 4t

8

� 6t

6

+ 6t

4

� 2t

2

+ 8

11.0 4.0

T

260

t

12

� 2t

8

+ t

6

+ t

4

� t

2

� 1

8.0 2.4

T

258

t

12

� 4t

3

� 2

9.2 2.8

T

+

249

t

12

+ 12t

10

� 24t

7

� 184t

6

� 72t

5

+ 309t

4

� 32t

3

+ 360t

2

+ 80

12.0 3.0

T

+

236

t

12

+ 2t

10

+ 2t

8

� 3t

6

� 3t

4

+ t

2

+ 1

7.4 3.0

T

222

t

12

+ t

10

� t

8

� 5t

6

� 5t

4

� 3t

2

� 1

5.5 2.2

T

213

t

12

+ 12t

3

+ 27

7.3 3.3

T

+

203

t

12

� t

10

� t

4

+ t

2

+ 1

10.0 2.9

T

+

191

t

12

+ t

10

+ 2t

8

� t

6

+ 2t

4

� 3t

2

+ 1

12.0 3.5

T

+

180

t

12

+ 4t

10

+ 6t

8

+ 6t

6

+ 5t

4

+ 6t

2

+ 1

25.0 3.5

T

178

t

12

� 10t

6

� 4t

3

� 1

32.0 11.0

T

+

174

t

12

�8t

9

�36t

8

�48t

7

+8t

6

+144t

5

+273t

4

+248t

3

+72t

2

�96t�32

21.0 10.5

T

+

166

t

12

+ 18t

10

+ 135t

8

+ 348t

6

+ 63t

4

� 512t

3

� 270t

2

+ 729

34.0 18.0

T

+

161

t

12

� t

8

+ 2t

6

+ t

4

+ 2t

2

+ 1

27.0 9.6

T

156

t

12

� 10t

6

� 8t

3

� 1

11.0 4.7

T

135

t

12

� 36t

8

+ 24t

6

+ 108t

4

� 144t

2

+ 48

15.0 5.3

T

+

117

t

12

+ 4t

9

+ 2t

6

� 4t

3

� 2

34.0 29.5

T

+

106

t

12

+ 12t

11

+ 60t

10

+ 160t

9

+ 240t

8

+ 192t

7

+ 64t

6

+ 3

3.6 42.0

T

+

89

t

12

� 18t

8

� 9t

4

+ 9

23.0 5.0

T

+

74

t

12

� 3t

10

� 3t

8

+ 4t

6

+ 2t

4

� t

2

+ 1

28.0 7.4

T

+

62

t

12

� 10t

10

+ 32t

8

� 32t

6

� 59t

4

+ 198t

2

+ 196

13.0 4.1

T

+

58

t

12

+ 2t

10

� 10t

8

� 20t

6

� 5t

4

+ 4t

2

+ 1

13.0 3.7

T

52

t

12

� 6t

10

� 9t

8

� 36t

6

+ 223t

4

� 214t

2

� 23

33.0 10.0

T

44

t

12

� 6t

6

� 10t

3

� 6

17.0 15.3

T

39

t

12

� 5t

3

+ 5

10.0 10.0

T

+

25

t

12

� 2t

11

+ 2t

10

+ 2t

9

� 4t

8

+ 3t

6

� 4t

4

+ 2t

3

+ 2t

2

� 2t+ 1

16.0 39.0

T

15

t

12

� 12t

10

+ 54t

8

� 112t

6

+ 105t

4

� 36t

2

+ 27

3.7 14.0

T

+

9

t

12

+ 2t

10

+ 2t

8

� t

6

+ 4t

4

� t

2

+ 1

15.0 4.3

T

+

3

t

12

� 3t

10

+ 2t

8

+ t

6

+ 2t

4

� 3t

2

+ 1

6.4 9.6

T

1

t

12

� t

11

+ t

10

� t

9

+ t

8

� t

7

+ t

6

� t

5

+ t

4

� t

3

+ t

2

� t+ 1

17.0 10.0
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Anhang I

Dieser Anhang enth

�

alt, bis auf Konjugation in der symmetris
hen Gruppe S

n

,

die Diagramme der transitiven Permutationsgruppen vom Grad 4 � n � 12. Die

Notation der Gruppen setzt si
h aus einem T , wel
hes f

�

ur transitiv steht, und

einer Nummer zusammen, die man f

�

ur den jeweiligen Grad [6℄ entnimmt. Falls

es si
h um eine gerade Gruppe handelt, wird dies mit einem

"

+ \-Exponenten

vermerkt, z.B. T

+

36

. Bei den verwendeten Namen beziehen wir uns ebenfalls auf

[6℄. Alle Graphen wurden bez

�

ugli
h der Erzeuger in [6℄, [31℄ mit Hilfe von GAP

[31℄ bere
hnet. Bis auf die Grade 4 und 5 haben wir die Diagramme in primitive,

imprimitive gerade und imprimitive ungerade Gruppen unterteilt, wie sie in dem

von uns ges
hriebenen Programm dur
hlaufen werden. Deshalb werden au
h im

imprimitiven Fall die Bezugsgruppen S

n

und A

n

mit aufgef

�

uhrt. F

�

ur die Prim-

zahlgrade 7 und 11 sind alle transitiven Gruppen primitiv, und wir erhalten nur

einen Graphen. Die Gruppen sind so angeordnet, da� ihre Kardinalit

�

at mit der

auf glei
her H

�

ohe be�ndli
hen Zahl re
hts neben dem Diagramm

�

ubereinstimmt.

Ist H eine maximale Untergruppe von G, so bedeutet eine dur
hgezogene Ver-

bindungslinie, da� H exakt in G enthalten ist, w

�

ahrend eine gestri
helte Linie

andeuten soll, da� eine Konjugierte von H, n

�

amli
h H

0

= �H�

�1

exakte Un-

tergruppe von G ist. Eine Permutation � mit dieser Eigens
haft kann man im

Anhang II �nden. Falls die Anzahl der G�Orbits von C(G;H) (bzw. C(G;H

0

))

gr

�

o�er als eins ist (siehe au
h 3.3.4), so wird die Anzahl an der Verbindungslinie

zwis
hen H und G vermerkt. Bei den imprimitiven Gruppen vom Grad 12 haben

wir allerdings darauf verzi
htet. Ni
httriviale Repr

�

asentanten der Konjugation-

klassen, d.h. Permutationen �

1

; : : : ; �

r

mit �

1

H�

�1

1

; : : : ; : : : ; �

r

H�

�1

r

< G �ndet

man ebenfalls im Anhang II.
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Anhang II

Zur Bere
hnung der Galoisgruppe eines irreduziblen normierten Polynoms von

Grad n geben wir in den Spalten 1-4 der folgenden Tabellen die Nummer, die

Notation, die Ordnung und die Parit

�

at der transitiven Permutationsgruppen an.

In Spalte 5 werden die minimalen transitiven Obergruppen G der gegebenen

Gruppe H und die G-relativen H-invarianten Polynome F in folgender Weise

aufgelistet: Wir geben ein Monom m(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) von F und die Anzahl der

Monome von

F (x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) =

X

�2H

0

�p(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

);

wobei H

0

= �

�1

H� � G ist. Wenn � ni
ht die Identit

�

at ist, wird die Permutation

� unterhalb der Tabelle des jeweiligen Grades angegeben. In Spalte 6 steht die

Anzahl der G- Konjugationsklassen. Repr

�

asentanten der ni
ht-trivialen Konju-

gationsklassen �ndet man ebenfalls unterhalb der Tabellen. Letztli
h geben wir

in Spalte 7 der Tabelle ein Beispielpolynom f(x) an (soweit bekannt), dessen

Galoisgruppe G(f;Q) bis auf Konjugation die Permutationsgruppe aus Spalte 2

ist. Die Beispielpolynome f

�

ur den Grad 12 wurden uns freundli
herweise von G.

Malle zur Verf

�

ugung gestellt [22℄. Die Notation der Gruppen mit ihren Erzeugern

�ndet man in [6℄.
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Grad 3:
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+
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+
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4

� 8x

3

+ 9

43

L(8) : 2

= PGL(2; 7)

336 � T

43

=T

50

:

x

1

x

2

x

3

x

5

(28)

1

x

8

+ x

7

+ 7x

2

+ x+ 1

44

[2

4

℄S(4)

384 � T

44

=T

50

:

x

1

x

5

(4)

1

x

8

� 3x

4

� x

2

� 1

45 [

1

2

S(4)

2

℄2 576 +

T

+

45

=T

+

49

:

x

1

x

2

(12)

1

x

8

� 6x

6

+ 8x

5

+ 321x

4

�864x

3

+ 900x

2

� 432x+ 81

46

1

2

[S(4)

2

℄2 576 � T

46

=T

47

:
x

1

x

2

2

x

3

3

x

5

x

2

6

x

4

7

(576)

1

x

8

+8x

5

�9x

4

+16x

2

�36x+9

47

[S(4)

2

℄2

1152 � T

47

=T

50

:

x

1

x

2

(12)

1

x

8

� 8x

5

+ 8x

4

+ 8

48

E(8) : L

7

= AL(8)

1344 +

T

+

48

=T

+

49

:

x

1

x

2

x

3

x

8

(14)

2

x

8

+ 7x

2

+ 2x+ 7

49 A

8

20160 + d(f) � x

8

+ 6x

4

� 8x+ 8

50
S

8

40320 � � x

8

+ x� 1

Inklusion bis auf Konjugation:

T

+

2

=T

+

9

: (2; 4; 6; 7; 3; 8; 5)

T

+

4

=T

+

9

: (2; 4)(3; 8; 5; 7; 6)

T

+

2

=T

+

11

: (3; 5; 4)(6; 7; 8)

T

+

4

=T

+

11

: (2; 3; 5)(6; 8; 7)

T

+

5

=T

+

11

: (3; 5; 7)(6; 8)

T

+

5

=T

+

12

: (3; 5)(6; 8)

T

+

4

=T

+

14

: (2; 4; 8; 6)(5; 7) T

7

=T

17

: (2; 4; 5; 3)(7; 8)

T

+

10

=T

+

18

: (2; 4; 5)(6; 7; 8)

T

+

9

=T

+

19

: (3; 8)(5; 6)

T

+

10

=T

+

19

: (2; 4; 7; 8; 5; 3)

T

+

11

=T

+

22

: (3; 4; 6)(5; 8; 7)

T

+

9

=T

+

24

: (2; 4; 8; 3; 6; 7; 5)

T

+

14

=T

+

24

: (4; 7)(5; 6) T

17

=T

26

: (2; 3; 5)(6; 8; 7)

T

+

20

=T

+

29

: (2; 4; 5; 3)(7; 8)

T

+

22

=T

+

29

: (3; 8)(5; 6)

T

+

12

=T

+

32

: (4; 7)(5; 6)
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T

+

22

=T

+

32

: (3; 5)(6; 7; 8)

T

+

18

=T

+

34

: (6; 7)

T

+

29

=T

+

39

: (3; 6)(5; 7; 8)

T

+

34

=T

+

42

: (6; 7) T

28

=T

46

: (2; 4; 5)(7; 8) T

35

=T

47

: (2; 4; 5)(7; 8)

T

+

37

=T

+

48

: (5; 6; 8)

Ni
ht triviale Konjugationsklassen:

T

1

=T

7

: (3; 7)(4; 8)

T

0+

4

=T

+

9

: (4; 7)(5; 6)

T

+

2

=T

+

10

: (3; 7)(4; 8)

T

0+

2

=T

+

11

: (2; 3; 8; 6; 7; 4) T

6

=T

15

: (3; 7)(4; 8) T

8

=T

15

: (3; 7)(4; 8)

T

7

=T

16

: (4; 8)

T

+

9

=T

+

18

: (3; 8)(4; 7)

T

+

9

=T

+

18

: (2; 3; 8)(4; 6; 7)

T

0+

10

=T

+

18

: (2; 3; 8)(5; 7; 6)

T

0+

10

=T

+

18

: (2; 8)(5; 7)

T

+

10

=T

+

20

: (4; 8)

T

+

9

=T

+

22

: (6; 7)

T

+

9

=T

+

22

: (2; 4)(3; 5)

T

+

9

=T

+

22

: (2; 4)(3; 5)(6; 7)

T

+

9

=T

+

22

: (2; 6)(3; 7)

T

+

9

=T

+

22

: (2; 6; 3; 7)

T

0+

11

=T

+

22

: (6; 7)

T

0+

11

=T

+

22

: (4; 6)(5; 7)

T

0+

11

=T

+

22

: (4; 6; 5; 7)

T

0+

11

=T

+

22

: (2; 4)(3; 5)

T

0+

11

=T

+

22

: (2; 4)(3; 5)(6; 7) T

15

=T

26

: (4; 8) T

0

17

=T

26

: (4; 8)

T

+

18

=T

+

29

: (5; 7)

T

+

19

=T

+

29

: (5; 7) T

21

=T

31

: (3; 4)(7; 8)

T

21

=T

31

: (2; 3)(6; 7)

T

0+

12

=T

+

32

: (3; 8; 4; 7)

T

+

13

=T

+

32

: (7; 8)

T

+

14

=T

+

34

: (4; 6; 5)

T

+

14

=T

+

34

: (4; 7; 5)

T

+

24

=T

+

39

: (7; 8)

T

23

=T

40

: (4; 8)

T

+

41

=T

+

45

: (5; 7)

T

+

42

=T

+

45

: (6; 7)

T

+

48

=T

+

49

: (7; 8)

Grad 9:

Nr Notation Ord. P Relativ invariantes Polynom #Kl. Polynom

1

C(9)

= 9

9 +

T

+

1

=T

+

3

:

T

+

1

=T

+

6

:

x

1

x

2

x

4

x

1

x

2

(9)

(9)

1

3

x

9

�9x

7

+27x

5

�30x

3

+9x�1

2

E(9)

= 3[�℄3

9 +

T

+

2

=T

+

5

:

T

+

2

=T

+

7

:

x

1

x

2

x

3

x

1

x

3

(9)

(9)

1

3

x

9

� 15x

7

+4x

6

+54x

5

� 12x

4

�38x

3

+ 9x

2

+ 6x� 1

3

D(9)

= 9 : 2

18 +

T

+

3

=T

+

10

:

x

1

x

2

(9)

1

x

9

+ 9x

7

� 6x

6

+ 27x

5

� 36x

4

+27x

3

� 54x

2

� 32

4 S(3)[�℄3 18 �

T

4

=T

8

:

T

0

4

=T

12

:

T

4

=T

13

:

x

1

x

2

x

3

x

1

x

3

x

1

x

4

(9)

(18)

(9)

2

3

1

x

9

+ 4x

6

+ 3x

3

� 1

5

S(3)[

1

2

℄S(3)

= 3

2

: 2

18 +

T

+

5

=T

+

11

:

x

1

x

3

(9)

1

x

9

+ 3x

6

+ 3x

3

� 1

6

1

3

[3

3

℄3 27 +

T

+

6

=T

+

10

:

T

0+

6

=T

+

17

:

x

1

x

2

4

x

1

x

2

x

3

x

6

(9)

(27)

1

2

x

9

+ x

8

� 32x

7

� 84x

6

� 14x

5

+112x

4

+ 84x

3

+ 4x

2

� 8x

�1

7

E(9) : 3

= [3

2

℄3

27 +

T

+

7

=T

+

11

:

T

+

7

=T

+

17

:

x

1

x

2

2

x

1

x

3

x

6

(9)

(9)

1

1

x

9

� 232x

7

� 9x

6

+ 7485x

5

+8631x

4

� 3097x

3

� 738x

2

+325x� 27

8

S(3)[�℄S(3)

= E(9) : D

4

36 � T

8

=T

18

:

x

1

x

4

(9)

1

x

9

� 2x

7

� x

6

� 2x

4

+ 3x

3

+2x

2

+ 2x+ 1

9 E(9) : 4 36 +

T

+

9

=T

+

14

:

x

1

x

2

(18)

3

x

9

� 3x

8

+ 6x

7

� 18x

6

� 9x

5

+87x

4

� 54x

3

� 18x

2

+36x+ 12

10

[3

2

℄S(3)

6

54 +

T

0+

10

=T

+

21

:

x

1

x

2

x

3

x

6

(54)

2

x

9

� 2
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Nr Notation Ord. P Relativ invariantes Polynom #Kl. Polynom

11

E(9) : 6

=

1

2

[3

2

: 2℄S(3)

54 +

T

+

11

=T

+

21

:

x

1

x

3

x

8

(9)

1

x

9

� x

6

+ 5x

3

+ 1

12

[3

2

℄S(3)

54 �

T

12

=T

18

:

T

12

=T

20

:

x

1

x

2

2

x

1

x

3

x

6

(9)

(9)

1

1

x

9

+x

8

+x

7

+4x

6

�2x

5

�x

4

+3x

3

+ x

2

� 1

13

E(9) : D

6

= [3

2

: 2℄3

= [

1

2

S(3)

2

℄3

54 �

T

13

=T

18

:

T

13

=T

22

:

x

1

x

2

x

3

x

1

x

3

x

8

(27)

(9)

1

1

x

9

� 2x

6

� x

3

+ 1

14

M(9)

= E(9) : Q

8

72 +

T

+

14

=T

+

23

:

x

1

x

2

x

3

x

4

(18)

1

x

9

�14x

7

�40x

6

�9x

5

+70x

4

+306x

3

� 270x

2

� 79x� 10

15 E(9) : 8 72 � T

15

=T

19

:
x

1

x

2

x

2

3

(72)

1

x

9

�9x

7

�21x

6

+72x

5

+99x

4

�99x

3

� 585x

2

+ 549x+ 166

16 E(9) : D

8

72 � T

16

=T

19

:

x

1

x

2

(18)

1

x

9

�2x

7

+3x

6

+x

5

�x

4

�2x

3

+x+ 1

17

[3

3

℄3

= 3 o 3

81 +

T

+

17

=T

+

21

:

T

+

17

=T

+

25

:

x

1

x

2

2

x

1

x

2

2

(9)

(9)

1

1

x

9

�17x

7

�6x

6

+87x

5

+47x

4

�143x

3

� 69x

2

+ 72x+ 27

18

E(9) : D

12

= [3

2

: 2℄S(3)

= [

1

2

S(3)

2

℄S(3)

108 � T

18

=T

24

:

x

1

x

3

x

8

(9)

1

x

9

� 2x

6

� 2x

3

� 1

19 E(9) : 2D

8

144 � T

19

=T

26

:

x

1

x

2

x

3

x

5

(18)

1

x

9

� 3x

8

� 24x

5

� 24x

4

�48x+ 16

20

[3

3

℄S(3)

= 3 o S(3)

162 �

T

20

=T

24

:

T

20

=T

29

:

x

1

x

2

2

x

1

x

2

2

(9)

(9)

1

1

x

9

� 2x

7

� 2x

6

� 2x

5

+ x

4

+4x

3

+ 3x

2

+ 3x+ 1

21

1

2

[3

3

: 2℄S(3) 162 +

T

+

21

=T

+

30

:

x

1

x

2

2

x

3

(54)

1

x

9

+ 3x

6

+ 3x

3

� 2

22

[3

3

: 2℄3

162 �

T

22

=T

24

:

T

22

=T

28

:

x

1

x

2

x

3

x

1

x

2

2

x

3

x

2

4

(27)

(54)

1

1

x

9

�12x

6

�27x

5

�18x

4

+9x

3

+36x� 8

23 E(9) : 2A

4

216 +

T

+

23

=T

+

33

:

x

1

x

2

x

9

(12)

1

x

9

+ 9x

7

� 60x

6

+ 72x

5

+354x

3

� 495x

2

+ 2124x

�845

24

[3

3

: 2℄S(3)

324 � T

24

=T

31

:
x

1

x

2

2

x

3

x

2

4

(54)

1

x

9

� 2x

6

� 2x

3

� 2

25 [

1

2

S(3)

3

℄3 324 +

T

+

25

=T

+

30

:

x

1

x

2

x

3

(27)

1

x

9

� 9x

6

� 9x

4

+24x

3

+9x

2

�9x+ 1

26 E(9) : 2S

4

432 � T

26

=T

34

:

x

1

x

2

x

9

(12)

1

x

9

�x

7

+5x

6

+x

5

�2x

4

+4x

3

+3x

2

� x� 1

27

L(9)

= PSL(2; 8)

504 +

T

+

27

=T

+

32

:

x

1

x

2

x

2

3

x

2

4

(252)

1

x

9

� 36x

6

� 54x

5

+ 432x

3

+324x

2

� 243x � 1152

28

[S(3)

3

℄3

= S(3) o 3

648 � T

28

=T

31

:

x

1

x

2

x

3

(27)

1

x

9

� 2x

7

� 2x

6

� x

5

� 2x

4

+3x

2

+ 3x+ 1

29 [

1

2

S(3)

3

℄S(3) 648 � T

29

=T

31

:
x

1

x

2

2

x

3

x

2

4

x

6

x

2

7

(108)

1

x

9

�6x

6

�18x

5

+36x

4

�36x

3

+108x

2

� 144x + 48

30

1

2

[S(3)

3

℄S(3) 648 +

T

+

30

=T

+

33

:

x

1

x

2

(9)

1

x

9

+ 2x

5

+ 4x

4

+ 4x

3

+ 4x

2

+x+ 1

31

[S(3)

3

℄S(3)

= S(3) o S(3)

1296 � T

31

=T

34

:

x

1

x

2

(9)

1

x

9

�2x

7

�2x

6

�x

5

�x

4

+4x

3

+5x

2

+ 4x+ 1

32

L(9) : 3

= P�L(2; 8)

1512 +

T

+

32

=T

+

33

:

x

1

x

2

x

3

x

4

x

2

7

(126)

2

x

9

+x

7

+2x

5

+4x

3

�x

2

+x+1
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Nr Notation Ord. P Relativ invariantes Polynom #Kl. Polynom

33
A

9

181440 + d(f)

-

x

9

� 2x

7

� 2x

6

+ 2x

4

+ 4x

3

+ 5x

2

+x� 2

34
S

9

362880 �

-

x

9

� 2x

7

� 2x

6

� 2x

5

� 2x

4

� 2x

3

�2x

2

� 2x� 2

Inklusion bis auf Konjugation:

T

4

=T

12

: (2; 3; 6; 7; 9; 8; 5; 4)

T

+

6

=T

+

17

: (2; 3; 6; 7; 9; 8; 5; 4)

T

+

10

=T

+

21

: (2; 3; 6; 7; 9; 8; 5; 4)

Ni
ht triviale Konjugationsklassen:

T

+

1

=T

+

6

: (3; 6; 9)

T

+

1

=T

+

6

: (3; 9; 6)

T

+

2

=T

+

7

: (6; 7; 8)

T

+

2

=T

+

7

: (6; 8; 7) T

4

=T

8

: (2; 4; 9; 7)(3; 6; 8; 5) T

0

4

=T

12

: (3; 4; 5)(6; 7; 8)

T

0

4

=T

12

: (3; 4; 5)

T

+

9

=T

+

14

: (3; 4; 5)(6; 8; 7)

T

+

9

=T

+

14

: (3; 5; 4)(6; 7; 8)

T

0+

6

=T

+

17

: (2; 9)(4; 5)(7; 8)

T

0+

10

=T

+

21

: (3; 6; 4; 7; 5; 8)

T

+

32

=T

+

33

: (8; 9).

Grad 10:

Nr Notation Ord. P Relativ invariantes Polynom #Kl. Polynom

1

C(10)

= 5[�℄2

10 �

T

1

=T

3

:

T

1

=T

6

:

T

1

=T

14

:

x

1

x

2

x

4

x

1

x

6

x

1

x

2

(10)

(5)

(10)

1

1

1

x

10

+ x

9

+ x

8

+ x

7

+ x

6

+ x

5

+x

4

+ x

3

+ x

2

+ x+ 1

2

D(10)

= 5 : 2

10 �

T

2

=T

3

:

T

0

2

=T

6

:

T

2

=T

16

:

x

1

x

2

x

1

x

2

x

1

x

2

(5)

(5)

(5)

1

1

1

x

10

� 35x

6

+ 130x

4

+ 160

3

D

10

(10)

= [D(5)℄2

20 �

T

3

=T

5

:

T

3

=T

9

:

T

3

=T

11

:

T

3

=T

23

:

x

1

x

2

x

1

x

6

x

1

x

2

x

1

x

2

(10)

(5)

(10)

(10)

1

2

1

1

x

10

� x

8

� x

6

+ 3x

4

+ 2x

2

+ 1

4

1

2

[F (5)℄2 20 �

T

4

=T

5

:

T

0

4

=T

10

:

T

4

=T

12

:

T

4

=T

25

:

x

1

x

3

x

1

x

10

x

1

x

3

x

1

x

3

(10)

(20)

(10)

(10)

1

2

1

1

x

10

� x

5

� 1

5 F (5)[�℄2 40 �

T

5

=T

17

:

T

5

=T

22

:

T

5

=T

29

:

x

1

x

6

x

1

x

2

x

3

x

1

x

2

(5)

(20)

(20)

2

1

1

x

10

� 2

6

[5

2

℄2

50 � T

6

=T

9

:
x

1

x

2

3

(10)

2

x

10

+ 4x

9

� 40x

8

� 26x

7

+252x

6

+ 110x

5

� 405x

4

�128x

3

+ 98x

2

+ 36x+ 1

7 A

5

(10) 60 +

T

0+

7

=T

+

26

:

x

1

x

3

(15)

2

x

10

� 2x

5

� 15x

4

� 10x

3

�15x

2

� 5

8

[2

4

℄5

80 +

T

+

8

=T

+

15

:

x

1

x

2

x

6

(10)

1

x

10

�4x

8

+2x

6

+5x

4

�2x

2

�1

9 [

1

2

D(5)

2

℄2 100 �

T

9

=T

17

:

T

9

=T

19

:

T

9

=T

21

:

x

1

x

3

x

1

x

3

x

1

x

2

x

2

3

x

2

4

(10)

(10)

(50)

1

2

1

x

10

� 50x

8

� 100x

7

+ 865x

6

+4036x

5

+ 4100x

4

+ 16400x

2

+13120x + 2624
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10

1

2

[D(5)

2

℄2 100 �

T

0

10

=T

17

:

T

10

=T

20

:

T

10

=T

21

:

x

1

x

3

x

1

x

3

x

1

x

2

x

2

3

x

2

6

(10)

(10)

(100)

1

2

1

x

10

� 2x

5

� 4

11 A(5)[�℄2 120 �

T

11

=T

22

:

T

11

=T

36

:

T

11

=T

40

:

x

1

x

2

x

2

3

x

2

4

x

1

x

2

x

1

x

6

(60)

(20)

(5)

1

1

1

x

10

+ 10x

6

+ 25x

2

� 8

12

1

2

[S(5)℄2

= S

5

(10a)

120 �

T

12

=T

22

:

T

12

=T

38

:

T

0

12

=T

40

:

x

1

x

2

x

3

x

2

4

x

6

x

1

x

2

x

1

x

6

(120)

(20)

(5)

1

1

1

x

10

+ 2x

9

+ 3x

8

� x

6

� 2x

5

�x

4

+ 3x

2

+ 2x+ 1

13 S

5

(10d) 120 �
T

0

13

=T

32

:

x

1

x

3

(15)

2

x

10

� 2x

8

� x

7

� 2x

6

+ x

5

+3x

4

� 2x

3

� x

2

+ x+ 1

14

[2

5

℄5

160 � T

14

=T

23

:

x

1

x

2

x

6

(10)

1

x

10

+x

8

� 4x

6

� 3x

4

+3x

2

+1

15

[2

4

℄D(5)

160 +

T

+

15

=T

+

24

:

T

+

15

=T

+

34

:

x

1

x

2

x

1

x

2

(20)

(20)

1

1

x

10

� x

8

� 2x

6

+ x

4

+ 3x

2

� 1

16

1

2

[2

5

℄D(5) 160 � T

16

=T

23

:
x

1

x

2

2

x

3

x

5

x

7

x

2

9

(160)

1

x

10

+ 7x

8

+ 17x

6

� 31x

4

�40x

2

+ 127

17

[5

2

: 4℄2

200 � T

17

=T

27

:
x

1

x

2

x

2

3

x

2

4

(100)

2

x

10

� 2x

5

� 2

18

[5

2

: 4℄2

2

200 +

T

+

18

=T

+

28

:

x

1

x

2

x

2

3

x

2

4

(200)

2

x

10

+ 60x

6

� 240x

5

+ 850x

2

�5440x� 1088

19

[5

2

: 4

2

℄2

200 � T

19

=T

27

:
x

1

x

2

x

2

3

x

2

4

(100)

1

x

10

� 10x

8

+ 35x

6

� 2x

5

�50x

4

+ 10x

3

+ 25x

2

�10x+ 2

20

[5

2

: 4

2

℄2

2

200 � T

20

=T

27

:
x

1

x

2

x

3

x

2

4

x

2

5

(200)

1

x

10

� 3x

9

+ x

8

+ 36x

7

� 39x

6

�105x

5

+ 99x

4

+ 180x

3

�45x

2

� 135x� 45

21

[D(5)

2

℄2

200 �

T

21

=T

27

:

T

21

=T

40

:

x

1

x

3

x

1

x

3

(10)

(10)

2

1

x

10

+x

6

�2x

5

�x

4

+3x

2

�2x+1

22 S(5)[�℄2 240 �

T

22

=T

39

:

T

22

=T

41

:

x

1

x

2

x

1

x

6

(20)

(5)

1

2

x

10

� 2x

8

� 2x

7

� x

6

+ x

4

�2x

3

+ 2x

2

� 1

23

[2

5

℄D(5)

320 �

T

23

=T

29

:

T

23

=T

36

:

x

1

x

2

x

1

x

2

(20)

(20)

1

1

x

10

� 2x

8

� x

7

+ 3x

6

+ 2x

5

�2x

4

� 2x

3

+ 2x

2

+ 3x+ 1

24

[2

4

℄F (5)

320 +

T

+

24

=T

+

37

:

x

1

x

2

x

3

x

7

(40)

1

x

10

+ x

8

� x

4

+ 3x

2

� 1

25

1

2

[2

5

℄F (5) 320 �

T

25

=T

29

:

T

25

=T

38

:

x

1

x

2

x

3

x

2

4

x

2

5

x

1

x

2

x

3

x

7

(160)

(40)

1

1

x

10

� 2x

8

� 2x

6

� x

2

� 2

26

L(10)

= PSL(2; 9)

360 +

T

+

26

=T

+

31

:

x

1

x

2

x

3

(60)

1

x

10

� 15x

8

� 75x

6

� 6x

5

�165x

4

� 30x

3

� 180x

2

�50x� 90

27 [

1

2

F (5)

2

℄2 400 �

T

27

=T

33

:

T

27

=T

41

:

x

1

x

2

x

3

x

4

x

1

x

3

x

2

7

(50)

(20)

1

1

x

10

+ 3x

6

� 2x

5

+ x

2

+ 2x+ 1

28

1

2

[F (5)

2

℄2 400 +

T

+

28

=T

+

42

:

x

1

x

3

x

2

7

(20)

1

x

10

� 10x

7

+ 10x

6

+ 36x

5

+50x

4

� 10x

3

� 1

29

[2

5

℄F (5)

640 � T

29

=T

39

:

x

1

x

2

x

3

x

7

(40)

1

x

10

+ 2x

8

� 2x

6

� x

2

+ 2

30

L(10) : 2

= PGL(2; 9)

720 � T

30

=T

35

:
x

1

x

2

x

2

3

x

2

4

(360)

1

x

10

+ 90x

6

� 648x

5

+ 1080x

4

�2160x

3

+ 3645x

2

+ 5400x

+12960
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31

M(10)

= L(10)

0

2

720 +

T

+

31

=T

+

44

:

x

1

x

2

x

3

x

6

(30)

1

x

10

� 1800x

8

� 24000x

7

+1422000x

6

+ 30960000x

5

�462480000x

4

� 14500800000x

3

+12996000000x

2

+ 2414368000000x

�12197187420489

32

S

6

(10)

= L(10) : 2

720 � T

32

=T

35

:

x

1

x

2

x

3

(60)

1

x

10

� 9x

8

+27x

6

+2x

5

� 27x

4

�9x

3

+ 8x+ 1

33

[F (5)

2

℄2

800 � T

33

=T

43

:
x

1

x

3

x

2

7

(20)

1

x

10

� 2x

9

+ 12x

8

� 20x

7

+66x

6

� 20x

5

+ 228x

4

+ 84x

3

+276x

2

+ 120x+ 100

34

[2

4

℄A(5)

960 +

T

+

34

=T

+

37

:

x

1

x

2

4

x

6

x

8

x

2

9

x

2

10

(240)

1

x

10

� x

8

� 2x

6

� x

4

+ x

2

� 1

35

L(10):2

2

= P�L(2; 9)

1440 � T

35

=T

45

:

x

1

x

2

x

3

x

6

(30)

1

x

10

+ 300x

6

� 18x

5

+10000x

2

�200x+ 81

36

[2

5

℄A(5)

1920 � T

36

=T

39

:
x

1

x

4

x

2

5

x

6

x

2

7

x

2

10

(240)

1

x

10

� 2x

8

� x

6

+ 3x

4

� x

2

+ 2

37

[2

4

℄S(5)

1920 +

T

+

37

=T

+

44

:

x

1

x

6

(5)

1

x

10

� 2x

8

� 2x

7

� x

6

� x

5

�x

4

� 2x

3

� 2x

2

+ 1

38

1

2

[2

5

℄S(5) 1920 � T

38

=T

39

:
x

1

x

3

3

x

4

x

2

5

x

2

7

x

3

9

x

10

(1920)

1

x

10

� 2x

8

� x

6

� 2x

4

+2x

2

� 2

39

[2

5

℄S(5)

3840 � T

39

=T

45

:

x

1

x

6

(5)

1

x

10

� 2x

8

� 2x

7

� 2x

6

�2x

5

+ 2x

4

� 2x

3

+2x

2

� 1

40

[A(5)

2

℄2

7200 � T

40

=T

41

:
x

2

1

x

4

3

x

3

7

x

9

(120)

2

x

10

+x

9

�x

8

�x

7

�2x

6

+2x

3

+ 3x

2

+ x+ 1

41

[

1

2

S(5)

2

℄2

= [A(5) : 2℄2

14400 � T

41

=T

43

:
x

1

x

3

2

x

4

x

4

5

x

2

7

x

4

8

x

3

9

x

2

10

(7200)

1

x

10

+ 2x

9

+ 4x

8

� x

6

+x

4

� 2x� 1

42

1

2

[S(5)

2

℄2 14400 +

T

+

42

=T

+

44

:

x

1

x

3

(20)

1

x

10

+10x

6

�8x

5

�25x

2

+40x� 16

43

[S(5)

2

℄2

28800 � T

43

=T

45

:

x

1

x

3

(20)

1

x

10

� 2x

8

� 2x

7

� 2x

6

�2x

5

� x

4

� 2x

3

+ 3x

2

�2x+ 1

44
A

10

1

2

10! + d(f)

-

x

10

� 2x

8

� 2x

7

� 2x

3

+2x

2

+ x� 1

45
S

10

10! �

-

x

10

+ x+ 1
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4
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T

+

7

=T

+

26
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12
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T
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0

4

=T
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T

5
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9
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T

0+

7
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+
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+
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+

28

: (4; 6; 10; 8) T

0

13

=T

32

: (2; 4; 6; 5; 8; 9; 10; 3) T

22

=T

41

: (3; 7; 9; 5)(6; 10; 8)

T
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41
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1

C(11)

= 11

11 +

T

+

1

=T

+

3

:

x

1

x

2

(11)

1

x

11

+x

10

� 10x

9

� 9x

8

+36x

7

+28x

6

� 56x

5

� 35x

4

+ 35x

3

+15x

2

� 6x� 1

2

D(11)

= 11 : 2

22 � T

2

=T

4

:

x

1

x

2

(11)

1

x

11

� x

10

+ 5x

9

� 4x

8

+ 10x

7

�6x

6

+ 11x

5

� 7x

4

+ 9x

3

�4x

2

+ 2x+ 1

3

F

55

(11)

= 11 : 5

55 +

T

+

3

=T

+

5

:

x

1

x

2

x

3

(55)

1

x

11

� 33x

9

+ 396x

7

� 2079x

5

+4455x

3

� 2673x � 243

4

F

110

(11)

= 11 : 10

110 � T

4

=T

8

:

x

1

x

2

x

3

(55)

1

x

11

� 2

5

L(11)

= PSL(2; 11)(11)

660 +

T

+

5

=T

+

6

:

x

1

x

2

x

6

(55)

1

x

11

+44x

9

� 1133x

8

+3597x

7

+18161x

6

� 105215x

5

+74514x

4

+ 690767x

3

�1435929x

2

+ 138600x

+53994

6 M(11) 7920 +

T

+

6

=T

+

7

:

x

1

x

2

x

3

x

4

x

10

(66)

2

x

11

� x

10

� 121x

9

+ 65x

8

+5345x

7

� 481x

6

� 96739x

5

�23689x

4

+ 413690x

3

�493810x

2

+ 26910x� 856170

7
A

11

1

2

11! + d(f)

-

x

11

+ x

10

+ 2x

9

+ 2x

8

+x

6

� x

5

+ 2x

4

+ 2x

3

+x

2

� 1

8
S

11

11! �

-

x

11

+2x

9

�x

8

�x

7

+x

6

+2x

5

� x

3

+ x

2

� x� 1

Ni
ht triviale Konjugationsklassen:

T

6

=T

7

: (10; 11).
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1 C(4)[�℄C(3) 12 �

T

1

=T

11

:

T

1

=T

12

:

T

1

=T

14

:

T

1

=T

19

:

T

1

=T

29

:

T

0

1

=T

73

:

x

1

x

2

x

1

x

2

x

4

x

1

x

2

x

1

x

2

x

1

x

2

x

1

x

7

(12)

(12)

(12)

(12)

(12)

(6)

1

1

1

1

1

1

x

12

�x

11

+x

10

�x

9

+x

8

�x

7

+ x

6

� x

5

+ x

4
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107

1

2

[2

6

℄D

6

192 �

T

107

=T

135

:

T

107

=T

145

:

T

107

=T

155

:

T

107

=T

159

:

T

107

=T

192

:

x

1

x

2

x

4

x

6

x

8

x

2

10

x

1

x

2

x

1

x

6

x

1

x

2

x

1

x

2

(192)

(12)

(12)

(12)

(12)

1

1

1

1

1

108

1

2

[2

5

℄D(6) 192 +

T

+

108

=T

+

136

:

T

0+

108

=T

+

161

:

x

1

x

2

x

2

4

x

8

x

1

x

4

(96)

(12)

2

2

x

12

+ 2x

8

+ 2x

6

� 2x

4

�x

2

+ 1

109

[2

4

℄D(6)

192 +

T

+

109

=T

+

136

:

T

+

109

=T

+

163

:

x

1

x

4

x

8

x

1

x

6

(8)

(12)

2

2

x

12

+ 2x

8

� 2x

6

� 2x

4

+x

2

+ 1

110

[2

3

℄S

4

(6d)

192 �

T

110

=T

137

:

T

0

110

=T

165

:

x

1

x

2

x

10

x

1

x

7

(16)

(6)

2

1

x

12

+ x

8

� x

6

� x

4

� 1

111

[2

3

℄S

4

(6)

2

192 � T

111

=T

137

:
x

1

x

2

x

2

4

x

6

(192)

2

x

12

� 6x

10

+ 48x

8

+72x

6

+ 45x

4

+54x

2

+ 18

112 [

1

2

[

1

2

2

2

℄

3

℄2S

4

(6)

8

192 +

T

0+

112

=T

+

138

:

T

0+

112

=T

+

295

:

x

1

x

2

x

4

x

2

8

x

1

x

11

(96)

(6)

2

1

x

12

� 18x

8

� 8x

4

+ 4

113 [

1

2

[

1

2

2

2

℄

3

℄2S

4

(6)

4

192 +

T

0+

113

=T

+

138

:

x

1

x

4

x

8

(32)

2

x

12

� x

8

� 5x

4

+ 4

114

[2

3

℄S

4

(6)

4

192 � T

114

=T

140

:

x

1

x

2

x

10

(16)

2

x

12

� x

8

� x

4

� 1

115

[2

3

℄S

4

(6)

8

192 � T

115

=T

140

:
x

1

x

2

x

2

4

x

6

(192)

2

x

12

� 2x

8

+ 3x

4

� 4

116

[3

3

℄D(4)

216 �

T

116

=T

156

:

T

116

=T

167

:

T

116

=T

175

:

x

1

x

2

5

x

1

x

2

x

3

x

4

x

1

x

3

(12)

(27)

(18)

1

1

1

x

12

+ 3x

9

+ 3x

6

+3x

3

+ 3

117

[3

3

: 2℄E(4)

216 +

T

+

117

=T

+

168

:

T

+

117

=T

+

176

:

x

1

x

2

x

3

x

12

x

1

x

2

(27)

(18)

4

1

x

12

+ 2x

9

+ x

6

+ 5

118

1

2

[3

3

: 2℄eD(4) 216 �

T

118

=T

156

:

T

0

118

=T

169

:

T

118

=T

177

:

T

118

=T

178

:

x

1

x

2

x

2

5

x

1

x

2

x

3

x

8

x

1

x

3

x

1

x

3

(72)

(27)

(18)

(18)

1

1

1

1

x

12

+ 8x

6

� 8x

3

+ 2

119

[3

3

: 2℄4

216 �

T

119

=T

156

:

T

119

=T

170

:

x

1

x

2

x

5

x

1

x

2

x

3

x

12

(36)

(27)

1

2

x

12

+ x

9

� 4x

6

�4x

3

+ 1

120

1

2

[3

3

: 2℄
D(4) 216 �

T

120

=T

156

:

T

120

=T

169

:

x

1

x

2

x

2

5

x

1

x

2

x

3

x

12

(72)

(27)

1

1

x

12

+ x

9

� 9x

6

+3x

3

+ 9

121

1

2

[3

3

: 2℄dD(4) 216 �

T

121

=T

156

:

T

0

121

=T

167

:

x

1

x

2

5

x

1

x

2

x

3

x

8

(12)

(27)

1

1

x

12

+ 2x

6

� 3x

3

+ 1

122 [(

1

3

3

3

) : 2℄A(4)

4

216 +

T

+

122

=T

+

157

:

T

0+

122

=T

+

232

:

x

1

x

2

x

2

3

x

6

x

1

x

2

x

8

(108)

(36)

1

1

123 L(6) : 2[�℄2 240 +

T

+

123

=T

+

219

:

T

+

123

=T

+

257

:

T

+

123

=T

+

279

:

T

0+

123

=T

+

295

:

x

1

x

2

x

4

x

7

x

1

x

2

x

1

x

12

x

1

x

12

(30)

(30)

(6)

(6)

1

2

2

1

x

12

� 6x

10

+ 21x

8

�34x

6

+ 42x

4

�12x

2

+ 1

124 [2℄L(6) : 2

12

240 �
T

0

124

=T

256

:

x

1

x

2

x

4

(40)

2

125

[S(3)

2

℄D(4)

= D(6) o 2

288 �

T

125

=T

248

:

T

125

=T

260

:

T

0

125

=T

288

:

x

1

x

7

x

1

x

3

x

1

x

9

(6)

(12)

(6)

2

1

1

x

12

+ x

10

� 2x

8

�2x

6

+ 2x

4

+2x

2

� 1
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126

[A

2

4

℄2

= A

4

o 2

288 +

T

0+

126

=T

+

158

:

T

+

126

=T

+

161

:

T

0+

126

=T

+

163

:

T

0+

126

=T

+

269

:

x

1

x

4

x

8

x

1

x

3

x

5

x

1

x

4

x

5

x

1

x

11

(8)

(8)

(12)

(6)

2

2

2

1

x

12

+ x

8

+ x

6

� 2x

4

�x

2

+ 1

127 [

1

4

E(4)

3

: 3℄S(3)

2

288 �

T

127

=T

165

:

T

127

=T

204

:

x

1

x

2

x

4

x

5

x

1

x

2

x

3

(36)

(16)

1

3

128 [

1

4

E(4)

3

: 3℄S(3) 288 +

T

+

128

=T

+

206

:

x

1

x

2

x

3

(16)

1

x

12

� 16x

9

+ 75x

8

� 336x

6

�360x

5

+ 1431x

4

�576x

3

� 1296x

2

+1944x + 1701

129 [

1

4

E(4)

3

: 3 : 2℄3 288 �

T

129

=T

165

:

T

129

=T

205

:

x

1

x

2

2

x

1

x

2

x

3

(48)

(16)

1

1

130

[3

4

℄E(4)

= 3 oE(4)

324 +

T

+

130

=T

+

168

:

T

+

130

=T

+

194

:

x

1

x

2

5

x

1

x

2

(12)

(18)

4

1

x

12

+ x

9

+ 5x

6

+8x

3

+ 4

131

[3

4

℄4

= 3 o 4

324 �

T

131

=T

167

:

T

131

=T

169

:

T

131

=T

170

:

x

1

x

2

x

5

x

1

x

2

5

x

1

x

2

5

(36)

(12)

(12)

1

1

2

x

12

� 3x

10

+ 2x

9

+ 54x

8

�72x

7

+ 402x

6

� 756x

5

+5445x

4

� 13288x

3

+13176x

2

� 5856x

+976

132

1

3

[3

4

℄A(4) 324 +

T

+

132

=T

+

194

:

x

1

x

2

x

3

x

4

x

5

x

6

(162)

2

x

12

� 4x

10

� 36x

7

� 12x

6

+144x

5

+ 228x

4

+ 208x

3

+360x

2

+ 464x+ 216

133

[3

3

℄A(4)

324 +

T

+

133

=T

+

176

:

T

+

133

=T

+

194

:

x

1

x

2

5

x

1

x

2

x

3

x

4

(12)

(27)

1

1

134

[2

6

℄6

= 2 o 6

384 �

T

134

=T

193

:

T

0

134

=T

208

:

T

0

134

=T

222

:

x

1

x

2

x

3

x

1

x

2

x

1

x

2

(12)

(12)

(24)

1

1

1

x

12

+ x

10

� 5x

8

� 4x

6

+6x

4

+ 3x

2

� 1

135

[2

6

℄D

6

= 2 oD

6

(6)

384 �

T

135

=T

193

:

T

0

135

=T

208

:

T

135

=T

224

:

x

1

x

2

x

1

x

2

x

1

x

2

(12)

(12)

(12)

1

1

1

x

12

� 36x

8

+ 24x

6

+108x

4

� 144x

2

+ 48

136

[2

5

℄D(6)

384 +

T

+

136

=T

+

195

:

T

+

136

=T

+

226

:

T

0+

136

=T

+

257

:

x

1

x

6

x

1

x

2

x

1

x

8

(12)

(24)

(12)

2

1

1

x

12

+ 22x

8

+ 30x

6

+85x

4

+ 198x

2

+ 121

137

[2

4

℄S

4

(6d)

384 �

T

0

137

=T

186

:

T

137

=T

227

:

x

1

x

2

x

3

x

1

x

2

x

6

x

8

(32)

(24)

1

1

x

12

� x

10

� x

8

� 2x

6

+x

4

� x

2

� 1

138 [(

1

2

2

2

)

3

℄2S

4

(6)

4

384 +

T

0+

138

=T

+

226

:

x

1

x

2

x

4

x

6

(96)

1

x

12

� 16x

8

� 10x

4

+ 1

139

[E(4)

3

℄S(3)

= E(4) o S(3)

384 +

T

+

139

=T

+

206

:

T

0+

139

=T

+

226

:

x

1

x

4

x

1

x

6

(6)

(6)

1

1

x

12

� 6x

8

+ 9x

4

+ 9

140

[2

4

℄S

4

(6d)

4

384 �

T

0

140

=T

185

:

T

140

=T

227

:

x

1

x

2

x

3

x

1

x

2

x

4

x

6

x

8

(32)

(96)

1

1

x

12

� 2x

10

+ 3x

8

+ 4x

6

�3x

4

� 4x

2

� 1

141 [

1

4


D(4)

3

℄3 384 �

T

141

=T

185

:

T

141

=T

222

:

x

1

x

2

x

7

x

1

x

2

x

2

4

x

2

5

(24)

(96)

1

1

x

12

� 12x

8

+ 9x

4

+ 3

142 [

1

4

eD(4)

3

℄3 384 �

T

142

=T

186

:

T

142

=T

205

:

T

142

=T

222

:

x

1

x

2

x

7

x

1

x

7

x

1

x

2

x

4

x

5

(24)

(6)

(24)

1

1

1

x

12

� 18x

10

+ 66x

8

+117x

6

� 27x

2

� 3
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143

[2

4

℄2A

4

(6)

4

384 �
T

0

143

=T

222

:

x

1

x

2

x

3

x

4

x

2

5

(192)

2

x

12

� 6x

10

+ 24x

8

�56x

6

+ 93x

4

�90x

2

+ 51

144

[2

5

℄A

4

(6)

384 +

T

+

144

=T

+

184

:

T

+

144

=T

+

187

:

T

+

144

=T

+

191

:

T

0+

144

=T

+

230

:

x

1

x

2

x

3

x

1

x

2

x

4

x

1

x

2

x

3

x

1

x

10

(24)

(32)

(24)

(12)

1

1

1

1

145

1

2

[2

6

℄D(6) 384 �

T

145

=T

193

:

T

145

=T

196

:

T

0

145

=T

223

:

x

1

x

2

x

2

3

x

4

x

6

x

8

x

2

10

x

1

x

6

x

1

x

2

(384)

(12)

(24)

1

1

1

146

[2

4

℄S

4

(6
)

384 �

T

0

146

=T

186

:

T

146

=T

224

:

x

1

x

2

x

2

3

x

7

x

1

x

2

x

6

x

8

(96)

(24)

1

1

147 [(

1

2

2

2

)

3

℄2S

4

(6)

8

384 �

T

0

147

=T

185

:

T

0

147

=T

223

:

x

1

x

2

x

3

x

4

x

8

x

1

x

2

x

3

x

4

x

8

(96)

(96)

1

1

x

12

� 18x

8

� 3

148

1

2

[

1

4

eD(4)

3

℄S(3) 384 �

T

148

=T

186

:

T

148

=T

204

:

T

148

=T

223

:

x

1

x

2

x

4

x

1

x

7

x

1

x

2

x

4

(48)

(6)

(48)

1

3

1

x

12

� 3x

10

� 3x

8

+4x

6

+ 3x

4

�3x

2

� 1

149

[2

4

℄S

4

(6
)

4

384 �

T

0

149

=T

185

:

T

149

=T

224

:

x

1

x

2

x

2

3

x

7

x

1

x

2

x

2

6

x

2

8

(96)

(96)

1

1

x

12

� x

8

+ 2x

4

+ 2

150

[4

3

℄S(3)

= 4 o S(3)

384 �

T

150

=T

185

:

T

150

=T

221

:

x

1

x

2

4

x

1

x

2

4

(12)

(12)

1

1

x

12

� x

6

� 3x

4

+2x

2

+ 2

151

1

2

[

1

4


D(4)

3

℄S(3) 384 �

T

151

=T

185

:

T

151

=T

225

:

x

1

x

2

x

2

4

x

1

x

2

x

2

4

(96)

(96)

1

1

x

12

� 18x

8

+ 4x

4

� 8

152 [(

1

2

2

2

)

3

℄2S

4

(6)

2

fS

4

(6
)g 384 �

T

0

152

=T

186

:

T

0

152

=T

225

:

x

1

x

2

x

3

x

2

4

x

8

x

1

x

2

x

4

x

5

(192)

(24)

1

1

x

12

� 4x

8

� 2x

6

+4x

4

� 1

153 [(

1

2

2

2

)

3

℄2S

4

(6)

2

fS

4

(6d)g 384 �

T

0

153

=T

186

:

T

0

153

=T

221

:

x

1

x

2

x

3

x

2

4

x

1

x

2

x

4

x

5

(192)

(24)

1

1

x

12

+ 4x

10

� 4x

8

�36x

6

+ 29x

4

�16x

2

+ 2

154

[2

5

℄D(6)

2

t

384 �

T

0

154

=T

193

:

T

0

154

=T

196
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3

+ 3x

2

� 1

293

[2

6

℄S(6)

= 2 o S(6)

46080 � T

293

=T

301

:

x

1

x

12

(6)

1

x

12

+ x

10

� 1

294

[S(4)

3

℄S(3)

= S(4) o S(3)

82944 � T

294

=T

301

:

x

1

x

4

(18)

1

x

12

+ 5x

10

� 8x

9

+ 9x

8

�18x

7

+ 11x

6

+ 7x

4

+12x

3

+ 3x

2

+ 2x+ 1

295 M(12) 95040 +

T

+

295

=T

+

300

:

x

1

x

2

x

3

x

4

x

5

x

6

(132)

2

x

12

+ 75x

8

+ 750x

6

�5625x

4

� 23250x

2

�30000x + 50625

296

[A(6)

2

℄2

= A(6) o 2

259200 +

T

+

296

=T

+

297

:

x

6

2

x

2

4

x

8

x

5

10

x

3

12

(720)

2

x

12

� 12x

11

+ 36x

10

+6251x

6

� 37506x

5

+9768751

297 [

1

2

S(6)

2

℄2 518400 +

T

+

297

=T

+

300

:

x

1

x

3

(30)

1

298

1

2

[S(6)

2

℄2 518400 � T

298

=T

299

:
x

1

x

2

2

x

4

3

x

3

4

x

3

5

x

6

6

x

2

7

x

4

8

x

6

9

x

5

10

(518400)

1

299

[S(6)

2

℄2

= S(6) o 2

1036800 � T

299

=T

301

:

x

1

x

3

(30)

1

x

12

+ 4x

7

+ 4x

2

+ 2

300
A

12

1

2

12! + d(f) �

x

12

+ 12x

11

+ 132x

10

+ 1320x

9

+11880x

8

+ 95040x

7

+665280x

6

+ 3991680x

5

+19958400x

4

+ 79833600x

3

+239500800x

2

+ 479001600x

+479001600

301
S

12

12! � �

x

12

+ x

11

+ 1
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Inklusion bis auf Konjugation:

T

+

3

=T

+

10

: (2; 3; 12; 10; 11; 8; 6; 7; 4)

T

+

3

=T

+

16

: (3; 11; 7)(4; 12)(5; 9)

T

+

3

=T

+

18

: (3; 8; 11; 4)(5; 9)(7; 12) T

5

=T

19

: (4; 12)(6; 10)

T

+

3

=T

+

21

: (3; 8; 5; 9; 11; 6; 4)(7; 10; 12)

T

+

9

=T

+

23

: (3; 5)(4; 6; 10; 12)(9; 11)

T

+

9

=T

+

24

: (3; 5; 9; 11)(4; 12; 10; 6)

T

+

2

=T

+

25

: (3; 4; 7; 6; 10; 12; 5)(8; 9; 11)

T

+

2

=T

+

26

: (5; 11)(6; 9)(7; 10) T

5

=T

27

: (3; 5)(4; 9; 8; 11; 12)(6; 10)

T

+

4

=T

+

32

: (3; 9; 12)(5; 11; 8)

T

+

4

=T

+

33

: (2; 5; 11; 4; 8; 10; 9; 7; 12)

T

17

=T

35

: (5; 9)(8; 12) T

17

=T

36

: (3; 4)(5; 9)(6; 10)(7; 8)(11; 12)

T

+

16

=T

+

37

: (5; 9)(8; 12) T

13

=T

38

: (4; 12)(6; 10)

T

17

=T

41

: (3; 8; 11; 12; 7; 4) T

15

=T

42

: (4; 12)(6; 10)

T

8

=T

44

: (2; 9; 10; 12; 8; 4; 6; 7; 3)(5; 11)

T

+

10

=T

+

48

: (3; 4; 7; 6; 10; 12; 5)(8; 9; 11)

T

+

21

=T

+

48

: (3; 5)(4; 6; 10; 12)(9; 11) T

13

=T

49

: (4; 8; 7; 9; 5; 10; 6; 12; 11)

T

27

=T

49

: (3; 12; 11; 7; 9; 5; 10; 8; 4; 6) T

12

=T

54

: (2; 6; 11; 5; 4)(3; 8; 7; 12; 10)

T

29

=T

54

: (2; 6; 11; 5; 4)(3; 8; 7; 12; 10)

T

+

6

=T

+

56

: (3; 9; 12)(5; 11; 8)

T

+

7

=T

+

56

: (3; 8; 11; 12; 7; 4)(5; 9)(6; 10)

T

+

7

=T

+

58

: (3; 8)(4; 10; 11)(6; 7; 12)

T

+

7

=T

+

60

: (3; 8)(4; 10; 11; 5)(7; 12)

T

+

31

=T

+

60

: (3; 4; 6; 11; 9; 5; 8)(7; 12; 10)

T

+

31

=T

+

63

: (3; 4; 6; 11; 9; 5; 8)(7; 12; 10)

T

+

9

=T

+

65

: (3; 4; 6; 11; 9; 5; 8)(7; 12; 10)

T

+

31

=T

+

65

: (3; 4; 6; 11; 9; 5; 8)(7; 12; 10) T

8

=T

66

: (3; 10; 8; 6; 7)(4; 9; 12; 5; 11)

T

+

9

=T

+

68

: (2; 4; 12; 8; 11; 5; 10; 7; 6; 3)

T

+

32

=T

+

68

: (3; 4; 12; 10; 7; 6; 5; 8; 9; 11)

T

+

9

=T

+

69

: (2; 10; 3; 4)(5; 8; 11; 9)(6; 7; 12)

T

+

16

=T

+

70

: (6; 10)(8; 12)

T

+

18

=T

+

70

: (2; 3; 6; 7)(8; 12)(10; 11) T

5

=T

72

: (6; 10)(8; 12)

T

1

=T

73

: (6; 10)(8; 12) T

17

=T

73

: (6; 10)(8; 12)

T

+

9

=T

+

74

: (2; 4; 12)(5; 11; 7; 9)(6; 10)

T

+

7

=T

+

75

: (6; 8)(7; 9)

T

+

6

=T

+

76

: (2; 6; 5; 10; 9; 4; 8; 11; 7; 12)

T

+

33

=T

+

76

: (4; 7)(5; 6)(10; 11)

T

+

34

=T

+

77

: (2; 8; 11; 10; 4; 3)(5; 9)(6; 12; 7)

T

+

40

=T

+

77

: (3; 8; 11; 4)(5; 9)(7; 12)

T

35

=T

78

: (3; 4)(7; 8)(11; 12) T

41

=T

79

: (3; 8; 11; 4)(5; 9)(7; 12)

T

39

=T

80

: (3; 4; 7; 12; 11; 8)(5; 9)(6; 10)

T

+

20

=T

+

85

: (2; 8; 5)(3; 12; 9)

T

+

26

=T

+

85

: (3; 6; 9; 12)(7; 10)(8; 11) T

54

=T

86

: (2; 4; 3; 10)(5; 9; 11; 8)(6; 12; 7)

T

+

25

=T

+

87

: (3; 8)(4; 10; 11)(7; 12)

T

+

25

=T

+

89

: (2; 4; 8; 5; 10; 9; 7; 12)(3; 6)

T

+

55

=T

+

89

: (2; 4)(3; 8; 5; 7; 12; 10)(6; 11)

T

+

60

=T

+

89

: (2; 4; 8; 7; 3; 5; 9; 6)

T

+

25

=T

+

90

: (2; 8; 11; 6; 4; 3)(5; 9)(7; 10; 12)

T

+

26

=T

+

90

: (3; 6; 12)(4; 10; 7)

T

+

25

=T

+

91

: (2; 4; 8; 5; 11; 10; 9; 7; 12)(3; 6)

T

+

57

=T

+

91

: (4; 8)(5; 9)(6; 10)(7; 11)

T

+

63

=T

+

95

: (3; 8; 5; 9; 11; 6; 4)(7; 10; 12) T

64

=T

96

: (2; 4; 8; 7; 3; 5; 9; 6)

T

+

21

=T

+

97

: (2; 8; 9; 7; 12; 4; 3; 6; 5; 10)

T

+

55

=T

+

97

: (2; 8; 9; 7; 12; 4; 3; 6; 5; 10)

T

+

65

=T

+

97

: (2; 4; 11; 9; 6)(3; 5; 10; 8; 7) T

29

=T

99

: (2; 8; 9; 7; 12; 4)(3; 6; 5; 10)

T

22

=T

100

: (2; 10; 9; 12; 6)(3; 4; 8)(7; 11) T

66

=T

100

: (2; 4; 8; 6)(3; 5; 9; 7)

T

+

23

=T

+

101

: (2; 8; 11; 9; 5; 6; 4; 12; 7; 10; 3)

T

+

68

=T

+

101

: (3; 5; 12; 10; 9; 11; 6; 4)

T

27

=T

102

: (2; 9; 7; 12; 5; 10; 3; 4)(8; 11) T

30

=T

102

: (2; 8; 9; 7; 12; 4)(3; 6; 5; 10)

T

+

21

=T

+

103

: (5; 8)(7; 10)(9; 12)

T

+

24

=T

+

103

: (3; 5; 12; 10; 6; 7; 4)(8; 11; 9)

T

+

56

=T

+

103

: (5; 8)(7; 10)(9; 12)

T

+

68

=T

+

103

: (3; 5; 12; 10; 9; 11; 6; 4)

T

29

=T

104

: (2; 8; 9; 7; 12; 4)(3; 6; 5; 11; 10) T

29

=T

105

: (2; 11; 4; 6; 3; 8; 10; 7; 12)

T

+

21

=T

+

106

: (3; 9; 8)(4; 10; 11; 5)(7; 12) T

30

=T

107

: (3; 4; 6; 11; 9; 5; 8)(7; 12; 10)

T

+

24

=T

+

108

: (3; 8)(4; 10; 11)(6; 7; 12)

T

+

69

=T

+

108

: (10; 11)

T

+

23

=T

+

109

: (3; 8)(4; 10; 11)(6; 7; 12) T

66

=T

110

: (4; 10)(5; 11)

T

+

24

=T

+

112

: (3; 9; 8)(4; 10; 11)(6; 7; 12)

T

+

60

=T

+

112

: (6; 7)(8; 9)(10; 11)
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T

+

23

=T

+

113

: (3; 9; 8)(5; 10)(6; 7; 12)

T

+

62

=T

+

113

: (2; 11; 4; 6; 3; 8; 10; 7; 12)

T

64

=T

115

: (4; 10; 5; 11) T

15

=T

116

: (6; 10)(8; 12)

T

35

=T

116

: (6; 10)(7; 11)

T

+

37

=T

+

117

: (4; 12)(5; 9)

T

12

=T

118

: (6; 10)(8; 12) T

36

=T

118

: (3; 12)(4; 7; 8; 11)(5; 9)

T

11

=T

119

: (6; 10)(8; 12) T

41

=T

119

: (3; 12)(4; 7; 8; 11)(5; 9)

T

13

=T

120

: (6; 10)(8; 12) T

36

=T

120

: (3; 12)(4; 7)(5; 9)(6; 10)(8; 11)

T

14

=T

121

: (6; 10)(8; 12) T

35

=T

121

: (5; 9)(6; 10)

T

+

10

=T

+

123

: (2; 11; 8; 10; 5; 9; 7; 12)(3; 6)

T

+

24

=T

+

123

: (6; 8)(7; 9)

T

+

74

=T

+

123

: (3; 9; 11; 7; 5)(6; 10; 8) T

78

=T

125

: (3; 8; 11; 4)(5; 9)(7; 12)

T

80

=T

125

: (3; 8; 11; 4)(5; 9)(7; 12) T

82

=T

125

: (3; 8; 11; 4)(5; 9)(7; 12)

T

+

58

=T

+

126

: (2; 12; 7)(3; 6; 8; 5; 9; 11; 10; 4)

T

+

69

=T

+

126

: (2; 12; 7)(3; 6; 8)(4; 5; 11; 10)

T

44

=T

127

: (3; 12)(4; 10)(5; 8) T

49

=T

127

: (2; 12; 11; 5; 8; 10; 9; 4; 6; 7; 3)

T

66

=T

127

: (2; 12; 10; 8; 6; 4) T

59

=T

129

: (2; 12; 4)(3; 9)(5; 11)(6; 10; 8)

T

+

70

=T

+

130

: (3; 8; 11; 4)(6; 10)(7; 12) T

73

=T

131

: (6; 10)(8; 12)

T

51

=T

134

: (2; 11; 4; 6; 3; 8; 10; 7; 12) T

50

=T

135

: (2; 6; 11; 5; 4)(3; 8; 7; 12; 10)

T

+

48

=T

+

136

: (3; 8)(4; 11)(6; 7; 12) T

100

=T

137

: (2; 6; 8; 4)(3; 7; 9; 5)

T

+

48

=T

+

138

: (2; 11; 4; 6; 3; 8; 10; 7; 12)

T

+

95

=T

+

138

: (2; 8; 9; 7; 12; 4; 3; 6; 5; 10)

T

+

112

=T

+

138

: (2; 4; 8; 7; 3; 5; 9; 6)

T

+

113

=T

+

138

: (2; 4; 11; 9; 6)(3; 5; 10; 8; 7)

T

+

48

=T

+

139

: (3; 11; 9; 5)(4; 6; 10; 12) T

96

=T

140

: (2; 6; 9; 5; 3; 7; 8; 4)

T

92

=T

141

: (3; 8; 5; 9; 11; 6; 4)(7; 10; 12) T

88

=T

142

: (3; 8; 11)(4; 12; 7)(5; 6; 10; 9)

T

99

=T

142

: (2; 10; 3; 4; 5; 11; 9; 12; 7)(6; 8) T

51

=T

143

: (2; 11; 4; 6; 3; 8; 10; 7; 12)

T

104

=T

143

: (2; 6; 10)(3; 7; 11)

T

+

55

=T

+

144

: (2; 11; 4; 6; 3; 8; 10; 7; 12)

T

+

56

=T

+

144

: (2; 11; 4; 6; 3; 8; 10; 7; 12)

T

+

57

=T

+

144

: (2; 6; 11; 9; 3; 7; 10; 8)

T

52

=T

145

: (2; 11; 4; 6; 3; 8; 10; 7; 12) T

50

=T

146

: (2; 11; 4; 6; 3; 8; 10; 7; 12)

T

102

=T

146

: (2; 6; 8; 4)(3; 7; 9; 5) T

52

=T

147

: (2; 8; 9; 7; 12; 4; 3; 6; 5; 10)

T

98

=T

147

: (2; 8; 9; 7; 12; 4; 3; 6; 5; 10) T

49

=T

148

: (2; 6; 4; 9; 7; 12; 5; 8; 10; 3)

T

100

=T

148

: (2; 10; 3; 4; 5; 11; 9; 12; 7)(6; 8) T

102

=T

148

: (2; 10; 3; 4; 5; 11; 9; 12; 7)(6; 8)

T

50

=T

149

: (2; 11; 4; 6; 3; 8; 10; 7; 12) T

98

=T

149

: (2; 11; 4; 6; 3; 8; 10; 7; 12)

T

54

=T

151

: (2; 10; 3; 4; 5; 11; 9; 6; 8; 12; 7) T

96

=T

151

: (2; 10; 3; 4; 5; 11; 9; 6; 8; 12; 7)

T

53

=T

153

: (2; 8; 9; 7; 12; 4)(3; 6; 5; 10) T

105

=T

154

: (2; 6)(3; 7)(4; 8)(5; 9)

T

53

=T

155

: (2; 10; 3; 4)(5; 8; 11; 9)(6; 7; 12) T

105

=T

155

: (2; 6)(3; 7)(4; 8)(5; 9)

T

28

=T

156

: (6; 10)(8; 12) T

78

=T

156

: (3; 12)(4; 7; 8; 11)(5; 9)

T

+

18

=T

+

158

: (2; 11; 4; 6; 3; 8; 10; 7; 12)

T

+

106

=T

+

158

: (6; 10)(7; 11)

T

+

126

=T

+

158

: (3; 4; 6; 11; 9; 5; 8)(7; 12; 10) T

19

=T

159

: (2; 11; 9; 5; 8; 10; 7; 12)(3; 4; 6)

T

105

=T

159

: (6; 10)(7; 11) T

17

=T

160

: (5; 9; 11)(6; 12; 8)

T

+

16

=T

+

161

: (5; 9)(8; 12)

T

+

108

=T

+

161

: (3; 8)(4; 11; 12; 7; 10; 6)

T

+

126

=T

+

163

: (3; 4; 6; 10; 7; 12; 11; 9; 5; 8) T

110

=T

165

: (3; 8; 11)(4; 12; 7)(5; 6; 10; 9)

T

121

=T

167

: (6; 10)(8; 12) T

118

=T

169

: (6; 10)(8; 12)

T

+

40

=T

+

171

: (2; 3; 8; 10; 11; 12; 6; 7; 4)

T

+

34

=T

+

172

: (2; 8; 11; 10; 12; 7; 6; 4; 3)

T

+

46

=T

+

173

: (2; 3; 4; 10; 11; 8)(6; 7; 12) T

8

=T

177

: (2; 3; 11; 8; 7; 10; 9)(4; 12; 6)

T

+

3

=T

+

179

: (4; 6)(5; 8; 7; 9)(11; 12)

T

+

33

=T

+

179

: (3; 12; 8; 7)(4; 5; 6; 9; 10)

T

+

47

=T

+

181

: (2; 4; 8; 6; 10; 12)

T

+

46

=T

+

182

: (2; 3)(4; 6; 7)(8; 12; 10; 9; 11)

T

+

23

=T

+

183

: (2; 4; 6; 12)(3; 9; 5; 11; 7)

T

+

34

=T

+

183

: (2; 3)(6; 7)(10; 11)

T

+

74

=T

+

183

: (3; 9; 7; 5)(8; 10)

T

+

95

=T

+

184

: (2; 11; 4; 6; 3; 8; 10; 7; 12)

T

+

101

=T

+

184

: (2; 11; 4; 6; 3; 8; 10; 7; 12) T

140

=T

185

: (3; 8; 5; 9; 11; 6; 4)(7; 10; 12)
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T

147

=T

185

: (2; 10; 3; 4; 5; 11; 9; 6; 8; 12; 7) T

149

=T

185

: (3; 8; 5; 9; 11; 6; 4)(7; 10; 12)

T

137

=T

186

: (3; 8; 11)(4; 12; 7)(5; 6; 10; 9) T

146

=T

186

: (3; 8; 11)(4; 12; 7)(5; 6; 10; 9)

T

152

=T

186

: (2; 10; 3; 4; 5; 11; 9; 12; 7)(6; 8) T

153

=T

186

: (2; 10; 3; 4; 5; 11; 9; 12; 7)(6; 8)

T

+

89

=T

+

187

: (2; 6)(3; 7)(4; 8)(5; 9)

T

+

90

=T

+

187

: (2; 11; 4; 6; 3; 8; 10; 7; 12)

T

+

91

=T

+

187

: (2; 6)(3; 7)(4; 8)(5; 9) T

99

=T

189

: (2; 4; 5; 11; 9; 12; 7)(3; 10)(6; 8)

T

104

=T

189

: (2; 4)(3; 10; 6; 11; 12; 7; 5; 8) T

105

=T

189

: (3; 8; 5; 6; 10)(4; 12; 7)(9; 11)

T

96

=T

190

: (2; 6)(3; 7)(4; 8; 11)(5; 9; 10) T

100

=T

190

: (2; 6)(3; 7)(4; 8; 11)(5; 9; 10)

T

+

97

=T

+

191

: (2; 6)(3; 7)(4; 8; 11)(5; 9; 10)

T

+

103

=T

+

191

: (2; 11; 5; 10; 12)(4; 6; 8)

T

98

=T

192

: (2; 11; 4; 6; 3; 8; 10; 7; 12) T

102

=T

192

: (2; 6)(3; 7)(4; 8; 11)(5; 9; 10)

T

86

=T

193

: (2; 10; 7; 12)(3; 8; 11; 4; 6) T

154

=T

193

: (2; 6)(3; 7)(4; 8)(5; 9)

T

155

=T

193

: (2; 6)(3; 7)(4; 8)(5; 9)

T

+

37

=T

+

195

: (2; 11; 4; 6; 3; 8; 10; 7; 12)

T

+

161

=T

+

195

: (3; 4; 6; 10; 7; 12; 11; 9; 5; 8) T

38

=T

196

: (2; 11; 9; 4; 6; 3; 5; 8; 10; 7; 12)

T

154

=T

196

: (6; 10)(7; 11) T

39

=T

197

: (2; 11; 4; 6; 3; 8; 10; 7; 12)

T

160

=T

198

: (3; 4; 6; 10; 7; 12; 11; 9; 5; 8) T

36

=T

201

: (10; 11)

T

160

=T

201

: (2; 11; 4; 6; 3; 9; 8; 10; 7; 12)

T

+

162

=T

+

202

: (10; 11)

T

+

162

=T

+

203

: (2; 10; 12; 7)(3; 4; 11; 6; 8)

T

+

163

=T

+

203

: (2; 10; 12; 7)(3; 4; 11; 6; 8)

T

134

=T

208

: (2; 12; 7)(3; 6; 8; 5; 9; 11; 4) T

135

=T

208

: (2; 12; 7)(3; 6; 8)(4; 5; 11)

T

159

=T

208

: (2; 12; 7)(3; 6; 8)(4; 5; 11) T

80

=T

209

: (3; 8; 7; 12; 11; 4)

T

82

=T

209

: (3; 4)(7; 12)(8; 11)

T

+

171

=T

+

210

: (2; 3; 12; 10; 11; 8; 6; 7; 4)

T

+

84

=T

+

212

: (2; 4; 11)(3; 6; 8; 7; 10; 12)

T

+

173

=T

+

212

: (3; 4)(7; 12; 11; 8)

T

+

174

=T

+

212

: (8; 12)

T

+

171

=T

+

214

: (2; 4; 3)(6; 8; 7)(10; 12; 11)

T

+

172

=T

+

214

: (3; 4)(7; 8; 11; 12)

T

+

172

=T

+

216

: (8; 12)

T

+

173

=T

+

216

: (3; 4; 7; 8)(11; 12) T

8

=T

218

: (4; 11; 10)(5; 7; 6; 9)(8; 12)

T

12

=T

218

: (4; 7; 12; 8; 11; 5; 10; 9)

T

+

77

=T

+

219

: (2; 11; 8; 10; 5; 9; 7; 12)(3; 6)

T

+

84

=T

+

220

: (2; 3)(4; 6; 7)(8; 12; 10; 9; 11) T

153

=T

221

: (2; 4; 5; 11; 9; 12; 7)(3; 10)(6; 8)

T

155

=T

221

: (2; 4; 5; 11; 9; 12; 7)(3; 10)(6; 8) T

192

=T

221

: (3; 8; 5; 6; 10)(4; 12; 7)(9; 11)

T

134

=T

222

: (3; 8; 5; 6; 10)(4; 12; 7)(9; 11) T

143

=T

222

: (2; 3; 9; 12; 7; 10; 5; 8; 6; 4)

T

188

=T

222

: (3; 8; 5; 6; 10)(4; 12; 7)(9; 11) T

145

=T

223

: (3; 8; 5; 6; 10)(4; 12; 7)(9; 11)

T

147

=T

223

: (2; 4; 5; 11; 9; 12; 7)(3; 10)(6; 8) T

190

=T

223

: (3; 8; 5; 6; 10)(4; 12; 7)(9; 11)

T

192

=T

223

: (3; 8; 5; 6; 10)(4; 12; 7)(9; 11) T

152

=T

225

: (2; 4; 5; 11; 9; 12; 7)(3; 10)(6; 8)

T

154

=T

225

: (2; 4; 5; 11; 9; 12; 7)(3; 10)(6; 8) T

190

=T

225

: (3; 8; 5; 6; 10)(4; 12; 7)(9; 11)

T

+

138

=T

+

226

: (2; 6)(3; 7)(4; 8)(5; 9)

T

+

139

=T

+

226

: (2; 11; 4; 6; 3; 8; 10; 7; 12)

T

+

76

=T

+

230

: (4; 5)(6; 11; 8)(7; 10; 9)

T

+

144

=T

+

230

: (6; 10)(7; 11)

T

+

122

=T

+

232

: (3; 4; 7; 8)(11; 12) T

169

=T

233

: (6; 10)(8; 12)

T

200

=T

235

: (3; 4; 6; 10; 7; 12; 11; 9; 5; 8)

T

+

77

=T

+

236

: (2; 11; 4; 6; 3; 8; 10; 7; 12)

T

+

203

=T

+

236

: (3; 4; 6; 10; 7; 12; 11; 9; 5; 8) T

79

=T

237

: (2; 11; 4; 6; 3; 8; 10; 7; 12)

T

81

=T

240

: (2; 11; 4; 6; 3; 8; 10; 7; 12) T

208

=T

240

: (3; 4; 6; 10; 7; 12; 11; 9; 5; 8)

T

+

212

=T

+

243

: (2; 4; 3)(6; 8; 7)(10; 12; 11)

T

+

214

=T

+

243

: (8; 12)

T

+

216

=T

+

243

: (3; 4)(7; 8; 11; 12) T

193

=T

250

: (3; 8; 5; 6; 10)(4; 12; 7)(9; 11)

T

224

=T

250

: (3; 8; 5; 6; 10)(4; 12; 7)(9; 11) T

227

=T

250

: (3; 8; 5; 6; 10)(4; 12; 7)(9; 11)

T

204

=T

251

: (6; 12; 9) T

207

=T

254

: (2; 3; 5; 6; 8; 12)(9; 11)

T

188

=T

255

: (6; 10)(7; 11) T

124

=T

256

: (4; 6)(5; 7)(8; 9)(10; 11)

T

155

=T

256

: (6; 10)(7; 11) T

192

=T

256

: (6; 8)(7; 9)

T

+

136

=T

+

257

: (6; 8; 11)(7; 9; 10)

T

+

191

=T

+

257

: (6; 8)(7; 9)

T

+

157

=T

+

259

: (3; 4)(7; 8; 11; 12)

T

+

212

=T

+

259

: (8; 12)
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T

235

=T

260

: (2; 10; 12; 7)(3; 4; 11; 6; 8) T

237

=T

260

: (2; 10; 12; 7)(3; 4; 11; 6; 8)

T

238

=T

260

: (2; 10; 12; 7)(3; 4; 11; 6; 8) T

240

=T

260

: (2; 10; 12; 7)(3; 4; 11; 6; 8)

T

241

=T

260

: (2; 10; 12; 7)(3; 4; 11; 6; 8) T

246

=T

262

: (2; 3; 12; 6; 7; 4; 10; 11; 8)

T

246

=T

263

: (2; 3; 12; 6; 7; 4; 10; 11; 8) T

251

=T

268

: (6; 9; 12)

T

+

74

=T

+

269

: (7; 11; 9)(10; 12)

T

+

126

=T

+

269

: (6; 8; 10; 12)(7; 11)

T

193

=T

270

: (6; 8; 11)(7; 9; 10) T

224

=T

270

: (6; 8)(7; 9)

T

+

84

=T

+

272

: (4; 11; 12; 6; 10; 5; 8)

T

+

181

=T

+

272

: (4; 12; 8; 9)(5; 10)(6; 11)

T

79

=T

278

: (7; 9; 11)(8; 12) T

160

=T

278

: (7; 9)(8; 10; 12)

T

+

77

=T

+

279

: (7; 9; 11)(8; 12)

T

+

161

=T

+

279

: (7; 9)(8; 10; 12)

T

+

187

=T

+

284

: (2; 12; 4)(3; 6; 10; 5; 8) T

221

=T

287

: (2; 11; 9; 5; 8; 10; 7; 12)(3; 4; 6)

T

125

=T

288

: (7; 9; 11)(8; 12) T

200

=T

288

: (7; 9)(8; 10; 12)

T

+

226

=T

+

290

: (2; 12; 4)(3; 6; 10; 5; 8) T

250

=T

293

: (2; 11; 9; 5; 8; 10; 7; 12)(3; 4; 6)

T

260

=T

293

: (2; 11; 9; 5; 8; 10; 7; 12)(3; 4; 6)

T

+

43

=T

+

295

: (6; 8; 10; 9; 12; 11; 7)

T

+

112

=T

+

295

: (7; 8; 12; 11; 9; 10)

T

+

123

=T

+

295

: (6; 10; 11; 7)

T

+

157

=T

+

295

: (6; 9)(7; 10)(11; 12)

T

+

179

=T

+

295

: (6; 7)(8; 9; 11; 12; 10)

T

+

220

=T

+

295

: (6; 11; 7; 10; 12)

T

+

272

=T

+

295

: (6; 7; 9; 10)(8; 11; 12)

T

+

181

=T

+

296

: (10; 12)

T

+

183

=T

+

296

: (10; 12)

T

+

236

=T

+

297

: (2; 12; 7; 4; 3)(6; 8; 11) T

237

=T

298

: (2; 12; 7; 4; 3)(6; 8; 11)

Ni
ht triviale Konjugationsklassen:

T

0+

3

=T

+

10

: (2; 3)(5; 9)(6; 11)(7; 10)(8; 12)

T

0+

3

=T

+

10

: (2; 8; 11)(3; 6; 12)(4; 7; 10)

T

0+

3

=T

+

16

: (2; 3; 4; 10; 11; 12; 6; 7; 8)

T

+

4

=T

+

20

: (3; 6; 9; 12)(4; 10)(5; 11)

T

+

9

=T

+

21

: (4; 10)(5; 11)(6; 12) T

8

=T

22

: (2; 3; 10; 12)(4; 11; 7; 5)(6; 8)

T

+

7

=T

+

25

: (3; 9)(5; 11)(6; 12)

T

+

6

=T

+

26

: (2; 3)(5; 9)(6; 11)(7; 10)(8; 12)

T

+

6

=T

+

26

: (2; 3; 11; 9)(4; 7)(5; 12; 8; 6)

T

0+

4

=T

+

32

: (3; 12; 6; 9)(5; 8)(7; 10)

T

+

10

=T

+

37

: (2; 6; 10)(4; 8; 12)

T

0+

16

=T

+

37

: (3; 11)(5; 9)

T

+

18

=T

+

37

: (4; 12)(6; 10) T

11

=T

39

: (2; 6; 10)(4; 8; 12)

T

19

=T

39

: (4; 12)(6; 10) T

0

17

=T

41

: (4; 8)(5; 9)

T

0

8

=T

44

: (3; 12; 9; 6)(4; 10)(5; 11)

T

+

23

=T

+

48

: (3; 9)(5; 11)(6; 12)

T

+

24

=T

+

48

: (3; 9)(5; 11)(6; 12)

T

0+

6

=T

+

56

: (2; 3; 8; 9)(5; 12; 11; 6)

T

0+

7

=T

+

56

: (2; 3; 8; 9)(4; 10)(5; 6; 11; 12) T

0

8

=T

66

: (2; 3)(6; 7)(10; 11)

T

0+

9

=T

+

68

: (2; 4)(3; 11)(5; 9)(6; 12)(8; 10)

T

0+

9

=T

+

69

: (2; 10; 6)(3; 11; 7)

T

0+

9

=T

+

69

: (2; 6; 10)(3; 7; 11)

T

0+

18

=T

+

70

: (2; 8; 3)(4; 11; 10; 12; 7; 6)(5; 9)

T

+

16

=T

+

71

: (3; 4; 11; 12; 7; 8)

T

+

16

=T

+

71

: (2; 7; 6; 11; 10; 3)

T

0+

34

=T

+

77

: (2; 4; 6; 8; 10; 12) T

0

35

=T

78

: (4; 8)(5; 9)

T

36

=T

78

: (6; 10)(7; 11) T

28

=T

81

: (2; 4)(3; 11)(5; 9)(6; 12)(8; 10)

T

38

=T

81

: (4; 12)(6; 10) T

42

=T

81

: (4; 12)(6; 10)

T

0+

20

=T

+

85

: (2; 8; 5)(3; 9; 6)

T

0+

26

=T

+

85

: (4; 7)(6; 9)(8; 11)

T

+

58

=T

+

87

: (10; 11) T

59

=T

88

: (4; 10)(5; 11)

T

0+

60

=T

+

89

: (8; 10; 9; 11)

T

0+

25

=T

+

90

: (2; 3)(5; 9)(6; 11)(7; 10)(8; 12)

T

0+

25

=T

+

90

: (2; 5; 8)(4; 7; 10)(6; 9; 12)

T

0+

26

=T

+

90

: (3; 12)(4; 7)(8; 11)

T

+

56

=T

+

90

: (5; 8)(7; 10)(9; 12)

T

+

56

=T

+

90

: (4; 7)(6; 9)(8; 11)

T

61

=T

92

: (4; 10; 5; 11) T

0

64

=T

96

: (8; 10; 9; 11)

T

0+

65

=T

+

97

: (8; 10; 9; 11) T

0

22

=T

100

: (4; 8)(5; 9)(6; 10)(7; 11)

T

0

66

=T

100

: (8; 10)(9; 11)

T

0+

23

=T

+

101

: (2; 5; 8; 11)(3; 6; 9; 12)(4; 10)
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T

0

27

=T

102

: (4; 8)(5; 9)(6; 10)(7; 11)

T

0+

24

=T

+

103

: (3; 6; 12; 9)(4; 7)(8; 11)

T

0+

68

=T

+

103

: (4; 7)(6; 9)(8; 11)

T

0+

21

=T

+

106

: (2; 6; 10)(3; 7; 11)

T

0+

21

=T

+

106

: (4; 8)(5; 9)(6; 10)(7; 11)

T

+

69

=T

+

106

: (10; 11)

T

0

30

=T

107

: (2; 6)(3; 7)(4; 8)(5; 9) T

0

30

=T

107

: (4; 8)(5; 9)(6; 10)(7; 11)

T

0+

37

=T

+

117

: (3; 4)(7; 8)(11; 12)

T

0+

37

=T

+

117

: (2; 3)(6; 7)(10; 11)

T

+

70

=T

+

117

: (3; 4)(7; 8)(11; 12)

T

+

70

=T

+

117

: (2; 3)(6; 7)(10; 11)

T

0

44

=T

127

: (2; 5; 8)(3; 6; 9) T

0

49

=T

127

: (4; 7)(6; 9)(8; 11)

T

0+

70

=T

+

130

: (3; 4; 11; 12; 7; 8)

T

0+

70

=T

+

130

: (2; 3; 4; 6; 7; 8; 10; 11; 12)

T

0

50

=T

135

: (2; 10; 6)(3; 11; 7) T

0

50

=T

135

: (2; 6; 10)(3; 7; 11)

T

+

108

=T

+

136

: (8; 9)

T

+

109

=T

+

136

: (10; 11)

T

110

=T

137

: (4; 10)(5; 11) T

111

=T

137

: (4; 10)(5; 11)

T

0+

112

=T

+

138

: (8; 10; 9; 11)

T

0+

113

=T

+

138

: (8; 10; 9; 11)

T

0+

48

=T

+

139

: (2; 3)(4; 7; 10)(5; 6; 8; 12; 11; 9)

T

0+

48

=T

+

139

: (3; 9; 12; 6)(4; 7)(8; 11)

T

+

101

=T

+

139

: (5; 8)(7; 10)(9; 12)

T

+

101

=T

+

139

: (4; 7)(6; 9)(8; 11)

T

+

103

=T

+

139

: (5; 8)(7; 10)(9; 12)

T

+

103

=T

+

139

: (4; 10; 7)(5; 8; 11)(6; 12; 9)

T

114

=T

140

: (4; 10; 5; 11) T

115

=T

140

: (4; 10; 5; 11)

T

0+

57

=T

+

144

: (2; 4)(3; 5)(8; 11; 9; 10) T

0

49

=T

148

: (2; 3; 5; 12)(6; 8; 9; 11)

T

0+

126

=T

+

158

: (10; 11)

T

0+

108

=T

+

161

: (2; 4)(5; 11)(8; 10)

T

+

126

=T

+

161

: (4; 6; 10; 12)

T

+

109

=T

+

163

: (2; 6)(3; 7)(4; 8)(5; 9)

T

0+

126

=T

+

163

: (4; 8)(5; 9)

T

+

85

=T

+

164

: (3; 6; 12)(5; 8; 11)

T

+

85

=T

+

164

: (3; 12; 6)(5; 11; 8)

T

+

90

=T

+

164

: (4; 7; 10)(6; 12; 9)

T

+

90

=T

+

164

: (4; 10; 7)(6; 9; 12)

T

+

117

=T

+

168

: (4; 12)(7; 11)

T

+

117

=T

+

168

: (4; 12)(6; 10)

T

+

117

=T

+

168

: (4; 12; 8)(6; 10)(7; 11)

T

+

130

=T

+

168

: (7; 11)(8; 12)

T

+

130

=T

+

168

: (6; 10)(8; 12)

T

+

130

=T

+

168

: (6; 10)(7; 11) T

119

=T

170

: (4; 12)(6; 10)

T

131

=T

170

: (6; 10)(8; 12)

T

0+

40

=T

+

171

: (2; 6)(4; 8)

T

0+

34

=T

+

172

: (3; 7)(4; 8)

T

0+

34

=T

+

172

: (2; 3)(4; 8)(6; 7)(10; 11)

T

0+

34

=T

+

172

: (2; 3; 6; 7)(10; 11)

T

0+

46

=T

+

173

: (3; 7; 11)(4; 12)(6; 10)

T

+

47

=T

+

174

: (3; 8; 11; 4)(7; 12)

T

+

47

=T

+

174

: (3; 11; 7)(4; 8; 12)

T

+

47

=T

+

174

: (3; 12; 7; 8)(4; 11)

T

0+

33

=T

+

179

: (3; 10; 6; 12)(5; 7; 8; 9)

T

0+

91

=T

+

187

: (2; 4)(3; 5)(8; 11; 9; 10) T

93

=T

188

: (2; 4; 8; 10; 3; 5; 9; 11)

T

0

104

=T

189

: (2; 3)(5; 12; 11; 6)(8; 9)

T

+

132

=T

+

194

: (5; 9)(6; 10)(7; 11)(8; 12)

T

+

136

=T

+

195

: (2; 6)(3; 7)(4; 8)(5; 9)

T

+

158

=T

+

195

: (6; 10)(7; 11)

T

0+

161

=T

+

195

: (10; 11)

T

+

163

=T

+

195

: (10; 11)

T

155

=T

197

: (2; 6)(3; 7) T

159

=T

197

: (6; 10)(7; 11)

T

0

160

=T

198

: (10; 11)

T

+

162

=T

+

199

: (10; 11)

T

127

=T

204

: (3; 6; 12)(5; 8; 11) T

127

=T

204

: (3; 12; 6)(5; 11; 8)

T

148

=T

204

: (5; 8)(7; 10)(9; 12) T

148

=T

204

: (4; 7)(5; 11)(9; 12)

T

+

77

=T

+

210

: (3; 7)(4; 12; 8)(5; 9)

T

+

172

=T

+

210

: (2; 4)(6; 8)(10; 12)

T

79

=T

211

: (3; 7)(4; 12; 8)(5; 9) T

170

=T

211

: (7; 11)(8; 12)

T

0+

84

=T

+

212

: (2; 6)(3; 7)

T

0+

171

=T

+

214

: (2; 3; 4)(6; 7; 8; 10; 11; 12)

T

+

173

=T

+

215

: (7; 11)(8; 12) T

156

=T

217

: (4; 12)(6; 10)

T

167

=T

217

: (6; 10)(8; 12) T

169

=T

217

: (6; 10)(8; 12)

T

0

143

=T

222

: (2; 3; 5; 6)(8; 9; 11; 12)

T

+

166

=T

+

228

: (6; 9; 12)

T

+

166

=T

+

228

: (6; 12; 9)

T

+

164

=T

+

229

: (6; 9; 12)
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T

+

164

=T

+

229

: (6; 12; 9)

T

+

75

=T

+

230

: (2; 3)(6; 7)(8; 9)(10; 11)

T

0+

76

=T

+

230

: (6; 7) T

177

=T

233

: (3; 4)(7; 8)(11; 12)

T

0

200

=T

235

: (10; 11) T

201

=T

235

: (10; 11)

T

+

202

=T

+

236

: (10; 11)

T

0+

203

=T

+

236

: (10; 11)

T

193

=T

240

: (2; 6)(3; 7)(4; 8)(5; 9) T

196

=T

240

: (6; 10)(7; 11)

T

0

208

=T

240

: (4; 8)(5; 9)

T

+

210

=T

+

242

: (8; 12)

T

+

210

=T

+

242

: (3; 4)(7; 8)(11; 12)

T

+

210

=T

+

242

: (3; 4)(7; 8; 11; 12)

T

+

210

=T

+

242

: (2; 3)(6; 7)(10; 11)

T

+

210

=T

+

242

: (2; 3)(6; 7)(8; 12)(10; 11)

T

+

214

=T

+

242

: (8; 12)

T

+

214

=T

+

242

: (3; 4)(7; 8)(11; 12)

T

+

214

=T

+

242

: (3; 4)(7; 8; 11; 12)

T

+

214

=T

+

242

: (2; 3)(6; 7)(10; 11)

T

+

214

=T

+

242

: (2; 3)(6; 7)(8; 12)(10; 11)

T

0+

212

=T

+

243

: (2; 4)(6; 8; 10; 12)

T

0+

216

=T

+

243

: (2; 4)(6; 8; 10; 12)

T

+

215

=T

+

244

: (8; 12)

T

211

=T

245

: (8; 12) T

125

=T

248

: (3; 7)(4; 8)(5; 9)(6; 10)

T

209

=T

248

: (7; 11)(8; 12) T

217

=T

248

: (7; 11)(8; 12)

T

+

206

=T

+

252

: (6; 9; 12)

T

+

206

=T

+

252

: (6; 12; 9)

T

0

124

=T

256

: (4; 5)

T

+

123

=T

+

257

: (2; 3)(6; 7)(8; 9)(10; 11)

T

246

=T

261

: (2; 3)(6; 7)(10; 11) T

246

=T

261

: (2; 3; 4)(6; 7; 8)(10; 11; 12)

T

+

228

=T

+

265

: (7; 10)(8; 11)(9; 12)

T

+

243

=T

+

266

: (8; 12)

T

+

249

=T

+

266

: (8; 12) T

247

=T

267

: (8; 12)

T

248

=T

267

: (8; 12)

T

+

232

=T

+

271

: (8; 12)

T

+

234

=T

+

271

: (8; 12) T

254

=T

276

: (2; 3)(5; 6)(8; 12)(9; 11)

T

+

180

=T

+

277

: (10; 11)

T

+

123

=T

+

279

: (2; 4; 6; 8; 12)(3; 11; 7; 5)

T

+

269

=T

+

279

: (6; 8; 12; 10) T

258

=T

281

: (8; 12)

T

+

259

=T

+

282

: (8; 12)

T

+

219

=T

+

285

: (10; 11)

T

+

219

=T

+

297

: (9; 11)

T

+

220

=T

+

297

: (8; 10)

T

+

296

=T

+

297

: (10; 12)

T

+

295

=T

+

300

: (1; 2)


