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Kapitel 1

Einleitung

Die Entwicklung der klassischen Algebra gelangt Anfang des 19. Jahrhunderts zu
einem Kulminationspunkt durch die Arbeiten des Evariste Galois (1811-1832).
Er machte in seinem kurzen und tragischen Leben geniale und fortwirkende Ent-
deckungen. Die Theorie von Galois beschéftigt sich mit den endlichen separablen
Erweiterungen eines Kérpers K und insbesondere mit deren Isomorphismen und
Automorphismen. Jedem Polynom f in K 1483t sich eindeutig eine Gruppe zuord-
nen, die sogenannte Galoisgruppe, welche die Struktur der kleinsten Korperer-
weiterung von K beschreibt, die alle Nullstellen von f enthilt.

Die Berechnung der Galoisgruppe eines ganzrationalen normierten irreduziblen
Polynoms vom Grad n ist Ziel dieser Arbeit. Theoretisch wurde dieses Problem
schon von van der Waerden [36] gelost: Es ldft sich auf die Faktorisierung eines
Polynoms vom Grad n!, dessen Koeffizienten symmetrische Funktionen der Wur-
zeln von f sind, reduzieren. In der Praxis entwickelten sich zwei effiziente Metho-
den zur Berechnung von Galoisgruppen. Die erste Methode verwendet sogenannte
Resolventen und setzt die Kenntnis der transitiven Gruppen des jeweiligen Grades
voraus. Hier sind im wesentlichen die Verfahren von Stauduhar [34] und Soicher
& McKay [32], [33] zu nennen. Die zweite Methode besteht aus zwei Teilen: er-
stens der Berechnung des Zerféllungskorpers von f und zweitens der Berechnung
der Galoisgruppe mit Hilfe eines primitiven Elements des Zertdllungskorpers. Die
Berechnung des Zerfallungskorpers geschieht durch sukzessive Erweiterung des
Grundkorpers mittels Adjunktion der Wurzeln von f, wobei Faktorisierungsalgo-
rithmen von Polynomen {iber algebraischen Zahlkoérpern verwendet werden. Diese
Methode wird in [1] vorgestellt und scheint fiir kleine Grade auch recht effektiv
zu sein. Mochte man aber, wie in unserem Fall, Galoisgruppen groflerer Grade
berechnen, so bemerken die Autoren in [37], daf die Faktorisierungen iiber suk-
zessiven Erweiterungskorpern erhebliche Schwierigkeiten bereiten, und verweisen
fiir diese Grade auf die erste Methode.

In dieser Arbeit stellen wir das Verfahren von Stauduhar [34] vor, welches sich im
wesentlichen auf die Auswertung von Resolventen stiitzt, d.h. Polynomen, deren
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4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Zerfallungskorper Teilkorper des Zerfiallungskorpers von f ist. Wir werden dieses
Verfahren fiir Polynome vom Grad n < 12 diskutieren und an entscheidenden
Stellen verbessern. Zusétzlich werden auch neue Methoden basierend auf einem
Algorithmus zur Teilkérperberechnung integriert. Génzlich neu ist die Berech-
nung der fiir das Verfahren erforderlichen Daten und die Implementierung dieser
Methode fiir den Grad n = 12. Die Schwierigkeiten liegen hierbei im wesentlichen
in der erheblichen Anzahl der transitiven Gruppen, der wachsenden Ordnung der
Gruppen, sowie der Grofe der Indizes der S5 bzw. A5 zu den anderen transitiven
Gruppen, was sich im Grad der Resolvente wiederspiegelt. Fiir alle angesproche-
nen Probleme werden Lisungsstrategien entwickelt und miteinander kombiniert,
so daf effektive Berechnungen der Galoisgruppe auch in diesem Fall moglich sind.

In Kapitel 2 werden die grundlegenden Definitionen und Sitze zusammengestellt,
die fiir die folgenden Kapitel benotigt werden. Kapitel 3 beschreibt zunéchst all-
gemein die Ideen des Verfahrens von Stauduhar und liefert dann die Kernsétze fiir
den Algorithmus. Berechnungsmethoden der fiir dieses Verfahren im voraus be-
kannten Daten werden im darauffolgenden Kapitel entwickelt. Kapitel 5 ist ganz
den Verbesserungen des Verfahrens gewidmet. Zum einen verringern wir durch
zusitzliche Informationen die Anzahl der in Frage kommenden Galoisgruppen,
zum anderen gelingt es uns, einen Teil der benétigten Daten so umzuwandeln, dafl
erhebliche Verbesserungen fiir das Laufzeitverhalten des Algorithmus zu verzeich-
nen sind. In Kapitel 6 zeigen wir, wie man durch Berechnung von Teilkérpern ei-
nes algebraischen Zahlkorpers auf Blocksysteme der Galoisgruppe schlieflen kann.
Somit wird es moglich, die Galoisgruppe in geeignete Kranzprodukte einzubetten
und die Einstiegspunkte im Verfahren von Stauduhar variabel zu halten. Beson-
ders im Fall n = 12 stellt diese Erweiterung eine reizvolle und effektive Variante
dar, wie wir anhand von Beispielen belegen. Das letzte Kapitel demonstriert das
Verhalten der Galoisgruppenberechnung, anhand von einer Vielzahl von Beispie-
len, auch im Vergleich mit anderen Computeralgebrasystemen. Schlieflich geben
wir im Anhang I Graphen der Untergruppengitter der S, fiir 4 <n < 12 an, und
im Anhang IT eine Zusammenstellung der von uns berechneten Daten.



Kapitel 2

Grundlagen

In den folgenden Abschnitten dieses Kapitels werden einige grundlegende Begrif-
fe und Sétze aus der Algebra, Gruppentheorie und algebraischen Zahlentheorie
bereitgestellt, auf die wir uns in dieser Arbeit beziehen wollen. Ausfiihrlichere
Darstellungen mit Beweisen konnen beispielsweise in [20], [25], [8] und [30] ge-
funden werden.

2.1 Gruppen

Wir wollen hier einige Voraussetzungen fiir diese Arbeit machen: Die betrachteten
Gruppen sind endlich. Gruppen operieren von links. Dementsprechend betrachten
wir Nebenklassen der Form gH, die wir als Linksnebenklassen aus der Neben-
klassenmenge G/H bezeichnen. Vollsténdige Reprisentantensysteme bezeichnen
wir mit G//H. Abbildungen werden ebenfalls von links geschrieben. Ist € eine
endliche nichtleere Menge, so bezeichnen wir die Menge aller Permutationen von
2 mit Sq. Folglich kénnen wir €2 durch Umnumerierung der Elemente mit einem
Anfangsstiick der natiirlichen Zahlen identifizieren. Wir bezeichnen die Gruppe
S{1,...n} aller Permutationen von {1,...,n} als S,, und nennen sie symmetrische
Gruppe vom Grad n. Konsistent mit der Linksoperation ergeben sich dann Pro-
dukte von Permutationen in der Form o7(i) = o(7(4)) fiir 0,7 € S,,. Es gilt also
in Zykelschreibweise (1,3,4)(3,4) = (3,1). Ist H eine (echte) Untergruppe von
G, so wollen wir dies in der Form H < G (H < G) notieren. Gilt zusétzlich, daf
H normal in G ist, so verwenden wir die Notation H 9 G (H < G). Die Anzahl
der linken Nebenklassenreprésentanten von G//H ist der Index von H in G, den
wir mit [G: H | bezeichnen wollen.

Definition 2.1.1 Sei G eine Gruppe und ) eine nichtleere Menge.
Wir sagen, dafy G auf ) operiert, wenn es einen Homomorphismus von Gruppen

7T:G — Sq
g |—>T(g):7'g
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6 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

von G in die Gruppe aller Permutationen von € gibt. Die Anwendung eines g € G
auf ein w € Q schreiben wir auch in der Form g(w) = gw = 7,(w). Diese Situation
notieren wir mit (G, ).

Man erhilt so eine Abbildung

GxQ —Q

(g,w) —> ow (2.1)

mit (i) lw = w und (i) (g192)w = g1(g2w), (91,92 € G).
Ist umgekehrt die Abbildung (2.1) mit den Eigenschaften (i) und (i7) gegeben,
so operiert G auf ) vermoge 7 : G — Sgq, definiert durch 7(¢)(w) = gw.

Definition 2.1.2 Die Permutationsgruppe G operiere auf der Menge €2, und es
set H eine Untergruppe von G.

(i) Fir w € Q bezeichnen wir die Menge
Orbg(w) :={gw|ge G}
als die Bahn oder den Orbit von w.

(ii) Eine duale Rolle zu der Menge der Bilder von w spielt die Menge der Ele-
mente von G, die w tnvariant lassen:

Stabg(w) ={g€eG|gw=w}

heifit der Stabilisator oder Punktstabilisator von w in G.
Sprechen wir vom Stabilisator von H in G, so ist damit die Menge

Stabg(H) :={g9e€ G|gH =H}
gemeint.
(iii) G heifst transitiv auf Q0, wenn Q nur aus einer Bahn besteht, d.h. wenn gilt

Q=0rbg(w), (we).

Wie man leicht sieht, ist G genau dann transitiv, wenn zu jedem Paar w,v € €}
ein g € G existiert mit gw = v.

Die wichtigsten Eigenschaften von Bahnen und Stabilisatoren werden im néchsten
Satz zusammengefafit.
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Satz 2.1.3 Sei G eine Gruppe, die auf der Menge ) operiert. Seien g,h € G
und w,v € ). Dann gilt:

(i) Zwei Bahnen Orbg(w) und Orbg(v) sind entweder gleich (als Mengen) oder
disjunkt, d.h. die Menge aller Bahnen bilden eine Partition von Q.

(ii) Der Punktstabilisator Stabg(w) ist eine Untergruppe von G und Stabg(v) =
gStabg(w)g™" fiir v = gw. Dariiberhinaus gilt gw = hw <= gStabg(w) =
hStabg(w).

(iii) (Bahn-Stabilisator-Eigenschaft) | Orbg(w) | = | G : Stabg(w) | fir alle w €
Q. Insbesondere gilt fir endliches G, daff | Orbg(w) || Stabg(w) | = |G |.

Definition 2.1.4 Sei G eine Gruppe. G operiert dann auf der Menge Q0 = G
vermége (o,7) — oo~ . Sei 0 — T, der zugehdrige Homomorphismus in Sg,
also T,(1) = oro™". Die Bahn eines 7 € G beziiglich dieser Operation, also die
Menge

{oro" o€ G}

heif$t die Konjugationsklasse von 7 in G.

Die Definition der Konjugationsklasse 148t sich auf Untergruppen H von G er-
weitern.

Definition 2.1.5 Sei H < G und 0 € G. Dann heifft cHo™' := {oho™' | h €
H} die mittels o zu H konjugierte Gruppe, und die Menge

{ocHo "o € G}
st die G-Konjugationsklasse von H.

Die Konjugationsklasse einer Untergruppe H < G ist also nichts anderes als die
Bahn von H unter den Permutationen von G (G operiert durch Konjugation). Wir
wollen nun noch eine weitere Definition einfiihren, mit deren Hilfe wir Aussagen
iiber die Anzahl der zu H konjugierten Gruppen in G machen kénnen.

Definition 2.1.6 Sei H < G und G operiere auf 2 = G beziglich Konjugati-
on. Der Stabilisator von H in G heifit der Normalisator von H in G, und wir
bezeichnen thn mit

N¢(H):={oc€G|ocHo "' = H}.

Definitionsgemé$ gilt H < N (H). Nach Satz 2.1.3 (¢4i) ist fiir endliche Gruppen
| G:N¢(H) | die Anzahl der zu H konjugierten Untergruppen von G.
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2.2 Permutationsgruppen

Definition 2.2.1 Den Homomorphismus 7 aus Definition 2.1.1 nennt man auch
Permutationsdarstellung von G vom Grad |Q|. Ist T ein Monomorphismus (das
einzige Element aus G, daf alle Elemente aus Q) festlifit, ist die Identitit), so
heifit die Abbildung treu. In diesem Fall bezeichnen wir (G,$2) als eine Permuta-
tionsgruppe.

Da die nicht abelsche Gruppe der Ordnung 6 sowohl durch eine transitive Per-
mutationsgruppe der Ordnung 3 (S;3) als auch durch eine transitive Permuta-
tionsgruppe der Ordnung 6 (Dg(6)) treu dargestellt werden kann, miissen wir
Permutationsgruppen unterscheiden, die als abstrakte Gruppen isomorph sind:

Definition 2.2.2 Zwei Permutationsgruppen (G,Q) und (H,A) heiflen dquiva-
lent (isomorph), wenn es eine Bijektion ¢ : Q@ — A und einen Isomorphismus
¢:G — H gibt, so dafs

P(gw) = ¢(9)¥(w)

fir alle w € Q und g € G gilt.

Stimmen die Mengen {2 und A {iberein, so ist ¢ eine Permutation auf €2, und die
Bedingung lduft auf die Konjugiertheit von G' und H in der Gruppe Sq hinaus.

Alle homomorphen Bilder von G sind durch Faktorgruppen von G modulo einer
normalen Untergruppe gegeben. Alle transitiven Permutationsdarstellungen von
G kann man durch linke Nebenklassen von Untergruppen von G finden. Wir
wollen ein wichtiges Verfahren zur Konstruktion von Permutationsdarstellungen
beschreiben:

Satz 2.2.3 Sei H eine Untergruppe von G vom Index n, und sei G = J;—, g;H
die Nebenklassenzerleqgung von G nach H. Dann erhalten wir einen Epimor-
phismus o von G auf eine transitive Untergruppe von S, auf der Ziffernmenge
{g:H|i=1,...,n}, wenn wir jedem g € G die Permutation

o) = 245

zuordnen. Der Kern des Epimorphismus o ist der Durchschnitt aller Konjugierten
giHg; '. Wir bezeichnen den konstruierten Epimorphismus o als die Permutati-
onsdarstellung von G auf den Nebenklassen von H. Gilt (., g;Hg; ' = {1}, so
st die Permutationsdarstellung treu.

Beweis: Fiir alle g, ¢’ € G haben wir

w00 = (it )= ot ) = (ol ) (ol ) =otoro0)
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Somit ist o ein Homomorphismus von G in S,. Aus (g;g; ')g:H = g;H folgt,
da} das Bild von G unter o eine transitive Permutationsgruppe ist. Sei nun
o(g) die Identitét, d.h. gg;H = g;H fiir 1 < i < n. Dies ist aber dquivalent zu
g€ iy 9Hy ' Somit ist auch klar, daB8 die Permutationsdarstellung treu ist,
falls Kern o = {1} ist. O

Umgekehrt gilt der folgende Zusammenhang: Jede transitive Permutationsdar-
stellung von G vom Grad n korrespondiert zu einer Permutationsdarstellung,
die durch die Operation von G auf den Nebenklassen von G/Stabg(w), w €
{1,...,n} gegeben ist.

2.3 Imprimitivitatsgebiete und Blocke

Wir wollen nun die Operation einer Gruppe G auf €2 auf Teilmengen B von (2
ausdehnen, indem wir ¢B :={gb|b € B}, g € G fiir alle B C Q) definieren.

Definition 2.3.1 Sei G eine transitive Permutationsgruppe auf der Menge ).
(i) Eine Teilmenge B von Q heifst Block (Imprimitivititsgebiet) von G, falls
fiir alle g € G gilt:
gB = B oder gBN B = ().
Die Anzahl der Elemente eines Blocks nennen wir Blocklinge.

(ii) Sind By, ..., B, Blicke von G, so heifst B = {By,..., B,} Blocksystem
von G, falls gilt:

(a) U1gz’§m B; =11
(b) BiNB; =0 firi+#j.
(¢) Alle Blicke haben die gleiche Blocklinge.

(iii) Die Blicke, die in einem Blocksystem liegen, heiffen zueinander konjugiert.

Mit anderen Worten ist B genau dann ein Blocksystem fiir G, wenn B eine
Partition von € ist, die unter der Operation von G invariant ist. Jede transitive
Gruppe besitzt die trivialen Blocksysteme By = { {w} |w € 2} und B, = {Q }.
Alle anderen Blocksysteme heiflen nichttrivial. Gleiche Namensgebung gilt fiir
die in den Blocksystemen enthaltenen Blocke. Mit Hilfe der letzten Bemerkung
kénnen wir eine Klassifizierung der transitiven Gruppen vornehmen.

Definition 2.3.2 Die transitive Gruppe G heifit primitiv, falls sie keine nicht-
trivialen Blocksysteme besitzt, ansonsten nennen wir G imprimitiv.

Wir betrachten im Zusammenhang mit transitiven imprimitiven Gruppen aus-
schliefflich nichttriviale Blocke bzw. Blocksysteme.
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Definition 2.3.3 Sei G eine transitive imprimitive Permutationsgruppe und B
ein nichttrivialer Block von G. Wir bezeichnen die Gruppe Stabg(B) := {g €
G | gB = B} als den Blockstabilisator von B.

Es seien kurz die ersten einfachen Folgerungen aus der Definition von Blocken
bzw. Blocksystemen erwihnt.

Folgerung 2.3.4 Sei G eine transitive imprimitive Permutationsgruppe.

(i) Ist H eine Untergruppe von G, so ist jeder Block von G auch ein Block von
H.

(i1) Sind By und By Blicke von G, so ist ihr Durchschnitt ebenfalls ein Block
von G.

(i1i) Ist g € G, H Untergruppe von G und B ein Block von H, so ist gB ein
Block von gHg .

(iv) Sei B ein Block von G. Die Menge B := {gB|g € G//Staba(B) } bildet

ein Blocksystem von G.

Der néchste Satz gibt eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir an, dafl
eine transitive Gruppe imprimitiv ist.

Satz 2.3.5 Sei (G, Q) eine transitive Permutationsgruppe und b € Q. G ist genau
dann imprimitiv, wenn Stabg(b) nicht mazimal in G ist.

Beweis: ,=“ Sei G imprimitiv und B ein nichttrivialer Block von G mit b €
B. Sei K der Blockstabilisator Stabg(B) von B in G. K liegt echt zwischen
Stabg(b) und G aufgrund der Tatsache, dal B C 2 und G transitiv ist. Wegen
der Blockeigenschaft folgt zunichst Stabg(b) < K. Weil aber zusitzlich |B| > 1
ist, gibt es ein von b verschiedenes Element b; € B. Die Transitivitidt von G
bewirkt die Existenz eines ¢ € G mit gb = b;. Fiir dieses ¢ gilt ¢ € K und
g & Stabg(b).

,<=* Sei K eine echte Zwischengruppe von Stabg(b) und G. Wir setzen B :=
Orbg(b) und behaupten, dafl B ein Block ist. Sei by € B N gB fiir ein beliebiges
g € G. Dann ist b, = kb = gk'b fiir geeignete k, k' € K, woraus sich k='gk’ €
Stabg(b) und g € K ergibt. Also B = ¢gB und die Blockeigenschaft ist bewiesen.
Wegen Stabg(b) < K ist |B| > 1. Wie eben gezeigt, wird B von genau den
Elementen aus K fixiert, und weil K < G gilt, gibt es ein g € G mit B # ¢B,
weswegen B # (). B ist also ein nichttrivialer Block und G somit imprimitiv. O

Folgerung 2.3.6 Jede transitive Permutationsgruppe vom Primzahlgrad ist pri-
mativ.



2.4. KRANZPRODUKTE 11

Beweis: Sei G transitiv vom Primzahlgrad p. Fiir jedes b € Q ist [G : Stabg(b)]
eine Primzahl. Stabg(b) ist somit maximal in G. O

Da ein Blocksystem von G unter GG invariant ist, erhélt man zu jedem Blocksystem
eine Permutationsdarstellung von G in die Gruppe Sg. Fiir B, ergibt sich eine
zu G dquivalente Gruppe, fiir B, erhilt man die triviale Gruppe.

2.4 Kranzprodukte

Bei der Beschiftigung mit imprimitiven Gruppen stofit man fast intuitiv auf
Gruppen, die wir spéter als Kranzprodukte bezeichnen werden. Kranzprodukte
spielen eine wichtige Rolle bei der Betrachtung von Permutationsgruppen, denn
sie stellen in gewissem Sinn die ,universellen® transitiven imprimitiven Permu-
tationsgruppen dar, wie wir spéter sehen werden. Bevor wir eine entsprechende
Definition liefern, wollen wir an die Konstruktion des semidirekten Produktes
erinnern, da die des Kranzproduktes darauf aufbaut.

Definition 2.4.1 Seien K und H Gruppen und ¢ : H — Aut(K) ein Homo-
morphismus. Die Menge

K xyH :={(k,h)|ke K,hec H}

mit der Verknipfung (ki,h1)(ka, he) := (ki1¢n, (k2), hihy) heifit semidirektes Pro-
dukt von K und H beziiglich ¢.

Man rechnet ohne Schwierigkeiten nach, dafl G = K x4, H mit der definier-

ten Verkniipfung eine Gruppe ist: (1,1) ist das neutrale Element und (k, h) ™! =

(én(k)~t, h~1) das inverse Element. G enthilt die Untergruppen H* := { (1,h) | h €
H} und K* :={(k,1) |k € K}, die zu H und K isomorph sind. Weiterhin folgt

G = K*H*, K* ist Normalteiler in G und K* N H* = 1. Gelten umgekehrt die

letzten drei Bedingungen, so ist G' das semidirekte Produkt seiner Untergruppen

H und K, wobei H auf K durch Konjugation operiert. Es sei noch bemerkt, dafl

das semidirekte Produkt durch seine Teilstrukturen K und H nicht eindeutig be-

stimmt ist. Erst wenn zu jedem h € H der Automorphismus ¢ : H — Aut(K)

explizit bekannt ist, ist die Struktur des semidirekten Produktes gegeben.

Wir vereinbaren folgende Bezeichnung.

Definition 2.4.2 Sei I' eine nichtleere Menge und K eine Gruppe. Die Menge
aller Abbildungen von T nach K bezeichnen wir mit Fun(I', K). Sie wird durch
punktweise Verknipfung zu einer Gruppe: (¢,0)(y) := ¢(v)o(y) fir alle ¢p,0 €
Fun(I',K) und vy € T.
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Ist ' endlich, d.h. I' = {7,...,%n }, so ist die Gruppe Fun(I', K) isomorph
zum direkten Produkt K™ = K x ... x K beziiglich des [somorphismus o —
(0.(71)7 crey O.(’Vm))J o€ FU/I’L(F, K)

Wir hatten in der Einleitung geschrieben, dafl man in sehr natiirlicher Weise
bei der Betrachtung von imprimitiven Gruppen auf die Konstruktion von Kranz-
produkten stofit. Fiir eine anschauliche Beschreibung sei zum Beispiel B eine
Partition der Menge €2 in gleichméchtige Teilmengen. Die Gruppe G der Auto-
morphismen von ‘B besteht aus allen o € Sq mit der Eigenschaft, daf§ fiir B C ()
gilt:

B e®B < oB c'B.

Wie wir wissen, operiert G auch auf 8. Sei K der Kern der Permutationsdar-
stellung von G auf 8. Man sieht leicht, dal K isomorph ist zu dem direkten
Produkt von |B | Kopien von Sp, B € B. Wihrend Sy Informationen iiber die
von GG ausgeiibten Permutationen der Blocke enthilt, so gibt K wieder, wie ,,in-
nerhalb“ der Blocke durch G permutiert wird. Durch geeignete Kombination von
K und Sg sollte es moglich sein, G zu rekonstruieren. Dies ist tatsdchlich mit
Hilfe des semidirekten Produkts méglich. Die folgenden Uberlegungen sollen den
Sachverhalt genauer beleuchten.

Definition 2.4.3 Seien G und H Gruppen und I' eine Menge, auf der H ope-
riert. Die Menge
Gir H .= Fun(l',G) x4y H

mit ¢p(0) = o o h™" heift Kranzprodukt von G und H beziiglich T.
Die Untergruppe Fun(I',G)* := {(0,1)|oc € Fun(I',G)} = Fun(T',G) heifit
die Basis oder der Basisnormalteiler von G i H. Wir wollen uns auf den Fall

beschriinken, daf G, H und I" endlich sind. Dann erhalten wir |Fun(T, G)| = |G|/"!
und somit

G e H| = |[Fun(D',G) x4 H| = |Fun(T, G)||H| = |G|"| H|
Lemma 2.4.4 Seien A und " nichtleere Mengen und G < Sy, H < Sr.

(i) Das Kranzprodukt Gy H ist isomorph zu einer Untergruppe von S unter

Y Gip H — Saxr mit (o1,092) (A, 7) = (o1(02(7)) (A), 02(7) ) fiir alle
(A,y) € AxT. Gip H operiert also als Permutationsgruppe auf A x T'.

(i) Gir H als Permutationsgruppe betrachtet ist imprimitiv und operiert genau
dann transitiv auf A X I, wenn G transitiv auf A und H transitiv auf [’
operiert.

(11i) Seien G < G' und H < H'. Dann ist Gy H Untergruppe von G' 1 H'.
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Beweis: (i) Zum Beweis der Homomorphieeigenschaft von 1 seien o = (01, 03)
und 7 = (7, 7) aus G iy H. Fiir das Produkt gilt: o7 = (01(71 0 05, 1), 0972).
Damit ergibt sich:

bloT)(A7) =

fiir alle (A,7) € A x I

Zum Beweis der Injektivitit von ¢ sei 0 € G ir H mit

Y(o) (A7) = (o1(o2(7)) (A), 02(7))
= (A7)

fiir alle (A\,y) € A x I'. In der zweiten Komponente folgt sofort oo = idy. Da
mit y auch oy(y) alle Werte in I' durchlduft, ergibt sich oy (y)(A) = A fiir alle
(A\,7) € A x I'. Daher gilt auch in der ersten Komponente oy = id pyn(r,q). Die
Operation von G H auf A x I wird mit Hilfe von ¢ definiert.

(ii) Zur Imprimitivitdt sei gesagt, daB die Mengen B, = {(\,7)|\A € A} ein
Blocksystem bilden.
Wir kommen nun zur Transitivitédt: Operiere zunéchst (G iy H) transitiv auf
A x . Seien (A\;,7;) € A x ;i = 1,2. Dann existieren o; € Fun(I',G) und
09 € H mit
(o1,02) (A, m) = (o1(02(n)) (A1), 02(n))
= (A2,72)

woraus sofort die Transitivitdt von H auf I' folgt, da o9(71) = 2. Somit ist
o1(02(711)) (A1) = 01(72) (A1) = A2 mit 0y(y2) € G und (G, A) ist ebenfalls transi-
tiv. Sind nun umgekehrt (G,A) und (H,T') transitiv, dann existieren ¢ € G und
09 € H mit g\; = Ay und 09y; = v9. Wir wihlen oy € Fun(T', G) mit o1(72) = g.
Dann folgt (o1(02(71)) (A1), 02(71)) = (A2,72) und (G 1 H) operiert transitiv
auf A x T

(777) Dies ist klar, da Fun(T', G) C Fun(I', G). O

Beispiel 2.4.5 Wir werden spdter Kranzprodukte unter anderem aus zwei sym-
metrischen Gruppen S; und S, zusammensetzen und schreiben dafir Sy i, m)

Sm =SS
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Bemerkung 2.4.6

(i) Ist A\ ={1,...,1} und T ={1,...,m}, so kinnen wir (A\,7) aufl(y—1)+ A
abbilden und somit A x T' mit {1,...,lm} identifizieren. Dann entspre-
chen den Blicken B, = A x v,(y € I') die Elemente der Menge B =
{1, {t+1, 020, {(m—=1)l+1,...,ml}}, und somit ist B ein
Blocksystem zum Kranzprodukt (G ir H,{1,...,ml}).

(i) Sei K das Kranzprodukt G ipr H wie in Satz 2.4.4 (i). Da K gleich dem
semidirekten Produkt Fun(T',G) x H ist, konnen wir jedes Element k €
K als Produkt k = (g,1)(1,h) schreiben, wobei (g,1) € Fun(I',G)* und
(1,h) € H* ist. G H als Permutationsgruppe auf A x T betrachtet ist
imprimitiv; sei B = {B,,...,Bn} ein Blocksystem mit B, := Ax~y, v € I'.
Aus der Definition von 1 in Satz 2.4.4 (i) folgt, daf$ die Elemente (1,h)
gerade eine Vertauschung der Blocke bewirken, wihrend die Permutationen
(g,1) die Elemente innerhalb der Blécke vertauschen.

(iii) Wie wir im Beweis von Teil (i) gesehen haben, folgt aus der Treue von G
auf A und der Treue von H aufI' die Treue von Glr H auf A x I

2.5 Der Satz von Krasner und Kaloujnine

Wir wollen nun verdeutlichen, warum Kranzprodukte in gewissem Sinn die ,,uni-
versellen® transitiven Permutationsgruppen darstellen. Jede imprimitive Permu-
tationsgruppe 1a3t sich ndmlich in ein geeignetes Kranzprodukt einbetten. Wir
geben hier eine fiir unsere Zwecke ausreichende, vereinfachte Form des Satzes von
Krasner und Kaloujnine, welcher auch als Einbettungssatz bezeichnet wird, an.
Die vollstindige Aussage mit Beweis findet man zum Beispiel in [24] S. 8.

Satz 2.5.1 Sei(G,Q) eine transitive, imprimitive Permutationsgruppe mit Block-
system B = {Bi,...,B,} von Blocken der Linge . Sei ¢ : G — Sr die
zugehdorige Permutationsdarstellung von G beziglich B und H = (G). Seien
A={1,...,0} und T :={1,...,m}. Dann ist (G,2) dquivalent zu einer Unter-
gruppe von (Sytp H,A x T').

Beweis: Seien A\, \; € A und ~,v; € I fiir ¢ = 1,2. Wir wéhlen eine bijektive
Abbildung 6 : @ — A x ' mit der Eigenschaft (w) = (\,7) = w € B,.
Mit Hilfe dieser Abbildung fassen wir G als transitive, imprimitive Permutati-
onsgruppe von A x I' mit den Blocken B, = A x {7} auf. Sei nun g € G mit
g(A1,71) = (A2,72). Hiermit werden oy € Fun([', Sy) und 09 € H durch oy(y,) =
72 und o1 (02(71)) (A1) = Ag definiert. Dies macht aufgrund der Blockstruktur und
da o9(7y1) mit v, alle Werte aus I' annimmt, Sinn. Wir erkléren eine Abbildung
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X : G — Sy x H durch x(g) = (01,03) und behaupten, da8 x operationsver-
traglich und monomorph ist. Nach Lemma 2.4.4 ist ndmlich

X(9) (A1, 1) = (o1(02(n))(A), 02(n))
= ()\2,72)
= 9()\1;71)-

Auflerdem ist
X(9192) (A7) = q192(A, )
= x(g1)(g2(\,
= x(91)(x(g2) (A, 7))
= (x(91)x(g2))(A,7),

wobei die letzte Gleichung nach Lemma 2.4.4 giiltig ist. Da diese Gleichungskette
fiir alle (A7) € A x T gilt, folgt x(g192) = x(91)x(g2). Die Injektivitdt von y
ergibt sich analog dem Beweis im Lemma 2.4.4. O

7))

Bemerkung 2.5.2 Sei G < S, eine transitive, imprimitive Permutationsgruppe
und B ein Blocksystem von G mit k Blicken der Ldinge l. Aufgrund des voran-
gegangenen Satzes kann man G mit einer Untergruppe von S;1 Sy identifizieren.

2.6 Korpertheorie und Galoistheorie

Wir wiederholen einige wichtige Definitionen und S#tze aus der Algebra, wer-
den aber auch andere (aus z.B. Meyberg [25] oder Lorenz [20]) fiir die Arbeit
voraussetzen.

Es sei daran erinnert, dafl es sich bei einem faktoriellen Ring um einen Inte-
gritdtsring mit 1 handelt, in dem Elemente eine bis auf Reihenfolge und Einheiten
eindeutige Produktzerlegung in irreduzible Elemente besitzen.

Satz 2.6.1 Sei R ein faktorieller Ring. Dann gilt:

(i) Der Polynomring Rlt| ist ebenfalls faktoriell.

(ii) R ist in seinem Quotientenkirper K ganz abgeschlossen, d.h. gilt fir ein
a € K und ein normiertes h € R[t], daff h(a) = 0 ist, so folgt bereits
ac R.

Ist K ein Teilkorper des Korpers L, so nennen wir L Erweiterungskérper von K
oder Korpererweiterung iiber K und schreiben dafiir L/ K.
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Definition 2.6.2 Sei L/K eine Kirpererweiteruny.

(i) Ein Element a € L heifst algebraisch dber K, wenn es ein von Null ver-
schiedenes Polynom f € K[t| gibt mit f(a) = 0. Demzufolge sprechen wir
von einer algebraischen Kdrpererweiterung L/K, wenn jedes Element aus
L algebraisch iber K ist.

(ii) Ist a € L algebraisch iber K, so wollen wir das eindeutig bestimmte nor-
mierte Polynom m, € K[t] kleinsten Grades mit my(a) = 0 das Minimal-
polynom von a iber K nennen.

(iii) Ist K der Quotientenkdrper eines Integrititsrings R mit 1, so nennen wir
die algebraischen Elemente o € L mit mq € R[t] auch ganzalgebraisch iber

R.

(iv) Die Kérperweiterung L/ K heifst endlich, wenn L als K -Vektorraum endli-
che Dimension besitzt.

Seien L/K eine Korpererweiterung und oy, ..., € L. Mit K(aq,...,ax) be-
zeichnen wir den kleinsten Teilkorper M O K von L, welcher oy, ..., a) enthélt.
Fiir ein normiertes irreduzibles Polynom f € K|t ist L := K[t]/fK]|t] ein Erwei-
terungskorper von K und es gilt L = K(«), wobei « eine Nullstelle von f in L
ist.

Definition 2.6.3 Sei K ein Kdrper und f € K|[t] ein nicht konstantes Polynom.
Fine Korpererweiterung L/ K heifit Zerfillungskérper von f, wenn gilt:

(i) Es gibt ay,as,...,a, € L, c € K, mit f =c(t —ay)(t —ay)...(t — a,).
(ii)) L = K(ay,as,...,a.).

Bedingung (i) bedeutet, da8 alle Wurzeln von f in L liegen. Auflerdem soll gel-
ten, dafl L mit dieser Eigenschaft minimal ist. Wie aus der Korpertheorie be-
kannt ist, kann man zu jedem Polynom f € K]t| einen Zerfillungskorper kon-
struieren, und alle Zerfallungskorper eines gegebenen Polynoms sind isomorph.
Aufgrund der Isomorphie der Zerfallungskorper sei es uns gestattet, von ,,dem“
Zerfillungskorper des Polynoms f zu sprechen; wir wollen ihn mit Zx(f) be-
zeichnen. Es sei noch bemerkt, dafl wir zwei Korper K; und K, genau dann
tsomorph nennen, wenn es eine bijektive Abbildung ¢ : K1 — K, gibt, fiir die
dla +b) = ¢(a) + ¢(b) und ¢(a - b) = ¢(a) - ¢(b) fiir alle a,b € K, gilt. Ist
K, = Ky, so heifit ¢ Automorphismus. In seinem Zerfdllungskorper ist ein Po-
lynom Produkt von Linearfaktoren f(t) = [[%, c(t — a;)", ¢ € K, wobei die a;
paarweise verschieden sind. Viele Resultate der Galoistheorie beziehen sich auf
Polynome, fiir die alle v; = 1, (1 < i < k), sind.
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Definition 2.6.4 Sei L/K eine Kérpererweiterung.

(i) Ein Polynom f € K[t] vom Grad n > 1 heifit separabel, wenn f in Zk(f)
genau n verschiedene Wurzeln hat.

(i) Sei a € L algebraisch. Das Element a € L heifst separabel iber K, wenn
setn Minimalpolynom m, separabel ist. Ist jedes Element aus L separabel,
so sagen wir, daff L/K eine separable Korpererweiterung ist.

(iii) Ist zusdtzlich L/ K algebraisch, so nennen wir die Korpererweiterung nor-
mal, wenn fir jedes irreduzible f € K][t] gilt: Hat [ eine Nullstelle in
L, so zerfillt f dber L wvollstindig in Linearfaktoren, d.h. L enthdlt einen
Zerfillungskdorper von f dber K.

Separabilitéit ist eine Eigenschaft des Polynoms f, weil der zur Erklirung benotig-
te Zerfiallungskorper bis auf K-lineare [somorphie eindeutig durch f bestimmt ist.
Fiir Koérper der Charakteristik 0 ist jedes irreduzible Polynom f € K|[t] separabel
und folglich auch jede algebraische Erweiterung L/K separabel.

Die Automorphismen eines Korpers bilden beziiglich Komposition eine Gruppe.
Dies fiihrt zu der néchsten Definition.

Definition 2.6.5 Fs sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Mit Aut(L) wird
die Gruppe der Automorphismen von L bezeichnet, und mit G(L/K) die Unter-
gruppe all der Elemente von Aut(L), die K elementweise festlassen.

G(L/K) :={o0 € Aut(L) | o(k) =k fir alle k € K }
heifit die Galoisgruppe von LK.
Eine endliche Korpererweiterung, die normal und separabel ist, nennen wir Galoi-
serweiterung oder galoissch. Wir kommen nun zum Hauptsatz der Galoistheorie

fiir galoissche Korpererweiterungen:

Satz 2.6.6 (Hauptsatz der Galoistheorie) Sei L/K eine galoissche Erwei-
terung.

(i) Jedem Zwischenkérper M von L iber K werde durch
I''M — G(L/M)={0ccG(L/K)|on =id}
seine Galoisgruppe, jeder Untergruppe U von G(L/K) durch

¢:U — Fiz(L/U)={x € L|o(x)=x fir allec € U }
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ein Zwischenkérper L O Fixz(L/U) O K, der sogenannte Fizkdrper von
U, zugeordnet. Ist I := { M | M ist Zwischenkorper von L/K } und U =
{U|Uist Untergruppevon G(L/K) }, so gilt ®T = Id|gm und T'® = Id|g,
d.h. ® =T"1 und ®, I" sind bijektiv.

(ii) Fir jede Untergruppe U von G(L/K) und jeden Teilkérper M von L gilt
[M:K]=[GL/K):T(M)]; [L:2U)]=|U].

(1ii) Fir einen Zwischenkérper M C L ist L/M genau dann eine Galoiserwei-
terung, wenn U'(M) = G(L/M) ein Normalteiler in G(L/K) ist. In diesem
Fall gilt G(M/K) 2 G(L/K)/G(L/M).

Der Hauptsatz der Galoisschen Theorie hat eine Fiille von Anwendungen. Von
prinzipieller Bedeutung ist, dafl die Anzahl der Zwischenkorper einer galoisschen
Erweiterung stets endlich ist, da die Galoisgruppe nur endlich viele Untergruppen
besitzt.

Satz 2.6.7 (Primitives Element) Sei L/K eine endliche, separable Korperer-
weiterung. Dann besitzt L ein primitives Element, d.h. es existiert etn o € L mit
L =K(a).

Jede endliche normale Erweiterung L = K(ay,ay, ..., a,) iiber K kénnen wir als
Zerfillungskorper des Polynoms f(t) = my, - mg, - ... - m,, auffassen. Deshalb
wollen wir die Galoisgruppe G(f, K) eines nichtkonstanten Polynoms f € K]t]
als die Galoisgruppe von G(Zk(f)/K) bezeichnen.

Ahnlich kénnen wir mit Hilfe des Satzes vom primitiven Element fiir eine endliche,
separable Korpererweiterung L/K den Zerfillungskorper Zx (L) durch Zg(f)
definieren, wobei f € K[x] das Minimalpolynom eines primitiven Elements von
L bezeichne.

Sei nun f(t) = Y ", a;t" € K[t] ein separables Polynom mit paarweise verschie-
denen Wurzeln «y, ..., ap, Zx(f) = K(ay,. .., ) der Zerfallungskorper von f
iber K und o aus der Galoisgruppe G(f, K) = G(Zk(f)/K). Mit jeder Wurzel
aj € Zg(f) von f ist auch o(a;) Wurzel von f, da 0 = 0(0) = o(f(ay)) =
o(Dr jaiat) = Y jaio(at) fiir 1 < j < n ist. Unter der Abbildung o geht
somit die Menge der Wurzeln von f in sich iiber. Sind demnach «q, ..., a, die
verschiedenen Wurzeln von f, so sind o(ay),...,0(a,) ebenfalls alle verschie-
denen Wurzeln, jedoch in anderer Reihenfolge. Es gibt daher eine Permutation
e € Sy mit o) = o, ), (1 < i < n), fiir jedes o € G(f, K). Die Abbildung
¢ : G(f,K) — S, definiert durch 0 — 7, ist ein Monomorphismus, da das
einzige Element von G(f, K), das alle «; festlidit, die Identitét ist.
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Bemerkung 2.6.8 Die Galoisgruppe ist somit isomorph zu einer Untergruppe
& der symmetrischen Gruppe S, und ® ist eine treue Permutationsdarstellung

von G(f, K).

Wir werden im folgenden die Galoisgruppe G(f, K) des ofteren mit ihrem Bild
O(G(f,K) < S, identifizieren. Zum besseren Verstindnis werden wir G(f, K)
daher mit &(f, K) bezeichnen. Ist das Polynom f irreduzibel, so operiert die
Galoisgruppe transitiv auf der Menge der Wurzeln; d.h. zu je zwei Wurzeln «;,
a; gibt es ein 0 € G(f, K) mit o(o;) = o, (1 <i,j < n). Die Umkehrung dieser
Aussage gilt ebenfalls, sofern f separabel ist.

Es ist wichtig zu beobachten, dafl die Gruppe &(f, K) < S, von der gewihlten
Anordnung der Wurzeln von f abhingt. Angenommen, folgende Bezeichnung der
Wurzeln ist gegeben:

;= 0(0) = am, i), (10 <),
Beziiglich dieser Anordnung soll gelten G(f, K) 2 &(f, K). W&hlt man eine neue
Anordnung anhand von 7 € S,,, so folgt

0 = (i) — 0(05) = 0(0r(s) = O, (r(3)) = Vpoiryriy (L0 1),

7

d.h. G(f, K) = 77'®&7. Wir halten also fest:

Bemerkung 2.6.9 Geben wir keine feste Anordnung der Wurzeln des Polynoms
f an, so kann die Galoisgruppe, als Permutationsgruppe betrachtet, bestmdglich
bis auf Konjugation bestimmt werden.

Die Wurzeln eines normierten, irreduziblen Polynoms f € K[z] in einem Erwei-
terungskoérper L nennen wir zueinander konjugiert. Der algebraische Abschluf}
K von K ist ein Erweiterungskérper von K, der die Wurzeln aller Polynome
[ € K[x] enthélt. So stimmt zum Beispiel im Fall K = R der algebraische Ab-
schlu8 K mit C, dem Korper der komplexen Zahlen, iiberein.
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Kapitel 3

Das Verfahren von Stauduhar

Im wesentlichen miissen fiir das Verfahren von Stauduhar zur Berechnung der
Galoisgruppe eines irreduziblen normierten Polynoms f € K|[t] vom Grad n vier
Dinge im voraus bekannt sein: Erstens, die transitiven Permutationsgruppen des
gewiinschten Grades; bis Grad 15 wurden sie von Butler & McKay [3] klassi-
fiziert, und A. Hulpke [14] hat diese Arbeit bis Grad 31 fortgefiihrt. Zweitens,
bis auf Konjugation, die Gitterstruktur der transitiven Untergruppen der sym-
metrischen Gruppe S,,. Drittens bendtigen wir zu jedem Gruppenpaar (G, H),
wobei H eine transitive maximale Untergruppe von G ist, eine Menge von Ne-
benklassenrepriasentanten von H in GG, und viertens ein geeignetes Polynom F
welches genau von allen Permutationen in G, die in H liegen, stabilisiert wird.
In diesem Kapitel werden zuerst die Ideen des gesamten Verfahrens betrachtet,
anhand derer auch klar wird, wie die erforderlichen Daten im Detail auszusehen
haben. Danach wollen wir auf den Fall K = QQ eingehen. Die nachfolgenden Ka-
pitel beschiftigen sich dann mit der Berechnung der Daten und Verbesserungen
des Verfahrens.

3.1 Die Idee des Verfahrens

Eine vereinfachte Beschreibung des Verfahrens kénnte wie folgt aussehen: Man
startet mit einem irreduziblen normierten Polynom f € KJt] und durchliuft
folgende Schleife: Angenommen, man weifl, dafl &(f, K) < G fiir eine transitive
Untergruppe G von S, ist (nach Bemerkung 2.6.8 ist dies fiir G = S,, bekannt), so
teste, ob &(f, K) < H fiir eine maximale transitive Untergruppe H von G gilt.
Ist &(f, K) in keiner maximalen transitiven Untergruppe H von G enthalten,
so folgt &(f, K) = G. Ansonsten setze G := H und wiederhole die Schleife.
Hierbei spielt die Wahl der Gruppe H keine Rolle, da aus &(f, K) < H; und

Eine Grundmotivation fiir diese Vorgehensweise liefert die Betrachtung von ra-
tionalen (symmetrischen) Funktionenkorpern. Dazu mochten wir zunédchst die

21
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folgenden Bezeichnungen vereinbaren und an einen in diesem Zusammenhang
wichtigen Satz erinnern:

Bemerkung 3.1.1

(i) Sei F' € K|xy,...,x,]| ein Polynom in den Unbestimmten xi,...,x,. Jede
Permutation o € S, vermittelt in natirlicher Weise einen Ringautomor-
phismus o* : K[z, ...,x,] — K[xq,...,2,] durch

o (F) (@1, @) == F(yr, ... yn) mit y; = o) fiir 1 <i < n.

(ii) Die Gesamtheit aller Permutationen o € G < S, deren zugehdirige Ringau-
tomorphismen o* das Polynom F € K[xq,...,x,] invariant lassen, bilden
eine Gruppe. Wir wollen sie mit

Stabg(F)={oce€ G|o*F =F}
bezeichnen.

Sei K ein Korper. Mit L := K(z1,...,x,) sei der Korper der rationalen Funk-
tionen in den Unbestimmten xzi,...,x, iiber K bezeichnet. Offensichtlich ist
Sy = {o*|o € S,} eine Untergruppe von Aut(L/K) und |S}| = nl. Der
Fixkorper von S} besteht aus denjenigen rationalen Funktionen in den Unbe-
stimmten x4, ..., x,, die sich bei keiner Permutation der Unbestimmten &ndern.
Dies ist der Korper der rationalen symmetrischen Funktionen; wir bezeichnen ihn
mit M. Wie der néchste Satz zeigt, sind folgende Elemente aus M, die sogenann-
ten elementarsymmetrischen Funktionen

Sy, = Z Tiy ooy, (1< r<n), (3.1)

1<i) <...<ir<n

von Bedeutung.

Satz 3.1.2 Sei K ein Korper, M und L wie eben definiert. Dann gilt:

(i) M = K(sy,...,s,) mit den elementarsymmetrischen Funktionen si,..., s,

in den x;, (1 <i<n).

(i) L/M ist Zerfillungskorper des Polynoms

ft) =2 (=1)'st" " € MIt].
i=0

(iii) L/M ist galoissch mit [L/M] = n!.

(iv) Die Galoisgruppe von L/M ist isomorph zur symmetrischen Gruppe Sy,
G(L/M) =S¥ = S,
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Beweis: siche [25] O
Wir wollen im folgenden zwischen o* und o nicht mehr unterscheiden. Zu jeder
(transitiven) Untergruppe H von S, sei Fiz(L, H) der Fixkorper von H. Nach
dem Hauptsatz der Galoistheorie gilt fiir eine Untergruppe H der Galoisgruppe
G(L/M), daB G(L/Fix(L,H)) = H. Wir haben also folgende Situation vorliegen
mit H <G < S,:

L=K(x,...,0,) «—  {id}

U N
Fiz(L, H) — H

U N (3.2)
Fiz(L,Q) — G

U N

M = K(s1,...,8,) «— G(L/M)

Aus Satz 3.1.2 folgt, daB Fiz(L, H)/Fix(L,G) endlich und separabel ist. Nach
dem Satz vom primitiven Element existiert also ein primitives Element F' €
Fix(L,H), so dafl Fix(L,H) = Fix(L,G)(F). Es ist immer moglich, F' ganz-
algebraisch iiber K[si,...,s,| zu wihlen. Multiplikation von F' mit dem k.g.V.
der Nenner des Minimalpolynoms von F' iiber K[sq,...,s,| ergibt ein ganzal-
gebraisches Element. Weil der faktorielle Ring K|z, ..., z,| ganz abgeschlossen
in seinem Quotientenkorper ist, folgt, dal F' € K[z, ..., z,] ist. F ist also ein
Polynom. Ist K der Quotientenkorper eines Ringes R, so kann man durch Mul-
tiplikation mit einem Skalar aus R sogar F' € Rxy, ..., x,| erreichen.

Sei f ein normiertes irreduzibles Polynom aus K[t]. Nehmen wir an, wir wis-
sen, dal &(f, K) < @ fiir eine transitive Untergruppe G von S, gilt. Bei der
vereinfachten Beschreibung des Verfahrens hatten wir nicht nidher beschrieben
formuliert, ,so teste“, ob &(f, K) < H fiir maximale Untergruppen H von G.
Wie ist dieser Test konkret durchzufiihren? Ein Blick auf das Kérperdiagramm
liefert die Antwort:

Lemma 3.1.3 Sei R ein Integrititsring (mit 1) und K sein Quotientenkdrper.
R sei ganz abgeschlossen in K, f ein normiertes irreduzibles Polynom aus Rt]
und L, M wie in Satz 3.1.2. Weiterhin seien H < G < S, so daf &(f, K)
eine Untergruppe von G ist. Das Polynom F € R[xy,...,x,] sei ein primitives
FElement von Fixz(L, H) tber Fiz(L,G). Dann gilt:

(i) Genau dann ist &(f, K) < H, wenn oF = F fir alle 0 € &(f, K).
(i) Fir alle 0 € G gelte: oF # F = oF(ay,...,0p) # Floa,...,ay), wobei

ai...,q, die Wurzeln von f € K sind. Dann sind dquivalent:
(a) oF = F fir alle 0 € &(f, K).
(b) F(ay,...,a,) € R.
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Bewelis:

(i) Wir wollen zunéchst anmerken, daf§ die primitive Elementeigenschaft dqui-
valent ist zu Stabg(F) = H. Sei nun &(f, K) < H vorausgesetzt. Fiir ein
Element 0 € &(f, K) gilt 0 € H. Da Stabs(F) = H, folgt oF = F fiir
alle 0 € &(f, K). Gilt umgekehrt oF = F fiir alle 0 € &(f, K), so ist
&(f,K) < H, da das Polynom F genau von allen Permutationen aus H
invariant gelassen wird.

(i) Gilt oF = F fiir alle 0 € &(f, K), so folgt insbesondere o F(ay, ..., a,) =
F(ag,...,an). F(ay,...,q,) liegt also im Fixkérper von &(f, K), d.h. in
K. Da die oy, (1 <7 < n), wegen f € RJ[t] ganze algebraische Zahlen iiber
R sind und die Menge der ganz algebraischen Zahlen einen Ring bildet,
folgt daB jedes F(ay,...,q,) eine ganze algebraische Zahl iiber R ist. Da
R nach Voraussetzung ganz abgeschlossen in K ist, folgt F'(ay,...,a,) €
R. Sei nun F(aq,...,a,) € R vorausgesetzt, so gilt nach Definition der
Galoisgruppe: oF (ay,...,a,) = Fl(ag,...,ay) fir alle 0 € &(f, K). Da
nach Voraussetzung aus o F(ay,...,a,) = F(ay,...,q,) folgt, o F = F fiir
alle 0 € B(f, K), ist somit die Behauptung bewiesen. O

Wir kénnen nun Teil (¢) und (i7) kombinieren, sofern fiir alle 0 € G aus oF # F
folgt oF(cvq, ..., ) # F(ay,...,ay), und erhalten:

&(f,K)<H-<= F(o,...,a,) € R.

In dieser Form wird Lemma 3.1.3 im Algorithmus verwendet. Anschaulich gespro-
chen versucht das Verfahren den Fixkorper Fiz(L, &(f, K)), dessen Bild unter
Einsetzung der Nullstellen gleich K ist, von unten auszuschdpfen.

Unter Voraussetzung der Kenntnis primitiver Elemente fiir alle Gruppenpaare
H < G, wobei H maximal transitiv in G ist, wire eine Durchfiihrung des Algo-
rithmus, wie bisher beschrieben, moglich. Dieses Vorgehen ist aufgrund der hohen
Anzahl solcher Gruppenpaare nicht sinnvoll. Im folgenden werden Methoden ent-
wickelt, dieses Problem zu l6sen.

3.2 Invariante Polynome

Unter den Permutationen ¢ € G sind es genau die ¢ € H, die das primitive
Element F' aus Lemma 3.1.3 stabilisieren. Umgekehrt ist zu jedem Gruppenpaar
H < G von S, die Erweiterung Fiz(L/H) iiber Fixz(L/G) endlich und separabel.
Daraus folgt fiir jedes Gruppenpaar H < G von S,, die Existenz eines Polynoms
(primitiven Elements) F' € K[z, ..., z,] mit Stabs(F') = H. Die Existenzaussage
eines primitiven Elements wollen wir im néchsten Satz konstruktiv belegen. Wir
geben konkret zu jeder Untergruppe H von S, ein Polynom F € Klxy,...,x,]
an, so dafl ' genau von den Permutationen aus H invariant gelassen wird.
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Satz 3.2.1 Sei H eine beliebige Untergruppe von S,,. Dann gibt es ein Polynom
F e Klxy,...,x,], so daf

Stabgn (F) =H.

Beweis: Gesucht ist also ein Polynom, welches genau von allen Permutationen

von H nicht veréindert wird. Sei m(xy,...,z,) := x123...2" € Klzy,...,1,].
Definiere
F(zy,...,2,) := ZT(m(ajl, : ,ajn)>
TeH

(i) Sei 0 € H. Wir zeigen oF = F.

o(F(xy,...,x,)) = 0o

TeH

= Z Tl(m(xlv an))
T'eH

- F(xla 7xn)

Da H eine endliche Gruppe ist, durchlauft 7/ = o7 fiir 0 € H auch ganz H.
F(zy,...,x,) wird von Elementen aus H also nicht verédndert.

(ii) Sei o ¢ H. Wir zeigen o(F) # F.

Wie man leicht nachpriift, 148t nur die Identitét das Monom m =z -...-a]

invariant. Daher gilt fiir zwei beliebige Permutationen 7y, 75 € S,, mit 7 #
Ty, daB 7y (w123, a) # mp(wyde. . ca). Ist M= {7(xy-...-.2") |7 € H},

so sind also alle Elemente aus M verschieden und o(m) ¢ M fiir o € S,\H.
Das Polynom F' entsteht durch Summation aller Elemente aus M. Fiir

o ¢ H folgt somit die Behauptung. O
Bemerkung 3.2.2 Fiirm = z,23-...-2" und eine beliebige Untergruppe H von
Sp gilt:

|Orbg(m) | =[{c(m)|c€e H}|=|H].
Definition 3.2.3

(i) Sei F' € Klzy,...,x,] und o € S,. Dann nennt man das Polynom oF' ein
konjugiertes Polynom von F'.
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(ii) Seien G und H zwei Untergruppen von S, mit H < G, und sei F' €
Kz, ..., z,). Gilt

Stabg(F)={oe€G|oF=F}=H,
so nennen wir das Polynom F' ein G-relatives H-invariantes Polynom.

Man kann sich nun fragen, wieviele konjugierte Polynome es bei gegebener Un-
tergruppe G zu einem Polynom F'(xy,...,z,) gibt.

Satz 3.2.4 Sei G eine beliebige Untergruppe von S, und Stabs, (F) = H. Dann
gibt es genau |G :G N H| paarweise verschiedene konjugierte Polynome von F
unter den Permutationen von G.

Beweis: Seien 01,09 € G. Wir zeigen, dafl 01 F = 09 F genau dann gilt, wenn o,
und o9 in derselben linken Nebenklasse von G N H liegen.

o F =0yF < o0, (o1F)=F
(05'0)F = F
aglaleGﬁ H
oyt (GNH)=GNH
o1(G N H)=0(G N H)

rrey

Daraus folgt, dafl o1 F # 02F genau dann gilt, wenn o7 und o5 in verschiedenen
Nebenklassen von G N H liegen. Da es genau [G:G N H | verschiedene Neben-
klassen von G N H in G gibt, existieren also genau [G: G N H | verschiedene
konjugierte Polynome von F(zy,...,x,) unter den Permutationen von G. O

Bemerkung 3.2.5 Sei F(z1,...,x,) € K[z1,...,x,] ein G-relatives H-invari-
antes Polynom mit [G: H | = m. Dann kann man sich m verschiedene Nebenklas-
senreprasentanten o; € G wihlen, so daff G = o HU...Uo, H. Da Stabg, (F)N
G = H, gilt nach Satz 3.2.4, daf$ die Polynome o\F,...,onF paarweise ver-
schieden sind. Auf die Situation des Kdrperdiagramms 3.2 bezogen, bedeutet dies
nichts anderes, als die Konjugierten von F iber dem Fizkirper Fiz(L,G) zu
bestimmen. Fiir ein festes n-Tupel von Zahlen brauchen die Funktionswerte der
Polynome o F, ..., 0, F aber nicht paarweise verschieden zu sein, wie das ndchste
Beispiel zeigt:

Beispiel 3.2.6 Sei F(11, 22, T3, T4) = L1205+ To03+1320 25+ 1402 € L2y, To, T3, 14].
Der Stabilisator von F in Sy ist C(4), die zyklische Gruppe der Ordnung 4, wie
man durch direktes Nachrechnen erhdlt. Wir wihlen [ Sy:C(4) ] = 6 Nebenklassen-
reprasentanten von C(4) in Sy und werten die Konjugierten von F an den Null-
stellen des Polynoms f(t) = t*—2 aus. Seienid, (1,2),(1,3), (2, 3), (1,2, 3), (1, 3,2)
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die Nebenklassenreprisentanten und oy = /2, oy = —v/2, a3 = /20, g = —v/2i
die Wurzeln unseres Polynoms. Mit der gewdhlten Reihenfolge erhalten wir

(2,3)F(O[1,0[2, CY3,0[4) = 0

und
(]_, 2, 3)F(C¥1, Q9, (3, 044) = 0.

Zum Schluf} dieses Abschnitts wollen wir noch den Zusammenhang zwischen kon-
jugierten Polynomen o F" und konjugierten Gruppen aufzeigen. Die Bedeutung fiir
das Verfahren werden wir im n#chsten Abschnitt kléren.

Satz 3.2.7 Seien H,G Untergruppen von S, mit H < G und F € Klx1,...,x,]
ein G-relatives H-invariantes Polynom. Fiir o € G ist oF ein G-relatives cHo -
tnvariantes Polynom.

Beweis: Die Behauptung ergibt sich aus der Tatsache, dafl nach Voraussetzung
Stabe(F') = H ist. Dann gilt
Stabg(cF) = {re€G|t0F =0F}
= {reGlolroF =F}
= {reGlotro € H}

= oHo L.
O

Bemerkung 3.2.8 Die Behauptung des letzten Satzes lifit sich sogar auf Ele-
mente o des Normalisators von G in S,, erweitern, da

Stabg(cF) = Stabs, (0 F) NG = oStabs, (F)o ' NG
= o(Stabs, (F) N G)o ! = oStabg(F)o ™' = cHo .

3.3 Die Resolvente

Kehren wir zu der Ausgangssituation des Korperdiagramms (4.2) zuriick. Sei wie-
der F € K[xy,...,z,] das primitive Element der Korpererweiterung Fiz(L, H)
iber Fiz(L,G) und mp das Minimalpolynom von F iiber Fiz(L,G). Fiir den
Grad des Minimalpolynoms haben wir m := [ Fiz(L, H) : Fiz(L,G)| =[G : H]
und fiir das Minimalpolynom selbst mp = [[,cq//u(t — 0F). Die zugehdrigen
Zerfillungskorper erfiillen Zy(mp) C Zy(f), wobei M der Kérper der rationa-
len symmetrischen Funktionen und f das allgemeine Polynom n-ten Grades aus
Satz 3.1.2 ist. Allgemein wollen wir festhalten:
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Definition 3.3.1 Sei K ein Kdrper, f(t) € Kl[t] ein Polynom mit Wurzeln
ay,..., o0, € K.

(i) Wir nennen ein Polynom r(t) € K[t], dessen Zerfillungskirper ein Teilkor-
per des Zerfillungskorpers von f ist, eine Resolvente von f.

(11) Seien zwei Untergruppen G und H von S, mit H < G und ein G-relatives

H-invariantes Polynom F € K|x1,...,x,] gegeben. Dann bezeichnen wir
oc€G//H

als das G-relative H-Resolventenpolynom.

Wir wollen uns nun auf den Fall K = Q zuriickziehen. Im folgenden sei f € Z[t]
ein normiertes irreduzibles Polynom mit Wurzeln «q,...,qa, € C. Da wir die
Galoisgruppe als Permutationsgruppe ihrer Wurzeln betrachten, ist es nach Be-
merkung 2.6.9 notwendig, eine feste Wurzelanordung zu wéhlen. Ohne dies ex-
plizit zu vermerken, wollen wir im folgenden immer von einer festen gegebenen
Anordnung der Wurzeln ausgehen. In Lemma 3.1.3 haben wir gesehen, daf die
ganzzahligen Wurzeln des G-relativen H-Resolventenpolynoms eine entscheiden-
de Rolle bei dem Verfahren von Stauduhar spielen. Wir wollen Lemma 3.1.3 fiir
den Fall K = Q formulieren und verallgemeinern.

Satz 3.3.2 Sei f(t) € Z[t] ein normiertes irreduzibles Polynom vom Grad n und
i, ..., eine fest gewdhlte Anordnung der Wurzeln. Sei G eine transitive Un-
tergruppe von S, so daf fir die Galoisgruppe &(f,Q) von f gilt: &(f,Q) < G.
Sei H eine Untergruppe von G und F(xq,...,xz,) ein G-relatives H-invariantes
Polynom mit Koeffizienten in Z und Riq g ry das korrespondierende Resolventen-
polynom. Dann gilt

(i) Ricur(t)= 11 (t—0F(o,...,a,)) hat Koeffizienten in Z.
oeG//H

(ii) Sei Q(t) = [[.o,(t—0iF(eu,...,a)) ein Faktor von R, u,r), so daff Q und
Ria,n,r/Q teilerfremd sind, und sei K = Stabg({o\F,...,00F}). Dann
ist &(f,Q) < K genau dann, wenn Q(t) € Z[t] (,=“ gilt auch ohne die
Bedingung teilerfremd).

(iii) Ist insbesondere oF(ay,. .., ap) eine einfache Wurzel von R u,ry, dann
gilt &(f,Q) < oHo ! genau dann, wenn oF(ay, ..., ay) eine ganzrationale
Zahl ist.

(iv) Sei oF (o, ..., ap) eine ganzrationale Zahl und eine einfache Wurzel von
R,mr), so daff &(f,Q) < oHo '. Ordnet man die Wurzeln von f so
an, daf o = as gilt, so ist F(ay,..., ;) eine ganzrationale Zahl und

aufgrund der neuen Anordnung gilt &(f,Q) < H.
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Bewelis:

(1)

(iii)

Da die oy, (1 < i < n), ganze algebraische Zahlen sind und die Menge der
ganz algebraischen Zahlen einen Ring bildet, folgt, daB jedes o F'(ay, . .., ay)
eine ganze algebraische Zahl ist. Dasselbe Argument liefert, dafl die Koeffi-
zienten von Rg y,py ganze algebraische Zahlen sind. Sei 7 € &(f,Q), dann
gilt auch 7 € G. Jedes 7 € &(f, Q) setzen wir fort zu einem Isomorphismus

™ Qag, .., an)t] — Qag, ..., an)[t]

Zaiti — T*(Z aiti) = ZT(ai)ti

7 angewendet auf das Resolventenpolynom liefert:

T (Reur(t) = 7 I (t=0F(a,... a)))

oceG//H
= I (t=7(0F(o,..., o))
c€G//H
= H (t_TU(F(ala"'aan))
oeG//H

Mit 0 € G//H durchliuft aber auch 70 ein vollstindiges Représentan-
tensystem von H in G. Folglich hat die Anwendung von 7* gerade einmal
die Wurzeln von R g,r) permutiert und die Koeffizienten festgelassen. Die
Koeffizienten von R(g g r) sind also ganze algebraische Zahlen, die von der
Galoisgruppe nicht verédndert werden. Folglich liegen die Koeffizienten von
R(G,n,r) im Fixkorper, sind also auch rationale Zahlen. Daher handelt es
sich bei den Koeffizienten des Resolventenpolynoms R(g, z /) um ganzratio-
nale Zahlen.

Sei zunéchst &(f,Q) < K vorausgesetzt. Fiir ein Element 7 € &(f, Q)
ist 7 € K und folglich 7(0;F) = o;F, (1 < i,j < [). Das bedeutet, daf
insbesondere die Menge {o1F(cv,...,ap),...,00F(cq,...,a,)} von allen
7 € &(f,Q) invariant gelassen wird. Wie in Teil (i) folgt Q(t) € Z[t], ohne
die Voraussetzung der Teilerfremdheit. Nun wird die Teilerfremdheit vor-
ausgesetzt. Sei m := [G: H]. Wir setzen oy, ...,0, zu einem vollstindigen
System o7, . .., 0, von Nebenklassenreprésentanten fort. Ist nun Q(t) € Z[t]
und 7 € 6(f,Q), so gilt fiir 1 < ¢ < [, daf 7(0;F) = o;F, wobei j €
{1,...,m}. Da Q(t) € Z[t] ist, folgt 7(0;F(au,...,ap)) = o F(ay, ..., ap)
mit £ € {1,...,{}. Damit haben wir o, F(a1,..., ) = 0jF(aq,...,qp),
und aufgrund der Teilerfremdheit von @ und R g /Q folgt, da auch
je{l,... 1} ist.

Nach Satz 3.2.7 ist o F(xy, ..., ,) ein G-relatives 0 Ho~'-invariantes Poly-
nom. Die Behauptung folgt aus Teil (i7) fiir { = 1.
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(iv) Beziiglich der gewiihlten Anordnung gilt &(f,Q) < 6~ 'Ho. In den Grund-
lagen wurde gezeigt, daf die Anderung der Anordnung durch eine Permu-
tation o die Konjugation der Gruppe &(f, Q) mit o zur Folge hat. Wir er-
halten somit beziiglich der neuen Anordnung &(f, Q) < H. Das G-relative
H-invariante Polynom beziiglich der neuen Anordnung verhilt sich wie das
G-relative o Ho~'-invariante Polynom beziiglich der alten Anordnung. Da
F(o),...,al) =0F(ay,...,qy) ist, folgt F(of,..., o) € Z[t]. O

n

Wir wollen nun die Sitze der letzten Abschnitte im Gesamtzusammenhang be-
trachten und beziiglich des Verfahrens einordnen. Der bisherige Stand der Dinge
ist, da wir zu jeder maximalen Untergruppe H von G ein invariantes Polynom
brauchen, mit dessen Hilfe durch einen Ganzzahligkeitstest entschieden wird, ob
&(f,Q) < H. In Satz 3.2.7 haben wir gesehen, dafl bei Kenntnis eines Poly-
noms F beziiglich H < G auch gleich G-relative o Ho~'-invariante Polynome
bekannt sind fiir o € G\H. Da es genau [G : H | viele formal verschiedene G-
Konjugierte von F' gibt, konnen wir unter Hinzunahme einer Menge von Neben-
klassenreprisentanten o € GG//H und der Kenntnis eines Polynoms F' beziiglich
H < @ entscheiden, ob die Galoisgruppe &(f, Q) in H oder einer G-konjugierten
Gruppe von H enthalten ist. Dies bedeutet beziiglich der Menge der maximalen
Untergruppen von G nichts anders als eine Unterteilung in G-Klassen. Fiir die zu-
gehorigen Resolventen und fiir zwei Gruppen H und o Ho !, die in G zueinander
konjugiert sind, ergibt sich:

R(G’,H,F) = R(G,UHU'_I,U'F)‘ (33)

Auf einen Beweis von 3.3 verzichten wir an dieser Stelle und verweisen auf den
Beweis des néichsten Satzes.

Sei nun H < G < S, ein ausgewihltes Gruppenpaar. Bedingung (ii7) aus Satz
3.3.2 wird im Algorithmus dazu genutzt, um zu testen, ob &(f, Q) in einer konju-
gierten Gruppe c Ho ! < G enthalten ist. Dies geschieht mittels Ganzzahligkeits-
tests der Nullstellen des G-relativen H-Resolventenpolynoms. Um festzustellen,
ob es sich bei einer Nullstelle der Resolvente um eine einfache Nullstelle han-
delt, miissen alle Nullstellen der Resolvente berechnet werden. Dies sind genau
[G: H] Stiick. Hier sieht man, daf es fiir das Laufzeitverhalten des Algorithmus
am giinstigsten ist, wenn man zu einer Gruppe G den Weg durch das Untergrup-
pengitter so vorgibt, daf} jeweils nur maximale Untergruppen von G betrachtet
werden, um den Grad der Resolvente méoglichst gering zu halten. Mittels Bedin-
gung (iv) aus Satz 3.3.2 wird wihrend des Programmablaufs zu jedem Zeitpunkt
durch Umordnung der Wurzeln gesichert, daf3 die Galoisgruppe als Permutati-
onsgruppe betrachtet, direkte Untergruppe einer transitiven Untergruppe der S,
ist, wie sie zum Beispiel in [6] vorgegeben wurde. Teil (i) von Satz 3.3.2 wird fiir
[ > 1 im Verfahren nicht zu Inklusionstests herangezogen.

Offen ist nun noch der Fall, ob Verbesserungen mdoglich sind, wenn wir Vertreter
zweier Konjugationsklassen haben, die nicht in G zueinander konjugiert sind.
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Zum Beispiel gilt nach Definition des Normalisators von G in S,,, dal c Ho =" fiir
alle 0 € Ng, (G) maximale Untergruppe von G ist. Ist Ng, (G) # G, so sind H
und oHo ! fiir 0 € Ng, (G)\G nicht in G zueinander konjugiert. Trotzdem kann
man eine Aussage iiber die zugehorigen Resolventen treffen:

Satz 3.3.3 Sind H, und Hy zwei Untergruppen von G, die in Ng, (G) zueinander
konjugiert sind, d.h. Hy = cHy0™", 0 € Ng,(G) und F € Z[xy,...,z,]ein G-
relatives Hi-invariantes Polynom. Dann gilt

(i) oF ist ein G-relatives Hy-invariantes Polynom.

(it) R sory = [ (t—0TF(0,...,a)).
TEG//Hl

Ist insbesondere o in G, so gilt R m,.0r) = R, )

Beweis: Nach Bemerkung 3.2.8 ist o F' ein G-relatives H,- invariantes Polynom.

Sei 7p,...,7; ein vollstindiges System von linken Nebenklassenreprisentanten
von G//H,. Fiir 0 € N, (G) folgt dann

G = oGo! = o(mHU...UnH)o !
= (oo YHoHic'U...U (oo t)oH o™}
= (omio™HYHyU...U (om0~ ') Hy

Fiir ein vollstdndiges Repréisentantensystem 7 von G//H; ist also mit o € Ng, (G)
oro~! ein vollstiindiges Reprisentantensystem von G//H,. Damit gilt fiir das

korrespondierende Resolventenpolynom

R m,7m)(t) = I1 (t—(oro YoF(au,...,an))
oro~1€G//oHi0~1
= JI (t—orF(a,...,an)).
T€G//H1

O

Nach Aussage des letzten Satzes brauchen wir fiir alle maximalen Untergrup-
pen H von G, die beziiglich eines Elementes 0 € Ng, (G) zueinander konjugiert
sind, genau ein G-relatives H-invariantes Polynom zu kennen. Da Ng, (G) durch
Konjugation auf der Menge €(G,H) := {cHo '|o € S, und cHo™' < G}
operiert, bedeutet dies nichts anderes als die Kenntnis eines invarianten Po-
lynoms fiir jede Bahn von €(G, H) unter Ng, (G). Die Bahn eines Elementes
oHo ' € €(G, H) unter Ng, (G) ist hier nichts anderes als die Konjugations-
klasse von o Ho ! beziiglich den Permutationen aus Ng, (G). Der Satz impliziert
ferner, daf§ alle Elemente einer Bahn von €(G, H) unter G dieselbe Resolvente
besitzen, was oben schon einmal angesprochen wurde.



32 KAPITEL 3. DAS VERFAHREN VON STAUDUHAR

Bemerkung 3.3.4 In der Prazis haben wir fiir die betrachteten Inklusionen H <
G der Grade n < 12 jeweils nur eine Bahn von €(G, H) unter Ng, (G) gefun-
den. Zwei mazimale transitive Untergruppen von G, die in S, zueinander kon-
jugiert sind, sind dies also auch in Ng (G). In allen Fdallen geniigt es daher, zu
einem transitiven Gruppenpaar H < G < S,, ein G-relatives H -invariantes Poly-
nom F' zu finden und eine Menge von Nebenklassenreprdisentanten T € G//H zu
berechnen. Fiir die nichttrivialen Bahnen Orbg(cHo™), d.h. Orbg(cHo™") #
Orbg(H) ist oF eine G-relative o Ho'-Invariante. Hier muf also zusitzlich die
Permutation o maitberechnet werden.

Fiir den Fall G = A,,, (n > 5) lassen sich konkrete Aussagen tiber die Anzahl der
A,-Bahnen von €(A,,, H) machen.

Korollar 3.3.5 Sein > 5 und H eine mazimale transitive Untergruppe von A,,.
Dann gilt

(i) €(A,,H)={ocHo ' o €S,},

(i1) Ist Ng,(H) = H, so gibt es genau zwei A,-Bahnen von €(A,, H), namlich
Orba, (H) und Orba,(cHo™ '), wobei o eine ungerade Permutation ist.

(iii) Fiir Ng, (H) # H ist €(A,, H) = Orb, (H).

Beweis: Da A, Normalteiler von S, ist, gilt fiir jede transitive Untergruppe
H von A, und alle ¢ € S, cHo™! < A,. Wir konnen die Menge €(A4,, H)
als Vereinigung von €,(A,,H) := {ocHo™' | 0 € A,} und €, (A4, H) =
{oHo™ ' | 0 € S,\A,} schreiben. Sei nun Ng, (H) = H vorausgesetzt. Fiir
eine ungerade Permutation o ist

Orby, (O'Hofl) = Cyng(An, H),

da A, beziiglich Konjugation operiert, und Multiplikation einer geraden mit einer
ungeraden Permutation wieder einer ungerade Permutation ergibt. Analog folgt

Orba, (H) = €, (A, H).

Die beiden Mengen sind disjunkt, da cHo ' = THT !, 0 € A,,7 € S,\A, ge-
nau dann, wenn 7o € Ng, (H). Dies ist aber nach Voraussetzung nicht der Fall.
Gilt Ng,(H) # H, so gibt es eine ungerade Permutation in Ng, (H). Gibe es
keine ungerade Permutation in Ng, (H), so wire Ng, (H) eine gerade Permuta-
tionsgruppe und aufgrund der Maximalitit von H in A, wiirde Ng (H) = A,
sein. Da aber nach Definition der Normalisators H Normalteiler von Ng (H) ist,
hitte A, somit einen nichttrivialen Normalteiler, was im Widerspruch zur Ein-

fachheit von A,, fiir n > 5 steht. Sei o die ungerade Permutation. Es folgt also
OT‘bAn(O'HO'_l) = OTbAn(H) = Q:(An,H) |
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Korollar 3.3.5 wurde zur Vereinfachung der durchgefiihrten Berechnungen her-
angezogen. Diesen Abschnitt wollen wir mit einem Unterscheidungskriterium fiir
gerade und ungerade Galoisgruppen beenden.

Satz 3.3.6 Sei f(t) ein normiertes irreduzibles Polynom vom Grad n mit ganz-
zahligen Koeffizienten und Wurzeln oo, .. ., a,.

(i) F =1licicjcn(@i — x5) ist ein Sy-relatives A,-invariantes Polynom.

(ii) Rs, a,r)(t) =1 = D(f(t)), wobei D(f(t)) = [[1<;cjcn(i — a;)* die Dis-
kriminante von f ist.

(iii) Die Galoisgruppe &(f, Q) ist genau dann eine Untergruppe der alternieren-
den Gruppe A,,, wenn die Diskriminante D(f(t) ein Quadrat in Z ist.

Beweis: Allgemein gilt fiir eine Permutation o € S,, und das Polynom F: o F =
sign(o)F. Damit ist klar, daf} Stabgs, (F)) = A,. Fiir die zugehorige Resolvente
folgt

R, a,m(t) = (t— [I (i—oy)t+ I (—«q))

1<i<j<n 1<i<j<n
42 2
=1 H1§i<j§n(al ;)

Die Resolvente ist also von der Gestalt Rs, 4, (t) = t* — D(f(t)), und nach
Satz 3.3.2 (i) hat das Resolventenpolynom Koeffizienten in Z. Wir sehen auch,
daB R(g, a,,r) keine doppelten Nullstellen haben kann, da D(f(t)) # 0. Somit
haben wir &(f,Q) < A,, <= D(f(t)) ist ein Quadrat in Z. O

Bemerkung 3.3.7

(i) Dieses Resultat kann man sofort dahingehend verallgemeinern, daf fir jede
ungerade Gruppe G und jede gerade Gruppe H oben genanntes F ein G-
relatives H-invariantes Polynom und Rq g ry zugehdrige Resolvente ist.

(i) Um bei dem Durchlauf durch das Untergruppengitter der S, nicht alle In-
klusionen betrachten zu miissen, teilt man die transitiven Gruppen in drei
Mengen ein: In die geraden imprimitiven Gruppen, die ungeraden imprimi-
tiven Gruppen und die (geraden und ungeraden) primitiven Gruppen (siehe
auch Anhang I). Ob es sich bei einer Galoisgruppe &(f, Q) um eine gerade
oder ungerade Gruppe handelt, lifst sich sofort durch Betrachtung der Dis-
kriminante ermaitteln. Zum Beispiel gibt es im Fall n = 3 nur zwei transitive
Gruppen, ndmlich Az und Ss. Mittels Satz 3.53.6 kann ohne grofien Rechen-
aufwand entschieden werden, um welche Gruppe es sich handelt. Da fir
grofiere Grade die Anzahl der primitiven transitiven Gruppen eher gering
1st, sind nach Betrachtung der Diskriminante zuerst Tests beztiglich maxi-
maler imprimitiver Gruppen sinnvoll. Erhdlt man hier keine Inklusionen,
so handelt es sich bei der Galoisgruppe um eine primitive Gruppe.
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3.4 Tschirnhausentransformationen

Eine entscheidende Voraussetzung fiir das Verfahren ist nach Satz 3.3.2 (4i7) die
Einfachheit wenigstens einer Z-Nullstelle der Resolvente R u r). In Beispiel 3.2.6
haben wir gesehen, dafl R, u,r) nicht notwendig separabel ist. Was ist in einem
solchen Fall zu tun? Wir werden zeigen, dafl es immer moglich ist, eine Resol-
vente R(g p,r) mit paarweise verschiedenen Nullstellen zu erhalten. Ein wichtiges
Hilfsmittel hierzu sind die sogenannten T'schirnhausentransformationen. Folgende
Definition der Tschirnhausentransformation findet man in dem Buch von Pohst
& Zassenhaus [30] in wesentlich allgemeinerer Form. Wir wollen uns hier auf
unendliche K6rper und normierte irreduzible separable Polynome beschrinken.

Definition 3.4.1 Sei f € K]|t| ein normiertes irreduzibles Polynom vom Grad
n und « eine Nullstelle von f. Eine Transformation des primitiven Elements a
zu einem anderen primitiven Element = h(«) mit h € K|[t] und K(«a) = K(3)
heifit Tschirnhausentransformation. Entsprechend sagt man, daf$ die zugehori-
gen Minimalpolynome m, und mg durch Tschirnhausentransformation ineinan-
der tibergehen.

Sei f wie oben normiert und irreduzibel und f = (t — ;) ... (t — «y,) die Dar-
stellung von f in einem Zerfallungskorper. Sind die Nullstellen des Polynoms
"fi=(t—h(ay))...(t —h(an)), h € K[t] ebenfalls paarweise verschieden, so ist
h(c;), (1 < i < n) primitives Element und " f durch Tschirnhausentransformati-
on aus f hervorgegangen. Fiir die zugehorigen Galoisgruppen gilt die Gleichheit

G(f,K)=G("f, K).

Eine Existenzaussage iiber die von uns gesuchten Tschirnhausentransformationen
stellt der nichste Satz dar.

Satz 3.4.2 Sei RG,u,r(:,..w0)(t) = [loeq/u(t — oF (z1,...,2,)) die Darstel-

,,,,, w) € Klw1,...,2,,t. Dann gibt es
eine endliche Menge H,, C K|t| mit der folgenden Eigenschaft: Zu jedem irre-
duziblen normierten separablen Polynom f € K[t] vom Grad n mit den Wurzeln
ay,...,an € K gibt es ein Polynom h € H,, so daf "f paarweise verschiedene

.....

Beweis: Sei [G : H] = m. Die Elemente von G//H bezeichnen wir mit oy,
(1 <i<m). Sei nun d € N grofer als der Grad des Polynoms

P(xy,...,xy,) := H (0, F(z1,...,2n) — 0k F(21,...,2,)) H (x; — xp).
1<j<k<m 1<i<i<n

Dieses Polynom ist von Null verschieden, denn das hintere Produkt ist ungleich
Null, da z; # x; fiir ¢« # [, und das vordere Produkt ist nach Satz 3.2.4 un-
gleich Null. Wir wéhlen eine d-elementige Menge U C K und setzen H, :=
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{2 uit" " g, .. u, € U} Nun wird gezeigt, dal H die gewiinschte Eigen-
schaft hat. Zu diesem Zweck fithren wir eine Variablentransformation mit Hilfe
von

1 e 1
(o7} s Qp
(xla"'axn) - (yIJ"‘JyTL)
0/114 aﬁ‘l

durch. Diese Variablentransformation ist umkehrbar, da die Vandermonde-Matrix
wegen D(f(t)) = [],<;cj<n (i — ;) # 0 invertierbar ist. Bezeichne P'(y1, ..., yn)
das Polynom, welches durch Einsetzen der Ausdriicke fiir die x; in P(zy,...,z,)
entsteht. Es gilt P'(y1,...,y,) # 0.

Nun ist P'(y1,...,yn) € Ky1, .-, Yn—1][yn] ein Polynom in y, vom Grad klei-
ner d. Da U eine d-elementige Menge ist, konnen wir u,, € U so wéahlen, dafl
P'(y1, ..., Yn_1,uy) # 0 gilt. Dies ist moglich, da ein von Null verschiedenes Po-
lynom nur Grad-viele Nullstellen besitzen kann. Sukzessive erhalten wir somit
Uty ..y Uy € U mit P'(uy, ..., u,) # 0. Das Polynom h = uy + upt! +. .. + u,t"!
liegt in H,. Ferner haben sowohl " f als auch R, 1,7 (h(ar),... h(arn)) PRATWEISE VeT-
schiedene Nullstellen. a

Bemerkung 3.4.3

(i) Im Fall K = Q sieht man sofort, daf$ es mdglich ist, die Menge U als
Teilmenge von Z zu wdihlen.

(i) Aus dem Beweis kann man obere Schranken fir die mazimale Anzahl ver-
schiedener Tschirnhausentransformationen, die zur Erreichung von Sepa-
rabilitit erforderlich sind, ableiten. Diese Schranken sind allerdings — zu-
mandest fiir den Fall K = Q — mewst wesentlich zu groff und damit nicht
von praktischem Nutzen.

(iii) Fir die Prazis ist die folgende Sichtweise von Interesse: Fiihrt man zufdllige
Tschirnhausentransformationen durch, d.h. wahit man h € H,, zufdillig aus,
so kann man durch die Verwendung eines hinreichend grofen U die Wahr-
scheinlichkeit, nach der Transformation Separabilitit zu erreichen, beliebig
hoch machen.

3.5 Préazision

Wir haben gesehen, dafl zur Bildung des Resolventenpolynoms

Renmw) = [] w-oF(on,...,an) (3.4)
oeG//H
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ein G-relatives H-invariantes Polynom und eine Menge von Nebenklassenrepré-
sentanten von G in H benotigt wird. Setzen wir (komplexe) approximierte Wur-
zeln @;, (1 < i < n), des Ausgangspolynoms f(¢) in das G-relative H-invariante
Polynom ein, so erhilt man durch Ausmultiplizieren der Linearfaktoren (bzw.
durch Anwenden der Newtonschen Relationen) eine explizite Darstellung der Re-
solvente.

Im absoluten Fall, d.h. G = S,,, hat man an dieser Stelle noch eine andere Al-
ternative. Da die Koeffizienten von R(q g r) symmetrische Funktionen tiber Q
in den ay, ..., q, sind, gilt nach dem Hauptsatz iiber symmetrische Funktionen:
die Koeffizienten der Resolvente kénnen als Polynome der Koeffizienten des Aus-
gangspolynoms iiber Q dargestellt werden. Zum Beispiel erhilt man fiir G = 5,
und H = D(4) eine Resolvente der Gestalt

Risy.pwy () =y — asy® + (araz — das)y + 4dasas — ajas — a3,

wobei die a; (1 < i < 3) die Koeffizienten unseres Ausgangspolynoms sind. Man
kann zeigen, daf} die Diskriminante von R, p()) gleich der von f ist. Dariiber-
hinaus hat sie keine doppelten Nullstellen, wenn das Polynom f keine doppelten
Nullstellen hat.

Wenden wir uns nun der Bestimmung ganzrationaler Nullstellen der Resolven-
te zu. Wie wir gesehen haben, hat das Resolventenpolynom bei jedem Abstieg
im Graphen ganzrationale Koeffizienten. Dies gestattet es uns, R(g g r) mit re-
eller Arithmetik bei geniigend hoher Prézision exakt zu berechnen. Die Wurzeln
a1, ...,a, unseres Ausgangspolynoms f konnen wir mit beliebig vorgegebener
Genauigkeit bestimmen. Sie miissen mindestens mit solcher Prézision berechnet
werden, dafl die Koeffizienten der expliziten Darstellung des Resolventenpoly-
noms, d.h. (3.4) ausmultipliziert, einen Fehler vom Betrag kleiner als % aufweisen.
Dies reicht zur genauen Bestimmung der Koeffizienten aus, da sie sich a priori in Z
befinden. Die G-relativen H-invarianten Polynome koénnen wir mit Koeffizienten
in Z wihlen. Haben wir eine approximierte Wurzel F(ay,...,«;,) des Resolven-
tenpolynoms gefunden, von der wir annehmen, daf} es sich um eine ganzrationale
Wurzel handelt, so bestimmen wir die néchstgelegene ganze Zahl und iiberpriifen
durch Einsetzen in die Resolvente, ob es sich um eine Nullstelle aus Z handelt.
Theoretisch hitten wir damit das Problem der Bestimmung ganzer Nullstellen,
wie es auch von Stauduhar fiir Grade < 7 vorgesehen war, abgehandelt. Dieses
Verfahren ist sehr simpel und erweist sich in der Praxis fiir kleine Grade als sehr
schnell.

Fiir groflere Grade, z.B. den Abstieg von Si; nach 117}, ergeben sich aber Re-
solventenpolynome mit sehr hohen Graden. In diesem Beispiel wire der Grad
362880. Da wir eigentlich nur an den Wurzeln des Resolventenpolynoms interes-
siert sind, stellt sich die Frage, ob generell die explizite Berechnung des Resolven-
tenpolynoms iiberhaupt notwendig ist. Rechnet man mit Approximationen von
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(iiber Z) ganzalgebraischen Zahlen (unabhéngig, ob mit reellen oder p-adischen
Approximationen), so treten grundsétzlich zwei Schwierigkeiten auf:

(1.) Zu entscheiden, ob es sich um eine nicht ganzrationale Wurzel handelt.

(2.) Zu entscheiden, ob es sich um eine ganzrationale Wurzel handelt.

Beschiftigen wir uns ndher mit der ersten Fragestellung. Seien also a4, . . ., «,, die
Wurzeln des irreduziblen normierten Polynoms f. Mit &;, (1 < ¢ < n), wollen
wir die komplexen approximierten Wurzeln bezeichnen. Die @; sind fehlerbehaf-
tet und schon allein deshalb kénnen wir die Wurzeln des Resolventenpolynoms
Fi(on, ..., ap), die wir mit F;, (1 < i < m), abkiirzen wollen, auch nur fehlerbe-
haftet berechnen. Eine weitere Ungenauigkeit ergibt sich aus der Tatsache, dafl
reelle Arithmetiken iiblicherweise mit einer festen Anzahl von Nachkommastellen
arbeiten. Nach jeder Multiplikation zweier komplexer Zahlen kann es passieren,
dafl Nachkommastellen abgeschnitten werden.

G-relative H-invariante Polynome F; sind von der Form

E(l‘l,...77 le ’]7 7]: _”‘_g,:;al(i,j,?‘l,)7
wobei M die Bahnlinge des Monoms xf(i’j’l)xg(i7j’2) o255 e der Gruppe

Hist und e(i, j,1),...,e(i,7,n) € Ny sind. Aufgrund der Stetigkeit der Polynome
F;, (1 <i < m), kann man bei geniigend grofier Priizision den Abweichungsfehler
beliebig klein halten. Wir mdchten nun eine Fehlerabschitzung fiir die Wurzeln
F, angeben: Mit d := Y7 e(i,j, k) sei der Grad des Monoms a7/ z5092) .

- 2285 Bezeichnet (der Grad ist unabhiingig von i und j), und .. sei das
Maximum der Wurzelbetrége des gegebenen Polynoms f(t). Seien 6 > 0 und

d; = &; — o, mit |6;] < 9, (1 < i < n). Dann folgt:

|Fi(041,...,ocn)—F~(a1+(51,...,an+(5n)| =

(4,55 1 (4,5,2) e(i,j,n)
| g oy e —

M
Z(Oél +51)6( Il (a +5) .5,2) - (a + 6, ) i,jn )|
j=1
Mo d g 1 /4
k, d—k ko d—k

= 23 (f)ret < wy- <k>5

j=1 k=1 k=1
Wir wollen annehmen, daf§ die Wurzeln ay, ..., a;,, mit einer Préizision berechnet

worden sind, so daf§ fiir die approximierten Wurzeln F; des Resolventenpolynoms
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|F; — ﬁ'l| <efiri=1,...,mund € > 0 gilt. Bezeichne LEJ eine zu F; in der
komplexen Zahlenebene niichstgelegene ganzrationale Zahl. Gilt nun |F;— | F|| >
g, 80 ist F; mit Sicherheit keine ganzrationale Zahl. Sobald der Fehlerkreis um eine
approximierte Wurzel F; keinen Punkt von Z enthélt, haben wir also bewiesen,
daf} es sich um keine ganzrationale Zahl handeln kann. Den Beweis, da3 F; € Z
ist, konnen wir so nicht fiihren.

Fiir Punkt 2 haben wir nicht nur das Problem zu entscheiden, ob eine Wurzel
ganzrational ist, sondern wir miissen uns auch iiberlegen, was zu tun ist, wenn
sich mehrere Fehlerkreise von approximierten Wurzeln der Resolvente Z in einem
gemeinsamen Punkt schneiden. Hier ist der folgende Satz aus [9] von Nutzen:

Satz 3.5.1 Sei F' eine ganze Zahl (von der man vermutet, daf sie eine s-fache
Nullstelle des Resolventenpolynoms R ur)(t) = [[[2,(t — Fi(ou, ..., o)) ist).
K C{1,...,m} sei die Indexmenge der Nullstellen von R(G,m,ry von denen man
annimmt, dafy F = F' gilt, d.h. | K| = s. Weiterhin werde fir alle k ¢ K mit
A eine Majorante von |F' — F| bezeichnet, die > 1 sein soll, und es gelte fir
alle k € K:

(m—s+1)!

k¢K

|F,—Fk| <

Dann ist F' mindestens eine s-fache Nullstelle der Resolvente.

Beweis: Dieser Satz beruht auf der Tatsache, dafl eine ganze Zahl, die verschieden
von Null ist, mindestens einen Absolutwert von 1 haben mufl. Wir wihlen nun e
so, daf} fiir k € K gilt:

— s+ 1)!
F_Fl<e< M8t
| k|_€ 2m'H)\k

kEK

Sei M die Menge der Indizes aller Nullstellen des Resolventenpolynoms, d.h.
M = {1,...,m}. Fiir die )y, ¥ € K := M\K kénnte man zum Beispiel
Ae = maz{ |F' — Fy| + |Fy — Fy|,1} verwenden, da Az > 1 sein soll. Sei R(t) =
[1;2,(t— F;) € Z[t] die betrachtete Resolvente. Um zu zeigen, dafl F' eine s-fache
ganzzahlige Wurzel ist, geniigt es, fiir alle 0 < ¢ < s — 1 nachzuweisen, daf} die
i-te Ableitung von R an der Stelle F' Null ist. Da es sich um ganze Zahlen han-
delt, ist diese Bedingung dquivalent zu |[R®(F')| < 1. Fiir k € K seien Fj, die
approximierten Werte, die man bei der Berechnung von Fj, beziiglich € erhilt. Es
folgt B B
|F,—Fk| S |F—Fk| + |Fk —Fk| S 2¢e.

Fir 0 < < s —1 erhalten wir dann

[ROE)] =it | 3 I (F'=F)]

TCM ke M\T
|T|=i

Fir T C M gilt
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(i) M\T = M\TNM=M\TN(KUK)=M\TNK)uU(M\TNK),
und die Ordnung von M\T N K koénnen wir durch
i) |[KNM\T|=|(KENM\KND)|=|K|-|KNT|>|K|-|T|=s—1

nach unten abschitzen. Es folgt fiir 0 <i<s—1

ROF) 2 i | I (F-F) I (F—F)

[ kEMATNK keM\TNK
<ty I IF-Bl I _IF-A
i REMATNK keM\TNK
< il YD (2e)MVINEL T N

@le keM\TNK

Da ¢ < § ist, erhalten wir mit (id) (2¢)™\T"El < (2¢)*~ und da Ay > 1, haben

wir [ Ax < [] M- Es sei noch bemerkt, daf es genau Z.!(n’%"iz.)! verschiedene
keM\TNEK keK

i-elementige Teilmengen von M gibt. Zusammenfassend folgt dann sofort fiir die

(i)-te Ableitung der Resolvente

[ROE] <t 3 (2e) 7 [T e

e keK

k€K

< (2) (mf”?ﬂ)z IT M
keK

Damit wire gezeigt, dafl mit Hilfe der gemachten Annahmen F’ eine s-fache
Wurzel aus Z ist. a
Hat man fiir alle Wurzeln Fi,..., F}, eine gemeinsame obere Schranke S, die
grofler als 1 ist, so reicht es auch, ¢ < % zu wihlen, um eine Wurzel
der Ordnung s der Resolvente nachzuweisen.

Die prinzipielle Vorgehensweise zur Losung der Punkte 1 und 2 besteht nun da-
rin, mit geeignet hohen Prizisionen (an die man sich z.B. sukzessive herantasten
kann) Wurzeln des Resolventenpolynoms, die nicht ganzrational sind, und (mehr-
fache) Wurzeln, die ganzrational sind, als solche mit Hilfe der eben gemachten
Betrachtungen zu erkennen. Bei Verdacht einer mehrfachen Nullstelle in Z wird
man vermutlich besser friihzeitig eine T'schirnhausentransformation durchfiihren,
als mit Erhohung der Prizision zu beweisen, daf} sie tatsidchlich mehrfach ist.
Leider kénnen wir zu diesen Punkten keine Praxiserfahrung angeben, vermu-
ten aber, daf} teilweise sehr hohe Prézisionen fiir die Nachweise € Z erforderlich
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sein werden — mit entsprechender Wirkung auf die Laufzeit. Wir erinnern auch
noch einmal an das zusétzliche Problem, das sich aus der ,,Nichtexaktheit* reeller
Arithmetiken ergibt.

3.6 Zusammenfassung

Wir wollen die fiir das Verfahren bendétigten Daten zusammenstellen, und in
dem folgenden Algorithmus den Ablauf einer Galoisgruppenberechnung in einer
Ubersicht angeben. Dabei werden die bisher behandelten Methoden eingeordnet.

Gegeben ist eine Liste £ der Vertreter der S,-Konjugationsklassen transitiver
Gruppen. Folgende Aufgaben miissen fiir jedes G € £ bewiltigt werden konnen:

e Finde alle T' € £, fiir die eine Permutation p € S, existiert, so da§ pTp !
maximal in G ist. = £¢ = {(T1, p1),- -, (T, p) }-

e Fiir jedes T; € £¢ sei H; := p;T;p;" < G. Dann ist
(G, H;) := {oH;0c ' |0 €S, mit cHio ' <G}
die Menge der Untergruppen von G vom transitiven Gruppentyp wie H;.

e Ng, (G) operiert durch Konjugation auf €(G, H;). Berechne fiir jede Bahn
B; ; ein G-relatives H;-invariantes Polynom Fj ;. Da es fiir n < 12 immer nur
eine Bahn gibt, ist 7 = 1, und wir kénnen auf die Doppelindizes verzichten,
d.h. es muf} ein F; berechnet werden.

e Berechne Nebenklassenreprisentanten 7, € G//H;, und o; € Ng, (G)//G.
Die Permutationen o;7; bilden ein vollstdndiges Représentantensystem von
Ns, (G)//Hi.

Kommen wir nun zu einer Ubersicht des Verfahrens. Die gewiihlten Bezeichnun-
gen der Daten werden, wenn nicht anders vermerkt, beibehalten:

Algorithmus 3.6.1 (Galoisgruppenberechnung)

Eingabe:  FEin normiertes irreduzibles Polynom f vom Grad n mit ganzrationalen
Koeffizienten.

Ausgabe: Die Galoisgruppe von f, gegebenenfalls auch die zugehdrige Wurzelan-
ordnung

1. (Grad von f?) Ist n =2, so &(f,Q) < Sy. Terminiere.

2. (Diskriminante?) Ist D(f(t)) Quadrat eines Elementes in Z, so setze G <
A,. Sonst G < S,. Ist n = 3, so setze B(f, Q) < G und terminiere.
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3. (Wurzelberechnung) Berechne Wurzeln oy, . ..,y von f.

4. (Schleife iber mazimale transitive Untergruppen) Setze £c < {(T1, p1), - - -,
(T, pr)}. Wenn £¢ =0, gehe zu Schritt 10. Fir T; € £ mache:

5. (Einlesen der Daten) Setze H; + pTip;' < G. Setze M «+ G//H; und
K < Ng,(G)//G. Schlieflich F; <— G-relatives H;-invariantes Polynom.

6. (Schleife iber K) Fir alle o in K mache:

7. (Nullstellen des Resolventenpolynoms) Berechne mit oTF (ay, ..., ay) fir
alle T € M die Nullstellen des Resolventenpolynoms.

8. (Einfache, mehrfache oder keine Nullstellen in Z?) Gibt es eine einfa-
che Nullstelle in Z und sind o, T die zugehdrigen Permutationen, so setze
Qj & Qgrpg) Jir 1 < j <n, G < T; und gehe zu Schritt 4. Gibt es keine
Nullstelle in Z, so gehe zu Schritt 9. Fihre eine zufillige Tschirnhausen-
transformation durch und gehe zu Schritt 7.

9. (Nichstes 0?) Wenn noch nicht alle 0 € K getestet wurden, wiederhole ab
Schritt 6.

10. (Nachstes T;?) Gibt es noch nicht getestete mazimale transitive Gruppen in
La, so wiederhole ab Schritt 4. Sonst setze &(f, Q) < G. Terminiere mit
Ausgabe von &(f, Q) und der aktuellen Wurzelanordnung.

Dieser Algorithmus beschrinkt sich auf die Berechnung der Galoisgruppe von
irreduziblen normierten Polynomen mit ganzzahligen Koeffizienten. Jedes Poly-
nom f(t) = >I,a;t" mit Koeffizienten in Q 148t sich durch die Substitution
() = Z—"f(é) in ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten transformieren,
wobei b, das kleinste gemeinsame Vielfache, der Nenner ist. Sind aq,. .., a, die
Nullstellen von f, so sind bay, . . ., ba,, die Nullstellen von f*. Unter Beibehaltung
der Wurzelanordnung haben wir dann G(f,Q) = G(f*, Q). Die Einschrinkung
auf irreduzible Polynome ist jedoch wesentlich: Angenommen f(t) zerfalle iiber
Q in fi(t)f2(t). Seien Ly und Lo die zugehorigen Zerfiallungskorper der sepa-
rablen Polynome f; und f5. Offensichtlich ist L,Ls der Zerfdllungskorper von
f = kgV(fi, f2) iiber Q, also ist L;L,/Q galoissch. Der Fall L1 N Ly = Q
ist problemlos, da die Galoisgruppe G(L;L2/Q) gleich dem direkten Produkt
von G(L,/Q) und G(L2/Q) ist. Dies sieht man leicht, da die Abbildung ¢ :
G(L1L2/Q) — G(L1) x G(Lg) mit ¢(0) = (0]1,,0]r,) ein Monomorphismus ist
und fiir die Ordnung von |G(L1Ly/Q)| die Gleichungskette

|G(L1L2/Q)| = |G(L1/Q)||G(L1L2/L1)| = |G(L1/Q)||G(L2/L10L2)|
= |GL/QIIG(L/Q| = [G(L/Q) x G(L2/Q)|
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gilt. Ist L1 N Ly D Q, dann kann die Galoisgruppe von f nicht so einfach aus den
Galoisgruppen von f; und f5; bestimmt werden. Man muf} die Relationen zwischen
den Wurzeln von f; und f, kennen, um nihere Aussagen treffen zu konnen.
Es wird somit klar, da} es unkomplizierter ist sich auf irreduzible Polynome zu
beschrianken.



Kapitel 4

Berechnung der Daten

In diesem Kapitel wollen wir nihere Informationen zur Berechnung der erforder-
lichen Daten angeben. In Kapitel 3 haben wir gesehen, daf} fiir das Verfahren
von Stauduhar verschiedene Dinge im voraus bekannt sein miissen. Fiir Grad
n < 7 findet man die zur Berechnung notigen Teile der Untergruppengitter der
Sp, G-relative H-invariante Polynome und Nebenklassenreprisentanten in [34].
Der Unterschied zu den von uns berechneten Daten ergibt sich aus der Behand-
lung der geraden Gruppen. Stauduhar gibt zum Beispiel generell keine G-relativen
H-invarianten Polynome fiir G = A,, an. Er stellt maximale gerade Gruppen H
durch Schnitte von maximalen ungeraden Gruppen H* < S, mit A, dar, d.h.
H = H*N A,. Ist bekannt, daB8 &(f,Q) < H*, so kann mit Hilfe der Diskri-
minante D(f(t)) entschieden werden, ob &(f,Q) < H gilt. Fiir die Anzahl der
zu testenden Inklusionen bedeutet dies im Vergleich zur Unterteilung in gerade
bzw. ungerade imprimitive oder primitive Gruppen fiir n < 7 keinen Unterschied.
Alle Daten zu den Graden 8 < n < 11 lassen sich in [10] nachlesen (bis auf die
Nebenklassenreprisentanten, deren Berechnung aber keine Schwierigkeiten be-
reitet). Im Unterschied zu den von uns berechneten Daten wurden dort fiir die
transitiven Gruppen die Erzeuger aus [3] verwendet. Fiir Grad 12 haben wir mit
Hilfe von [31] als erste einen kompletten Datensatz fiir das Verfahren von Stau-
duhar berechnet und implementiert. Die besondere Schwierigkeit fiir diesen Grad
liegt zum einen an der groffen Zahl der transitiven Untergruppen der Sis (es gibt
genau 301 transitive Gruppen, fiir 752 Gruppenpaare mufiten Daten berechnet
werden) als auch an der wachsenden Ordnung der zu betrachtenden Gruppen.

4.1 Berechnung G-relativer H-invarianter Poly-
nome
In Satz 3.2.1 wurde schon zu jedem Gruppenpaar ein G-relatives H-invariantes

Polynom angegeben. Unser Anliegen ist es, moglichst ,minimale“ invariante Po-
lynome zu berechnen. Unter einem minimalen invarianten Polynom verstehen

43
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wir ein invariantes Polynom kleinsten Grades, welches unter allen invarianten
Polynomen kleinsten Grades eine minimale Anzahl von Monomen besitzt. Bei
Verwendung des G-relativen H-invarianten Polynoms F' aus Satz 3.2.1 sind nach
Bemerkung 3.2.2 fiir n > 2 immer | H [, i) viele Multiplikationen notig. Bei
allen betrachteten Inklusionen ist es uns gelungen, bessere G-relative H-invariante
Polynome zu finden, d.h. Polynome, deren Anzahl von Multiplikationen geringer
ist.

In [13], S. 785 beschreibt K. Girstmair einen sehr gruppentheoretischen Algorith-
mus zur Berechnung minimaler invarianter Polynome im absoluten Fall (G = S,,).
Damit 148t sich auch leicht der relative Fall bewéltigen, wenn man maxima-
le Untergruppen H* von S, betrachtet mit der Eigenschaft H* N G = H, da
Stabg(F') = Stabg, (F) N G. Diese Methode wurde von Olivier und Eichenlaub
benutzt. Wir verwenden an dieser Stelle einen eigenen, einfacheren, aber ebenso
effektiven Algorithmus, der auf der folgenden Beobachtung beruht:

Satz 4.1.1 Sei H eine maximale transitive Untergruppe der Permutationsgrup-
pe G und m = a7t ...z, ey,...,e, € Ny ein Monom, fir das |Orbg(m)| #

. n

| Orbg(m) |. Dann ist

F(xy,...,2,) = Za(xile{’)

ocH

ein G-relatives H-invariantes Polynom.

Beweis: Da die Bahnldngen von z{'...x¢" unter H und G verschieden sind,
existiert eine Permutation 7 € G, fir die 7(z7"...2%) & Orby(2f" ... z¢") ist.
Damit folgt, Stabg(F) # G. Alle Permutationen aus H lassen das Polynom F
invariant, und es gilt somit H < Stabe(F') # G. Aufgrund der Maximalitidt von

H folgt H = Stabg(F). O

G-relative H-invariante Polynome ergeben sich hier also als Bahnsummen von
geeigneten Monomen. Wir kénnen nun folgenden Algorithmus angeben:

Algorithmus 4.1.2 (Monomberechnung)

Fingabe: Eine Permutationsgruppe G < Sy, (n > 4) und eine mazimale transi-
tive Untergruppe H von G.

n(n+1)

Ausgabe:  FEin minimales Monom m vom Grad d < mit der Eigenschaft

Stabg (D ey o(m)) = H, und | Orbg(m) |.
1. (Initialisierung) d < 2, cand < { }.
2. (Anzahl der Variablen) Setze k < d.

3. (Monommenge berechnen) Bilde die Menge C' aller mdéglichen Monome m

vom Grad d aus k Variablen, |C'| = (Zj) (1)
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4. (Schleife iber C') Solange C # () (sonst gehe zu Schritt 8):

5. (Bahnenberechnung) Nehme ein beliebiges Monom m € C, und berechne
Orbg(m) und Orby(m).

6. (Monom gefunden?) Wenn | Orbg(m) | # | Orbg(m) |, so erweitere cand <
cand U {(m,| Orby(m)|)}. Setze C <— C\Orby(m).

7. (Ndichstes Monom) Wiederhole ab Schritt 4.

8. (Nichstes k?) Wenn k # 2, dann setze k < k — 1 und gehe zu Schritt 3.
Sonst gehe zu Schritt 9.

9. (Terminiere?) Ist cand # 0, so nehme einen Kandidaten m mit kleinster
Orbitlinge und terminiere. Sonst setze d <— d + 1 und gehe zu Schritt 2.

Nach Bemerkung 3.2.2 und dem Beweis zu Satz 3.2.1 hat das Monom x,23 . . . 2"

fiir alle transitiven Gruppenpaare H < G Orbitlinge | Orby(m)| = | H| und
Stabilisator Stabq(} ., 0(m)) = H, und wir konnen als obere Schranke fiir
den Grad d des Monoms > i = n(n + 1)/2 angeben. Aufierdem ist klar, daf
aufgrund der Transitivitdt der betrachteten Gruppen nur Grade d > 2 sinnvoll

sind.

Diese Methode ist ,straight forward“ und liefert die gesuchten Monome fiir die
Grade 4-11 innerhalb sehr kurzer Zeit, da bis auf vier Ausnahmen alle Monom-
grade kleiner n sind. Bei Grad n = 12 tauchen jedoch vermehrt Monome mit
groBeren Orbitlingen (> 500) und hoheren Graden auf. Auch macht sich die
wachsende Ordnung der Gruppen bemerkbar. In diesem Fall haben wir alle Mo-
nome mit Monomgrad d < n mit Hilfe von Algorithmus 4.1.2 berechnet und
somit nachgewiesen, daf} sie tatsédchlich minimal sind. Fiir die verbleibenden 17
Monome haben wir mit dem gleichen Algorithmus nachgewiesen, daf} kein mi-
nimales Monom vom Grad d < n existiert. Aufgrund zu hoher Laufzeit haben
wir Algorithmus 4.1.2 fiir die Monome mit grolen Graden (d > n) abgebrochen.
Die Orbitlangenberechnung kostet in diesen Fillen extrem viel Zeit, was sich
bei steigender Anzahl der Menge von moglichen Monomen zusétzlich nachteil-
haft auswirkt. Fiir diese Félle ist es sinnvoll, folgende randomisierte Variante zu
wéhlen:

Algorithmus 4.1.3 (Schnelle Monomtests)

Fingabe: Eine Permutationsgruppe G < S,,, (n > 4) und eine mazimale transi-
tive Untergruppe H von G. Anzahl der Variablen k des Monoms, Grad
d des Monoms, Anzahl maxtries der Versuche.

Ausgabe:  Ein Monom m vom Grad d < %, fiir das Stabg () oy o(m)) = H,

und | Orby(m) |. Sonst ,falsch®.
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1. (Initialisierung) i < 1, cand < { }.
2. (Schleife diber i) Solange i < maxtries (sonst gehe zu Schritt 7):

3. (Zufilliges Monom) Wihle ein zufilliges Monom m vom Grad d mit k Va-
riablen.

4. (Stabilisator- und Orbitlingenberechnung) Berechne Stabs, (m), Stabg(m
= Stabg, (m) NG und Staby(m) = Stabg(m) N H. Dann ist | Orbg(m) | =
|G |/| Stabg(m) | und | Orbg(m) | = |H |/| Stabg(m) |.

5. (Monom gefunden?) Wenn | Orbg(m) | # | Orby(m) |, so erweitere cand <
cand U {(m,| Orby(m)|)}.

6. (Nachstes Monom) i <— i + 1. Wiederhole ab Schritt 3.

7. (SchlufSfolgerung) Ist cand # (0, so nehme einen Kandidaten m mit kleinster
Orbitlinge. Sonst Ausgabe ,falsch®. Terminiere.

Die Schnelligkeit dieses Algorithmus beruht auf einer besonderen Stabilisator-
berechnung und der Vermeidung der expliziten Berechnung der Orbits. Aufler-
dem bedingen grofle Bahnenléngen kleine Ordnungen von Stabilisatoren, was sich
auf die Berechnungen sehr giinstig auswirkt. Mit Algorithmus 4.1.3 erhélt man
schnell einen Eindruck, in welchem Bereich sich der Grad eines méglichen minima-
len Monoms befindet. Fiir die 17 iibriggebliebenen Inklusionen aus Algorithmus
4.1.2 haben wir nach ersten Ann&herungen des Monomgrades jeweils mehrere
1000 zufillige Testdurchldufe durchgefiihrt und somit invariante Monome gefun-
den. Die Eigenschaft minimal streichen wir dann fiir diese Inklusionen, obwohl
die Wahrscheinlichkeit hier sehr grof ist, solche Monome gefunden zu haben,
zumal Testdurchldufe mit Algorithmus 4.1.3 fiir bereits bekannte minimale Mo-
nome diese innerhalb kiirzester Zeit gefunden haben. Fiir unser Programm ist dies
letztendlich nicht von Bedeutung, da es sich im néichsten Kapitel zeigen wird, dafl
man fiir alle 17 Inklusionen (und noch einige weitere) G-relative H-invariante Po-
lynome konstruieren kann, die deutlich weniger Multiplikationen benétigen (die
Anzahl der Multiplikationen ist die ausschlaggebende Grofle fiir das Laufzeitver-
halten), als dies fiir die gefundenen G-relativen H-invarianten Polynome der Fall
ist. Alle mit den Methoden dieses Abschnitts berechneten Monome mit zughéri-
gen Orbitldngen findet man im Anhang II.

4.2 Maximale Konjugationsklassen

Spricht man im folgenden von der Kenntnis oder Klassifikation der transitiven
Permutationsgruppen eines bestimmten Grades, so sind damit Mengen gemeint,
die fiir jede S,-Konjugationsklasse einer transitiven Gruppe einen Vertreter ent-
halten. Durch Angabe von Erzeugern werden die Vertreter eindeutig bestimmt.
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Die uns bekannten Computeralgebrasysteme GAP [31] und MAGMA [21] ha-
ben eine unterschiedliche Wahl fiir die Vertreter der S,-Konjugationsklassen ge-
troffen. Wenn wir von ,,den transitiven Gruppen“sprechen, so sind also immer
entsprechende Vertreter gemeint. Ist es wichtig zu wissen, welcher Vertreter im
einzelnen verwendet wurde, so werden wir dies an entsprechender Stelle expli-
zit vermerken. Die Notation der Gruppen setzt sich aus einem T, welches fiir
,transitiv steht, und einer Nummer zusammen, die man fiir den jeweiligen Grad
[6] entnimmt. Falls es sich um eine gerade Gruppe handelt, wird dies mit einem
,+“-Exponenten vermerkt, z. B. T55. Geht aus dem Kontext der Grad der Per-
mutationsgruppe nicht hervor, so wird er vor der Gruppe notiert. 1274 ist zum
Beispiel die 36. Permutationsgruppe vom Grad 12. Bei den verwendeten Namen
beziehen wir uns ebenfalls auf [6].

Um bei Kenntnis aller transitiven Gruppen eines entsprechenden Grades iiber-
haupt mit der Berechnung von G-relativen H-invarianten Polynomen oder Ne-
benklassenrepriasentanten anfangen zu kénnen, mufl der Gitterverband der tran-
sitiven Untergruppen bekannt sein. Die Berechnungen des Untergruppengitters
sollen nicht nur Informationen dariiber geben, ob eine Gruppe in einer ande-
ren enthalten ist, sondern uns auch dariiber Informationen liefern, wieviele G-
Konjugationsklassen durch maximale transitive Untergruppen (eines festen T-
Typs) geliefert werden. Hat man Reprisentanten fiir jede Konjugationsklasse
einer maximalen Untergruppe gefunden, so ist man fertig. Wir haben fiir die
Grade 4 < n < 12 fiir alle transitiven Gruppen maximale Konjugationsklas-
sen mit Hilfe des Computeralgebrasystems GAP [31] berechnet. Dabei haben
wir die dortige Darstellung der transitiven Gruppen verwendet, d.h. es werden
die Erzeuger der transitiven Gruppen, wie man sie auch in [6] findet, benutzt.
Fiir die Grade 8 < n < 11 hat Olivier die gleichen Berechnungen mittels ei-
nes selbstgeschriebenen C-Programms beziiglich der Erzeuger der Gruppen in [3]
realisiert. Die berechneten Daten findet man in [10]. Die Berechnungen der Kon-
jugationsklassen fiir die Grade 4 — 11 dauern nur einige wenige Tage und stellen
deshalb keinen grofien Arbeitsaufwand dar. Fiir Grad 12 ist uns nicht bekannt,
dal der Untergruppengitterverband der transitiven Gruppen berechnet worden
ist. Deshalb haben wir diese mehrwochigen Berechnungen, auf manchmal bis zu
15 Rechnern gleichzeitig, selbst ausgefiihrt. Wir wollen nun ein paar Anmerkun-
gen zu den Berechnungen fiir Grad 12 geben, die teilweise natiirlich auch fiir die
anderen Grade gelten:

Zu einigen wenigen Gruppen kann man maximale Konjugationsklassen durch ent-
sprechende Literaturrechere erhalten. In [18] findet man zum Beispiel die Klassi-
fikation der maximalen Untergruppen der endlichen symmetrischen Gruppen und
alternierenden Gruppen. Die fiir n < 12 relevante Hauptaussage ist die folgende:

Satz 4.2.1 Die maximalen Untergruppen G der Gruppen S, lassen sich im we-
sentlichen in drei Klassen aufteilen. Sie sind entweder
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(i) intransitiv: G ist der Mengenstabilisator einer Menge der Ldnge m mit
1 <m < n/2 und somit isomorph zu Sy, X Sp_pm-

(i1) imprimitiv: G ist der Stabilisator einer Partition der Menge {1,2,...,n}
in m gleiche Teile der Linge k mit 1 < m < n und somit isomorph zum
Kranzprodukt Sy 1 S,,.

(11i) primitiv: G = A, oder eine echte primitive Untergruppe der S,.

Fiir n = 12 findet man zum Beispiel als maximale imprimitive Gruppen die
Kranzprodukte Thgg = Sg 1 Sa, Togs = S4 1S3, Togz = So1.Ss und Togg = S30.9;.
Es ist klar, daf} fiir G = S,, zu einer maximalen Untergruppe H nur eine Konju-
gationsklasse existiert. Die maximalen imprimitiven Untergruppen der A,, erhélt
man durch Schnitte mit den maximalen imprimitiven Gruppen der S,,, also durch
Schnitte mit entsprechenden Kranzprodukten. Im Fall n = 12 erhalten wir somit
Toor = Tagg N Az, Tohy = Taoa N Arz, Togs = Togz N Ay und Ty = Thgy N Ay,
Die primitiven Gruppen sind im ,ATLAS of finite groups“ [5] klassifiziert, und
wir finden PGL(2,11) als maximale ungerade primitive Gruppe von Sjs und
M(12) als maximale Untergruppe von A;s. Mit Hilfe des Korollars 3.3.5 kénnen
wir durch Nachschlagen in [6] die Normalisatoren Ng,,(G) der maximalen Unter-
gruppen von Ajy ermitteln. Bis auf den Fall G = M(12) gilt immer Ng,,(G) # G.
Fiir G = M(12) gibt es also in A;y zwei Klassen maximaler Untergruppen, die
isomorph zu M (12) sind. Wenn wir die Gruppe M (12) mit einem Element aus
S12 konjugieren, welches nicht in Ao liegt, zum Beispiel mit (1, 2), so miissen wir
die andere Klasse treffen (siche Beweis zu Korollar 3.3.5). Somit miissen wir nun
fiir alle Gruppen aufler S,,, A,, und den restlichen primitiven Gruppen Repréisen-
tanten der Konjugationsklassen aller maximalen Untergruppen finden. 265 der
transitiven Gruppen sind im Fall n = 12 auflésbar, d.h. es gibt eine Komposi-
tionsreihe mit Faktoren, die zyklisch von Primzahlordnung sind. Fiir auflésbare
Gruppen ist es moglich, spezielle Darstellungen (sogenannte Special AgGroups)
zu wihlen, so dal man eine besonders ,,schone” Kompositionreihe erhilt, die ei-
ne verhiltnismifig schnelle Bestimmung maximaler Konjugationsklassen zulafit.
Ubrig bleiben 36 nicht auflssbare Gruppen. 8 von ihnen sind Kranzprodukte.
A. Hulpke fiihrt in seiner Dissertation [14] eine Reihe von Lemmata an, wie man
die Klassen transitiver Untergruppen von Kranzprodukten und groflen Normaltei-
lern von Kranzprodukten bestimmen kann, sofern man eine Liste aller transitiven
Gruppen des betreffenden Grades kennt. Auflerdem hat er entsprechende Routi-
nen zur Berechnung geschrieben. Thm verdanken wir die Berechnung der maxi-
malen Konjugationsklassen der Gruppen Thgg, Thos, Tonrs Tops, 203, Tos7, Toses Togs
und T35,. Die restlichen Gruppen haben Ordnung kleiner 10000. Thre maximalen
Konjugationsklassen werden iiber den Untergruppenverband bestimmt, was lei-
der sehr langsam ist. Gibt es mehrere maximale Konjugationsklassen, die in der
minimalen Obergruppe nicht zueinander konjugiert sind, so mufl noch eine Per-
mutation o bestimmt werden, die die Permutationsgruppe in der Liste [6] durch
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Konjugation auf einen Représentanten der entsprechenden Klasse abbildet (siehe
auch Bemerkung 3.3.4). Wir haben die Repréisentanten der maximalen Konjuga-
tionsklassen nach ihrer Paritit sortiert und fiihren zu den geraden (ungeraden)
transitiven Gruppen nur Repriisentanten gerade (ungerader) maximaler Konju-
gationsklassen auf, da nur diese fiir den Programmablauf benotigt werden (siehe
auch Bemerkung 3.3.7 (i7)). Die Graphen zu den Graden 4 < n < 12 findet man
im Anhang I; die Permutationen o, mit denen wir die transitiven Gruppen der
Liste [6] konjugieren miissen, befinden sich im Anhang II. Somit verbleibt fiir
einen vollstdndigen Datensatz nun nur noch die Berechnung der Nebenklassenre-
priasentanten, die aber schnell vonstatten geht und keine Probleme bereitet.
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Kapitel 5

Verbesserungen des Verfahrens

In diesem Kapitel wollen wir drei Methoden beschreiben, mit Hilfe derer die
benotigte Rechenzeit wesentlich verkiirzt werden kann. Schwierigkeiten bereiten
im allgemeinen grofle Abstiege im Untergruppengitter, d.h. die Ordnung der ma-
ximalen Untergruppe H von G ist klein im Vergleich zur Ordnung der Gruppe
G, sehr viele Untergruppentests sind durchzufiihren. Dies ist zum Beispiel fiir
G = S, bzw. G = A, oft der Fall. Ein weiteres Problem stellen die bisher angege-
benen G-relativen H-invarianten Polynome mit groBen Monomsummen dar. Hier
sind viele Multiplikationen nétig, die sich erstens nicht gut auf die Prézision aus-
wirken und zweitens einen enormen Zeitaufwand darstellen. Losungsansitze fiir
diese Probleme liegen nun darin, die Anzahl der moglichen Galoisgruppen oder
der durchzufiihrenden Untergruppentests einzuschrinken und nach giinstigeren
G-relativen H-invarianten Polynomen zu suchen.

5.1 Das van der Waerden-Kriterium

In diesem Abschnitt wollen wir zur Vereinfachung des Verfahrens eine Folgerung
des van der Waerden-Kriteriums vorstellen. Es werden Kongruenzfaktorisierun-
gen des irreduziblen normierten Polynoms f € Z[t] modulo eines Primideals
pZlt] betrachtet. Durch diese Betrachtung die Galoisgruppe &(f, Q) in den Griff
zu bekommen, kénnen wir zwar nicht hoffen (iiber endlichen Kérpern kénnen nur
zyklische Galoisgruppen auftreten), doch wird man erwarten, gewisse Teilinfor-
mationen iiber &(f, Q) zu erlangen. Wir wollen zunéichst das van der Waerden-
Kriterium formulieren, welches man mit Beweis in [36], S. 198 findet.

Satz 5.1.1 Seien R ein ZPE-Ring, R = R/p der Restklassenring fiir ein Prim-
ideal p in R und K, K die zugehdrigen Quotientenkorper. Weiterhin sei f ein
normiertes Polynom aus R[t], dessen homomorphes Bild wir mit f € R[t] be-
zeichnen. f und f seien beide doppelwurzelfrei. Dann ist bei passender Wurzel-
anordnung &(f, K) eine Untergruppe von &(f, K).

ol
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Der von Dedekind ausgesprochene Sachverhalt, den wir im Algorithmus verwen-
den, stellt eine Folgerung von Satz 5.1.1 dar:

Folgerung 5.1.2 Sei f ein normiertes Polynom mit Koeffizienten in Z und p
eine Primzahl, fir die das von f bestimmte Polynom f von I, [t] keine mehrfachen
Nullstellen besitzt. Die Primfaktorzerlegung von f in F,[t] laute

f:f1f2'---'fra

und dabei bezeichne jeweils n; den Grad von f;. Aufgefafst als Permutationsgruppe
der Wurzeln von f enthdlt die Galoisgruppe &(f, K) eine Permutation o, deren
Zykelzerlegung die Gestalt 0 = o0y ...0, mit Linge o; = n;, (1 < i <r) besitzt.

Faktorisiert man das Polynom f modulo verschiedener Primzahlen, die nicht
die Diskriminante D(f(t)) teilen, so erhalten wir Informationen iiber méogliche
Galoisgruppen. Dazu miissen die in einer transitiven Untergruppe der S, auf-
tretenden Zykeltypen bekannt sein. Bis Grad 11 findet man zum Beispiel in [3]
Listen dieser Art. Fiir Grad 12 haben wir mit Hilfe von [31] eine solche Liste
erstellt. Es werden einfach alle Elemente einer transitiven Gruppe erzeugt und
entsprechend ihrer Zykeltypen gruppiert. Fiir die Gruppen A, und S,, kann man
sich die Berechnungen sparen, da hier alle moglichen Zykeltypen auftreten. Diese
Listen dienen zur Ausschliefung von Untergruppen, d.h. bei jeder Faktorisierung
modulo p entfallen die Untergruppen, die kein Element mit entsprechendem Zy-
keltyp besitzen. Also ist eine Auflistung der Zykeltypen der S,, und A,, allein aus
diesem Grund vollkommen {iberfliissig. Da zwei Elemente o und 7 genau dann in
Sy konjugiert sind, wenn ihre Zykelzerlegungen vom gleichen Typ sind, folgt, daf3
bei Elimination der Gruppe H auch alle konjugierten Gruppen cHo !, (o € S,,)
entfallen. Folgerung 5.1.2 sagt uns, dafl die Galoisgruppe eine der verbleibenden
Gruppen ist, aber sie reicht nicht zur Bestimmung der Galoisgruppe aus bis auf
die Fille &(f,Q) = S,, oder &(f,Q) = A,,. Fiir die anderen Fille ist aber die Tat-
sache von Bedeutung, daf} es zu jedem auftretenden Zykeltyp (ni,...,n,) einer
Permutationsgruppe unendlich viele Primzahlen p gibt, so daf f in F,[t] gerade
in 7 Primpolynome der Gerade nq,...,n, zerfillt. Diese Primzahlen p tauchen
mit der erwarteten Haufigkeit auf:

Satz 5.1.3 Sei (ny,...,n,) ein Zykeltyp und K die Menge der Elemente von
&(f,Q), die diesen Zykeltyp haben. Mit P sei die Menge der Primzahlen p be-
zeichnet, fir die f = T[._, fi mod p, wobei der Grad von f; = n; ist, (1 <i<r).
Dann gilt:
i PE€z:pePH  |K]|
im - = .
woo [{p <z :pprim}|  |S(f,Q)

Beweis: siehe [35]. O
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Satz 5.1.3 ist fiir die Berechnungen von keinem besonderen Nutzen. Interessanter
waren explizite Fehlerabschétzungen oder obere Abschéitzungen fiir die kleinste
Primzahl p € P. Alle diesbeziiglichen Resultate sind leider in der Praxis nicht
brauchbar (siehe zum Beispiel [19] oder [26]).

Zum besseren Verstdndnis von Folgerung 5.1.2 betrachte man das néchste Bei-
spiel.

Beispiel 5.1.4 FEs sei f(t) = x'? — 122" + 362" + 62512° — 375062° + 9768751.
Die Diskriminante hat die Primfaktorzerlegung D(f(t)) = 2'23'831418141741%, ist
also ein Quadrat eines Elementes in Z. Somit kommen auch nur gerade transitive
Permutationsgruppen in Frage. Wir bestimmen im folgenden die Faktorisierungen
von f mod 5,7. Die Primzahlen 2 und 3 sind Diskriminantenteiler und entfallen
aus diesem Grund.

(i) f(t)
(i) f(?)

(2 +2) (12 + 3t +3)(t* + 3+ 12 + 2t +4) (t* + 483 + £ + 4t +4) mod 5

(t+4) 2+t +4)(t 4+ 32+ 4t +5) (P + 4t  + 58> + 12 + 3t +2) mod 7

Nach der ersten Faktorisierung entfallen 37 der 133 geraden transitiven Permu-
tationsgruppen und mit Hilfe der zweiten Faktorisierung kdnnen wir weitere 93
Gruppen eliminieren. Es kommen also nur noch die Gruppen Tyhy, Tonr und Toyg
in Frage. Ein vollstindiger Programmdurchlauf liefert uns Ty, als Galoisgruppe
von f. Mit dieser Methode wurden 7 weitere Untergruppentests, d.h. Tests auf
Inklusion beziiglich der folgenden Gruppen (oder deren Konjugierten): Totq, Tio,
Totss Tiks, Trko, Tikys Thko, Gberflissig.

Da die bekannten Algorithmen zum Faktorisieren von Polynomen iiber endli-
chen Koérpern sehr schnell sind, konnen innerhalb kiirzester Zeit verschiedene
Zykeltypen bestimmt werden. In der Praxis hat es sich als niitzlich erwiesen, die
Faktorisierung des Polynoms f modulo p fiir Primzahlen p < 100 durchzufiihren.
Testlaufe bestiitigen, dafl in der Regel nach den ersten 25 Primzahlen eine sehr gu-
te Anndherung ,von unten“ im Untergruppengitter stattgefunden hat. Letzteres
soll heiflen, dafl bisher in jeder von uns durchgefiihrten Galoisgruppenberech-
nung die Tests H < &(f,Q) entfielen, die Gruppen H also aufgrund fehlender
Zykeltypen gestrichen werden konnten.

5.2 Konstruierte G-relative H-invariante Poly-
nome
Wir geben hier einige Sétze an, mit deren Hilfe es moglich ist, spezielle G-relative

H-invariante Polynome zu konstruieren. Diese sind fiir das Laufzeitverhalten un-
seres Programms wesentlich giinstiger, als die mit den Algorithmen 4.1.2 und
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4.1.3 berechneten Invarianten. Betrachte man zum Beispiel die maximale Un-
tergruppe Thgg = Sg ! Sz von Sio, welche beziiglich der Vertreter fiir transiti-
ve Gruppen aus [6] das Blocksystem B = {{1,3,5,7,9,11},{2,4,6,8,10,12}}
besitzt. Die Berechnung des speziellen Sis-relativen Thgg-invarianten Polynoms
(x1+ 23+ x5+ T7+T9+211) (To+ T4+ T+ T+ T10+212) ist schneller als die Berech-
nung des Polynoms x123+x125+. . .+21011 + X204+ 2206+ . .+ToX12+. . .+ T10T12,
welches wir mit Algorithmus 4.1.2 gefunden haben.

Die folgenden Sidtze konnen [9] entnommen werden. Beginnen wir mit einem
Ergebnis iiber Kranzprodukte:

Satz 5.2.1 Seien G < G' < Sy und H < H' < Sr transitive Gruppen mit
A={1,..,0} und T := {1,...,m}. Wir setzen y; :== 3 s_, T(ng) und Fj =
F(z@,), ...,z ) fir j =1,...,m, wobei F ein G'-relatives G-invariantes Po-
lynom ist. Weiterhin sei E ein H'-relatives H-invariantes Polynom. Dann ist

F+FE+.. . +F,+EW,--Ym)
ein G' \r H'-relatives G 1y H-invariantes Polynom.

Beweis: Die Gruppe K = (G H, AxT') hat das Blocksystem B = {By, ..., B}
aus Lemma 2.4.4 (i). Da K = Gir H = Fun(I',G) x4 H, konnen wir jedes
Element k£ € K nach Bemerkung 2.4.6(i7) als Produkt & = (g,1)(1,h), g €
Fun(T',G), h € H schreiben, wobei (g, 1) auf B durch Vertauschung der Elemente
innerhalb der Blocke operiert, wihrend (1, h) die Blocke untereinander vertauscht.
Haben wir also eine Permutation (1, h) aus Gl H gegeben, die den Block B; auf
den Block B; abbildet, so folgt fiir das Polynom F;: (1, h)F; = F}, nach Definition
von Fj. Eine Permutation (g, 1), die die Elemente innerhalb der Blocke vertauscht,
bildet F; auf Fj, (1 < ¢ < m) ab, da F; ein G'-relatives G-invariantes Polynom
ist. Es folgt, daBl das Polynom F' := F} + F» + ... + F},, invariant unter allen
Permutationen von G H ist. Jede Obergruppe von Gy H der Form G H' mit
H < H' 1af}t aber ebenfalls das Polynom F' invariant, da B auch Blocksystem
von G lr H' ist. Damit ist die Bedingung Stabg, g (F) = G ip H verletzt, und
F ist kein G' i H'-relatives G i H-invariantes Polynom. Um dies zu verhindern,
addieren wir zu F' das Polynom E. Da E ein H'-relatives H-invariantes Polynom
ist, ist es klar, daB8 E(y1,...,ym) von Gl H stabilisiert wird. Eine Permutation,
die die Elemente innerhalb der Blocke vertauscht, 148t die y;, (1 < i < m) fest, und
die Vertauschung der Blocke hat auch keine Auswirkung, da jede Permutation aus
H das Polynom FE invariant 1d8t. F'+ E ist demnach unter allen Permutationen
aus G v H invariant. F' + E wird aber auch nur von den Permutationen aus
G p H stabilisiert aufgrund der folgenden Uberlegungen: Ein Element (¢, 1) €
G"ir H'\G i1 H 148t keines der F} invariant. Da die Variablenmengen der Fj, j =
1,...,m disjunkt sind, folgt, dafl auch die Summe der F}; nicht invariant unter
(¢',1) ist. Ahnlich ld8t eine Permutation (1,4') € G' ip H'\G v H das Polynom
E nicht invariant. U
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Bemerkung 5.2.2 Gilt im obigen Satz G = G', so liefert bereits E(y, ..., Ym)
ein G p H'-relatives Gl H-invariantes Polynom. Analog geniigt fir H = H' ein
Polynom F'.

Beispiel 5.2.3 Betrachten wir die Gruppen G = 1217, = S30 D(4) und H =
12Ty64 = S52C(4). Der Algorithmus braucht fir diesen Abstieg mit der bisherigen
Methode 72 Multiplikationen. Identifiziert man nach Bemerkung 2.4.6 die Menge
{1,2,3} x{1,2,3,4} mit {1,...,12}, so erhdlt man beziglich der Vertreter in [6]
ein Blocksystem B = {{1,5,9},{2,6,10},{3,7,11},{4,8,12}}. Nach Bemerkung
5.2.2 ist E(y1,Y2,Y3,Ys), Yj = Tj + Tjpa + Tjss, (1 < J < 4) ein G-relatives H-
invariantes Polynom, falls E ein D(4)-relatives C(4)-invariantes Polynom ist.
Mt Hilfe der Tabellen fiir Grad 4 im Anhang II erhalten wir

E = yy2+yoy? + y3ys + yay?
= (Y3 + yavn) + ys(v2ys + vi)-

Fiir dieses invariante Polynom bendtigen wir nur noch 6 Multiplikationen.

Wir kommen nun zu einer Aussage iiber Untergruppen vom Index 2. Im we-
sentlichen geht es darum, aus bereits bekannten G-relativen H-invarianten Po-
lynomen F' mit [G : H] = 2 Invarianten fiir andere Untergruppen von Index
2 von G zu konstruieren. Dabei versucht man die bekannten Invarianten F' so
abzuiéindern, daf} die zugehorige Resolvente von der Form t? — F?(ay, ..., ay) ist,
wobei «;, (1 < i < n) wieder die Nullstellen unseres Ausgangspolynoms f sind.

Satz 5.2.4 Die Permutationsgruppe G habe die Untergruppen Hy und Hy, vom
Index 2. Seien Fj, (i = 1,2) G-relative H;-invariante Polynome, fir die o;F; =
—F;, (0; € G\H,;) gelte. Dann ist Hi+Hy := (HiNH)U((G\H1)N(G\H3)) eben-
falls eine Untergruppe von G, und FFy ist ein G-relatives Hy + Hy-invariantes
Polynom.

Beweis: Wir zeigen zunichst, da8 die Bedingung o, F; = —F;, 0; € G\H;, (i =
1,2) keine wirkliche Einschrinkung bedeutet. Nach Satz 3.2.4 gibt es genau zwei
konjugierte Polynome unter den Permutationen von G. Ndmlich F' selber und
g:F;, gi € G\ H;. Da Untergruppen vom Index 2 Normalteiler sind, ist der Stabili-
sator gHg ! von gF; gleich H. Ersetzt man, falls nétig, F; durch F! = F; — g; F,
so haben wir 0, F! = 0,F; — 0;9;F; = 0;F; — F; = —F], da aus g;,0; ¢ H; folgt,
daf} g;0; € H: Fiir eine Nebenklassenzerlegung G = H; U g;H; ist 9;1 ¢ H;. Die
Elemente o; lassen sich somit in der Form g; Yhi, hi € H; darstellen. Es folgt mit
der Normalteilereigenschaft von H; g;0; € H;. Wir zeigen nun, dafl H; + Hs eine
Untergruppe von G ist. Seien dazu g, h € H, + Hy. Wir wollen zeigen, daf§ gh ™!
ebenfalls ein Element von H; 4+ Hs ist. Fiir ein Element ¢ € H, + H, gilt entweder
g € Hi N Hy oder g € G\(H,; U Hy), da die Mengen H; N Hy und G\ (H; U Hy)
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disjunkt sind. Sind g, h € H; N Hy, so ist nichts zu zeigen, da der Schnitt zweier
Untergruppen bekanntlich wieder eine Untergruppe ist. Ist dagegen g € H; N H,
und h € G\(H, U Hy), so ist h~! ebenfalls in G\(H; U Hy) und gh™! auch. Den
Fall g,h € G\(H; U H) haben wir auch schon im wesentlichen zu Beginn des
Beweises gelost, da aus g, h~' ¢ H, N H, folgt, gh~' € H; N Hy. Wir haben also
gezeigt, daf aus g, h € H, + H, immer gh~' € H, + H, folgt. Somit ist H, + H,
Untergruppe von G. Wir wollen nun zeigen , daf} fiir H, # Hy # G die Unter-
gruppe Hy + Hs vom Index 2 in G ist: Da [Hy: Hi N Hy| < [G: Hy| = 2 ist,
folgt[ Hy: H; N Hy | = 2 aufgrund der Verschiedenheit von H; und H,. Nach dem
Satz von Lagrange haben wir dann [G: HiNHy | = [G:H, || H,: HHNHy | = 4, also
auch4 =[G:H NH,|=[G:H,+H,||H +Hy:HNHy|.Da[H:HiNHy| =2
ist, gibt es ein Element h; € Hj, welches nicht in Hy ist. Folglich ist h; ¢ G\ H;
und somit nicht in H;+ Hs. Damit haben wir [G: Hi+Hy| > 1. Da H; # Hy # G,
ist H1 U H2 7£ G, d.h. G\H1 U H2 §£ @ und der Index von [Hl + H22H1 N HQ] ist
auch ungleich 1. Aus der Gradgleichung folgt dann, da3 der Index von H; + H,
in G gleich 2 sein muf.

Ebenfalls kann leicht gezeigt werden, daf} die Operation + assoziativ und kom-
mutativ ist, und dal H + G = H und H + H = G fiir alle Untergruppen vom
Index 2 gilt. Es bleibt zu zeigen, dafl Fi F; ein G-relatives H 4+ Hs-invariantes Po-
lynom ist. Da die Mengen H; N Hy und G\ H, NG\ H, disjunkt sind, folgt fiir h €
H\NHy: hF\Fy = FiFy,und fiir h € G\H,NG\Hy : hF\Fy = —F| — Fy = F\ F>.
Das Polynom F)F, ist also invariant unter allen Permutationen von H; + Hs.
Gibt es eine Permutation g € G\(H; + H»), so gilt ¢ ¢ G\H, N G\ H,, d.h. g ist
entweder Element der Menge G\ H; oder der Menge G\ Hy. Damit erhalten wir
gF1F2 = —F1F2 fiir alle g c G\(Hl + HQ) (]

Dieser Satz stellt uns ein Mittel zur Verfiigung, die Laufzeit unseres Programms
wesentlich zu verbessern. Hat eine Gruppe mehrere Untergruppen von Index 2,
kénnen wir durch geschickte Kombination zweier oder mehrerer Gruppen invari-
ante Polynome konstruieren, die der Computer in sehr viel kiirzerer Zeit auswer-
ten kann, da weniger Multiplikationen durchgefiihrt werden miissen. Betrachte
man dazu das néchste Beispiel:

Beispiel 5.2.5 Das 12T574-relative 12T5g3-invariante Polynom (siehe Anhang II)
erfordert bei seiner Auswertung 15 - 5184 Multiplikationen. Die Gruppe Th74 hat
die Untergruppen Thg, bis Thes, T2+66 und Tog7 vom Index 2. Durch direktes Nach-
rechnen verifiziert man, dafl Togz = Togs + Tog7. Ein Blick in die Tabellen zeigt
uns, daff es schon wire, wenn auch das Tyzs-relative Thgr-invariante Polynom
durch eines mit weniger Multiplikationen ersetzt werden konnte. Es zeigt sich, dafs
Tosr = Toey +T;{56 i1st. Beginnen wir mit dem Tyr4-relativen Thgs-invarianten Poly-
nom. In Beispiel 5.2.3 hatten wir das Polynom E = yy(y3 + yay1) + ys(yoys + y3)
gefunden. Die Bilder dieses Polynoms unter den Permutationen von Thry sind E
und oF =y (y1y2 + yi) + y3(y3 + y3ya), 0 € Tory\Togs. Das Polynom

E—0FE =y1(ys —v2)(y1 — y2 — Ya) + y3(v2 — ya) (Y3 — Y2 — Ya)
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18t ein Tora-relatives Togy-tnvariantes Polynom, welches den Voraussetzungen von
Satz 5.2.4 geniigt. Nun gilt es, invariante Polynome fiir die Abstiege T4 zu Togy
und Tyry zu Toes zu finden. Die Gruppe Togy = S3 U E(4) ist ebenfalls wie Tory =
Ss 1 D(4) ein Kranzprodukt, d.h. wir kénnen Satz 5.2.1 anwenden. Als D(4)-
relatives E(4)-invariantes Polynom wdhlen wir

F = (y1 — y2)(y3 — ya),

mit Y1, ..., Yys wie in Beispiel 5.2.3. Beziglich der Permutationen aus Ty74 erhal-
ten wir die Bilder F und 7F = (ys — 11)(y2 — y3), T € Tora\Toe1. Es folgt also
Stabry,,(F —oF) =Ty und F — oF erfillt die Voraussetzungen von Satz 5.2.4.
Zu dem Tyry-relativen Tyhs-invarianten Polynom sei gesagt, dafi man bei einem
Abstieg von einer ungeraden in eine gerade Gruppe immer das folgende Polynom,
welches wie die Wurzel einer Polynomdiskriminante konstruiert ist, verwenden

kann:
o= 1] (xi—x),

1<i<j<n
wobet n der Grad unseres Eingabepolynoms [ ist. Motiviert durch den nach-
folgenden Satz haben wir aber ein Polynom mit weniger Multiplikationen ge-
funden. Durch direktes Nachrechnen erhilt man Stabr,.,(D - sy) = Tots, wobei
Dsy = [1i_ (@i — ia) (@i — @igg) (Tiva — Tirs) [icicjcayi — yj) mit yr,...,y
aus Beispiel 5.2.3. Multiplikation der einzelnen Polynome liefert das Ty74-relative
Tye3-tnvariante Polynom

(E—0oFE)(F —T1F)Ds,
fiir das wir weniger als 20 Multiplikationen bendtigen.

Der letzte Satz beschiftigt sich mit Kranzprodukten der Form G' = 5,1 5,,. Es
werden durch Betrachtung der Stabilisatoren symmetrischer Polynome Unter-
gruppen klassifiziert. Die symmetrischen Polynome dienen dann umgekehrt als
[nvarianten dieser Gruppenpaare.

Satz 5.2.6 Die Gruppe S;ir S, mit I' := {1,...,m} hat mindestens drei Un-
tergruppen von Index 2: Die Stabilisatoren von S, (di,...,dy), DY, -\ Ym),
(das ist S;ir Ap) und D(y1, ..., Ym)Sm(di, ..., dy), wobei s, die m-te elemen-
tarsymmetrische Funktion, dy = [[,c;c;c(Tur) — Gr), (K = 1,...,m) und
D =11 icicjem(Vi — y;) mit y; wie in Satz 5.2.1. Auferdem hat Syl S, jeweils
eine Untergruppe vom Index 2" und eine Untergruppe vom Index 2™, (ArSim),
die die Stabilisatoren von sa(dy, ..., dy) bzw. si(dy, ..., dy) sind.

Beweis: Sei A := {1,...,l}. Die Gruppe G := S;ir S,, hat das Blocksystem
B = {By,...,B,} mit B, = {(\,7)| A € A}, v € I'. Betrachten wir zunéchst
die Bilder von d; unter S;{r S,,. Dies sind genau die +dg, £ = 1...,m. Damit
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kann man die Stabilisatoren von s,,, s1, und s, leicht bestimmen. Das Bild von
Sm =dy-...-d, unter S;ir .S, ist entweder s,, selber oder —s,,. Der Stabilisator
von s, muf} also eine Untergruppe vom Index 2 in S; i S,, sein. Das Polynom
sy = di+...+d,, hat unter den Permutationen von S;ir .S, genau 2™ Bilder. Das
Kranzprodukt A;r S, hat die Ordnung %ml!mm!, also den Index 2™ in S;ir S,,,
und alle Permutationen in A; v S,, lassen s; invariant. Wie im Beweis 5.2.1
kann man die Permutationen aus A;!p S, in Produkte der Form (g,1)(1,h), g €
Fun(T, A;),h € Sy, zerlegen, wobei (1,h) eine Permutation der Blocke bewirkt
und (g, 1) die Elemente innerhalb der Blocke vertauscht. Eine Permutation (1, h)
permutiert die Summanden von s;, wihrend es sich bei einer Permutation (g, 1)
um eine gerade Permutation handelt. Somit wird jedes dy, (1 < k < m) auf sich
selber abgebildet. Aufgrund der Maximalitdt von A;r S, in S;ir S, folgt die
Behauptung fiir s;. Betrachten wir nun das Polynom sy. Der Stabilisator dieses
Polynoms entsteht aus der Vereinigung des Stabilisators Stabg,; ., (s1) von sy mit
gStabs, s, (s1), wobel ¢ eine Permutation aus Sjir Sy, ist, die die Vorzeichen der
di, k =1,...,m vertauscht. Deshalb hat der Stabilisator von s, einen Index von
2m=Lin S;11 S,,. Der Fall fiir das Polynom D liuft analog dem des Polynoms s,,:
Die Bilder von D unter den Permutationen von S;r.S,, sind gerade +D. Deshalb
handelt es sich bei Stabg,.s,, (D) um eine Untergruppe vom Index 2. S;ir 4,
ist maximale Untergruppe vom Index 2 in S; i1 S,,. Die Permutationen aus S;{r
A,, kann man wieder zerlegen in solche, die die Blocke vertauschen, und solche,
die die Elemente innerhalb der Blocke vertauschen. Letztere Permutationen aus
Sy tr A, haben keine Auswirkung auf das Polynom D, da die y;, i = 1,...,m
jeweils gerade die Summe der Elemente eines Blockes sind. Die Elemente (1, h),
h € A, die die Blocke vertauschen, sind gerade Permutationen, somit folgt
(1,h)D = D. Nun bleibt nur noch zu zeigen, da§ S; i1 S,, den Stabilisator von
Ds,, als Untergruppe vom Index 2 hat. Die Stabilisatoren Stabs,;s,,(Sm) und
Stabs,;.s,, (D) sind verschieden und echte Untergruppen von S;ir Sy,. Nach Satz
5.2.4 ist Stabg, s, (D) + Stabs,, .s,, (sm) Untergruppe vom Index 2 in S; i Sy,
und Dsy, ist ein S ip Sp-relatives Stabg, .s,, (D) + Stabs, .s,, ($m)-invariantes
Polynom. O

Wir kommen nun zu den Anwendungen des letzten Satzes. Die Effektividt dieser
Polynome wollen wir zuerst noch an einem Beispiel demonstrieren.

Beispiel 5.2.7 Die imprimitive Gruppe 121599 ist das Kranzprodukt SgtSy. Die-
se Gruppe hat bei Identifizierung von {1,...,6} x {1,2} mit {1,...,12} beziglich
der Erzeuger in [6] das Blocksystem {{1,3,5,7,9,11},{2,4,6,8,10,12}}. Mit un-
seren bisherigen Mitteln hatten wir fiir den Abstieq von 121599 in die mazimale
Untergruppe vom Index 2 12159 das invariante Polynom

_ 2.4.3 362 4 65
F= E 0 (21 75T 3T T5T6L7 L5 ToT 1)

0€12T598
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gefunden, dessen Auswertung uns 35 - 518400 Multiplikationen (siehe auch An-
hang) kostet. Mit Hilfe des letzten Satzes kinnen wir nachrechnen, dafs

StabSMSZ (DSQ) = 12T298

ist, wobei D = (y1 — y2) = (x1 + 23 + x5 + 7 + X9 + T11 — Ty — Ty — Tg — Tg —
T10 — .I'lg) und SS9 = dldg, d1 = (.I'l — .CL'3)(£L'1 — .CL'5) .t (.I'g — «Tll) und d2 =
(1,2)(3,4)(5,6)(7,8)(9,10)(11,12)d;. Fiir dieses invariante Polynom bendtigen
wir gerade einmal 30 Multiplikationen.

Wie man den Tabellen im Anhang entnehmen kann, befinden wir uns in der
gliicklichen Situation, dafl maximale imprimitve transitive Gruppen Kranzpro-
dukte sind. Da diese Gruppen bei dem Verfahren von Stauduhar die Nahtstelle
zwischen der S, bzw. A,, und den kleineren imprimitiven Gruppen bilden, werden
sie auch verhéltnisméfig oft frequentiert. Daher ist es besonders wichtig, diese
Ubergiinge besonders effektiv zu gestalten. Mit Hilfe des letzten Satzes ist es uns
gelungen, viele ungiinstige invariante Polynome zu ersetzen, und damit das Pro-
gramm, insbesondere fiir den Grad 12 (wie man am obigen Beispiel sieht), erst
lauffihig zu machen.

Wir geben nun fiir die Grade 6 < n < 12 eine vollstindige Ubersicht der Grup-
pen, die wir als Stabilisatoren der Polynome Ds,,, s,,, D, s, $; aus Satz 5.2.6
identifiziert haben:

n = 6 : Maximale Kranzprodukte in Sg sind 773 = S3 0.9 und 171 = S50.55.

G = Ti3: Stabg(Dsy) = Ty, Stabg(sy) = Ty, Stabg(si) = Ts, Stabg(D) =
Sy X Sy ist intransitiv.

G = Ty: Stabg(Ds3) = Ty, Stabg(ss) = T;5, Stabg(D) = Ty, Stabg(sy) =
Ti = gI3g™" mit g = (2,5), Stabg(sy) ist intransitiv.

n = 8 : Maximale Kranzprodukte in Sg sind Ty; = S5 0.5 und Ty = S50.5,.

G = Tyr: Stabg(Dsy) = Ty, Stabg(sy) = Tys, Stabg(s1) = T4, Stabg(D) =
Sy X Sy ist intransitiv.

G = Ty Stabg(Dsy) = Ty, Stabg(ss) = Ty, Stabg(D) = Tys, Stabg(sz) =
Ty, Stabg(sy) ist intransitiv.

n =9 : Maximales Kranzprodukt in Sg ist T3; = S50 S3.
G = Tgli Stabg(D83) = T;B, Stabg(83) = ng, Stabg(D) = ng, Stabg(Sg) =
T24, Stabg(sl) == Tgo.

n = 10 : Maximale Kranzprodukte in Siy sind Ty3 = S50 S5 und T39 = S0 .S5.

G = T43Z Stabg(DSQ) = T4J5, Stabg(SQ) = T41, Stabg(Sl) = T40, Stabg(D) =
S5 X S5 ist intransitiv.

G = T392 Stabg(DS5) = T38, Stabg(35) = T3+7, Stabg(D) = T36, Stabg(SQ) =
Ty = gloeg™ ! mit g = (4,9)(5,10), Stabg(s1) ist intransitiv.

n = 12 : Maximale Kranzprodukte in Sy sind Thgg = Sg ¢ Sa, Togz3 = S92 1 Se,
Th9s = Sy 1S3 und Thgg = S350 5.
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G = Tygg: Stabg(Dsy) = Tgg, Staba(se) = Toyr, Stabg(si1) = Ty, Stabg(D) =
Se X Sg ist intransitiv.

G = T293I Stabg(DSG) = T287, Stabg(D) = TQSG, Stabg(S(;) = T2—|é5, Stabg(SQ) =
1o = gTo199 " mit g = (2,3)(4,5)(6,7)(8,9)(10,11), Stabg(sy) ist intransitiv.
G = Tyyy: Stabg(D) = Thgy, Stabg(Ds3) = Tegy, Stabg(ss) = Tahy, Stabg(sy) =
Tygs, Stabg(si) = Tty = gTybsg™" mit g = (8,10).

G = nggi Stabg(D84) = T2§2, Stabg(84) = T281; Stabg(D) = ngo, Stabg(SQ) =
Toss, Stabg(si) = Toa.

Wir wollen nun noch ein letztes Beispiel angeben, bei dem alle drei Sétze kombi-
niert werden.

Beispiel 5.2.8 Betrachten wir nun den Fall 12154y tdber 1215,-. In diesem Bei-
spiel entstehen alle '-Gruppen durch Konjugation mit (2,10,12,7)(3,4,11,6,8)
aus den urspringlichen Gruppen. Der Algorithmus benotigt fiir diesen Abstieg
111152 Multiplikationen. Durch Testen verschiedener Mdglichkeiten erhdlt man
Ty = Ty + Thsq. Bei der Gruppe Ty, = Sy F36(6) handelt es sich ebenfalls wie
Toso = So U F36(6) : 2 = S0 (S31S2) um ein Kranzprodukt, d.h. wir kénnen Satz
5.2.1 anwenden. Nach Bemerkung 5.2.2 geniigt es, ein Ss ! Sy-relatives Fsq(6)-
invariantes Polynom zu finden. In den Anwendungen zu Satz 5.2.6 hatten wir
fiir n =6 gesehen, dafi Stabsys,(Ds2) = F34(6) gilt. Die Gruppen Thgy und Ty
haben das Blocksystem B = {{1,7},{2,8},{3,9},{4,10},{5,11},{6,12}}, und

wir erhalten somit y; = (xj + xj16), dj = (vj — Tj46), J=1,...,6 und
D82 = H (yz — yj) Z dzdj
1<i<j<6 1<i<j<6

Nun gilt es noch ein Tygo-relatives Toag-invariantes Polynom zu finden. Da es sich
bet T2'§“6 um eine gerade Gruppe handelt, wird das Polynom s¢ = dyidadzdydsds
von allen Permutationen aus Ty stabilisiert, und Permutationen aus Togo\Toas
liefern einen Vorzeichenwechsel. Beide Polynome Dsy und sq erfillen die Vor-
aussetzungen von Satz 5.2.4. Wir erhalten also

D8286

ist ein Theo-relatives Thqs-invariantes Polynom, dessen Auswertung uns weniger
als 40 Multiplikationen kostet.

5.3 Verkiirzte Nebenklassenreprisentanten

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wollen wir einen Ansatz zur Einschrinkung
der Anzahl der in die Untergruppentests einzubeziehenden Nebenklassenreprésen-
tanten diskutieren. Angeregt wurden unsere Betrachtungen durch ein Gesprich
mit John McKay.
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Wir gehen davon aus, daf§ Permutationsgruppen K und G mit K < &(f,Q) < @
(beziiglich der Wurzelanordnung) gegeben sind. Im Verfahren von Stauduhar ist
nun fiir eine maximale transitive Untergruppe H von G fiir jedes 0 € G//H
ein Untergruppentest &(f,Q) < cHo ! durchzufiihren. Aufgrund der Kenntnis
von K sind nur solche 0 € G//H dabei zu betrachten, fiir die K < cHo™! gilt.
Dies liefert eine eingeschrinkte Menge von Nebenklassenreprisentanten, die im
folgenden mit (G//H)k bezeichnet wird.

Die Gruppe K kann man auf verschiedene Weisen bekommen; in unserem Fall
ziehen wir die komplexe Konjugation heran und betrachten die von ihr erzeugte
2-elementige Gruppe K. Da wir in unserem Verfahren mit Permutationsdarstel-
lungen beziiglich der komplexen Nullstellen von f arbeiten, ist die Darstellung
der komplexen Konjugation ohne Probleme moglich.

Obwohl die Gruppe K sehr klein ist, lassen sich auf diesem Weg grofle Ein-
schrinkungen der zu testenden Nebenklassenrepriasentanten und damit grofle
Laufzeitbeschleunigungen erreichen:

Beispiel 5.3.1 Betrachten wir das Beispiel f(t) = t'' — 2. Die Galoisgruppe
dieses Polynoms ist Ty. Der Index von Ty in der symmetrischen Gruppe betrigt
362880, so daf wir fiir die Berechnung der Galoisgruppe dieses Polynoms mehrere
Stunden bendtigen. Das verkiirzte Reprdsentantensystem besteht nur noch aus 38/
Reprdsentanten, so dafS die Berechnungen innerhalb von 16s ausgefiihrt werden
kénnen.

Leider stofit dieses Vorgehen auf ein schwieriges Problem: In den in Frage kom-
menden Untergruppentests mufl gewéhrleistet werden, dafl das G-relative H-
Resolventenpolynom keine mehrfachen Nullstellen in Z besitzt. Wir wollen an
dieser Stelle aber gerade vermeiden, alle Nullstellen des Resolventenpolynoms zu
berechnen.

Eine Losungsmoglichkeit besteht im Anwenden von Tschirnhausentransforma-
tionen. Hat das Resolventenpolynom fiir einen Nebenklassenreprisentanten o €
(G//H)k eine ganzrationale Nullstelle, so kann man durch endlich viele Tschirn-
hausentransformationen erreichen, dafl diese Nullstelle einfache Nullstelle des Re-
solventenpolynoms wird oder verschwindet (d.h. keine Nullstelle aus Z mehr ist).
Bei Verschwinden gilt &(f,Q) £ oHo~!. Verschwindet sie nicht, so kénnen
wir aufgrund der extrem hohen oberen Schranken fiir die erforderliche Anzahl
von Tschirnhausentransformationen nichts entscheiden. Die praktische Erfahrung
zeigt jedoch, daf} stets nur eine sehr geringe Anzahl (< 2) von zufilligen Tschirn-
hausentransformationen bendétigt wird, um eine doppelte Wurzel zu entfernen.
Entsprechend der Bemerkung 3.4.3 ist es sogar moglich, die Wahrscheinlichkeit
fiir Separabilitdt nach einer zufilligen Tschirnhausentransformation beliebig hoch
zu machen. Es ist daher auch praktikabel, nach einer solchen Tschirnhausentrans-
formation nur die Wurzeln neuzuberechnen, die vorher in Z waren.
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Kapitel 6

Erweiterungen des Verfahrens

Ziel dieses Kapitels ist es, eine Erweiterung des Verfahrens von Stauduhar zu
entwickeln. Die Untersuchungen des letzten Kapitels zeigten, dal besonders die
ersten Abstiege, ausgehend von der S,, bzw. der A,,, besonders zeitkritisch sind. Es
wire daher generell wiinschenswert, diese Schritte (durch Berechnung geeigneter
Zusatzinformationen) zu {iberspringen und den Einstiegspunkt fiir das bisheri-
ge Verfahren in das Untergruppengitter méglichst nahe der tatsédchlichen Galois-
gruppe zu wihlen. Als Voraussetzung fiir einen solchen Quereinstieg mufy gewihr-
leistet werden, daf die Galoisgruppe &(f, Q) Untergruppe der als Einstiegspunkt
gewahlten Gruppe G ist, und zwar als Permutationsgruppe der gewéhlten An-
ordnung der Wurzeln von f.

6.1 Teilkorper, Blocke, Galoisgruppen

Da die Galoisgruppe eines normierten irreduziblen Polynoms, als Permutations-
gruppe betrachtet, transitiv auf der Menge der Nullstellen von f operiert, war eine
Unterteilung in imprimitive und primitive Gruppen moglich. Diese Eigenschaften
von &(f,Q) wurden aber bisher weitgehend unberiicksichtigt gelassen. Wire es
moglich, ausgehend von dem Polynom f, nidhere Informationen {iber Blocksyste-
me der Galoisgruppe zu erhalten, so konnten diese zum Beispiel dazu genutzt
werden, die Menge der in Frage kommenden Permutationsgruppen (als Galois-
gruppen) einzuschrinken. In dem Computeralgebrasystem KANT, in dem auch
unsere Algorithmen implementiert wurden, steht uns ein schneller Algorithmus
zur Berechnung aller Teilkorper eines algebraischen Zahlkorpers zur Verfiigung,
siehe [17]. Um diesen Algorithmus fiir die Berechnung der Galoisgruppe einset-
zen zu konnen, wollen wir zunéchst den Zusammenhang zwischen Teilkérpern
von Q(a) und Blécken von &(f, Q) aufzeigen, wobei « eine Nullstelle von f be-
zeichne. Dabei stellt sich heraus, dafl dhnlich zum Hauptsatz der Galoistheorie
eine Bijektion zwischen den Teilkérpern von Q(«) und den Blocken von &(f, Q)
existiert, die a enthalten.
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Satz 6.1.1 Sei f € Z[t] normiert und irreduzibel vom Grad n und o eine Null-
stelle von f. Sei weiterhin L = Q(«) ein algebraischer Zahlkirper und &(f, Q)
die Galoisgruppe von f. Dann existiert eine Bijektion zwischen den Teilkorpern
von L vom Grad m und den Blicken B der Linge | von &(f,Q), die o enthalten.
Zusdatzlich gilt n = ml.

Beweis: Siehe [17] S. 34. O

Im Beweis stellt sich heraus, da§ die Teilkorper von Q(«) genau die Fixkorper
der Stabilisatoren der Blocke B sind, die o enthalten.

Wir spezialisieren diesen Sachverhalt im Hinblick auf unsere geplante Anwendung;:

Satz 6.1.2 Seien L, K algebraische Zahlkérper mit Q C K C L und Zg(L),
Zo(K) die zugehirigen Zerfillungskirper, Zo(K) C Zg(L). Sei L = Q(«) und
K = Q(B) mit h(a) = B und h € Q[t]. Die Konjugierten von « und (8 wer-
den mit o, ... 0, € Zo(L) und Bi,...,0n € Zo(K) bezeichnet. Setze B; =
{a; | h(aj) = Bi }. Dann gilt:

(i) Die B; liefern ein (zu K gehériges) Blocksystem der Galoisgruppe G von
Zo(L) der Linge m. Es gilt n = | B; |m fir 1 <i <m.

1) Die Galoisgruppe H von Zgo(K) ist, aufgefafit als Permutationsgruppe der
Q
B1y .oy B, dquivalent zur Permutationsdarstellung von G bzgl . By, ..., B,
unter 0 : 3; — B;.

Beweis: (i) Sei 0 € G und z € B;. Es gelte o(f;) = . Dann hat man folgende
Aquivalenzen:

Insbesondere gilt wegen G g, = Fix(G, Q(f;)) auch Q(3;) = Fix(Zy(L), Gp,). Aus
obigen Aquivalenzen und der Transitivitit von G beziiglich der fi,. .., (3, folgt
n=|B;|mfirl <i<m.

(11) Nach dem eben Gesagten ergibt sich aus Satz 2.6.6:

Zo(K) = Q(By,. .., Bn) = Fix(Zy(L), ﬂ Gg,)

und damit H ~ G/Fix(G, Zg(K)) ~ G/ N, Gp,. Ferner 148t sich G/ N, Gp,
als Permutationsdarstellung von G beziiglich der B; auffassen. Beachtet man die
obigen Aquivalenzen und die Tatsache, daf8 die Isomorphie durch Einschrinkung
der o € G von Zg(L) auf Zg(K) vermittelt wird, so ergibt sich die Aquivalenz
von H und der Permutationsdarstellung von G beziiglich B; unter der Abbildung
0 : ﬂz — Bz (Il
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6.2 Zwel Methoden

Die Grundidee besteht darin, dafl fiir jedes Blocksystem der Galoisgruppe auf
eine Obergruppe, die verschieden von S, und A, ist, geschlossen werden kann.
Nach dem Satz von Krasner und Kaloujnine kann eine transitive imprimitive
Permutationsgruppe mit einem Blocksystem, welches aus d Blécken der Linge
[ besteht, in ein Kranzprodukt der Form S;t.S; eingebettet werden. Hat man
mehr Informationen iiber die Operation der Gruppe auf den Blocken, so ist es
moglich, die Komponente des Kranzproduktes, die fiir die Operation auf den
Blocken verantwortlich ist (hier ist dies Sy), einzuschrinken. Man weiff dann, daf
die Galoisgruppe im Schnitt der Kranzprodukte liegen mufl. Handelt es sich bei
der Galoisgruppe um eine gerade Gruppe, so mufl aufgrund der Unterteilung in
gerade und ungerade imprimitive Gruppen der Schnitt der Kranzprodukte mit
der alternierenden Gruppe geschnitten werden. Dies liefert dann den Einstiegs-
punkt in das Untergruppengitter. Die Blocksysteme werden mit Hilfe des Ein-
bettungspolynoms h(t) € Q[t] aus Satz 6.1.2, welches vom Teilkorperalgorithmus
berechnet wird, bestimmt. Man beachte auch hierbei Satz 6.1.1.

Sei £ wieder eine Liste der Vertreter der S,,-Konjugationsklassen transitiver Grup-
pen. Wir kénnen nun die folgende, erste Methode angeben:

Algorithmus 6.2.1 (Galoisgruppenberechnung mittels Teilkorperberechnung)

Eingabe:  FEin normiertes irreduzibles Polynom f vom Grad n mit ganzrationalen
Koeffizienten.

Ausgabe:  Gruppe T € £, Wurzelanordnung, so daff &(f,Q) < T.

1. (Initialisierung) Berechne Wurzeln von f und wdhle eine beliebige Wurzel-
anordnunyg.

2. (Diskriminante?) Ist D(f(t)) Quadrat eines Elementes in Z, so setze G <
A,. Sonst G + S,,.

3. (Teilkérperberechnung) Berechne Minimalpolynome my, ..., my der Teilkér-
per von Q(a), (« ist Wurzel von f), und Finbettungspolynome hy, . .., h; mit
Hilfe des Teilkorperalgorithmus.

4. (Primitivitat?) Ist | = 0, so ist B(f, Q) eine primitive Permutationsgruppe.
Ausgabe von T < G und Wurzelanordung aq, ..., a,. Terminiere. Sonst
setze 1 < 1.

5. (Schleife iber die m;) Fir jedes i <l mache:

6. (Wurzeln in Blocken) Setze d; < Grad m; und l; < n/d;. Die Galoisgrup-
pe besitzt ein Blocksystem B; = {By,..., By} mit Blocken der Ldnge ;.
Berechne Wurzelaufteilung der Wurzeln von f auf die Blicke By, ..., By,
mat Hilfe des Finbettungspolynoms h; nach Satz 6.1.2.
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7. (Kranzprodukt) Bilde K; = S;;1 Sy, und bestimme Permutation o € S,,, die
das Blocksystem von K; auf das Blocksystem ‘B; abbildet.
8. (Konjugiere Kranzprodukt) Setze K; <+ o K;o~'. Nun gilt 6(f,Q) < K;.
9. (Nichstes m;?) Ist i <, so setze i <— i + 1 und wiederhole ab Schritt 5.
10. (Schnittbildung) Setze G < G N, K;.

11. (Identifikation) Identifiziere G mit T € £. Bestimme Permutation T, so

daff G =1T7 1.
12. (Wurzelanordnung anpassen) Setze oy <= ary. Nun gilt (f,Q) < T'. Aus-
gabe von T und Wurzelanordnung o, . . ., a,. Terminiere.

Mittels Satz 6.1.2 (ii) weifl man, dafl die Operation der Galoisgruppe &(f, Q)
auf den Blocken B;, | B;| = [, (1 < i < m) der Operation der Galoisgruppe der
Minimalpolynome m;, die die Teilkorper erzeugen, auf deren Wurzeln entspricht.
Folglich kann man die Galoisgruppe &(f, Q) in das Kranzprodukt S; ¢ &(m;, Q)
einbetten, wodurch noch bessere Annidherungen an die eigentliche Galoisgrup-
pe geliefert werden. Hieraus resultiert die zweite Methode, welche Algorithmus
6.2.1 bis auf den Schritt 7 entspricht. Dieser Schritt wird durch folgende Schritte
ersetzt:

(7’) Berechne die Galoisgruppe &(m;, Q) als Permutationsgruppe der f3;, (1 <
j <d;).

(77) Bilde K; = S), 1 &(m;, Q) und bestimme eine Permutation o € S, die das
Blocksystem von K; auf das Blocksystem B; abbildet, unter Beachtung der
Abbildung # aus Satz 6.1.2.

6.3 Vergleich zum unerweiterten Verfahren

Wir vergleichen anhand der folgenden Tabelle das Grundverfahren von Stauduahr
(S) und die Verbesserung dieses Algorithmus um die modulo p Faktorisierungen
(S mod p) mit den eben eingefiihrten Erweiterungen (SE1) und (SE2). In der
linken Spalte wird die zu berechnende Galoisgruppe angegeben; als Eingabe ver-
wenden wir die im Anhang II angegebenen Polynome. In den anderen Spalten
wird die jeweilige Gruppe, mit der in das Untergruppengitter eingestiegen wird,
und die Berechnungszeit angegeben.



6.3. VERGLEICH ZUM UNERWEITERTEN VERFAHREN 67

‘ &(f,Q) ‘ S ‘ S mod p ‘ SE1 ‘ SE?2 ‘
Toga Sia | 37.0s | Si2 | 31.0s | Toga | 3.5s | Toga | 3.5s
Tho3 Sia | 61.2s | S1p | 22.0s | Togs | 4.2s | Togs | 4.2s
Tosi | Siz | 12315 | Sig | 62.25 | Toge | 4.55 | Thgo | 4.95
T263 512 9.9s 512 7.4s T274 9.5s T274 10.0s
Tl-'f_i?, A12 5.8s A12 6.5s Tégﬁ 11.1s T1—55 11.7s
T;? A12 18.2s A12 15.3s T;? 4.6s T;% 4.6s
Tig A12 45.2s A12 44 .8s Tig 3.3s Tj:;) 3.6s
T S | 36.0s | S1o | 10.0s | Tho5 | 11.1s | Ty | 11.4s
117 S | 18.1s | S1o | 17.6s | T35 | 13.3s | T17 | 9.9s
T3 Sig | 374s | S19 | 12s | Tyg | 11.2s | Thg | 11.7s
T3+ A12 9.5s A12 10.2s T3+ 5.3s T3+ 5.3s

Tabelle 6.1: Laufzeitvergleiche der einzelnen Verfahren

Die Gruppen Thgs und Thg3 sind nach der Gruppe Thgg die maximalen Gruppen
grofiter Ordnung der S;5. Wie man anhand der Tabelle erkennt, wirkt sich die
Grofle der Indizes schon so negativ auf die Laufzeit aus, daf§ die Verwendung des
erweiterten Verfahrens vorzuziehen ist. Fiir alle Untergruppen dieser maximalen
Gruppen gilt dann die gleiche Aussage, wie man am Beispiel der Gruppe Thg;
ablesen kann. Tg; ist maximale Untergruppe der Gruppe Thg9, welche ebenfalls
maximal in Sjs ist. Wir haben in das erweiterte Verfahren zuséitzlich eine Liste
implementiert, die iiber Anzahl und Lange der Blocke der transitiven Gruppen
Auskunft gibt. Mit Hilfe dieser Liste erhalten wir im Untergruppengitter eine
Abschéitzung von ,oben“, wihrend modulo p Faktorisierung eine Abschétzung
von ,unten“ darstellt. Dies ist der Grund fiir die guten Laufzeiten fiir die Grup-
pen Tib und Tj. Alle anderen Permutationsgruppen konnten in diesen Féllen
eliminiert werden. Ein Einstieg in das Untergruppengitter ist fiir diese Gruppen
nicht mehr notig. Zum Schlufl méchten wir noch eine Bemerkung iiber die Erwei-
terungen SE1 und SE2 machen. Wir geben im Fall n = 12 der Erweiterung SE'1
den Vorzug, da bei einer Gruppe mit mehreren Blocksystemen eine Vielzahl von
Galoisgruppenberechnungen durchgefiihrt werden muf}, die linger dauern kann,
als der Einstieg an hoherer Stelle und Durchlauf des Untergruppengitters der Sy,.
Auch gibt es eine ganze Reihe von Gruppen, die fiir die Erweiterungen SE1 und
SE?2 den gleichen Einstiegspunkt besitzen.
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Kapitel 7
Beispiele

Die Leistungsfihigkeit des Algorithmus der Galoisgruppenberechnung wollen wir
anhand einiger Beispiele verdeutlichen. Die Berechnungen wurden auf einer Hew-
lett Packard HP 9000 Series 735/100 mit 160 MB RAM und maximal 60 MB fiir
einen Prozefl unter HP-UX 9.05 durchgefiihrt.

Fiir Polynome vom Grad n < 7 vergleichen wir unsere Implementierung im
Computeralgebra-System KANT V4 [16] mit anderen Systemen. Die Systeme
GAP [31], PARI [29] und MAPLE [23] sind alle auf dem obigen Rechner instal-
liert. Dabei bedeutet S das Verfahren von Stauduhar inklusive modulo p Berech-
nung, wihrend S VN die Verwendung von verkiirzten Nebenklassenreprésentan-
ten fiir den Abstieg der S,, bzw. A, in die maximalen Untergruppen andeuten
soll. Befindet sich in dieser Spalte ein ,,-*, so bedeutet dies fiir die Grade n < 5,
dafl hier keine verkiirzten Nebenklassenreprisentanten betrachtet wurden. Bei
grofleren Graden handelt es sich in diesem Fall um ein total reelles Polynom. Fiir
Grad 12 vergleichen wir die in Kapitel 6 beschriebene Erweiterung des Verfah-
rens SE1 mit der Verwendung von verkiirzten Nebenklassenreprisentanten. Die
Zeiten werden, wenn nicht anders gekennzeichnet, in Sekunden angegeben.
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Tabelle 7.1: Laufzeitvergleich bis Grad 7

Gruppe | Polynom | s | sVN|PARI | MAPLE | GAP |
Sy =T, | t3+2 0.0 - 0.0 0.0 1.3
Ay =T | B +t2 -2t -1 0.0 - 0.0 0.0 1.7
Sy =Ty | t*4+t+1 0.1 - 0.2 0.1 1.0
Ag=T}F | t* +8t+12 0.1 - 0.3 0.1 1.8
Ty tt—2 0.2 - 0.4 0.2 4.4
Ty tt+1 0.2 - 0.6 0.2 6.2
T, tr+e3 2+t +1 0.2 - 0.2 0.3 6.9
Ss =Ty | t°—t+1 0.1 - 0.2 0.1 1.5
As =T} | t° 420t + 16 0.1 - 0.2 0.1 1.8
Ts o+ 2 0.2 - 0.2 0.1 > 60
Ty t° — 5t + 12 0.3 - 0.6 0.3 4.5
T, B +tt— 43 -3 +3t+1 0.3 - 0.3 0.6 9.0
Se =T | t0+t+1 0.1 - 0.5 0.3 1.4
Ag =T | % + 24t — 20 0.1 - 1.3 0.2 2.7
T, % +10t° + 55t* + 140¢% + 175t 07| 05 0.8 11.0 > 60
—3019t + 25
Tis 10 264 + 213 12 + 2t + 2 05| 0.4 0.7 0.4 7.3
s t5 + 10> + 55¢* + 14083 + 175¢2 05| 04 0.3 05 175
+170t + 25
Ti1 0+ 212 4+ 2 05| 04 1.1 0.6 13.2
T 8+ 6t* 4+ 2t3 + 92 + 6t — 4 05| 0.3 0.9 0.5 10.3
Ty 0+ 263 — 2 0.5 0.3 1.2 1.0 23.5
Ts 10 —3t5 46t — Tt 4262+t — 4 0.8 | 0.7 1.3 2.6 > 60
T+ 0 —4t2 -1 0.6 | 0.3 0.8 0.7 9.8
Ts o —3t2+1 0.6 | 04 1.0 0.7 10.9
Ts o +3t3+3 0.7 | 04 1.3 1.6 20.7
T, 6 —3t2 -1 0.6 | 0.6 1.2 1.1 13.2
Ts 0 +2 0.7 05 0.7 0.4 9.3
Ty % + 108 0.7 05 1.2 0.7 12.2
T, O+ttt 2+t + 1 0.7 0.5 2.2 0.7 8.1
Sr=T; | tT+t+1 0.1 - 3.6 0.7 1.9
A7 =T | 7+ 7t4 + 14t + 3 0.1 - 2.2 0.5 1.3
T tT =T+ 148 - Tt + 1 08| 0.7 9.5 3.2 24.7
Ty tT+2 1.7 0.7 5.8 4.1 19.5
Ty 7 — 14t> + 56t — 56t + 22 06| - 13.0 2.2 29.2
Ty T+ TR+ T+ T -1 16| 08 10.8 0.5 11.9
T;" 17416 — 1265 — Ttt 42813 + 1482 — 9t +1 | 0.7 - 8.6 0.5 14.5




Tabelle 7.2: Laufzeitvergleich Grad 8

Gruppe | Polynom ‘ S ‘ S VN ‘ PARI ‘

Sg=Tso | 3+t —1 0.1 | 0.1 0.2

Ag =Ty | 8 +6t* —8t+8 0.1 | 01 0.2
T, B+ T+ 20+ 7 1.2 | 1.2 2.8
Tyr 8 — 8> + 8t + 8 09 | 08 1.4
Ty6 8 + 8> — 9t* + 16¢> — 36t + 9 1.0 | 1.0 1.6
T 5 — 6t° 4 8t° + 321¢* — 864t + 900t — 432t +81 | 1.0 | 0.9 1.9
Ty I A | 0.9 0.8 1.3
Ty3 B+tT+ T+t + 1 4.0 | 14 2.6
T 5+ 7t* —8t3+9 1.0 | 1.0 1.7
T,; 5 + 245 — 12t* + 48¢2 — 18 09 | 09 2.0
Tyo 8 — 816 + 18t — 54 1.0 | 0.7 1.6
T3 B+t +1 1.1 | 08 14
Tss t® + 415 + 108 1.2 1.1 1.6
T 8 — 2¢7 — 14¢% + 70t° — 140t* + 15443 19 | 19 3.9

+3073t? — 3590t + 16756

t8 + 243594036t° + 1934500632624t> 4 29635819628209830t%

+203774949685874022624t3 + 2988168234396894632781684t2

T;(; +8779374238787472347934586416¢ 100 100 62
+37541982917702994635948231748609
Tss t8 +3t5 + 3t + 312 + 3 0.9 0.8 1.7
T % + 7217 + 1980t + 25272t5 + 140454t* 11 11 9.6
+227448t% + 1487484t% + 52488t + 6561
T5 % — 725 4 1944t* — 2505612 + 15552t + 69984 1.0 | 1.0 2.4
T 5 -0 -3t +4 1.2 | 12 L5
Ty %+ 418 +4t1 + 3 1.0 0.9 1.6
Ts0 18 4+ 4t6 + 444 — 2 1.6 1.6 1.8
T5 BB +t0+tt 1241 1.2 | 11 1.7
Tos t8 4+ 6t* — 82 +8 09 | 08 1.1
Tor t8 4 8t6 + 2744 1.0 0.9 1.9
Tos 8 —tt 42 1.1 | 08 1.5
T3 8 — 196t° + 15582t* — 3136t> — 551348¢> 20 | 2.0 3.9
—93632t + 9288489
T 8+ 48T — 485 — 412 + 2 1.0 | 1.0 1.7
Tss t® + 165 — 10584 1.0 | 1.0 1.9
T t® — 3210 + 384t* — 121202 + 432t + 3448 1.2 | 1.2 2.6
T 20+t +5 1.3 1.3 1.3

T | 8 — 815 4 24¢* — 160t2 + 384t — 272 12 | 12 | 25
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Tabelle 7.3: Laufzeitvergleich Grad 8

‘ Gruppe ‘ Polynom ‘ S ‘ S VN ‘ PARI ‘
T | 5 +8t5 + 16t* + 16 11| 1.0 1.8
T -ttt -2 +1 09| 09 1.5
Tiz | t%+ 395 + 1265472 13| 13 2.2
Tie | t5+5t5+125 13| 1.2 14
Tis | t*-3 09| 08 1.3
Ty, | 8 +60t° + 1350t* + 461500t + 50625 1.3 ] 1.1 2.2
T t8 +4t% + 36 1.0| 1.0 1.4
T, | 8+ 72% 4 828t* + 10082 + 324 09| 08 1.7
T 5 +9 14| 1.2 1.1
T | % —32t% 4 384¢* — 23682 + 1920t + 1216 1.2 1.2 2.4
T, 5 +2t* +4 14| 1.3 1.1
Ts 8 -2 09| 0.7 1.3
T; t8 — 10t% + 25¢* — 20> + 5 0.7 0.7 1.7
Te 8 +2 1.0| 0.9 L5
TS t8 — 241% 4 108¢* — 144¢> + 36 1.0| 1.0 2.0
T, 8 +3t1+1 12| 11 1.0
T |-t +1 09| 08 1.0
T, 8 +1 12| 1.2 0.9
T t8 — 165 + 40t* — 32¢2 + 8 09| 09 1.7

Tabelle 7.4: Laufzeitvergleich Grad 9

Gruppe | Polynom ‘ S ‘ S VN ‘ PARI ‘

Sg =Ty |t —t—1 0.1 | 0.1 0.5

Ag =Tsh | t° +27t — 24 0.1 0.1 0.3
5 T2 A -+ 102 | 1.6 9.6
Ts, 19— 27T — 25 —#5 — 4 413 + 582 + 4t + 1 1.1 1.0 1.8
T3 9+ 2t° + 4t + 43 + 4+t + 1 1.0 | 1.0 1.6
Th 9 — 6t5 — 18> + 36t* — 361> + 108t> — 144¢ + 48 1.1 | 1.0 1.7
Thg 19— 247 — 25 — 5 — 241 + 312 + 3t + 1 1.1 | 1.0 1.9
T;: 9 — 1215 — 18t° + 361> — 27t — 128 11.9 | 2.2 9.9
Ty 19— 7 4560 +1° — 24 4+ 483 + 32 —t — 1 3.1 1.3 4.2
5t t9 —9t6 — 9tt +24¢% + 912 — 9t + 1 1.2 | 1.1 1.9
To4 9 —2t6 —2t3 2 1.3 | 1.2 1.7




Tabelle 7.5: Laufzeitvergleich Grad 9

‘ Gruppe ‘ Polynom ‘ S ‘ S VN ‘ PARI ‘
9 7 6 5 3 2
T3 t? + 97 — 60t° + 72t° + 35413 — 495¢ 57110 195
+2124t — 845
Ty 9 — 1216 — 2715 — 18t* + 93 + 36t — 8 14| 1.2 1.9
oSy 9+ 3% + 3¢5 — 2 1.5 1.0 1.7
Tso 19— 27 — 25 — 265+t + 413 + 312 + 3t + 1 1.1 1.0 1.8
T t? — 3t® — 24t° — 24¢* — 48t + 16 51| 1.1 4.3
Tis t? —2t6 —2t3 — 1 1.3 1.2 1.6
9 _ 7 @46 5 4 3
i t m 615 + 87t° + 47t* — 143t 11! 11 19
—69t2 + T2t + 27
Tig 02T+ 35+ -t 23+t 4+ 1 50| 1.1 4.0
9 7 6 5 4 3 2
s 19 — 97 — 2115 + 72t° + 99¢* — 99¢3 — 585¢ 571 13 A7
+549t 4 166
9 7 6 5 4 3 2
T 9 — 1447 — 40t5 — 9> + 70t* + 306t> — 270t 58| 12 90.7
—79t — 10
e 9 —2t5 — 3 41 1.3 1.1 1.5
Tis Bt 25—t 3 12— 1 1.1 1.0 2.0
T t? — 5 +5t° + 1 1.6 | 1.3 1.8
Th |t -2 1.8 1.2 1.5
9 _ 948 7T _ 6 _ q+b 4 _ 3 _ 2
T t9 — 3t 4 6t7 — 1815 — 915 4 87+ — 5413 — 18t 58| 1.3 195
+36t + 12
Ts 0 —2t7T — 6 2t 433 + 262 + 2t + 1 14| 1.2 2.0
9 _ 7T _ o6 5 4 _ 3
i £ — 23247 — 9t + T485¢° + 8631¢" — 3097t 19| 11 05
—738t? + 325t — 27
9 8 7T _ 6 _ 5 4 3
T £+ % — 3267 — 841° — 1447 + 112¢" + 84¢ 111 10 9.9
+4t2 -8t — 1
T 7+ 365 + 3¢5 — 1 1.6 | 1.3 1.5
T, 9+ 4% + 313 -1 1.1 09 1.3
T+ 2 +9t7 — 65 + 27t5 — 36t + 2713 — 54¢% — 32 1.7 15 1.8
T, 9 — 157 + 418 + 54¢> —12t* =383 + 9t +6t —1 | 1.0 | 1.0 2.3
T 9 —0tT + 2715 — 30t3 + 9t — 1 1.3 11 1.9
Tabelle 7.6: Laufzeitvergleich Grad 10
Gruppe Polynom ‘ S ‘ S VN ‘ PARI ‘
S10 = T1us 0 4+t 41 0.1 0.1 0.2

Apg =Ty, | 10 —2t8 —2¢" — 263+ 2¢2 + ¢t — 1 0.1] 0.1 0.2
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Tabelle 7.7: Laufzeitvergleich Grad 10

‘ Gruppe ‘ Polynom ‘ S ‘ S VN ‘ PARI ‘
Tis t10 - 218 —2t7 — 215 — 25 — ¢4 — 2¢3 1.9 1.0 9.4
+3t2 -2t +1
TS t10 + 10t5 — 8¢5 — 25¢% + 40t — 16 1.1 | 1.0 2.7
Tu 10 4219 448 — 6 4 ¢4 —2t — 1 1.0 0.8 2.6
Tuo O 419 — 8 — 7 — 245 423 4+ 32+t + 1 1.2 1.1 2.3
Tso O — 268 — 247 — 25 — 2 45 4 2t4 — 243 19 19 39
+2t2 — 1
Tsg t10 — 28 — 6 9% 4 242 — 2 1.1 1.1 3.0
T | #10 =268 — 267 — 46 — > — ¢4 — 23 — 242 + 1 22 | 15 3.5
T O — 218 — 6 4314 — 2 + 2 1.3 1.1 2.9
Tss 19 4+ 3005 — 185 4 10000¢% — 200t + 81 36.0 | 3.8 30.6
T | #10—® -2 — ¢t 442 — 1 1.3 | 1.2 2.7

10 — 2¢9 4+ 12¢8 — 207 + 66t — 20¢° + 228¢*
+84¢t3 + 276t% 4+ 120t + 100
Ts t10 — 9¢® 4+ 2746 + 2t5 — 271t — 913 + 8t + 1 253 1.6 26.3

10 — 1800¢8 — 24000t + 14220005 + 30960000¢°
—462480000¢* — 145008000003

1.5 1.2 2.8

5 ‘ 312 | 36 31.1
+12996000000¢% + 2414368000000¢
—12197187420489
10 6 5 4 3
Tso t +QQt — 6485 + 1080¢* — 2160t 351 | 5.0 319
+3645t2 + 5400t + 12960
Ty 10 4+ 268 — 2% — 2 + 2 1.3 | 11 3.1
Tk t10 — 10¢7 + 10t5 + 36t° + 50t* — 10t° — 1 1.2 1.1 3.0
Tor t10 1316 — 25 + 2 42t + 1 1.2 1.0 3.0
10 _ 8 6 _ @5 4 3
T3 t 125t 75t5 — 6t° — 165t* — 30t 301 | 18 99 7
—180¢2 — 50t — 90
Ths t10 28 _ 96 _ 42 _ 9 1.2 1.1 3.2
T, |0+ -t 432 -1 1.3 | 1.2 2.8
Ty3 0 — 268 — 47 4346 421> — 24 — 203 262 + 3t +1 | 1.4 | 1.2 3.0
Ty t10 28 27 — 6 4 ¢4 — 23 4212 — 1 1.3 1.2 2.5
Toy 0 46 25 ¢4 1 3¢2 — 2t + 1 1.2 1.1 2.5
10 _ 9 8 7T_ 6 _ 5 4 3
To t ‘3t + 8 +36t7 — 39¢% — 105¢° + 99¢* + 180¢ 16 13 3.9
—45¢t2 — 135t — 45
10 8 6 5 4 3
Tuo t —‘10t + 355 — 25 — 50¢* + 10t 14 13 9.8
+25t2 — 10t + 2
T t10 + 605 — 240t> + 850t2 — 5440t — 1088 14 1.6 3.4
Tiq 10 — 25 — 2 1.1 1.0 2.5

T1g 10 + 78 + 1716 — 31" — 40t + 127 3.3 1.7 3.8




Tabelle 7.8: Laufzeitvergleich Grad 10

‘ Gruppe ‘ Polynom ‘ S ‘ S VN ‘ PARI ‘
T 10 — 8 —2¢5 + ¢4 + 312 — 1 1.1 | 1.0 3.2
Tia t10 4 ¢8 — 46 —3t* + 32+ 1 1.2 1.1 2.9
T3 t10 28 7 210 45 4 3¢ — 213 — 24t + 1 289 | 1.8 32.0
Tio t10 4+ 249 4+ 3¢% — 16 — 26> —tr 4 32 + 2t + 1 1.7 1.5 2.3
T, t10 4+ 10t6 + 25¢%2 — 8 1.4 1.2 2.1
Tio 10 —2¢5 — 4 14 1.1 1.9
T t10 — 50¢8 — 100" + 865t + 4036t> + 4100t* 15 19 30

P | $16400£2 + 13120 + 2624 ' ' '
Tg | 10 —4t® + 210 + 560 — 242 — 1 1.1 | 10 3.6
T+ 10 — 245 — 15¢* — 106 — 15t2 — 5 288 | 15 28.1
t10 1+ 4¢° — 408 — 26t7 + 252t% + 110¢° — 405¢*
Ts 5 ) 1.2 1.1 4.0
—128¢% + 98¢% + 36t + 1
Ts 10— 2 1.0 0.9 1.6
Ty o —¢5 1 1.1 1.0 2.0
T; 10— 8 5 13t 4+ 212+ 1 1.1 1.0 1.7
T, 10 — 355 + 130¢* + 160 1.2 1.1 2.6
Ty O+t + 3+t +t+ P+t + 3+ 2+t + 1 1.1 0.9 1.5
Tabelle 7.9: Laufzeitvergleich Grad 11
Gruppe | Polynom ‘ S ‘ S VN ‘ PARI ‘
Sll = Tg tll —z—1 0.1 0.1 1.0
Ay =T5 | #1 — 1322 — 120 0.1 0.1 0.5
t1h — 10 — 12147 + 65t8 + 5345¢7 — 4816
Ty —96739¢5 — 23689¢* + 4136903 113.3 | 8.6 75.1
—493810t2 + 26910t — 856170
1+ 44¢9 — 1133¢8 + 35977 + 18161¢°
T —105215° 4+ 74514¢* + 690767t 1149 | 5.3 74.4
—1435929¢2 + 138600t + 53994
Ty ) 3h 16.0 | 2822.0
T+ t11 — 33¢% + 396t7 — 2079¢° + 4455¢° 92.4 i 56.0
3 —2673t — 243 ’ '
10 549 — 448 4+ 107 — 6¢° + 11¢° — Tt
T 5 3h 14.0 | 2819.0
493 — 442 + 2t + 1
tHh 10 — 107 — 98 + 36t7 + 28t% — 56t°
T+ ‘ 90.0 - 54.0
! —35t% + 3563 + 15t — 6t — 1
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Tabelle 7.10: Laufzeitvergleich Grad 12

‘ Gruppe ‘ Polynom ‘ SE1 ‘ S VN ‘
T99 12 4t + 442 + 2 6.5 2.3
Thos | #12 + 7565 + 7505 — 56251 — 232502 — 30000t + 50625 > 180 | 6.8
T93 $12 4 410 4 46 342 4.0 2.0
Toor | 12+ 126% — Of8 + 6443 — 14442 + 108t — 27 5.5 2.2
Tg9 t12 — 278 + 3617 + 15t5 — 54> — 45t* + 2083 — 216t + 96t — 16 | 9.0 2.3
Tohs | #12 426 + 3¢% + 442 + 1 45 26
Ty | #12 4315 + 362 + 4 80 | 3.0
Tyro t12 4 448 — 65 + 6t —2t2 4+ 8 11.0 4.0
Togo | 22— 283445 414 — 2 —1 8.0 2.4
Tos8 12 — 443 — 2 9.2 2.8
Tohe | #12 412610 — 2447 — 18446 — 7245 + 309¢* — 3243 + 360¢2 + 80 120 | 3.0
Tohe | 12 + 2610 + 265 — 3¢5 — 3¢ + 42 + 1 74 3.0
Thao t12 10 48 _ 546 _ 5t — 312 — 1 5.5 2.2
T513 12 119283 + 27 7.3 3.3
Tops | 12 =10 ¢4 + 2 +1 100 | 29
Ty | 24410 125 — 45 124 312 4 1 120 | 35
Tiho | #12 + 4410 + 615 + 615 + 5t + 612 + 1 250 | 35
Ti7s t12 — 105 — 43 -1 32.0 11.0
T, t12 —81% — 3615 — 487 4 810 +1441° +273t* + 2483 + 721> — 96t —32 | 21.0 10.5
Tihe | #12 4+ 18410 4+ 135¢% + 3486 + 63t* — 51263 — 2702 + 729 34.0 | 18.0
Ty | 12— 8 215 + 44 4212 + 1 270 | 96
T's6 2 — 1066 — 82 — 1 11.0 4.7
T35 t12 — 36t% + 24¢° + 108¢* — 144¢% + 48 15.0 5.3
Ty | 412 4 4¢° 4265 — 443 — 2 340 | 295
Tihe | 12 + 126" 4+ 60410 + 160¢° + 2405 + 192¢7 + 64¢5 + 3 36 | 420
Tgy | 12 —185 — 9t + 9 230 | 5.0
T | 112 3010 — 348 pagb p ot — 2 41 280 | 7.4
Toh | 12 — 1010 + 3268 — 3265 — 59¢* + 19842 + 196 130 | 41
Toh | 12 4 2610 — 1068 — 2006 — 5t + 442 + 1 130 | 3.7
I5, 12 — 6610 — 9¢® — 36¢5 4 223t* — 21412 — 23 33.0 | 10.0
Tya 12 —6t5 —10t3 — 6 17.0 15.3
T’9 2 — 563 +5 10.0 10.0
Ty 12 — 2610 4 2410 4 249 — 448 4 316 — 4t 4243 4+ 242 — 2t 4 1 16.0 | 39.0
Ti5 t12 — 12¢10 4 5448 — 1125 + 105¢* — 36t2 + 27 3.7 14.0
Ty | 2 42010 4 2% 6 L4t — 42 41 150 | 43
T | 412 3410 1948 446 4 2t 342 41 6.4 9.6

T 2 10 0 Tt Pt B2 —t 4+ 1 17.0 10.0
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Anhang I

Dieser Anhang enthélt, bis auf Konjugation in der symmetrischen Gruppe S,
die Diagramme der transitiven Permutationsgruppen vom Grad 4 < n < 12. Die
Notation der Gruppen setzt sich aus einem 7', welches fiir transitiv steht, und
einer Nummer zusammen, die man fiir den jeweiligen Grad [6] entnimmt. Falls
es sich um eine gerade Gruppe handelt, wird dies mit einem , + “-Exponenten
vermerkt, z.B. Ty;. Bei den verwendeten Namen beziehen wir uns ebenfalls auf
[6]. Alle Graphen wurden beziiglich der Erzeuger in [6], [31] mit Hilfe von GAP
[31] berechnet. Bis auf die Grade 4 und 5 haben wir die Diagramme in primitive,
imprimitive gerade und imprimitive ungerade Gruppen unterteilt, wie sie in dem
von uns geschriebenen Programm durchlaufen werden. Deshalb werden auch im
imprimitiven Fall die Bezugsgruppen S,, und A, mit aufgefiihrt. Fiir die Prim-
zahlgrade 7 und 11 sind alle transitiven Gruppen primitiv, und wir erhalten nur
einen Graphen. Die Gruppen sind so angeordnet, dafl ihre Kardinalitit mit der
auf gleicher Hohe befindlichen Zahl rechts neben dem Diagramm {ibereinstimmt.
Ist H eine maximale Untergruppe von G, so bedeutet eine durchgezogene Ver-
bindungslinie, dal H exakt in GG enthalten ist, wihrend eine gestrichelte Linie
andeuten soll, dafl eine Konjugierte von H, nidmlich H' = pHp ! exakte Un-
tergruppe von G ist. Eine Permutation p mit dieser Eigenschaft kann man im
Anhang II finden. Falls die Anzahl der G — Orbits von €(G, H) (bzw. €(G, H'))
grofler als eins ist (siehe auch 3.3.4), so wird die Anzahl an der Verbindungslinie
zwischen H und G vermerkt. Bei den imprimitiven Gruppen vom Grad 12 haben
wir allerdings darauf verzichtet. Nichttriviale Représentanten der Konjugation-
klassen, d.h. Permutationen oy,...,0, mit oy Ho',..., ... ,orHo, ! < @ findet
man ebenfalls im Anhang II.
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82 ANHANG I

T5(S4) 24

TNA,) 12
T3(D(4)) 8
Li(A(4) T (E4) 4

T5(S5) 120
Ty (Ay) 60

T3(K(5)) 20
T3 0(5)) 10

Ty (d'(5)) 5

Abbildung 1.2: Transitive Permutationsgruppen vom Grad 5
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T16(S6) 720

T (Ag) 360

T4 (PGL(2,5)) 120
T (L(6)) 60

Abbildung 1.3: Primitive Permutationsgruppen vom Grad 6

T 360

- 36
T 24
i 12

Abbildung I.4: Imprimitive gerade Permutationsgruppen vom Grad 6
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1

ANHANG I

720

72

48

36

24

18

12

Abbildung 1.5: Imprimitive ungerade Permutationsgruppen vom Grad 6



ANHANG 1 85

T:(S7) 5040
TA7) 2520
T5+(12(7)) 168
Ti(Fip(7) 42
Ty (Fiu (7)) 21
T(1(7)) 14
RIG) 7

Abbildung 1.6: Transitive Permutationsgruppen vom Grad 7
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ANHANG I

40320

20160

1344

336

168

Abbildung 1.7: Primitive Permutationsgruppen vom Grad 8
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20160

576

288

192

96

64

48

32

24

16

Abbildung 1.8: Imprimitive gerade Permutationsgruppen vom Grad 8
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T50

ANHANG I

40320

1152

276

384

192

128

64

48

32

16

Abbildung 1.9: Imprimitive ungerade Permutationsgruppen vom Grad 8



ANHANG 1

T344Ss) 362880

181440

1512

504

T 432

Ty 216

~

144

7 36

Abbildung 1.10: Primitive Permutationsgruppen vom Grad 9
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ANHANG I

T3(So) 181440

648

324

162

81

o4

T 27

Abbildung [.11: Imprimitive gerade Permutationsgruppen vom Grad 9



ANHANG 1

N
[e5)

91

362880

1296

648

324

162

108

o4

36

18

Abbildung 1.12: Imprimitive ungerade Permutationsgruppen vom Grad 9
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Anhang 11

Zur Berechnung der Galoisgruppe eines irreduziblen normierten Polynoms von
Grad n geben wir in den Spalten 1-4 der folgenden Tabellen die Nummer, die
Notation, die Ordnung und die Paritét der transitiven Permutationsgruppen an.
In Spalte 5 werden die minimalen transitiven Obergruppen G der gegebenen
Gruppe H und die G-relativen H-invarianten Polynome F' in folgender Weise
aufgelistet: Wir geben ein Monom m(z1,zs,...,2,) von F und die Anzahl der
Monome von
F(zy,29,...,2,) = Z op(xy, Toy ..., Tp),
o€H'

wobei H' = p*Hp < G ist. Wenn 7 nicht die Identitét ist, wird die Permutation
7 unterhalb der Tabelle des jeweiligen Grades angegeben. In Spalte 6 steht die
Anzahl der G- Konjugationsklassen. Représentanten der nicht-trivialen Konju-
gationsklassen findet man ebenfalls unterhalb der Tabellen. Letztlich geben wir
in Spalte 7 der Tabelle ein Beispielpolynom f(z) an (soweit bekannt), dessen
Galoisgruppe &(f, Q) bis auf Konjugation die Permutationsgruppe aus Spalte 2
ist. Die Beispielpolynome fiir den Grad 12 wurden uns freundlicherweise von G.
Malle zur Verfiigung gestellt [22]. Die Notation der Gruppen mit ihren Erzeugern
findet man in [6].
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Grad 3:
| Nr | Notation | Ord. | P | Relativ invariantes Polynom | #KL | Polynom
1 | As 3 + | d(f) - 3422 -2z -1
2 | S 6 - - 3 42
Grad 4:
| Nr | Notation | Ord. | P | Relativ invariantes Polynom | #KL | Polynom
1 C(:> 4 — | Th/Ts : z123 (4) 1 4+ 2441
E(4)
2 | =2[x]2 4 + | T/t T (2) 1 zt+1
= Dy
D(4)
3 8 — | T3/T5 : 173 (2) 1 zt -2
= Dg
Ag 12 | + | d(f) - |zt +8z+12
Sa 24 — — 441
Grad 5:
| Nr | Notation | Ord. | P | Relativ invariantes Polynom | #KI. | Polynom
C(5) ‘ .
1 s 5 + | TH/TF s @l (5) 1 2o+ 2t —42® —32% + 3z +1
D(5)
2 | =5:2 10 | + | ToF/rf . 7w (5) 1 @d — 5z + 12
= Do
F(5)
3 | =5:4 20 | — | T3/T5 : T1T273 (10) 1 x® +2
= Hol(C(5))
4 | As 60 | + | d(f) - x° + 20z + 16
5 | S 120 | — - 2 —x+1
Grad 6:
| Nr | Notation | Ord. | P | Relativ invariantes Polynom | #KL | Polynom
C(6) T /T5 : T1T2Ta (6) 1
1 =6 6 — | Tv/T5 : T124 (3) 1 O FadP et a2+ +1
= 3[x]2 T /T : T1T2 (6) 1
Dg(6) T/T5 : T1T2 (3) 1
2 | =[3)2 6 — | T3/ Ts : 122 (3) 1 z® + 108
= S3 T[Ty : T1T2 (3) 1
D) T3/Ty : T1%4 (3) 2
3 | =5(3)[x]2 12 | - 2% +2
T3/Tii: z1m2 (6) 1
= D12
4 A4[(262>}3 12 | + | T /75 . wamame (6) 1| a®-322 -1
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| Nr | Notation | Ord. | P | Relativ invariantes Polynom | #KI. | Polynom
F15(6)
= [3%]2 5
5 —3,2 18 T5/T9 : T123 (6) x6+3x3+3
=G1s
2A4(6)
=[2°]3 .
6 . 24 Ts/T11 T1T2m4 (6) 28 — 322 +1
=2
= Sa/((12)(34))
Sa(6d)
= [2°]5(3)
T _, 3 24 /T T1ma (3) 28 — 42?2 — 1
= S4/((12)(34), (13)(24))
S4(6¢
4(1 )3 2 9 8 — 325 + 62 — a3 + 222
8 = 5[2 15(3) 24 T3 /T : T1T2232 (24) I
=54/C(9)
Fig(6) : 2
9 | =[15(3)%]2 36 To/T13 : mizeadz]  (18) 26 + 223 — 2
= Gés
F36(6
361( ) 28 + 624 + 223 + 922
10 | = 1[5(3)%)2 36 /T - z1as (6)
b +6x — 4
- G%G
254(6)
11 - [23}5(3) 48 T11/T1e : T1T4 (3) 2% 4+ 222 +2
=2 5(3)
=Gss
L(6)
12 | = PSL(2,5) 60 T /T - z1zows (10) x84a% —zt a3 —2xa? 2
= A5(6)
F36(6) : 2
=[S(3)%]2 Y
13 _ s(3)12 72 Ti3/The : T123 (6) 20 a2 +2x24+1
=Gr2
L(6) : 2
14 | = PGL(2,5) 120 Tia/Tie : T1zaz3zd  (30) ab 442’ +o—1
= S5(6)
15 | Ag 360 d(f) 8 4+ 242 — 20
16 | Sg 720 x4+ z+1

Inklusion bis auf Konjugation: 75 /75 : (4, 6).
Nicht triviale Konjugationsklassen: 15 /Ty : (2,4), T5/Ty : (4,6).
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Grad 7:
| Nr | Notation | Ord. | P | Relativ invariantes Polynom | #Kl. | Polynom
| €O T |+ | T e (7) 1 o +‘ZS - 1207 7ot 4 2800
=7 +142% — 9z + 1
D(7)
2 =7:2 14 — | T»/Ty : T1T2 (7) 1 T+ T3+ T2+ T -1
Di4
F1(7)
3 | =7:3 21 | + | T3 /1sh . miwewe (7) 1 @7 — 1435 4 5623 — 562 + 22
= Hol(C(7)) N Az
F42(7)
4 | =7:6 42 — | Tuw/T7r: w1x224 (14) 1 )
= Hol(C(7))
L(7) .
5 168 | + | T5 /T : w1274 (7) 2 | 2T —T2® 4+ 142 —To+1
= L(3,2)
Ay 2520 | + | d(f) - 7 + Tzt + 14z + 3
Sy 5040 | — - | 2"+z+1
Nicht triviale Konjugationsklassen: T /Ty : (6,7).
Grad 8:
| Nr | Notation | Ord. | P | Relativ invariantes Polynom | #KI1. | Polynom
o) T /Ts : T1T2T4 (8) 1 ‘
1 g 8 - | 7)1y T1T2 (8) 2 x® — 1625 + 402* — 3222 + 8
T /Ts : T1T2 (8) 1
Té+/T9Jr T T1T2T4 (8) 1
2 | 4[x]2 8 |+ | T/Th s miae (8) 2 841
Té+/T1JE R (8) 2
3 E(8) o N TH/TS i (4) 1 & phi1
= 2[x]2[x]2 TH/Th s T (4) 1
Ds(8) Té+/T(;_ T T1Te (4) 2
4] 2 8 |+ | Tt/ s (8) 1 8 43zt +1
Trrh s ras (8) 1
B
5 | Qs(8) 8 | + ;}Z}E :Z‘TS E:; 1 28 — 2425 4+ 10824 — 14422 + 36
6 D(8) 16 — | Te/T15 : T1T2 (8) 2 28 +2
T7/Ti5 : T1T2T5 (8) 1
7| 3[2%4 16 | — | Tv/Tie : w123 (8) 2 x® — 102 + 252% — 2022 + 5
T} /Ty : T1T3T4 (16) 1
g 2Dg(8) 16 B TR /T15 : T1T2Ta (8) 2 oo
= [D(4)]2 Tg/To3 : T1T3 (8) 1
T;/Tf’é T Ti1Ta (8) 3
0 E(8):2 6 |+ TS/ was (4) 1 5 opt 44
= D(4)[x]2 TH/Th i (4) 6
Tet/T5 - wiws (4) 1
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| Nr | Notation | Ord. | P | Relativ invariantes Polynom | #K1. | Polynom
Tt T1T2T4 3
, %i/ = a® — 3220 + 3842 — 236822 + 1920
10 | [22]4 16 | + | T3/ s mim 1
P +1216
TIO/T20 : T1T3 2
1193
L1231E(4
11 2[Z1E() 16 | + | TyF/T5h 0 miad 6 | 2®+9
=Qs:2
2A4(8)
12 | =[2]A(4) 24 | + | TiF/T . TizeTt 2 o8 + 7225 + 828z 4 100822 + 324
= SL(2,3)
(8) 03 T{S/T;; : 13117%174 1
13 A(ﬁ;)[ 2 24 | + | ThH/TH 0 aiae 2 | 28 4425+ 36
= X
Th/Tsh : xiwe 1
S(4)[1]2 TF/T :  sizewaws 1
14 2 24 | + 28 +6025+13502* 446150022 +50625
1 + et
= 5(‘54[X]2) T14/T34 : T1T5 3
15 | [feD(4)%]2 32 | — | Tis/Toe: w12233 2 [ a®-3
Tie/T26 : T1T2T5 1
16 | £[24)4 32 — | Twe/Tor: T1T2T3T3 1 28 4 526 + 125
Ti6/T2s : T1Z2T5 1
17 | [4%]2 32 | — | T{7/Tee :  x1%3 2 o8 + 392° + 1265472
B5(8) : TR/Th : xiwe 2
Ty
18 [22}[)(4) 32 -+ Tl_g/T:,:g : Tr1T2 1 8 — 6 — pt _ g2 +1
B T/ s wa 1
E(8):4 .
19 32 | + | T/ wizdza 2 | 2%+ 82+ 1621 + 16
= [;eD(4)?]2
8 — 826 + 2434 — 16022 + 384x
20 | [2%]4 32 | + | Tyd/Toh . wawswa 1
—272
To1/Tos : T1T2 1
21 2[2YEW) 32 To1/T30: 217 1 8 228 + 245
- 21 30 - 142 xr~ — 4T x
= [3dD(4)*]2 .
To1/T31:  Z1T22373 3
- E(8): Dy - Toh/Toh : aiaa 1 o8 — 3225 + 3842* — 212022 + 432z
= [23]22 Ty /T o aae 1 +3448
254(8)
23 48 — | Thg/Tuo: T1T2T4 2 8 41625 — 10584
= GL(2,3)
E(8): Dsg T2+4/T3Jg T TiT2 2
24 48 | + PR 28 + 427 — 425 — 422 4+ 2
= S(4)[x]2 Ty, /T4y wize 1
E(8):7 28 — 19625 + 155822* — 313623
25 ®) 56 | + | Toh/Tuk: wiwaa? 1 )
= F56(8) —551348x2 — 93632z + 9288489
Tre /T35 : 1 T2z 1
2 | LpMen() | ea | - | /Tl mwamry gt
° T26/T40 : T1T3 1
27 | [24]4 64 | — | Tor/Ts5: 1225 1 o8 + 825 + 2744
Trs /135 : T1T2T3T7 1
28 | 1ptap(ey | 64 | — | /T mmamr 2 6ot — 802 1 8
The/Tue : T1T2 1
E(8):D T /T L1 1
29 (8) 8 64 n 29 /T5g 12 B 4+ab fat— 2241
= [23]D(4) /T 0 aas 1
30 %[24}CD(4) 64 — T30/T35 : a;lmzzgx?lx% 1 z8 -+ 428 -+ 4z4 -2
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| Nr | Notation | Ord. | P | Relativ invariantes Polynom | #K1. | Polynom
T31/T35 : Tr1T2 (8) 1
31| [2Y]E®4) 64 | - o® + 428 + 40" + 3
T31/T38 : Tr1T2 (8) 1
32 | [23]A4) 96 | 4+ | T3h/T5h 0 wiweadas (48) 1 o8 — 260 — 322 44
E8): A
( 1) . TH/TH :  ziwswand (48) 1| 8 7245 4 19442* — 2505622
33 | =[2A(4)%)2 96 + P,
T5h /Ty, ¢ T1T2X4T7 (12) 1 415552z + 69984
=E(4):6
L ) P 28 + 7227 + 19802 + 252722°
51E(4)% : S3]2 T3 /T 0 w1w2w4s (12) 1 4 3
34 , 96 + ’ +1404542* + 227448
=E(4)?: Dsg TIE/TE s mizszaas (12) 1 ,
‘ +1487484x2 + 52488z + 6561
T35/T44 : T173 (8) 1
35 | [24]D(4) 128 | — 28 + 325 + 32% + 322 + 3
Tys/Ta7 : T1T2 (16) 1
28 + 2435940362° + 19345006326242°
+29635819628209830z4
. +203774949685874022624w3
36 | E(8): Fa 168 | + | T55/T5% 0 wimowsa (56) 1
+2988168234396894632781684@2
+8779374238787472347934586416x
+37541982917702994635948231748609
L(8) 8 227 — 1425 + 7025 — 140z*
37 168 "tk rizezsw 14 z x z° + 70z x4+
— PSL(2,7) + | Tor /Tis 1hatate (14) L | 15443 + 307322 — 3590 + 16756
38 | [24]1A4(4) 192 | — | Tsg/Tua: w172735 (48) 1 o8 + 425 + 108
39 | [23]5(4) 192 | + | T5h/T55 . =16 (4) 1 a8 42841
40 | 3[24S(4) 192 | — | Tao/Tua:  z1m223230? (192) 1 8 — 826 + 1824 — 54
E(S) : Sy
41 | = [BE4)%:S3)2 | 192 | + | T/Tk:  ®iz2zazy (12) 2 28 4 242° — 122 4 4822 — 18
= E(4)2: D12
42 | [A(4)2])2 288 | + | ThH/T: wiadad (24) 2 28 + 7ot — 8a% +9
43 L(®):2 336 Ty3/T: (28) 1 8 4 o7 2
- 43 /150 : T1T2T3T5 7 1
— PGL(2,7) e et
44 | [241S(4) 384 | — | Tua/T50: 1175 (4) 1 2® —3z% —22 -1
28 — 628 + 82° + 32124
45 | [E5(4)%)2 576 | + | T, /T0E . Tim2 12 1
25()) 15/Tio (12) —8642° + 90022 — 432z + 81
46 | 1[5(4)%]2 576 | — | Tue/Tur: z1w3ziwsaiet  (576) 1 2% 482% —92* + 1622 — 365 +9
47 [5(4)2]2 1152 — | Tar/Ts0: Tr1T2 (12) 1 8 — 825 +8x% +8
E(8): Ly - ,
48 1344 | + | TR/T:  T1m22378 (14) 2 o8+ Tz + 20+ 7
= AL(8)
49 | As 20160 | + | d(f) - 28 + 62 —8x + 8
50 | Ss 40320 | — - 8+ -1
Inklusion bis auf Konjugation:
+ /. + . + /.
Ty [Ty - (2,4,6,7,3,8,5) T, /Ty - (2,4)(3,8,5,7,6) Ty /Ty - (3,5,4)(6,7,8)
+ . + . + .
Ty T ¢ (2,3,5)(6,8,7) T [Ty + (3,5,7)(6,8) T [T} + (3,5)(6,8)
+ /At . . +
T,"/T), :(2,4,8,6)(5,7) T7/T17 :(2,4,5,3)(7,8) Tio/Th5 - (2,4,5)(6,7,8)
+ . . + it
Ty /Ty < (3, 8)( ,6) Tpo /T« (2,4,7,8,5,3) T7 /T« (3,4,6)(5,8,7)
+ /. . .
Ty [Ty - (2,4,8,3,6,7,5) T14/T24 1 (4,7)(5,6 Ty7/ T : (2,3,5)(6,8,7)
+ it + it + it
20/T29 . ( 9 a 7 )( 78) T22/T29 . (378)(576 12/T32 (47 7)(576)
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Toh /Ty« (3,5)(6,7,8) T8/ Ty« (6,7) Tt /T < (3,6)(5,7,8)
T3/ Th < (6,7) Tos/Tus : (2,4,5)(7,8) Ts5/Ty7 - (2,4,5)(7,8)
T3t /Ty « (5,6,8)
Nicht triviale Konjugationsklassen:
T /T:  :(3,7)(4,8) T, )Ty« (4,7)(5,6) T,F /Ty« (3,7)(4,8)
Tyt )Ty (2,3,8,6,7,4) Ts/Ti5 :(3,7)(4,8) Ts/Ti5 :(3,7)(4,8)
T7/Tis : (4,8) T, /T + (3,8)(4,7) T,F Tk +(2,3,8)(4,6,7)
T8 /T - (2,3,8)(5,7,6) T8 /T - (2,8)(5,7) 105/ Top < (4,8)
Ty /T35 + (6,7) Ty [Ty, + (2,4)(3,5) Ty [T, + (2,4)(3,5)(6,7)
T, /Ty, + (2,6)(3,7) T, /Ty, + (2,6,3,7) T\ /T« (6,7)
Tyt /Ty + (4,6)(5,7) Ty1 /T3« (4,6,5,7) Ty1 /Ty (2,4)(3,5)
TIIT/TQE 1 (2,4)(3,5)(6,7) T15/T26 1 (4,8) Tll7/T25 1 (4,8)
T/ T < (5,7) Ty/T3q « (5,7) To1/Ts1 = (3,4)(7,8)
TZI/T31 : (273)(677) TII;/T?E : (378,47 7) TE/T?E : (77 8)
Ty, /15, + (4,6,5) Ty, /T4, + (4,7,5) T/ Ts + (7,8)
To3/Tuo = (4,8) T /T = (5,7) T[T = (6,7)
Tys/Ths « (7,8)
Grad 9:
| Nr | Notation | Ord. | | Relativ invariantes Polynom | #KI1. | Polynom
+ /7 .
1 i(j) 9 ;}r;;} iii:m Ez; ; 2% =927 + 2725 — 3023 + 9z — 1
) E(9) 0 TQJF/Ts+ : T1X2X3 9) 1 x® — 1527 + 428 + 5425 — 1224
=3[x]3 TN/ mias (9) 3 —382% + 922 + 62— 1
3 D(9) 8 T we © ) 22 + 927 — 626 + 2725 — 362%
=9:2 31710 +2723 — 54a? — 32
Ta/Ts : T1T2T3 9) 2
4 | S(3)[x]3 18 T5/Thz : T17T3 (18) 3 x® + 428 +32% — 1
Ta/T3 : T1T4 9) 1
1
5 i(zi[?f(?)) 18 TE/T s mws ) 1| 2°+3a5 4323 — 1
o ) z2 + 28 — 3227 — 8445 — 142°
6 | L[3%3 27 ;ZJZ%': Zijxwﬁ 52)7) ; +112x4 + 8473 + 432 — 8z
) :3 THTE ol © . z° — 23iz7 — 9:1:63+ 7485zz
T 23 27 THTE:  sizsse ©) ) +8631x* — 309723 — 738z
+325¢ — 27
g S(3)[x]S(3) 36 Ts/Tis - _— 9) ) x° — 227 — 28 — 2% + 323
=E(9) : Dy +22%2 + 22+ 1
z9 — 328 4+ 627 — 1826 — 925
9 | E(9):4 36 TH/Th e wwe (18) 3 +8724 — 5423 — 182
+36x + 12
10 | [3%1S(3)e 54 /TS T1T2T3T6 (54) 2 9 —2
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| Nr | Notation | Ord. | P | Relativ invariantes Polynom | #K1. | Polynom
" E(9):6 54 /TS . miwsws (9) 1 29 — 26 + 523 +1
= 1[32:2]5(3) 1t
Ti2/Ths : r122 9 1 22+ 28+ 27 + 428 — 2% — 4
12 | [32]5(3) 54 / ? ©) ‘
le/Tzo : T1T3T6 (9) 1 +3I3 + 2 -1
E() : Do Tis/Th (27) 1
H r1Tr2x
13 | =[32:2]3 54 18/1E Hes 20— 225 43 41
_ [55(3)2}3 T3 /T22 : T1T3T8 9) 1
M(9 x° — 1427 —402% —92° +70z*
14 © 72 TH/Th . T1T2T33e (18) 1 )
= FE(9) : Qs +306z3 — 270x2 — 792 — 10
. z2 — 927 — 2126 47225 + 9924
15 | E9):8 72 Ti5/Tie:  ®1T2%3 (72) 1 .
—9923 — 58522 + 549z + 166
9 =227 +328 + 25—zt — 223
16 E(9) : Dg 72 T16/T19 : T1T2 (18) 1
+x+ 1
17 [33]3 a1 T;/T;i © il 9) 1 22 1727 — 625 +87x°% +47x?
=313 TH/TE . a3 (9) 1 —143x3 — 6922 + 72 + 27
E(9) : D12
18 | =1[32:2]S(3) 108 Tig/Tos: T1T3T8 (9) 1 z2 — 228 —22% —1
=[55(3)2]5(3)
29 — 328 — 2445 — 242
19 E(9) :2Dg 144 TlQ/T26 : T1T2X3T5 (18) 1
—48x + 16
20 [33]5(3) 162 Too /T4 :  z123 9) 1 22 — 227 — 226 — 22° 4 o4
=315(3) Too /T : 123 (9) 1 +4x3 + 322 + 3z + 1
21 | 1[3%:2]5(3) 162 T /T . wides (54) 1 29 4+ 328 + 323 — 2
T2 /To4 : T1T2T3 (27) 1 z9—1226 —272% — 1824+ 923
22 | [3%:2]3 162 o
Tzz/ng : Ilméa}gl’i (54) 1 +36x — 8
z% 4 927 — 6026 + 7225
23 | E(9) : 244 216 Toh/Tah : T1m2m9 (12) 1| +3542% — 49522 + 2124z
—845
24 | [3%:2]S(3) 324 Ty /T31:  mizizsa? (54) 1 29 — 226 — 223 — 2
9 — 928 — 924 + 2423 4 922
25 | [35(3)%]3 324 T /T5h . wixews (27) 1
-9z +1
29—z +5x8 + a5 —20% + 423
26 E(9) 1254 432 T26/T34 : T1T2T9 (12) 1
4322 —zx—1
L(9 x9 — 3628 — 5425 + 43223
o7 | O 504 T3h /T8« wizazdad (252) 1 ,
= PSL(2,8) +32422 — 243z — 1152
[S(3)3]3 z° — 227 — 228 — 25 — 224
28 648 T28/T31 : T1T2T3 (27) 1
=5(3)13 +322 + 37+ 1
20 | [25(3)%]5(3) 648 Tso /T 2rsx2zea?  (108) | 1 @~ 6a" - 182743607 3620
5 29/431 ¢ T1T5X3T3T6T .
2 FreTaTE +10822 — 144z + 48
z9 + 225 + 4zt + 423 + 422
30 | 3[S(3)%5(3) 648 THh/TH: mime 9) 1
< +x+ 1
[S(3)2]5(3) 29 —227 — 228 — 2% — 2t 4423
31 1296 T31/T34 : T1T2 (9) 1 .
=5(3)15(3) +52% + 4z + 1
L©):3 + 2 94 1T 4905 4 dgB _ gz
32 — PT'L(2,8) 1512 T35 /T35 T1XT2X3T4T7 (126) 2 7+ +2x° +4x° —x*+x+1
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| Nr | Notation

| Ord. | P | Relativ invariantes Polynom | #KL. |

Polynom

9 _ 7 _ 6 4 3 2
33 | A 181440 | + | d(f) i v’ —2x" — 2z° + 23* + 4x° + 57
+x -2
x9 — 227 — 228 — 225 — 22% — 243
34 | 59 362880 | — - ‘
—22% — 2z — 2
Inklusion bis auf Konjugation:
Ty/Ts :(2,3,6,7,9,8,5,4) T /T :(2,3,6,7,9,8,5,4)  T;/T5 : (2,3,6,7,9,8,5,4)

Nicht triviale Konjugationsklassen:

T,H /T (3,6,9) T,H /T (3,9,6) Ty /T« (6,7,8)
1—'2+/T'7+ : (67837) T4/T8 (2347937)(3367835) Téi/TIQ : (3347 5)(6773 8)
T;/Tia :(3,4,5) ToH /Ty, < (3,4,5)(6,8,7) T /Ty« (3,5,4)(6,7,8)
Tt /T (2,9)(4,5)(7,8) /5 /Ty (3,6,4,7,5,8) T3/ Tk« (8,9).
Grad 10:
| Nr | Notation | Ord. | P | Relativ invariantes Polynom | #K1. | Polynom
C(10) T/Ts: st (10) ! 210 4+ 29 4+ 28 + 27 + 26 + 25
1 10 — | Th/Ts : T1T6 (5) 1 .
=5[x]2 trt+ S+ +1
T1/Ta : T1To (10) 1
D(10) T /Ts : 122 (5) 1
21 5., 10| = | T3/Te: @@ (5) 1| 210 — 3525 + 1302 + 160
T>/T6 : T1T2 (5) 1
T3/T5 : T1To (10) 1
5 | Pro(10) oo | _ | T8/Ter wize (5) S L S P S
=[D(5)]2 Ty/T11:  x129 (10) 1
T3 /T3 : T122 (10) 1
Tu/Ts : 123 (10) 1
1| o) S GO 2 e sy
< Ta/Ti2 : T173 (10) 1
Ta/Tos5 : T173 (10) 1
Ts/Th7 : T1T6 (5) 2
5 F(5)[x]2 40 — | T5/Th2 : T1T2T3 (20) 1 10— 2
T5/Tag : T122 (20) 1
210 + 429 — 4028 — 2627
6 | [5%]2 50 — | Ts/Ty : z172 (10) 2 +25246 4 110x® — 40524
—128x2 + 98x2 + 36z + 1
210 — 22% — 1524 — 1023
7 | As(10) 60 | + | Tot/Th5 . wizs (15) 2 5
—15z2 — 5
8 | [24]5 80 | + | Tk mizawe (10) 1 210 — 428 + 226 + 554 — 242 —1
To/T17 : 13 (10) 1 210 — 5028 — 10027 + 86526
9 | [3D(5)%)2 100 | — | To/Tho : 13 (10) 2 +4036x° + 4100z* + 1640022
Ty /T : T1T2T3T] (50) 1 +13120x + 2624
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| Nr | Notation | Ord. | P | Relativ invariantes Polynom | #KL. | Polynom
T/y/T17 : 123 (10) 1
10 | 1[D(5)%]2 100 Tio/T2 : 2173 (10) 2 x'0 — 225 — 4
TIO/T21 : xla:gx%xg (100) 1
Ti1/T22 : CL’1:L’2I§I;21 (60) 1
11 | A(5)[x]2 120 Ti/Ts6:  x122 (20) 1 210 4 102° + 2522 — 8
Tll/T40 : T1Te (5) 1
Tio/T22 : T1ToT3T3T 120 1
%[5(5)}2 12/ 22 1L2L3L 426 ( ) $10+2$9+3$87I672$5
12 < 120 Tlg/ng : T1T2 (20) 1 5
= S5(10a) , —z* + 322 + 22+ 1
T15/Tao :  x176 (5) 1
13 | S5(10d) 120 T!, /T (15) @10 =208 —al =200 +a?
5 32 : 13 2
13 43zt — 22—+ +1
14 [25]5 160 T14/T23 : T122T6 (10) 1 210 4 48 446 324 + 322 +1
TE/TS : zias 20 1
15 | [24]D(5) 160 f/ 2 (20) 20— 28 — 226 4 gt 4322 — 1
TR/Ts 2 132 (20) 1
210 4 748 + 1726 — 3122
16 | 1[25]D(5 160 Tie/Tos :  x123w3z50703 (160 1
312°1D(5) / 3 5 (160) 40z 4 197
17 | [5%:4]2 200 Tir/Tor:  @iz2w50] (100) 2 210 — 225 2
210 + 60x® — 24025 + 8502
18 | [52:4]2 200 TH /T, © zizawda? 200 2
[ ] 2 18/ 28 344 ( ) 54407 — 1088
210 — 1028 + 3528 — 245
19 | [52:42)2 200 Tio/Tor:  miT225T] (100) 1 —50z* + 1033 + 2522
—10z +2
210 — 322 4 28 + 3627 — 3926
20 | [5%:42]20 200 Too/To7:  miwow3wiad (200) 1 —1052° + 9924 + 1802°
—457% — 135z — 45
To1/Te7: x123 10 2
21 | [D(5)?]2 200 / (10) 210420245 344322 —22+1
To1 /T4 : T173 (10) 1
Tho /T390 : T1Xe 20 1 210 — 248 — 247 — 6 4 g4
22 | 5(5)[x]2 240 22/Tho 1 (20) R
TQQ/T41 : T1T6 (5) 2 —2g3 + 2% —1
Th3 /T2 : T1T2 20 1 210 — 248 — 27 + 326 + 22°
23 | [25]D(5) 320 / (20) . )
T23/T36 : T1T2 (20) 1 —2z% — 223 + 222 + 3z + 1
24 | [241F(5) 320 Toh/Tah © @1%2w3T7 (40) 1 210 4 o8 — gt 4302 — 1
To5/Thg : 12232212 160 1
25 | 1[25]F(5) 320 25/ 129 1wazazies  (160) 210 _ 928 _ 926 _ 42 _ 9
T25/T38 : X1Tx2X3T7 (40) 1
210 — 1528 — 7526 — 625
L(10) ,
26 360 Toh/T5 :  wix2mws (60) 1| —165z* — 3023 — 18022
= PSL(2,9)
—50z — 90
T27/T33 : T1T2T3T4 (50) 1
27 | [2F(5)%)2 400 210 4326 — 22% + 22 422 +1
° Tor/Tar: 13323 (20) 1
2'0 — 1027 + 102% + 362°
28 | 1[F(5)%]2 400 T /T . miasal 20 1
2[5 28/ T ! (20) +50z* — 102° — 1
29 [25]F(5) 640 ng/ng : T1T223T7 (40) 1 10 + 208 — 226 — 2 + 2
L(10) 2 2'0 4+ 902% — 64825 + 1080x*
30 ’ 720 T30/T35 :  x1T273T3 (360) 1 —216023 + 364522 + 5400
= PGL(2,9)
+12960
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| Nr | Notation Ord. | P | Relativ invariantes Polynom | #KL | Polynom
10 _ 18002® — 2400027
+1422000z% + 309600002
M (10)
31 ~ L0y2 720 THH/TH : T1%T223T6 (30) 1 —462480000z* — 1450080000023
+12996000000w2 + 2414368000000z
—12197187420489
Se(10) — 928 + 2725 + 22° — 2724
32 720 T32 /T35 : T1T223 (60) 1
= L(10) : 2 —92% + 8z + 1
0 —22° + 1228 — 2027
33 | [F(5)?]2 800 Ts3/Tys :  w1T3%32 (20) 1 +6625 — 2025 + 22821 + 8473
+27622 + 120z + 100
34 | [2Y]1A(5) 960 TH/Ts : wi1adzezszdad (240) 1 20— 28 — 245 — gt 422 -1
L(10).2? x'0 4+ 3002% — 182 + 1000022
35 1440 T35/Tas :  T1T2T3%6 (30) 1
= PTL(2,9) —200z + 81
36 | [2°]A(5) 1920 Ts6/T30 :  T1TATITETZTT (240) 1 0 _ 928 _ 26 4374 _ 242
37 | [249(5) 1920 TiH/Tf, . ®1we (5) 1 P2t m 2l —aba?
—zt - 223 — 222 +1
1ios 3 9 9 3 210 — 248 — 26 — 244
38 | 5[2°1S(5) 1920 T3s/T39 : TITZTATETFTIT10 (1920) 1 5
+2z° — 2
z'0 — 2g8 — 247 — 226
39 | [25]1S(5) 3840 Tso/Tys :  T1T6 (5) 1 —215 4 23 — 223
+2z2 — 1
40 | [A(5)2]2 7200 Tio/Tar:  alzizde (120) 2 @'0ta? -t ol 20t
+223 + 322 + x4+ 1
1 2 10 9 8 6
41 Efjié)]ip 14400 Ty1/Tys :  wrzdzazizaiada?, (7200) 1 j-x4+_2;x j—;la: -z
42 | 1[5(5)2)2 14400 Th/T . mims (20) 1 fjo: 1};2 ~8a?— 2507
210 — 248 — 227 — 246
43 | [S(5)%]2 28800 Tus/Tys5 : 2173 (20) 1 —2x5 — ot — 223 + 322
—2x+1
44 | Ay 110! d(f) I
+222 4+ -1
45 | Sio 10! - 20tz 41
Inklusion bis auf Konjugation:
T3/Ts  :(4,10)(6,8) T4/Tyo :(4,6,10,8) Tio/T17 : (4,6,10,8)
T7+/T2-E : (47 5)(67 87 107 7) T13/T32 : (47 5)(67 87 107 7) T12/T40 : (87 10)
Nicht triviale Konjugationsklassen:
T5/Ty  :(2,6)(8,10) Ts/Ty  :(4,10)(6,8) T;/Two :(2,10)(4,8)
T5/Tv7 : (4,10)(6,8) Ty/T19 :(4,6,10,8) Tio/Ta : (4,6,10,8)
T7’+/T :(2,5,8,3)(4,10,9,6)  T17/T%7 : (4,6,10,8) Ty /T : (4,6,10,8)
1+8/T2 (4,6, 10, Ti5/T32 : (2,4,6,5,8,9,10,3) To2 /Ty : (3,7,9,5)(6,10,8)
(8,

Tyo/ Ty : (8,10).
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Grad 11:
| Nr | Notation | Ord. | P | Relativ invariantes Polynom | #KL | Polynom
C(ll) 21 4+ 210 — 102% — 928 + 3627
1 " 1|+ | /1 e (11) 1 +2826 — 562° — 35z* + 3513
N +1522 — 6z — 1
il — 210 4 529 — 428 4+ 1027
D(11)
2 o 22 | — | Ty/Ty: 172 (11) 1 —625 + 112° — 724 + 923
B ' 42 42z +1
Fss(11 z'! — 3322 + 396x7 — 2079x°
3 5s(11) 55 | + | T5H/T s mizaws (55) 1
=11:5 +4455x3 — 26732 — 243
Frio(11
g | P 110 | — | Tu/Tx:  wx1zows (55) 1| 2t _2
=11:10
ol 4+ 4424° — 113328 + 359727
L) +18161x% — 105215x°
5 660 | + | IgH/Th .  miwaws (55) 1| 474514z + 690767x°
= PSL(2,11)(11)
—143592922 4 138600z
+53994
ol — 210 — 12129 + 6528
+534527 — 48128 — 9673925
6 | M(11) 7920 | + | TpH/Tt T1T2T3T4T10 (66) 2
—23689z* 4 41369023
—49381022 + 26910z — 856170
Ill +$10 +2$9 +2$8
7 A1 %11! + | d(f) - 428 — 2% + 224 + 223
422 -1
o1l 1229 — 28 — 27 426
8 | Si1 1! | - _
4225 — g3 42—z —1

Nicht triviale Konjugationsklassen:

Te/Ty :(10,11).
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Grad 12:
| Nr | Notation | Ord. [ P | Relativ invariantes Polynom | #KL | Polynom
Ty /T : T1T2 (12) 1
AVAATE T1T2T4 (12) 1 212 g1l g10 404 8
T1 /T4 : T1: 12 1
L cwixee | e |- | B/ . (12) 2T 42— 25 4 gt
T1/To : T1T2 (12) 1 3 9
—z° 4z —z+1
Ty /T : T1T2 (12) 1
T)/Trs3 : T1T7 (6) 1
T;/TIJB : T1T2%3 (12) 1
Tr/T . T1T4 6 1
E(4)[x]C(3) 1/ s ! (6) 212 — 310 4 g8 — 46
2 12 + | Ty /Ty - T1%4 (6) 1 Y
=6x2 M +at —2? +1
T," /Ty - T1%2 (12) 1
Té+/T2Jg3 : T1%2 (12) 1
T s aas (6) 3
TR s s (6) 2
Dg(6)[x]2 T /TE iz (6) 1 ‘
3 ) 12 | 4| 2000 "2 42508 + 1
= 113:2]E®4) T, : miwe (6) 1
T3k T1T2 (6) 1
Ty /T s e (6) 1
THTE s aias (12) 1
TF /T3 1T 6 2 .
‘f+/ 20 v (©) 12 4210 4 2408 + 482
4 | A412) 12 | 4+ | 70t s (12) 2 s
-+ _; —560z* + 3136
T, /T35 wixs (6) 1
TH/Thy s aiaa (6) 1
Ts/Th1 : T1T2 (12) 1
T5/Ti3 : T1T2 (12) 1 212 — 311 4 249 4+ 4348
T5/Ti5 : T1T2T3 (12) 1 —74z7 — 7128 — 2625
5 %[3 :2]4 12 — Té/Tlg : T1T2 (12) 1 427124 + 72023
T [ Tor : T1T2 (12) 1 —406z2 — 1633z
T5/T30 : T1T3 (12) 1 +1699
TL/T7s : T1T7 (6) 1
T;/T;g : T1%2 (24) 3 212 — 6210 — 229 4 2728
6 | As(12) x 2 24 | + | TEH/TE s aae (24) 2 —627 — 3025 + 1225
Té+/T7Jg3 : 128 (6) 1 —142% — 1
TH/TE : zaswr (12) 1
T;’/T;’;1 : T1T3T5 (8) 1
T Tk T1T3T5 8 2
Aq(6)[x]2 L_/ 23_ ®) 212 4+ 2210 4 428 + 26
7 1 24 + T7 /T56: T1T2 (24) 2 5
=[52°3 o +2z% — 322 +1
"1 - T1%6 (6) 1
Té'*'/Tb?E : zT1%6 (6) 1
Tk 128 (6) 1
Tg /T : T1T2 (12) 2
T§/Taq : T1T10 (6) 2 212 — g1l 4 210 _ 649 4 248
8 | S4(12d) 24 T4/ Tee - 112 (12) 2 —7 4 528 + 825 4 42t
TY/Tirr T1T2 (6) 1 +22% + 1
TE/To18 : T1T5 (6) 1
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| Nr | Notation | Ord. | P | Relativ invariantes Polynom | #KL | Polynom
T;’/T;i : T1T3T5 (8) 2
TSR /TE s s (12) 1
o |z | N S S I PEE NPT
+ | T§T /Ty - xiwe (6) 1
= Sa(12¢) TH/TE . mias (12) 2 | T
9 68
Té+/T6JB : T1%2 (6) 3
T§;+/T7JfL : T1%6 (6) 1
/T T1%4 (6) 2
10 | s3)pqE) o | 4 T%T)/T;g © miTa (6) 1 z'? 4 16210 + 12428 + 44020
/TR i (12) 1 +7362% + 182422 4 1936
115 /Tihs © w124 (6) !
Th1/Tog : T1T2T6 (12) 1
1| s@xeey | o2 | o | /T s (12) 2 o a9 et aet 1
Th1/Ts3 : T1T3 (12) 1
Ti,/Tie: a7 (6) 1
Ti2/Ts : T1T2 (12) 1
T12/T3s : T1T2 (12) 1
12 | 5[3:2]eD(4) 24 | = | T{y/Tsa:  x174 (12) 1 212 — 2326 — 27
T{y/Tiig : xix7 (6) 1
T{y/To18 1 @1%12 (6) 1
T13/Ths : T1T2T3 (12) 1
T{s/T3s : T1Te (12) 1
13 | 1[3:20eD(4) | 24 | - Tis/Taa s maar (6) L T
T{s3/T4o : T1T3 (12) 1
Ti3/T52 : T1T3 (12) 1
Ti{3/T120 : T1%7 (6) 1
T4/ Tog : T1T2T7 (12) 1
T14/T42 : 124 (12) 1
14 | D(4)[x]C(3) 24 | — | Tia/Tus : T1T7 (6) 1 2 + 2628 + 923 + 1
Ti4/T51:  x173 (12) 1
T,/Ti21: @ix7 (6) 1
Ti5/Tos : T1T2 (12) 1
15 | 13:2dD(4) o | T/ T4z : 1T (12) 1 x12 — 12210 +'54z8 — 1122
‘ Ti5/Ts0 : 173 (12) 1 +1052* — 3622 + 27
T{s/Tie: z127 (6) 1
TE/TE s s (6) 2
16 | 2EW 5 |+ T{E’/Ti{) : a3 (6) 1 z12 4 ixlo - 7228 — 2008
TR/TH : ziws (6) 3 +528z% 4 3872z2 + 484
Tk s wias (6) 1
T{;/T35 : T1T2T5 (36) 1
Ti7/T36 : T1T4 (6) 1
17 | 324 s | T{; /T : 174 (6) 2 x'2 + 6210 — 499'38 + 3125
Ti7/Tr2:  x1%3 (6) 1 —3192* + 420522 + 4205
Ti7/T7s : T1T3 (6) 1
Ti7/Tie0 : z123 (6) 1
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| Nr | Notation | Ord. | P | Relativ invariantes Polynom | #K1. | Polynom
TH/TE : xixsar (12)
18 | [32]E(4) 36 |+ | TiE/TH .z (6) 2 | 224242082341
TiE /T i (12) 1
Tig/T3s : T1T3T7 (12) 1 212 _ 3311 4 0210 _ 119
T19/T39 : T1T3T7 (12) 2
+152% — 827 + 3326
19 | [3%)4 36 | — | Tio/Tu2 : T1T2T3 (36) 1 4
+262° 4+ 192* — 1923
Tlg/Tlgl H Tr1x7 (6) 1 5
, +8z% + 1
Tig/T159 : T1T4 (12) 1
Th/Th : aiwows (12) 1 o2 — 3229 + 15628 — 70445
20 | A(4)[x]C(3) 36 | + | Tod/Teh: wiae (12) 2 +480x5 + 3744a* + 51223
T[T, . w2 (18) 1 —768x2 — 2304z + 1728
Tz (12) 1
1+t
o1 | 1[129)5(3) 18 N T, [Ty - T1T2 (6) 1 z!2 + 210 + 428 + 26
2 TyF /T, ziwe (12) 1| 422t - 222 +1
Té;r/ngﬁ . x1T10 (6) 3
Too/Tag : T1Te 24 1 212 — g1l — 5g8 4 957 — 746
22 | S4(12d) x 2 g | | /T . (24)
TéZ/Tloo : T1T4 (24) 2 +9$5 — 5zt —x +1
TQJE/T[I3 : T1T3T5 (8) 2
Té;r/TfOl T T2 (24) 2
03 Sa(6d)[x]2 18 N Té;r/Tng T T1%6 (6) 1 212 4 210 4 428 4 426
= [é26}5(3) Té;r/Tfm T T1%6 (6) 1 +4zt + 2?2 + 1
TQJE/TIEO T T1%6 (6) 1
T3g [Tisy i w12 (6) 1
Th/TH : wizazaze 24 2
?4/ 48 (24) 212 — 2zl 4 9410 _ 949
Tyh /T, ziwe (24) 2
P +32% — 227 + 22°
24 | S4(6¢)[x]2 48 | + | ThF/The s xiae (6) 1
P +32* — 82% + 822
Toy [Tl @1we (6) 1
et —4r+1
Toi [T15s ¢ T1X8 (6) 1
To /T LTy 12 1 .
?5/ 48 (12) 12 — 2z 4 2210 4 949
T /T T1T6 (6) 1
2A4(6)[x]2 e —4x8 + 325 — 42*
25 1 48 + Tr)5 /T89 : Tr1T2 (6) 1 .
=[25]3 PR +223 + 222
Ty3 [Ty - T1T2 (24) 3
et —2r+1
Tos [To1:  @ix2 (6) !
T+ /Tt . T1T4 6 2 212 — 6210 + 1828 — 3246
26 | Ag(12) x 22 48 | + 36/ 5 ' (6) ,
T /Teh: aiwows (16) 2 +332% — 1822 + 1
T?., [Tag : T1T2T8 24 1
27 | [2]54(6)2 48 | - 27/ (24)
T}, /T1o2 : T1T4T11 (16) 2
Tog/Ts1 : T1T4 (12) 2
Ths/Tg3 : T1T7 6 1
28 | D(4)[x]S5(3) gs | | Tee/Ths ! (©) 212 226 dgt 42?42
ng/TgG : T1T3 (12) 1
The/T156 : T1T7 (6) 1
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| Nr | Notation | Ord. | P | Relativ invariantes Polynom | #K1. | Polynom
Tho/Ts1 : z173 (12) 1
To9/T53 : T1T2T7 (12) 1
T59/Tsa: w173 (12) 1 o2 — 4zl + 3529 — 6928
29 | [34%]3 48 | — | Ta9/Toa : T1T2 (24) 1 —55x7 + 17425 — 89z*
T}o/Too : T1T4 (24) 1 +52% — 5z o+ 1
Tho/Tro04 : T1Ta (24) 1
T59/T105 1 w172 (12) 1
T30/ Ts0 : z123 (12) 1
T30/T52 : T1T2 (12) 1 12 1150 10 4 8445 s
T T T
T50/T53 : T1%2 12 1
30 | 1[%4%]5(3) 48 | — / (12) 42195002 + 2588100x*
T30/T98 : T1T2 (12) 1 5
i 41128000022 + 3699200
Th/T1o2 : T1T4 (12) 1
TS /T1o7 : xlx?j (12) 3
T:;g /T5+5 : T1T2T3 (16) 1
Té'l"/TéE : T2} (12) 1
31 | [4%]3 48 + | T /T T1T2T7 (24) 1
Té'l"/TéS : T1T2T4 (16) 1
T /T s ol (12) 1
T;g/T;6 : T1T2X3 (16) 1
TH /Tt . T1T2L4 24 1 212 — 9710 4 2848 — 3346
32 | [E(4)%]3 48 | + 32/ 67 v (24)
T /T aiwowa (16) 1 +18z% — 1422 + 1
T;g/Tg5 : T1%4 (6) 1
/T T1T2T3T 30 1
33 | A5(12) 60 i :«’;i/ :f_; 1T2T3T4 (30)
T3 [Ti7g = @128 (6) 2
Téj{/Tﬁ7 : T1T2X3T4TT (72) 2
/T, : 12 6 4 212 + 12210 + 5428 + 10426
34 | Fio:2(12¢) 2 |+ 34/ 172 v ©) ,
Tob /T, 0 wiaa (12) 1 +572% — 3622 + 16
T;;/T%2 T T1x4 (12) 1
TS [Trs - T1T4 (6) 2
35 [D2]2 - T4 /Tie :  xix3 (6) 1 z!2 — 4210 4+ 1228 — 5145
=Dg12 T4 /Ti21:  m173 (6) 1 +164z* — 8x% + 433
T35/T200 : T173 (6) 1
T36/T78 : Tr1Tr2T3T6 (72) 2
T /T118 : T1T3 6 1
36 | Fie :2(12d) 72 | - 36/ (©) a2 4 a® — 28 ol 1
The/T120 : T1T3 (6) 1
Tie/T201 : T1T4 (12) 1
T;;/Tﬁ7 : T1T2X3T4 (18) 1
37 | [32:2]E(4) 2 |+ | Tyb /T war (6) 3 o2 4 2268 — 4g3 42
T?')}"/Tl'g5 T T1x4 (12) 1
T38/T81 : T1T2X3 (36) 2
38 | £[32:2]eD(4) 72 | — | Tsg/Tieo: w17 (6) 1 212 + 429 — 426 — 323 +3
Tie/T1o6 : T1T4 (12) 1
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| Nr | Notation | Ord. | P | Relativ invariantes Polynom | #KI. | Polynom
T39/T7g : T1T2TIT4TT (72) 1
Tig/Tgo : T1T2T5 (36) 1
39 | [32:2)4 72 — | Ts9/Ts1 : T1T2T5 (36) 1 212 — 523 4+ 5
T39/Ti70 :  x1T7 (6) 1
Tio/Tio7 :  T1%a (12) 1
Tig’/T;’; : T1T2TIT4TT (72) 1
10 | Fo(6)]x]2 2 | T%’/Tfl © x1me (6) 2 z!? +46:1:10 er 1328 + 241
Th/Ti5e 0  T1%a (12) 1 +322% — 8x° 4+ 4
TH/The : @174 (12) 1
Ta1/Trs : T1T2T5 (36) 1
T3, /Tro:  z1m2w334 (18) 1
41 %[(%ZS)Q]FSG(B) 72 — | T41/Tg2 : T1T2T5 (36) 1 212 +32% — 28 — 323 +1
T;/Tie: 2123 (6) 1
Tu/Thos @ @174 (12) 1
[32]D(4) Ty2 /T3 : T1T3T7 (12) 2
42 612 72 — | Tuz/Tie7 =  x127 (6) 1 212 — 1126 4+ 37
Taz/Toos : T173 (12) 1
T/ Tobe : @15 (12) 1
43 | AM4)[x]S(3) 2 |+ | Th/Th, s e (18) 1 o2 — 22° 4 182% 4 54
Tod /T : @1ws (12) 1
Tas/Tg3 : T1T2T3 (12) 1
44 | 3[3:2]5(4) 72 | | Tiy/Tier:  mimg (12) 2 | 2'2-62°— 1023 — 6
Taa/To33 : T1T4 (18) 1
Tus/Tss3 : z172 (12) 1 x!2 — 42° + 1328 — 1125
45 | S(4)[x]C(3) 72 | — | Tus/T205: m1T5 (12) 1 +52° + 262 + 23 — 22
Ty5/T231 : T1T4q (18) 1 —2z +1
T:é/Tét1 : L1235 (36) 1
46 | [($3%):2]44 72 |+ | i /Ty s mizea (36) 2
Thd /Ty : @15 (12) 1
T4+7/TgfL : 123 (18) 1
a7 | [(L8%):2BE@s | T2 | + T“E/T{” P (18) !
T5/T,:  mizexy (36) 4
Ti?/ngl ¥ 7 (12) 1
Tyd [Tihe : @176 (6) 1
48 2541(623[X]2 96 | + T‘%/T{% P (©) ! x'2 4+ 2210 — 425 + 222 + 1
=[72°15(3) Tys /Tise @122 (24) 3
Th/T e aixe (6) 1
Tig/T127 : . () 9 212 — 2411 — 249 — 1328
49 | [2]254(6)2 9% | — Tl Toas s arasrns (16) ) —20z7 — 162% — 202°
. —13z% — 223 — 2z + 1
Ts50/Ts6 : 172 (12) 1
Tio/Ti3s :  T1T2T4T6 (24) 3
50 | Le[&.D@)*]s@3) | 96 | — T e o ) ) 212 4 28 430t 411
Tto/Tiae : 122 (12) 1
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T51/T3g6 : T1T2T7 (12) 1
TE, /Ti3q : T1T2TELS (24) 1
51 | [15-D(4)°]3 96 Ts51/Tia1 2 €132 (24) 1 212 + 628 + 924 + 3
T51/T142 : T1T2 (24) 1
TE, /Tia3 : T1To (24) 1
T52/T3ge : T1T2Ta (48) 1
52 | c[&.D(4)%1S(3) | 96 ;%2/T145 T e 1 - ixm N 928 -
1 Tar s x1xa (24) 1| 42232* — 21422 — 23
Ts2/Tias :  z1T2 (24) 1
Ts3/Tx6 : :1;1:1;2 (12) 1 12 — 11210 — 29 + 4628
53 | 141s) 06 ng/T150 © o x1we (24) 1 +12:1;Z - 90z2 - 481:2
Tis/Tis53 : T1T4 (24) 1 +78zx* + 73x3 — 19z
Tiy/Tis5 ©  x173 (12) 1 —36z — 4
Tt,/Tge : T1T2T4 (48) 1
54| [(122)%]D(6)q 96 Ba/Tis: - maz (24 Do 2 6es port 412
Ts54/T152 : T1T4q (24) 1
T54/Th54 1  Z1%274 (48) 1
T /T8 . @l (12) 1
55 [%43}3 96 ;%/T% : a:la:ja,v (24) 1
55 /To7 - L1235 (12) 1
/T ol a2 | 1
T5+6/T9JB : T1X2%3 (32) 3
56 [%26}3 06 T%/TIEI : T1ToT4 (24) 1 12 Z 2z102+ 228 — 315
Tsg /Tiops ¢ T1T2T4 (24) 1 +2z% — 222 +1
T3t /T miwe (6) 1
57 | [(322)3]A4(6)4 96 ;%/T% Lo ey :
w7 /T 0 T1T2T8 (24) 2
T;S/Tg"; : T124%8 (8) 2
58 | 246 96 T%/T{ES : T1T4T8 (8) 1 12 4 210 —‘13178 — 625
THh/The :  z1m2ws (12) 1 +15z% + 832 + 1
Ti /The © @1m2 (12) 1
Ts9/Txs : T1T2T10 (16) 2 212 4 9510 _ 43,8
59 | [23]44(6) 96 Too/Tuo:  ;1maes (24) Y| 14626 12600
Ts9/T111 : T1T2T10 (16) 1 +189
Tiy/T129 : T1T4 (6) 1
T /TE . wimams (32) 2
60 | [$[222)3]244(6)4 96 T /Th, 0 mmawms (24) 1 212 — 142® — 7zt + 4
Th/Th, 0 wiwews (24) 1
Te1/To2 : T1T2T10 (16) 2
61 | [23]A44(6)4 96 Te1/Th1a :  x1T2T3 (24) 1 2 — 328 — 42t — 1
To1/Ti15:  T1%2T10 (16) 1
212 — 10210 + 3248
62 | [42]5(3) 96 ;‘i//j;?g . zlxzm (16) Y| 048 50at
62 /1113 ¢ 1%g (12) 1 419822 + 196
!
63 | [$[22°]%]S4(6d)sb | 96 fﬁg ) mxzxgm o 1
63/ 1112 1 T1%g (12) 1
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| Nr | Notation | Ord. | P | Relativ invariantes Polynom | #K1. | Polynom
TE4/Tos : T1T4T10 (16) 2
64 | [$[322)%]S4(6d)sa | 96 Tea/T11a:  T1T202 (96) 1 12 — 162 + 9z* — 16
TEa/T11s : T1T2Ta (16) 1
Tég’/T(;; : T124%8 (32) 2
65 | [2[122]3]S4(6c)4 96 T Th, 0 mimoma (32) 1 212 — 324 1 4
Tes/Ths 0 wimand (96) 1
Tée/Tro0 : T1T4TS (16) 2 212 9510 4 19,8
Tt /Ti10 : T1T2T6 48 1
66 | [1112%]%]S4(6d)> 96 6o/ (48) —2428 + 1324
Tes6/Th11 : T1ToT4 (16) 1 Y
. +18z2 — 26
Tie/Th2r : T1T10 (6) 1
TH/TH © xizoxs 16 1
67 | [E(4)2]S(3) 96 Gj/ e (16) al2 — g8 — g6 — gt 41
Tg7/T1og ¢ T1T4 (6) 1
ot : :
68 [1[122}3}54(60) 06 Tes /Tion ¢ $1$2z§$4 (96) 1 212 + 6219 + 1828 + 5246
? T /Ths . mizaws (32) 2 | +2252% + 48622 + 324
o
T/ 106 T1T4T8 (8) 2 212 _ 3g11 4 4210 _ 847
Nl T1T: 12 1
69 | [24]De(6) 96 60 /Tos 1 (12) +312% — 2025 — 62
T6+9/T1J69 : T1To (12) 1
i +21a% + 8122 — 23z + 23
Tgg /Tihg:  x122 (12) 1
/T8 o ryal 12 3
70 | 1[3%:2]E(4) 108 fi/ n 5 (12) 212 4% — 25 4223 4+ 4
179 /T130 : T1X2T3T4 (27) 3
T7+1/T1J§7 : w122 (12) 1
T+ /1% . T1T2T3T4 27 1
71 | [3%]E(4) 108 7+1/ 130 1 (27) 212 4 429 4 426 13
T /T, T122 (18) 1
T7+1/T1J‘f53 : T1To (18) 1
T72/T116 : T1T2T5 (36) 1
2 | 5 108 Tra/Ti10:  z1T2 (12) 1
Tra/Tigo : @122 (12) 1
Tr2/Tha1 : T1T2T3T4 (27) 1
Tra/Tis : 2123 (12) 1
Tr3/Tio:  z1T} 12 1
73 | 1[3%:21 108 / 5 (12)
T73/T121 : T1T2T5 (36) 1
T§3/T131 : T1T2T3T8 (27) 1
S
T7y /T xiz3zs (20) 1 212 _ 5510 _ 508 4 46
74 | S3(12) 120 TIF /T, . mizsws (20) 1 ‘
74 /1183 F S
TéI/TQJgQ : T1T10 (6) 1
TE/Th, : zizsws (20) 1
TH/TE, . sixaz 20 1 w12 — 2410 — 348 4 1446
75 | L(6)[x]2 120 75/ 150 s (20) .
TE/Th s @ime (30) 2 —18z% + 8% + 1
T7+5/T2Jg39 : T1T12 (6) 1
z'? 4 228 — 205 + 524
76 | [2]L(6)s 120 ThE/Tshy : T1m2 (30) 2 )
—6z° + 1
T7+7/T2J§0 : T1X7 (6) 2
¥ Tk, 1T 12 1 z2 — 2410 4 28 4 646
77 | [S(3)2]E(4) 144 31/ 210 e (12) )
T77 [Tyse: x124 (12) 1 —6z* +1
Té?/TQJgg T 1% (6) 1
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| Nr | Notation | Ord. | P | Relativ invariantes Polynom | #KL | Polynom
Tég/T125 : T1T2X3%4 (18) 1
78 | [2]Fs6 : 22{S2} 144 | — | The/T156 : w173 (6) 1 x!2 — 823 +8
Trg/Tas35 1 T1T4 (12) 1
Tr9/Ti25 1  T1T2%5 (36) 1
T79/T211 : T1T7 6 2 212 — 458 — 446 + 5xt
79 | [S(3)%]4 144 | — , / ©) )
T79/T237 : r1T4 (12) 1 +4x° +2
Thy/Tars : T1T9 (6) 1
Tgo/T12s : T1T2T3TATT (72) 1 212 + 12210 4 1848
80 | [2]F36 :22{3% : 4} 144 | — | Tho/Teoo 1 z1211 (6) 1 —122% — 159z*
Tgo/To3s : T1T4 (12) 1 +1442% — 8
Tg1/T12s5 :  x1wewazaxrws  (72) 1
81 | [3%2:2]D(4) 144 | — | Te1/To17: w127 (6) 1 212 426 42
Tg, [Tag0 : T1T4 (12) 1
TEy/Thos : $1$2$3$i$7 (144) 1 212 — 12210 4 5448
82 | [(52%)?]F36(6) 144 | — | T§y/T200 : T1T7 (6) 1 —116x% + 12924
Tso/To41 : T1T4 (12) 1 —72z% — 16
Tg3/T239 : 1T 12 1 212 4+ 229 + 426
83 | S(4)[x]S(3) pag | | Toe/Toso 1 (12) .
Tg3/Tess : w174 (18) 1 +2x3 +2
Ta/TE, © xias (18) 1
/st T1T2T11 36 2
84 | [(13%):2]D(4)4 144 | + *fi/ 2 (36)
Toy [Tono - T1T5 (12) 1
T /Tohy : wiws (12) 1
TE/Th, z122 48 1
85 | [LE(4)%:3]3 144 | + Sf/ e e (48)
T /Tigs T1T2X3 (16) 3
Tg6/T185 : T1T2 24 1
. s / (24) 212 — 10 4 48 _ 44
86 | [&.D(4)%]S(3) 192 | — | Tse/Tis6 :  z122 (24) 1 24
22—
Tie/T103 : T1T2TETS (24) 1
TE/TY. . zimoxs 12 1 .
S_Z/ 136 (12) 212 4+ 210 — 628 — 616
87 | [2%]6 192 | + | Tgh/The 0 216 (12) 1 . )
P +8z°% 4+ 8x° + 1
Tg7/Tyar ZiZ2 (24) 1
Tsg/Th37 : T1T2T3 24 1
I ;T E32; 1 212 42410 4 1348
142 T1T2T3
88 | [24]A4(6) 192 | — | % +342° + 4244
Tgs/Tia6 :  T1T273 (24) 1 )
+25222 + 189
Tss/Thss : T1T2T6T8 (24) 1
T /The : w1zazs (24) 1
89 | [(322)°1244(6)a{nd}| 192 | 4 | 590 1% 212 —182°% — 921 + 9
Tgq /T187 : T1T2X4T6 (96) 1
T/ Th, T1T2T4 24 1 .
[E(4)%]3 o0/ Tz (24) 12 + 2210 4 228 4 326
90 192 | + | Toh/Th,: 2124 (6) 3 ‘
=FE(4)13 i +2z4 4+ 222 + 1
Toy /Tis7 0 z126 (6) 1
91 | [(122)3]244(6)a{n2}| 192 | + | ToF /T, : w1z2al (48) 2
2 91 187 * 6
Toz/Tr40:  T1T2T3 (24) 1
Toy/Tia1: 12223 32 1 z'? — 928 — 3825
92 | [24]A4(6)4{n4} 192 | — o2/ (32) . ‘
ng/T149 : Tr1T2T3 (24) 1 —42z* — 181}2 -3
ng/Tlgg : T1T2X4T6T8 (96) 1
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To3/Tia3 :  x1T2T4 32 1
93 | [2%]A4(6)4{n2} 192 | — / ) (32)
To3/T188 :  T1T2T6TZ (48) 2
Tos/Th41 : z123 (12) 1
o1 [43]3 o | Toa/Th50 : $1$:2I7 (24) 1
=413 T94/T151 : a:la:i (12) 1
Toa/Tiso :  @12] (12) 1
1,3 Toh/The : 2143 (12) 1 o2 — 3210 — 248
95 | [14%]5(3) 192 | 4 | 920018 2 o
Tos [Tigy:  x12§ (12) 1 +32° —z* +1
TéG/TMO : a:lazgx'é (96) 1
Toe/T147 : T1T4T8 32 1
06 | [(122)¥sa(od)s | 192 | — | (52 212 g0 4
Tie/T151 : T1T2T3 (32) 1
Té6/T190 : a:lazgxg (96) 1
) Toh /T 17214 (96) 1
97 | [(32%)%1Sa(6e)a | 192 | + | ST 198 2 212 128 L opt 41
Tor /T, ¢ T1T2T4T6 (96) 1
The/Tiar : 133 (12) 1
Tds/Th49 : 122 12 1
98 | 1[4%]5(3) 192 | — | Tos/Trao 1 (12)
Tos/Ts0 : T1T2TITLTS (96) 1
Tés/T1o2 : T3 (12) 1
Tho/T1a2 1 T1T2T3T3 192 1 .
TQQ;T * 524)) |z 60at
. 99/T152 1 T1TaTs
99 | [(32°)°]244(6)2 | 192 | — —1602° + 2284
2
TQQ/T]53 : T1T4T5 (24) 1 14422 48
—144g
Teo/T180 : T1T2T4Ts (24) 1
Tioo/Ti37 :  z122T06 (48) 1
. T /Thag : T1x2T 32 1 212 — 12210 4 4848
100 | [(122)3]S4(6d)2 | 192 | — 00/ Th4s rhete (32)
- Tio0/Ti52 :  T1T4Tg (32) 1 —1542% + 7224 — 3
Tioo/Ti90 :  T122T6 (48) 1
156 T /Ty o m1waas (32) 3 z!2 4+ 2210 4 228 4 26
101 | [L26]5(3) 192 | 4 | 10018 L
Tig1/Tigs : 126 (6) 1 +2z% +22° +1
Tio2/T146 : 17276 (48) 1
. T!,/Tiag :  x1T203T7 96 1
102 | [($22)%]S4(6c)2 192 | — 12/ 3 (96)
T102/T153 : T1X2%4 (48) 1
Tioo/T102 : 12276 (48) 1
T, /Thy . mizexdas (96) 3 z'? 4+ 28 — 226
103 | [E(4)%]S(3) 192 |+ | P01 . 3 A
Tho3/Tior : *176 (6) 1 +a* +1
Tio4/T1a3 1 T1T2T8 24 1| z'2 - 62® — 1028
104 | [(322)%244(6)s | 192 | — 104/ 4
T{os/Tigo 1 z1T2w4 (24) 2 +15z% — 1
Tio5/T134 :  T1Z2T4Tew8TT, (192) 1
Tio5/T15a 1  z12T4T5 (12) 1 2 — 12210 4 4848
105 | £[29]6 192 | — | T{ps/T155 :  z124T5 (12) 1 —64z% — 1274
T{05/T159 : T1T10 (12) 1 +48I2 +8
Tios/T180 : w172 (24) 1
The/Tihe: 21w (12) 1 z1?2 — 6210 + 1528
106 | [25]Ds(6) 192 | + | Ty /Tt : 21w (12) 1 —202% + 1524
T1+06/T1J§1 T x1T2 (12) 1 —622 + 4
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| Nr [ Notation | Ord. | P | Relativ invariantes Polynom | #K1. | Polynom
Tior/T135 1 ®1T2T4TewsTT, (192) 1
Tior/Thas ©  Z1T2 (12) 1
107 | 5[26]De 192 | — | Tior/Tis5 : @16 (12) 1
Tior/T1509 ©  T1T2 (12) 1
Tio7/Thg2 :  z1%2 (12) 1
Tr JTh. T1T2T2T8 96 2 22 4 228 4 226 — 224
108 | 1[25]D(6) 192 | + }?f/ 130 4 (96) ,
Tios/T1ie : ®124 (12) 2 2241
Tt /Tt . T1T4T 8 2 212 4+ 228 — 246 — 224
109 | [241D(6) 192 | + 1+09/ 130 rraTe ® .
Tioo/Tig3: 176 (12) 2 +z2 +1
Ti10/T137 :  ®1x2T10 16 2
110 | [2%]S4(6d) 192 | — , / (16) o2 4 — b -t -1
Ti0/T165 : x127 (6) 1
z'? — 6210 4 4828
111 | [23]S4(6)2 192 | — | Thii/Tisr . @12233T6 (192) 2 +722% + 4524
+54z% + 18
T /Th . mizewia? (96) 2
12 | [3[322P12Sa(6)s | 192 | 4 | 3% 1%° 8 212 — 1828 — 8zt + 4
T17,/Thes : w111 (6) 1
113 | [5(32°°1254(6)a | 192 | + | TyHy/T7hs :  @174as (32) 2 21?2 — 2 — 52t +4
114 | [2%]S4(6)4 192 | — | Tiia/Tiao:  T1T2T10 (16) 2 L |
115 [23]54(6)8 192 — T115/T140 : $1$2IZI6 (192) 2 212 — 98 + 34 — 4
T; Tis6: @1x2 12 1
116/T156 125 (12) 212 4 329 4 326
116 | [3°]D(4) 216 | — | Tue/Twer : @122T374 (27) 1
+32% +3
Tue/Tirs : 133 (18) 1
Tt T T1T2T3T12 27 4
117 | [3%: 2]E(4) 216 | + 27/ e @7) 22 1+ 22% + 28 + 5
Ti /T 0 @132 (18) 1
Tis/Tise :  z1@9a? (72) 1
T!,q/Tie9 : T1T2T3T 27 1
118 | 1[3%:2]eD(4) or6 | _ | Ths/Tieo 1atats (27) 212 4 846 _ 84 42
Tus/Tirr : z133 (18) 1
Tiig/Ti7s :  x1x3 (18) 1
T; Tise : x1x2T 36 1 12 4 2% — 446
119 | [33:2)4 o1 | _ | Tuo/Tise 12T (36) :
Tii9/Ti70 :  T1T2T3T12 (27) 2 —4z 41
T120/Th56 : 121172172 72 1 12 =+ 29 — 926
120 | 1033 :2JeD(4) 216 | — / 5 (72) )
Ti20/Ti69 : XT1T2T3T12 (27) 1 +3z3 +9
Ti21/Ths6 : w122 12 1
121 | 1[33:2]dD(4) o1 | _ | Lrz/Thso 15 (12) 212 4 926 _ 343 11
T1y /Tier :  ®122T378 (27) 1
T /T, o wimendas 108 1
122 | [(33%):2JA(4)s | 216 | + 312/ il 3 (108)
Ti3a/Tosy : T1Z2as (36) 1
Ths/Tohe:  mimomawy (30) 1 12 gpl0 4 9148
+ ot
Tihs/Tys7 w12 (30) 2 ,
123 | L(6) : 2[x]2 240 | + PR —34x% + 42z
Ti33/To79 @112 (6) 2 _122% +1
Ti/Tops : @112 (6) 1
124 [2]L(6) : 212 240 — T{24/T256 : T1T2T4 (40) 2
[5(3)21D(4) Tios/Thas = @aar (6) 2 | o120 — 228
125 D(6)12 288 | — | Ti25/T260: @1T3 (12) 1 —226 4 274
= {
T{ys/Togs :  x1%9 (6) 1 +222 — 1
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| Nr [ Notation | Ord. | P | Relativ invariantes Polynom | #K1. | Polynom
T{;G/TI-ES T T1T4T8 2
196 [A2)2 088 TféG/Tl"’g31 : T1T3Ts 2 12 4+ 28 4+ 26 — 224
= A412 T{}Le'/TIJgS : T1T4T5 2 —z2 +1
Ty /Toke © @im11 1
127 | LS - 088 Ti27/Ti65 : XT1T2T4T5 1
4 ' Ti27/Th04 : T1T2T3 3
z!2 — 162° + 752% — 33626
—360x° + 1431z*
128 | [FE@4)? 288 Tho/Toh. . T1xaw3 1
GEW 128/ T206 57623 — 129612
+1944x + 1701
Ti29/Ti65 : x123 1
129 | [LE(4)3 288 129 /T1es e
Ti29/T205 : X1T2T3 1
130 [341E(4) 394 T1+30/T1JE38 : T3l 4 z'? + 22 + 526
=31E(4) Tho /Tyt 21w 1| +823+4
12 — 3210 4 249 4 5448
[34]4 T131/T167 : T1T2T5 1 —7227 + 40228 — 7562°
131 514 324 Ti31/Theo : 7172 1 +5445z% — 1328823
=31
Tiz1/Ti7o 0 132 2 +13176x2 — 58561
+976
z'? — 4210 — 3627 — 1226
132 | $[31]A(4) 324 T, /Ty : T13203T4T5T6 2 | +144z° + 228z* + 208%3
+360x2 + 464z + 216
T, /Tt 122 1
133 | [33]A(4) 324 lj’3/ 17 %5
Tihs/Tigs :  Z1x223T4 1
Ti34/Tr93 1 @1T2T3 1
[2°]6 , / w12 4 210 — 58 — 46
134 )16 384 Tigy/To0s :  z122 U | pent 4302 1
= x 22 —
T{3,/T22 1 x1%2 1
Thiss/Th93 1  @1T2 1 )
(2°]De ) / 212 — 3628 + 2425
135 o 384 T{35/T208 : x1%2 1 4 9
=21 Dg(6) +108z% — 14422 + 48
Ti35/T224 :  T1T2 1
Tilbo/Tios @126 2] 212 4 9208 4 3008
136 | [25]D(6) 384 The/Tohe :  w1m2 1
136/ 4226 4 2
A T +85x* + 198z~ + 121
Tig6/Tos7 : %138 1
137 [24]5 (Gd) 384 T{37/Tlg6 : 12,3 1 $12 - 1310 - $8 - 2$6
4
T137/T227 : T1T2TETS 1 4zt—z2 -1
138 | [($22)%]254(6)4 384 Tide/Tohe © T1@2T4T6 1 12 — 162% — 1024 + 1
3 + rt .
139 BE)IS6) 384 Tiso/Taos = ¥124 ' ©'? — 6% +92% +9
= E(4)15(3) Ty /Tohe o z176 1
140 [24]5 (6d) 384 T{40/Tlg5 : T1T2T3 1 12 — 2410 =+ 3z8 =+ 426
4(6d)4 .
T140/T227 : T1T2T4T6TS 1 3zt —4z2 -1
Tia1/Tigs ©  z1T207 1
141 | [LeD(4)%]3 384 - 212 — 1228 £ 924 + 3
T141/To22 :  T1T2TTE 1
T142/Tig6 :  T1T2T7 1 12 _ 18210 4 g6g®
T - X X
142 | [$eD(4)]3 384 Tia2/To05 :  x1%7 1 . R
+117x° — 27z° — 3
Ti42/Th22 :  T1T2T4T5 1




122 ANHANG II
| Nr [ Notation Ord. | P | Relativ invariantes Polynom | #KL | Polynom
2?2 — 6210 4 2428
143 | [2%]2A4(6)4 384 T143/To22 : w122030422 (192) 2 —565 + 934
—90z? + 51
Tl—t14/T1_§4 : T1T213 (24) 1
T, /T, o w1zaas 32 1
144 | [25]A4(6) 384 1Jf4/ el (82)
Ti4a/Troy : T12223 (24) 1
Tida/To © T1210 (12) L
Thas/Thos : w13233z4z6w827, (384) 1
145 %[ZG]D(B) 384 Tha5/T196 : T1%6 (12) 1
T145/To23 1 w122 (24) 1
T!,./Tige : T1T2T2x 96 1
146 | [24]S4(6c) 384 1ao/Tise : @122w307 (96)
Tra6/T24 1 T1T2T6T8 (24) 1
T!,./Ti85 : T1T2T3TAT 96 1
147 | [(122)31284(0)s 381 1ar/Ties : mzasszezs  (86) 2?1853
T{47/T223 : T12Z2T3T4Ts (96) 1
Tiag/T186 © T122x4 (48) 1 x12 — 3210 — 348
148 | $[1eD(4)%]S(3) 384 Tiag/T204 : 127 (6) 3 +425 4 32
Tiag/Te23 : T122T4 (48) 1 —3z2 -1
Tlo/Tiss : T1T22i77 96 1
149 | [24]S4(6c)4 384 149/ > (96) @12 — 28 4 224 42
Tra9/To24 1 T1T225T; (96) 1
43]15(3 T Tigs : z122 12 1 2 — 26 — 34
150 [4°]5(3) 384 150/T185 1 3 (12) X
=41503) Ti50/T221 : w123 (12) 1 +232 + 2
T151/Ti8s : w1T2T3 96 1
151 | 3[3eD(4)*]5(3) 384 / : (96) @2 — 1828 + da* — 8
T151/T225 : T1%2T] (96) 1
. T! ., /Tige : T1T2T3T2T 192 1 12 — 428 — 226
152 | [(L22)3]254(6)2{Sa(6c)} | 384 152/ Thso . @12w3050s (192) .
B Ti50/To25 1 T1T2T4T5 (24) 1 +4zt —1
212 4 4210 — 448
Lo2 Ti53/T1s6 : T1Z2T307 (192) 1
153 | [(52%)%]254(6)2{S4(6d)}| 384 —362° + 29z
’ Ti53/To21 1 m1T2T475 (24) 1
—162% + 2
Tis4/T103 1 T1T2TaTETITT,  (192) 1 212 4 1028 — 445
154 | [25]D(6)2t 384 Tis4/T106 : z1T2 (12) 1 .
, +49z4 + 5222 + 104
Tigs/To25 : @12 (24) 1
Tis5/Tie3 : w1x2zam6Tsay, (192) 1
212 — 2210 — 348
T Tio7 : x1T: 12 2
155 | [25]D(6)qi 384 156/Thor @122 (12) 246 4 gt
Ti55/T221 1 w132 (24) 1 )
, +4z” + 2
T155/T256 T T1T2 (12) 1
Tis6/T213 1 123 18 1 x!2 — 122% — 1223
156 | [3%:2]D(4) 432 / (18)
Tis6/T217 : T1XT2T3T12 (27) 2 -3
xz'? — 8x9 4 2427
T Tk« o fdrd 36 1
157 | [(13%) : 215(0)s 132 101/ Taso 102 (36) 4426 5108
’ Ti% /Tohs © @135 (12) 1 .
+48z% — 722 + 16
212 4+ 28 — 2% — 224
158 | [25]F15(6) 576 Tihe /Ty : T1T4Ts (12) 2
42?41
T159/T106 : T1T4T5 (12) 1
159 [25]F18(6)2 576 T159/T197 I T1TaT5 (12) 2
T{s9/T208 : T1T2T3TaT5TE  (192) 1
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| Nr [ Notation | Ord. | P | Relativ invariantes Polynom | #KL. | Polynom
T{go/TIQS : a;m,u;x%a:g (48) 2
T T200 : T1T2T3T4T5T 96 1 x2 42410 — 28 4 65t
160 | 1[Sa(6c)?]2 576 | — | Teo/Teo: wies o (96) ;
T{60/T201 P T1T4TETR (48) 1 +4xc + 2
Tigo/T278 : x1T9 (6) 1
. T Tt . rizaxial 48 2 z12 — 28 4 228 4 24
161 | [LS4(6c)?]2 576 | + ﬁff/ 195 TITATTS (48) )
T8, /Tohe : ®1mo (6) 1 +2x° +1
+ ot
Ti6a/Tigg :  @1Taws (8) 2 212 9510 _ 48 L g6
162 | [24]F36(6) 576 | + | T1dy/Tohy :  wiza8 (8) 1
—xt — 1222 +1
T{6+2/T2+03 © T1T2T3TITT (288) 1
T$3/T1t)5 T T1T4TR (8) 2 212 _ 25 _ 66 4+ g
163 | [24]F15(6) : 2 576 | + | Tiha/Toh, :  wizaas (8) 1 62?4+ 9
T{_&,’/T;(—B I XT1T2T3X4T7TS (72) 1
TH, /T . zi22 48 1
164 | [LA(4)3]3 576 | + lf“/ 206 T (48)
T16,/Thhe :  T1T2Taxs (36) 3
2 + 6210 — 229 — 827
165 | [2£(4)%:3:2]3 | 576 | — | T1g5/Th3g: T1T23 (16) 1 —64x% — 742* + 6023
+13222 + 144z + 166
z!2 + 18210 + 13528
166 | [LA(4)%]33 576 | 4+ | Tihe/Tohe :  T1T2T4T5 (36) 3 +34825 + 6324 — 51223
—270z% + 729
34D(4 Tier/To17 :  T1%2 12 2
167 [3%]D(4) 618 | 167/T217 123 (12) 212308 43
=31D(4) Tier/To31 : T173 (18) 1
T /T . ziwozia? 36 1
168 | [3%: 2]E(4) 6as | 4 | tos/Toto T1o2wEEg (36) 22 + 42° + 625 + 423 + 17
e /Toh, : (18) 1
168/ 1234 °  T1T2
T To17: x1T202 72 2
169 | L[34:2cD(4) | 648 | — 1o9/Ton7 = aawams (72) 22 42 245 643 3
Tigo/Te33 : z123 (18) 1
Ti70/T209 :  T1%2T5 (36) 1
170 | [3%:2]4 648 | — | Ti70/To11: miz2wiad (72) 2 22 4 2% 4225 — 423 +3
Ti70/To17 1 w1227 (36) 1
12 _ Q.9 _ 8 6
T{%/T;io : x1x2x§xg (72) 1 T 8x 90z° + 3002
171 | [3%: 2]E(4)2 648 | + T 5 5 (36) ) —72¢5 — 5942* + 16023
: T1T4T=T .
171 214 58 +288x2 _39
T1+72/T2+10 : sizexizd (36) 2
172 | 3[3%:22]|E(4) 648 | + | T7h/Toh, 0 wiaeadal (36) 1
T{%/T;le N TE ) (18) 1
x12 + 3010 — 429 — 5448
T{¢3/T£2 . X1T2T5 (36) 1 . 6 5
) —16227 — 12325 4 108z
173 | [3%:2]44 648 | + | Tiho/Toh s 0 zizowiad (72) 2
ey (36) ) +549z4 + 82222 + 864%2
I I XT1T2T5
173 216 +456$ —16
T /T, oz (18) 1 z'? — 82° — 362% — 4827
174 | [3%:2]E(4)4 648 | + | T, /T5h, 0 wixsadad (72) 1 +8x% + 14415 4 2732
T,/ Tohy o 120 (18) 1 +24823 + 722 — 96z — 32
z!2 — 12210 + 82° + 3648
Ti7s/Te13 : w122 12 1 —48x7 — 65z + 1622°
175 | [33]5(4) oag | | Do/Tuss g (12) ,
Ti75/Te31 : T12T2T3%4 (27) 1 +135z% — 62423 + 64812
—288x 4 48
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176 | [33 : 2]A(4) 648 Tihe/Tohy o T1T2T3T12 (27) 1 o2 4 428 — 823 + 8
177 | [3%]S(4)e 648 Ti7r7/Toss @ T1T2X3T4T5T6  (162) 2 212 — 625 — 223 + 6
178 | L[3% : 2]S(4) 648 Tirs/Thia : mimszazsag - (648) A IR
Ti78/To33 : T1T2L3T12 (27) 1
179 | L(2,11) 660 Tyt [Ty« T102@3T7 (165) 1
Tng;O/TQJE9 : Ti1mazsTazizd (360) 1 212 4 4210 4 625 4 Gab
180 | A(6)[x]2 720 Tiho/Tobn o w12 (30) 2 st g 6a? 41
TIJgO/TQJgS: T1T12 (6) 1
Mio(12) T%_I/T;?ZO: T1T273T5 (120) 1
181 . 720 Tyd /Tohy o w123 (30) 1
= olggg{Mi0} Ae]22 T Tk« m1zaxas (45) 1
181/ 1296 12238
182 PGL(2,9)(12) 790 Tk /Toho o w1T20325 (120) 1
= [AS[T%}{MIO}AS}Z Tiho /Tohe o w1120328 (45) 1
$12 _ lel + 731710
—3122° + 204428
183 | 5(12) 790 T{%FS/TQJQ9 i mimowszaziaeay (720) 1 —636827 + 2857925
Tih /Tohe o z110 (6) 1 —62962z5 + 2082532*
—3017282° + 80017612
—636238z + 1176880
184 | [25]54(6d) 768 T§4/T2'g6 T T1XT2T4 (32) 1 x12 — 2210 — 248 + 446
T /Toh, o w136 (12) 1 —zt + 62 +1
185 | [5c¢D(4)%]5(3) 768 Tis5/T2s50 : T1T223w2 (96) 1 o2 % — gzt -3
186 | [LeD(4)3]S(3) 768 Tise/Toso : @1o7 (©) L IR CIP
T186/To50 : T1T2T4T5 (24) 1
187 [25]2A4(6) 768 T{%/T;’fm T T1T2T3 (24) 1 12 4+ :1;10‘7 358 — 440
T187/T2J'é4 D x1x4 (6) 1 +at + 422 4+ 1
Tlgg/To22 : T1T2x3 (32) 1
188 [26]A4 768 Tigg/T224 : x1T22T3 (24) 1 212 — 2748 — 8875
=21 A4(6) Tigs/Te27 : 12273 (24) 1 +12z* + 10822 + 51
Tlgs/Tos5 : T1Z10 (12) 1
T180/T221 : x1T2T7 (24) 1
189 | [2eD(4)%)3 768 Tigo/Th22 : z1x2w3Tiwixzs  (256) 1
T189/Th2s : T1X27 (24) 1
Tigg/T223 : T122T3 (32) 1 212 4 2410 — 1348
190 | 3[26]S4(6d) 768 Tg9/To25 : T1T2T3 (32) 1 +362% + 1524
Ti90/To27 : xlzzziwemgm’%o (384) 1 —38z2 - 19
191 | [2°]S4(6c) 768 ngarl [Tohe : w122337] (96) 1| 2t 4 at0 4225 - af
Tid /T, wias (12) L] 42zt -322 +1
T gy /Th21 : x1x2x§x7 (96) 1
192 | 1[28]84(6c) 768 Tigz/Toza : xlmx%x; ) (96) !
Ti92/To24 : T1T2x4xZTZTT, (256) 1
Tl gy /Tos6 : w108 (12) 1
2°1D(6) fios/Toao i nzo 022 g0 g8 g
193 | © 20 D(6) 768 T!os/To50 : T172 (24) 1 a? 1
Tig3/Tor0 : w178 (12) 1
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| Nr [ Notation Ord. | P | Relativ invariantes Polynom | #KL | Polynom
1312 _ 6{1311 + 18x10
—1829 + 2728 — 57627
(31]A(4) .
194 30A(4) 972 T /Ty o w122 (12) 1| 4237635 — 417625
= 3 “
+4788x4 — 215223
+67202 — 72z + 12
12 — 8 — 425 — 554
195 | [25]Fis(6) 12 | 1152 Tihs/Tohe © T10273Ta526  (72) 1 ‘
—4x? 41
5 9 9 212 — 9248 — 425 4+ 624
196 [2 ]Flg 1 29 1152 Ti96/To40 : T1T2T3T4T6TLTT) (384) 2 Y
+4z° — 1
T197/T237 : T1T2X3T4T5TE (72) 1
197 | 1[26]#ys 2 2 1152 Tio7/T23s : T1T2T3TaT5Te  (72) 1
T197/T240 : x1x2x4x6x8x%0 (192) 1
Tigs/Tess : T1T20325T6 288 1 ‘
1 / .4 (288) 212 — 2410 — 348 — 244
198 | 5[2%]F36 1152 Tios/Th37r 1 z1Z21373w6 (288) 1 e? 49
: —da? +
Thos/Toar : mid2wazezsas, (192) 1
T,/ Tk : $1$2$3$2z6 288 1 212 4 710 4 448 4 245
199 | [25]F36(6) 1152 lf9/ 25 4 (288) N
Tioe/To77 © w14 (24) 1 +6x% + 522 + 1
S4(6¢)2]2 T /Thss : x1Taxie 48 2
200 [ 4( ) } 1152 200/ 235 184L5Tg ( )
= 54(66) 12 TéOO/ngg © T1X9 (6) 1
212 — 3210 4 346 + 624
201 | [2%]F36: 24 1152 Too1/Thss : T1T223T4TeTz  (96) 2 )
+3x° + 3
12 10 6 4
e —2x+Y —4x° + 6z
202 241 F36 : 2 1152 TH /Th. : zizowszarizer (576 2
[2%]F36 : 22 202/ 236 5 8 ( ) 42?44
503 [S4(6d)?]2 1152 Téarg/T;gS I T1T4TR (8) 2 2 — 3210 — 328 — 246
= S4(6d) 12 TQJBS/TQBS Y (6) 1 +zt + 22 +1
T204/T539 : T1T2T47T5 36 1
204 | [$A(4)%]S(3)2 | 1152 / (36)
Téo4/T251 I T1X2X4TH (36) 1
Toos /T ) (48) . z'? —122° — 2428 — 2427
205 239 © 1
205 | [E(4)3:3:2]3 | 1152 2 —2245 + 4825 — 9a4
To05/T253 : T1T2TaT11 (36) 1 .
+8823 4 60z — 72z + 3
212 + 42° — 328 + 3226
206 | [§A(4)%]5(3) 1152 Tohe/Tohy © T1T2T4TLL (36) 3 —48z°% + 18z* — 64z
+144x? — 108z + 27
212 — 482° + 3628 — 4826
207 | [$A(4)%]S(3)6 | 1152 Tho7/Tosa 1 T1T2T4T5 (36) 1 +722% — 272* — 12823
428822 — 216z + 54
2A2]2
[ 4} $12 _ 2$10 + IB _ 4I6
208 | =24412 1152 T50e/Toa0 : T124T5 (12) 2 )
+3z% + 622+ 3
=21 F18(6)
212 41088 — 2162°
209 | 1[3%:22]cD(4) | 1296 To09/Toag : @1T2TETS (144) 2 +63z% 4 1842% — 21622
+962 — 16
12 — 42° + 8% — 362°
210 | [3%:22]E(4) 1296 To/Tohy : T1T3302 (36) 6 +105z% — 12023 + 902
—362+9
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) @12 — 13528 — 180x7
Th11/Thas : wrwzwiz? (36) 2
' +21025 + 54025 + 765z*
211 [34 : 22]4 1296 T211/T247 I T1T2T5 (36) 1
+1160z3 + 108022
T211/T24g : T1X2T5 (36) 1
+480z + 80
12 10 9 7
x® — 122" — 8x” — 48z
T /Toha © miwaxald 144 2
212 | [3%:2]D(4)s 1296 Tff;;f 576 518)) ) —48z8 + 663 — 6423
CT1T4 .
212 259 —144172 _39
213 | [3%:2]S(4) 1296 Th13/Thsg : T1T2T3T12 (27) 1 212 4+ 1223 + 27
T,/ Tohe o w1w323ad (72) 6 x'2 — 2210 — 829 + 328
214 | [LFZ]2 1296 T Tohs o wias (18) 1| +827 + 2428 + 2034
T,/ Tohe o T122 (18) 1 +82% + 2422 — 8z +2
212 — 30210 4 27028
T, /T T1T2T5 36 1
- Zf/ 2 ‘ (36) 12027 — 95028 + 72025
215 | §[F3]2 1296 Ty s/ Toqa © T1T3T2T3 (72) 2
T T (36) L +1005z* — 40023
. T1T2T5 b
21577249 —900z2 + 400
z? — 162° 4 3628
216 | [34:2]D(4)4 1296 Tyl /Tohs + w1222202 (72) 2 | +9627 — 56825 — 43227
+882z* — 576
T217 T24g : :1:1:1:2:1:21:2 72 2
217 | [34:2]D(4) 1296 / 576 (72) @12 — 626 — 823 — 4
T217/T25g I Xr1T3 (18) 1
12 — 2248 4 22026
218 | PGL(2,11) 1320 To18/T301 1 T1T2T3T6 (165) 1 —352x5 — 14324 + 70423
—44x% — 928z — 88
T5h o /Tohe © z1ao 30 2 x12 228 — 226 — 324
219 | S(6)[x]2 1440 3:9/ e (30) N
1510/ T507 = 21212 (6) 2 +227 + 1
M10.2(12) Todo/Tohs © w123 (30) 1
220 1440 o
= A6.E4(12) T350/The7 © T1T2T3T8 (45) 2
Tho1 /T s mizozsririe 256 1 212 — 2410 — 348 — 246
221 | [LeD(4)%]S(3) | 1536 21 /Toso 2 areomsrirsrs - (256) .
T3y /Tos7 1 T1T6 (12) 1 +5x% + 422 — 1
4)43 Too0 /T5 T1T2T 24 1 212 4 210 — 28 _ 546
a9 | [PW)] 1536 222/ 1250 @12207 (24) ‘
= D(4) 13 T222/T,)9,) T1T7 (6) 1 5zt —3z%2 -1
Too3 /T i mizorirariz? 384 1 212 — 9710 _ 28 4 2446
223 | Le[D(4)%]S(3) | 1536 223/Tos0 : w1@2w3Tavseg  (384) ,
To23/To91 : x1T7 (6) 1 7zt — 2222 — 11
261S4(6¢ T! o, /Tos0 : T1T2T2T7 96 1
994 [2°]54(6¢) 1536 224/ 3 (96) 212 4 425 — 625 + 622 4 2
=21 54(60) T2’24/T270 : T1X8 (12) 1
225 %C[D(4)3}S(3) 1536 T225/T250 : 132:13%13217%17%1712 (1536) 1 ;1;12 — 3;1;10 + 2;1;6 + 2;1;4 —3
b JTk . . xiwe 12 1 212 4 10 4 248 4 296
226 | [25]254(6) 1536 ff/ e (12) . )
Toss/Togo : T1T4 (6) 1 +2x% +22° + 1
097 [26]154(6d) 1536 Ty /Tos50 1 T1T23 (32) 1 x'2 — 2:1:10‘— 228 + 626
=2154(6d) To27/Tose : T1T6 (12) 1 +3z4 —42? — 1
212 — 12411 4 48410
—642° + 819z® — 6552z7
228 | L1[A(4)%]3 1728 Toho /T« x1xax3T47572 432 2
3lAW 228/ Tos o (432 +1310425 + 58968z
—235872x2 + 1061424
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| Nr | Notation

Ord. |

| Relativ invariantes Polynom

Polynom

2 —12z1! 4 48410
Toho/Tot, © w122 48 1 —642° + 92728 — 741617
229 | [+A(4)%]3 1728 P20/ 22 2 (48)
Toho/Toks o T1T2T3T4T5T6 (72) 1 +14832z° + 69660z*
—278640x> + 1347921
Tk T T1T2T4 80 1
230 | [25]L(6) 1920 230/ 2 (80) 22 4210328 f 4zt 41
T30/ Ty77 + T122T4 (80) L
212 + 12210 — 152° + 9928
[34]S(4) ) —153z7 + 70125 — 70225
231 1944 T231/T258 ] xé (12) 1
=315(4) +2133z% — 171923
+1368z2 — 684z + 152
Toh /Toty + w1xaadas 324 1
232 | [3%:2]A(4)4 1944 232/ 20 > (324)
To3o/T71 = T1222505 (216) 2
233 | 3[3":2]S(4) 1944 To33/Toss : T14203T5T3 (648) 1 212 1 229 + 623 + 3
234 | [3%:2]A(4) 1944 T, JToh, o wiwaaial (108) 2 212 4+ 23° 4 226 + 2
5 ) , > o 5 o 11312 _ 2:1;10 _ IB + 4I4
235 | [2°]F36 :22{S3,t} | 2304 Tya5/T260 : zi1x223TaxiTicscy (1152) 1 )
+4x + 2
Tt Tk T1T4 24 1 212 4 92710 4 948 _ 346
236 | [25]F35(6) : 2 2304 Zf’f/ e (24) .
Toz/Tog7 : w17 (6) 1 —3z* 4+ i +1
T /To60 : T1T2T3T4TET2 192 1 212 — 2710 4 8 — 246
237 | [25|Fs6 : 22{52,i} | 2304 337/ 6 (162) .\
T237/T298 T T1T7 (6) 1 —z* 4+ 2
. T o /Tos0 : Tizowiad z?. 2, 2304 1 212 — 2410 _ 348 4 446
238 | [25]F36 : 22{32 : 4}| 2304 255/ stiotnrry  (2304) ‘
To3s/Tos7 : T1T4 (24) 1 +2xt + 422 —
2 —122° 4 928 — 3226
239 | [E(4)3:3:2]3 2304 Th39/Thes : T1T2T4T11 (36) 1 +482° — 18z* — 6423
+144z2 — 108z + 27
[28]F1g : 2 2 4 3210 4 28 — 826
240 2304 T340/ T260 : T1T2T3T4TTTS (72) 1 .
=21 F15(6) : 2 —8z4 + 522+ 7
261 F: T, /Toeo : X1T2T3x3x 288 1 212 4 10 — 328 — 46
941 [2°]F36 9304 2a1/T260 1T2T3TLTT (288) !
=2 F36(6) T241/T286 I T1T4 (24) 1 +6zx* — 3
12 8 7 6
< + 63x° + 84z’ + 28x
Toh, T+ ziwo 18 1 .
242 | [34: 23]E(4) 2592 2_;‘2/ 200 (18) +81z? + 21623 + 21612
Toho/Tomy © T102 (18) 1
+96x 4 16
12 — 42410 — 2849
+360x8 — 4827 — 99826
243 | [3%:22]D(4)4 2592 Toh. /Toh .+ x1wazsried 216 2
[ e 243/ T o (216) +18025 — 48924 — 704a°
—1764x% — 112
x!2 — 12710 — 82° — 1828
—24x7 + 3165 + 6482°
244 | 1[S(3)4)4 2592 T/ Tohe © T122T5 (36) 1
: +513z% 4 31223 + 21622
+962 + 16
Toas/Th63 : T1T2T5 (36) 1 x'2 — 82% — 3628 + 826
245 | [3%:2%)4 2592 Thys/To6a : T2T3T4x2T3TOT10211 (648) 1 +162z* + 3223
Tra5/Toe7 : T1T2T5 (36) 1 —144z2 + 16
Toa6/T261 : CL’ZIinI5CL’ 2 :1;11z12 (1296) 3 212 4 81t 4+ 21629
246 | L[S(3)4E(4) 2592 Th,e/Toe2 : T12 (18) 1
2 26 +21622 + 96z + 16
T546/T263 : w172 (18) 1
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) . x12 — 1828 — 2447 4 826
247 | [3%:22]D(4)2 | 2592 | — | Thar/Ther : w1z2737323 (432) 2
5T +1622* + 14422 + 32
z'2 — 12628 — 16827
426826 + 64825 + 59424
248 | [3%:22]D(4) 2592 | — | Thas/Toer : m1z3w202 (36) 2 )
+528x3 + 43222 + 192z
+32
212 + 12010 — 1828 — 2427
F2.1]2 T /T + ziz3ziad 72 2
219 | | 3;] ) 2592 | + TTQ;TZJES 1Tt ElZ; || 2840 - 720" 4 6t
= l . 205 ¢ T1X
% 249/ 4206 TS —323 4 72022 + 160
950 [D(4)4])S(3) som | Te0/T203 1 T1T6 (12) 1 z12 + 2210 4 228 + 326
= D(4) ! 5(3) T250/T294 I T1X7 (6) 1 —2z4 + 3x2 —1
T, /Toes : w1xow2ad 288 1 z'2 + 4828 — 722 + 2724
251 [%A(4)3]5(3)2 3456 o 251/ 268 12T L7 ( ) ‘
T251/T276 I T1T2T3TAT5T6 (72) 1 +64x3 — 14422 + 108z — 27
z!2 — 602° + 120026
252 | [2A(4)%]S(3) | 3456 | + | Toh,/T5h, 0 712233747576 (72) 1 —45002° + 337554
+32000z3 + 67500
Toss /T ) (48) . z'? — 162° + 328 + 4825
5 268 : T1X:
253 | [E(4)3:32:2]3| 3456 | — | o0/ 708 B2 12425 — 812* + 642°
T253/T273 I T1T2X3T4THTY (72) 1 5
+48g2 — 72z — 27
254 [%A(4)3]5(3)6 3456 | — | Tosa/To7e : x1x2x3x4x5x§ (432) 2
255 [26]L(6) 3840 T255/T270 I T1T2T4 (80) 1 12 + 2210 =+ 478 =+ 476
=21 L(6) T255/T286 : T1X2T4 (80) 1 +3z4 4222 -1
056 l[Zﬁ]L(B) ) as810 | Tos6/T270 : :1;1:1;2:1;4$§$gz%0 (640) 1
: Tos56/Tos7 1 T1T2T3T4T5T6 (120) 1
257 | [25]L(6) : 2 3840 | + | 1ok, /Tohs : T13203T4T5T6 (120) 1 212 4 328 — 228 + 62t + 1
258 | [3*:2]S(4) 3888 | — | Toss/Tos1 @ w1w2aiad (108) 2 212 _ 443 _ 9
zl? — 3210 — 229 — 7247
259 | [3%:2]S(4)s 3888 | + | Tohy/Tohy : w1T2737202 (648) 2 —1322% + 1172* — 742®
+96z + 16
260 [252]2 1608 | _ Theo/To03 : T1T4 (24) 1 o2 — 208 4 26 + 2t
=25412 T260/T299 [ A rd (6) 1 —132 -1
061 [S(3)4E(4) s1sd | To61/To7a : x1T2 (18) 1 z'? — 4zl 4 6210 — 42°
= S(3)1E(4) Ta61/Ts0 : w12 (18) 1 48 — 26 4225 —zt 41
z!2 — 182% + 2427 + 1272
262 | 1[S(3)4]dD(4) | 5184 | — | Thez/Th7a: zizdmsziaizdzijz}, (1296) 1 —270z5 + 2612* — 25623
+21622 — 96z + 16
z2 — 1629 + 7228 + 4827
T: Tora : xawaxseieiedcd o3, (5184 1
263 | L[S(3)YeD(4) | 5184 | — 26 /Tora + AT TETTTTTY, (5184) 702 + 3625 — 57t
Ta63/T298 : T1%5 (12) 1 s )
—882% — 12622 — 60z — 8
I12 _ 4I11 + 6I10 _ 3$9
[S(3)*]4 s . 5. 4
264 | S(3) 04 5184 | — | Thea/To74: T1X2ZT5 (36) 1 —2z°% + 32" — 22° +
N +ad — 22 41
z'2 — 30210 — 322° + 54528
065 [A(4)%]3 sisa |+ Tohs/Tohe © w123 (48) 1 +19227 — 499426 + 888z°
=A(4)13 Tohs /T, + w1232l (36) 1 42141874 + 15202% — 24430
—9576x + 16849
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| Nr [ Notation Ord. | P | Relativ invariantes Polynom | #KL. | Polynom
212 — 12410 4 829 — 1848
T Tk, © ziw 18 1 +2427 + 316x% — 64825
266 | L[S(3)4]eD(4) 5184 260/ 1250 © @123 (18)
Tore/Tobr © T1T5 (12) 1 +3512* + 12023 — 21622
+962 — 16
212 — 27210 — 3429 — 9028
Toe7/Tors : x1T203Taxiwiale 648 1 —3027 + 27626 + 1262°
267 | [3:2%]D(4) 5184 207/To7a i ©12233425T6T5a11 (648) ‘
Taer/Tos1 : T1%3 (18) 1 —1892* — 1002 + 3622
+48z — 16
. 212 4+ 42° — 328 — 6423
268 [E(4)3 :32 : 2}5(3) 6912 Tgsg/ngg 1 12273747579 (72) 1 .
+144x? — 108z + 27
212 — 41l 4 14210 — 2049
L(6)2]2 T /Ty : zim3T 20 2
269 | L(O)°] 7200 2f9/ 2o - T (20) 12528 + 227 — 36 + 8¢5
=L(6)12 Toho/Tohe © T12325 (20) 1 ) )
+5x* + 16x° + 16x + 4
[26]L(6) : 2 . )
270 9 L(G) 9 7680 T270/T293 ;. T1X2X3T4T5T6 (120) 1 12 + 4210 + 2 -1
=2
212 — 51210 4 55828
—282x7 + 887x5 + 46825
271 | [3%:23]4(4 7776 ToE /TE, + zimoxies 324 1
[ JA() 271/ Tose 3 (324) ~3894z* — 178223 + 28812
+168z + 16
272 | Myi(12) 7920 Tyt /Tohs © T12w3T6 (165) 1
Tors/Togs : x1a2 48 1 212 —122° + 928 + 19223
273 | [LS(4)]3 10368 273/ Toss e s (48) ,
Tors/[Tae2 : wiT3xixTor3T1007, (3456) 1 —432x?% + 3242 — 81
[5(3)")D(4) Tora/T ag | 1 | F et
5 X1 x
274 10368 2Talese s T —427 — 1345 + 1427
= 5(3)1D(4) Tora/To0 : T1T5 (12) 1 3 2
+12z3 + 2722 + 10z + 5
212 — 61l + 14210 — 2249
A(4)3]15(3 +662% — 1027 + 1626
ars | AWISG) 10368 Tohs/Tobo + w1250} (36) 1
= A(4)15(3) +602° + 634 + 2023
+1822 + 4 + 2
Tore/T: 5 3 (288) . o2 + 19225 — 28825
P 9 I T1T2T4T
276 | L[15(4)%]5(3) 10368 srofess s it +108z% + 25623 — 57622
Tore/Tro1 : w1T2TiTs (288) 1
+4322 — 108
212 — 228 + 62% + 624
277 | [25]A(6) 11520 Toh [ Tohs © atzaaizszen?, (5760) 1 4?41
Tors/T: ) (1200) . 212 4+ 2028 — 805 + 5024
P 9 L 123457
278 | L(L(6) : 2)%]2 14400 crel st ST ~3202% — 91222 + 1280z
Tors/Taes : w1T3TFLG (60) 1
+800
279 | [L(L(6) : 2)%]2 14400 Toho/Tohy © w1732203 (60) 1
. .’,1312 _ 4:1:11 + leo _ 2$9
[S(3)*]A(4) 5 8 . 5
280 15552 ngo/Tng: T1T2T3T5 (324) 1 —bzx® + 62" — 4x
=S(3) A(4)
+2z% 42
$12 _ 51;11 + 6I10 _ 4I9
281 | [3%:2%]5(4) 15552 Tog1 /Togg : T3T5TATETIT10%5, T3, (648) 1 +28 — 637 + 728 — 925
+1023 + 1922 + 6z + 1
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| Nr [ Notation Ord. | P | Relativ invariantes Polynom | #KL. | Polynom
12 — 9928 + 13227
282 | 1[S(3)4]S(4) | 15552 | + | Tyh,/Tah, : T125 (12) 1 —53025 4 97225 — 5674
—7223 + 21622 — 96z + 16
xz? — 25623 + 57622
283 | [15(4)3]S(3 20736 | — | Thsz/Teos : xlxdwsxiciad 1728 1
[75(4)°]5(3) / 1T3T4TGT7 T (1728) 4325 4 108
12 4 122° — 928 — 19243
284 | [15(4)3]3 20736 | 4+ | Tuh,/Toh, : z122 48 1
(257 284/ T2s0 2 (48) +43222 — 3247 + 81
285 | [25]5(6) 23040 | + | Tuhs /T4, - 1212 (6) 1 212 4+ 208 4+ 30t + 422 + 1
[26]A(6) o . 212 4 3210 548 + 626
286 23040 — | Tose/Toos : w3xsalaied, z2. 5760 1 .
= 20 A(6) / FEPTETTTI0T (5760) +324 — Ba? — 1
12 — 3710 — 328 + 224
287 | 1[26]5(6) 23040 | — | Thsr/Tho3 : wiwgaialziaial o, (23040) 1 tog? 42
L(6) : 2)2]2 12 — 421t 4 4210 — 5024
288 (L(6) = 2)°] 28800 — | Toss/Thg9 : miz3wial (60) 1 .
=L(9):2:2 +12023 — 11222 + 48z — 8
SIS () 2 — 2728 + 3627 + 1525
289 31104 | — | Teso/Ts01 : 175 (12) 1 —54x® — 45z* + 20823
= 5(3)15(4) 2
—21622 + 962 — 16
z'? —122° + 928 — 3226
290 | [LS(4)3]S(3) | 41472 | + | Toh,/Tah, - T124 (18) 1 +48z° — 18z + 6423
—1442% + 108z — 27
o . 212 + 1229 — 928 + 6423
291 | [S(4)3]S(3) | 41472 — | Too1/The4 : zizdaiatzerizion? zd, (41472) 1 442 4+ 108 — 27
[S(4)%]3 . 2 — 3¢l 4 529 — 327
292 41472 — | Too2/The4 : z123 (48) 1
=5S@4)13 —26 — 324 + 323 + 322 - 1
[26]5(6)
293 46080 — T293/T301 : T1T12 (6) 1 12 + 2101
=215(6)
3 212 4+ 5210 — 849 + 948
[S(4)°]5(3) 7 6 4
294 5(4) 5(3) 82944 — T294/T301 P T1T4 (18) 1 —18x" + 11z° + Tz
= 2
+122% + 322 + 22 + 1
z'2 + 7528 + 75026
295 | M(12) 95040 | + | Tyhs/Tahy : 17233042576 (132) 2 | —56252% — 23250x>
—30000z + 50625
) z'? — 12211 4 36210
296 [A(6)"]2 259200 + Tt x8xlagab w3 720 6 5
_ A(6)22 + | Tohe/Togy © T3TZTRTTT, (720) 2 +62512° — 37506
+9768751
297 | [$5(6)2]2 518400 | + | Toh,/T5h, : @173 (30) 1
298 | [S(6)2]2 518400 | — | Thos/Toee : z1x3zaziadalsiziaial, (518400) 1
[S(6)%]2
299 1036800 | — | Tag9/Th301 : Z1Z3 (30) 1 2 4 427 4 422 + 2
=5(6)12
212 + 12211 132210 + 132027
+11880z% + 9504027
+6652802° 4 3991680z°
300 | Aps Ligt | 4 | d(p) - ¢ ¢
+199584002* + 7983360023
—+—2395008001¢2 + 479001600z
+479001600
301 | Si2 12! - - z2 4zl 41
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