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Einleitung

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die Suche nach S-ganzen Punkten auf ellip-
tischen Kurven iiber einem algebraischen Zahlkorper in dem Verfahren von
Herrmann [Her02] zu verbessern und effizienter zu gestalten. Dabei kénnen
S-ganze Punkte als Verallgemeinerung der ganzen Punkte aufgefasst werden:
Die Menge der S-ganzen Punkte umfasst zusétzlich zu den ganzen Punkten
auch die, die nur bestimmte Stellen im Nenner enthalten. Welche Stellen das
sein diirfen wird in der Menge S festgelegt. Die ganzen Punkte erhélt man
folglich, wenn die Menge S genau die archimedischen Stellen umfasst. Des-
halb sind die Fortschritte bei der Bestimmung der S-ganzen Punkte meist
eng mit denen zur Berechnung ganzer Punkte verbunden.

Bereits 1929 zeigte Siegel in [Sie29|, dass die Anzahl der ganzen Punkte auf
einer elliptischen Kurve iiber einem algebraischen Zahlkorper endlich ist, und
1934 verallgemeinerte Mahler in [Mah34| diese Aussage auf S-ganze Punkte.
Beide Beweise sind allerdings nicht konstruktiv und liefern keine Hinweise
zur Bestimmung der Punkte. Etwa 30 Jahre spéter konnte Baker in [Bak68|
mit Hilfe von Linearformen in elliptischen Logarithmen erstmals Schran-
ken fiir die Hohe ganzzahliger Lésungen elliptischer Kurven angeben. Bakers
Schranken wurden in den darauffolgenden Jahren immer wieder verbessert
und verallgemeinert. Es wurde dabei stets algebraisch zahlentheoretisch vor-
gegangen.

Im Gegensatz dazu stellten Lang [Lan78| und Zagier [Zag87| einen ersten An-
satz zum Bestimmen ganzer Punkte mit Hilfe der Gruppenstruktur der ellip-
tischen Kurve vor. Daraus entwickelten Stroeker und Tzanakis in [ST94] und
Gebel, Peths und Zimmer in [GPZ94] einen Algorithmus zum Finden ganzer
Punkte auf elliptischen Kurven iiber den rationalen Zahlen. Dieser Ansatz
setzt voraus, dass die Mordell-Weil-Basis der Kurve bekannt ist, wobei de-
ren Berechnung allerdings nach wie vor ein Problem darstellt und besonders
iiber Zahlkérpern oft nicht moglich ist. In diesem Verfahren zum Bestimmen
der ganzen Punkte werden Schranken fiir Linearformen mit komplexen ellip-
tischen Logarithmen bendétigt. Diese konnten mit Hilfe der Ergebnisse von
David aus [Dav95|] angegeben werden. Smart stellte in [Sma94| eine Erweite-
rung des Algorithmus fiir S-ganze Punkte vor, ohne jedoch die entsprechen-
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den Schranken fiir die nun auftretenden p-adisch elliptischen Logarithmen
zu kennen, weshalb sein Verfahren nur auf geschétzten Schranken beruh-
te. Gleichzeitig gab er in dieser Arbeit einen Hinweis, wie das Testen aller
verbleibenden Moglichkeiten nach dem Bestimmen der Schranken effizienter
gestaltet werden konnte, allerdings nur fiir ein Beispiel mit Mordell-Weil-
Basis der Léange zwei. Dies wird unter anderem in der vorliegenden Arbeit
aufgegriffen und fiir beliebige Basen erweitert.

Pethd, Zimmer, Gebel und Herrmann verkniipften schlieflich in [PHZH99]
den zahlentheoretischen Ansatz mit dem tiiber die Gruppenstruktur und
konnten so die Notwendigkeit der Schranken von Linearformen in p-adisch
elliptischen Logarithmen umgehen. Ein Verfahren zur Bestimmung aller gan-
zen Punkte einer elliptischen Kurve iiber einem Zahlkérper mit Darstellung
nur in Weierstral-Form wurde von Smart und Stephens beschrieben. Herr-
mann gibt in [Her02] ein Verfahren zum Bestimmen der S-ganzen Punkte
iiber elliptischen Kurven in weiteren Darstellungen iiber Zahlkérpern an. Um
Abschétzungen fiir die auftretenden Linearformen zu erhalten, greift Herr-
mann auf die Arbeit [Bug97] von Bugeaud zuriick. Dazu berechnet er die
dort auftretenden Konstanten effektiv. In der vorliegenden Arbeit werden
unter anderem einige darin enthaltene Fehler beseitigt.

Die Arbeit gliedert sich in fiinf Kapitel. Im ersten Kapitel werden die Grund-
lagen {iber elliptische Kurven und Bewertungstheorie bereitgestellt, die fir
das weitere Vorgehen benotigt werden. Dabei sind besonders die Hohenfunk-
tionen von Bedeutung. Aufferdem werden einige Algorithmen angegeben, um
p-adische elliptische Logarithmen und die Perioden der Kurve zu berechnen.

In Kapitel 2| wird eine Schranke fiir die Koeffizienten in der Darstellung ei-
nes S-ganzen Punktes mittels der Mordell-Weil-Basis hergeleitet. Dabei wird
iiberwiegend die Beweisfiihrung Herrmanns aus [Her(02] ibernommen. Aller-
dings werden vor allem bei der Abschitzung von Losungen von Einheiten-
gleichungen einige Liicken in der Beweisfithrung von Herrmann geschlossen
und einige Abschétzungen verschérft.

Da die Schranke aus Kapitel [2] im Allgemeinen viel zu groft wird, um da-
mit weiter zu arbeiten, wird sie mit Hilfe der LLL-Reduktion verkleinert.
Die entsprechenden Verfahren sind in Kapitel [3] beschrieben. Dazu miissen
Linearformen in elliptischen, p-adisch elliptischen und pseudo p-adisch ellip-
tischen Logarithmen aufgestellt werden.

Durch die reduzierte Schranke wird die Anzahl der Moglichkeiten von Line-
arkombinationen, die als S-ganze Punkte in Frage kommen, deutlich einge-
schriankt. Um alle Mo6glichkeiten durchprobieren zu kénnen, sind es aber oft
noch zu viele. In Kapitel [d werden deshalb Moglichkeiten vorgestellt, um Li-
nearkombinationen a priori auszuschliefen. Dabei werden die Eigenschaften
einer elliptischen Kurve bei der Reduktion nach einer Stelle ausgenutzt.
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Im Anhang werden die Ergebnisse der Berechnung einiger Beispiele darge-
stellt. Ein grofles Problem ist dabei, dass als Eingabe die Mordell-Weil-Basis
der Kurve benétigt wird, deren Berechnung iiber Zahlkorpern allerdings du-
fserst problematisch ist. Aufserdem wird der Pseudocode, auf den in den ein-
zelnen Kapiteln Bezug genommen wird, im Anhang angegeben. In Kapitel
findet sich eine Ausnahme, wo zum besseren Verstindnis der Code direkt
im Text angegeben wurde.






Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Elliptische Kurven

Definition 1.1. Eine elliptische Kurve ist eine nicht-singulére algebraische
Kurve E der Ordnung 3 und mit Geschlecht 1, auf der mindestens ein ratio-
naler Punkt liegt.

Nicht-singuldr bedeutet hierbei, dass es keinen Punkt auf der Kurve gibt, an
dem beide Ableitungen verschwinden.

Elliptische Kurven kann man iiber einem Korper K durch verschiedene Glei-
chungen darstellen.

Definition 1.2.

o 2 +arzy+ asy = 23 + asw® + asx + ag, ai,as,as, a4, a6 € K heifit
Weierstraf3- Form der Kurve.

o Y =23+ Az + B, A BcK, heift kurze Weierstrafi-Form.

e 2=nn—-1)n—-~r), kK,nEEK Kk#0,1, heikt Legendre-Form.

Uber einem beliebigen Korper K gibt es fiir jede elliptische Kurve eine Trans-
formation, die die Kurve in Weierstraf-Form tiberfiihrt. Eine Transformation
in kurze Weierstrafs-Form oder Legendre-Form ist iiber Kérpern mit einer
Charakteristik # 2,3 immer mdoglich.

Satz 1.3. Fine Koordinatentransformation von langer in kurze Weierstrafs-
Form ist gegeben durch die Substitiution

a1 as 1 a3
ST N ay
Y 2" Ty 7 3<a2+4>

11
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Eine Transformation von kurzer Weierstraf-Form in Legendre-Form ist ge-
geben durch die Substitution

X:=(ea—e1)n+e, Y :=2(e— 61)3/25.

Dabei ist k = % Die e;, die Nullstellen der rechten Seite der kurzen
Weierstraf-Form, sind so nummeriert, dass |k| < 1 gilt.

Beweis: [Sil86] O

Im Bezug auf die lange Weierstrall-Form lassen sich einige niitzliche Invari-
anten angeben, die im Laufe der Arbeit in verschiedenen Zusammenhéngen
verwendet werden.

Definition 1.4.

o b-Invariante

by = a2+ 4ad?
by = 2a4+ ayas,
be = a% + 4ag,
bg = a%aG + 4dasag — ajazay + agag — aZ;
o c-Invariante
Cq = b% — 24()4,
cg = —b% + 36boby — 216bg;
o Diskriminante

A := —bobg — 83 — 27b2 + 9babybs;

o j-Invariante

invariantes Differential
dx _ dy
2y + a1z +az 322+ 2a9x 4+ ag — ary’
Bemerkung 1.5. Eine Gleichung in Weierstraf-Form beschreibt genau dann
eine elliptische Kurve, d.h. ist nicht-singuldr, wenn ihre Diskriminante # 0
ist.

Im Folgenden bezeichne eine elliptische Kurve immer die Menge der Punkte,
die die Gleichung der Kurve erfiillen:

E(K) = {(z,y) € K*|y* + a1y + azy = 2° + a22® + asz + ag } U {Op}

Diese Punktmenge bildet zusammen mit einem weiteren Punkt Op eine ad-
ditive Gruppe. Op entspricht dem Punkt im Unendlichen und bildet das
neutrale Element der Gruppe. Die Verkniipfung ,,+“ ist dabei folgenderma-
fsen definiert:
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Seien Py, P» € E(K):

o PL+0g=0pg+ P = P,
e P+ (—P) = Og, wobei

_p = { OE falls P1 = OE,
1 (1,—y1 —a1x1 —ag) falls P = (x1,y1) # Og.

e Falls P, = (x1,y1) und P, = (z2,y2) mit P # —Py und P, P» # Op
sind, so ist
Pl +P2 = (333793)7

mit

(z3,y3) = N2+ a1\ —ay — 21 — 29, —(A+ay)zs — v — a3),

2y1+a1z1+a3
S2UL falls P1 7é P2

T2—x1

3342 -
\ { siflentu-an g p - p,,

und

2y1+aizi1+asz
Y12 7YaT1 falls P| # Ps.

- —as
. { sifantle e g p oo p,
To—xT1
Geometrisch betrachtet bedeutet dies, dass man zunédchst P, und P, mit
einer Geraden verbindet. Gilt P} = P, so nimmt man die Tangente in dem
Punkt an die Kurve. Dann ermittelt man einen weiteren Schnittpunkt dieser
Geraden mit der Kurve. Da jede Gerade mit der Kurve genau drei Schnitt-
punkte hat, in ihrer Vielfachheit gezéhlt, existiert dieser Punkt eindeutig.
Zuletzt spiegelt man diesen Punkt auf den anderen Ast der Kurve. Der so
erhaltene Punkt entspricht der Addition von P; und Ps.

Bemerkung 1.6. Eine singulére Kurve bildet keine Gruppe. In dem singu-
laren Punkt P ist die Tangente nicht eindeutig bestimmt und folglich ist die
Verkniipfung P + P nicht definiert.

Da die Berechnung von kP sehr langsam wird fiir grofse k € Z, verwendet
man das Verfahren ,double and add“. Dabei berechnet man zunéchst die Bi-
néardarstellung von k£ und addiert anschlieffend die entsprechenden Vielfachen
von P, s. Algorithmus [2] Dadurch miissen statt k lediglich 21In k& Gruppen-
operationen durchgefiihrt werden, vgl. [JS92].

Die elliptische Kurve kann auch in der projektiven Ebene betrachtet werden:
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Definition 1.7. Eine projektive Ebene P2(K) iiber einem Korper K mit
algebraischem Abschluss K ist die Menge

{lz,y,2] € K’ |2y, 2 nicht alle 0} /..

mit der Aquivalenzrelation (z,v, z) ~ (u,v,w) < I\ € K" mit 2 = \u, y =
AV, Z = Aw.

Um aus den affinen die projektiven Koordinaten zu erhalten dient die Ab-
bildung

K? — P*K)
(z,y) — [z,y1].

Fiir die andere Richtung lautet eine Abbildung

P?(K) — K2
)~ (1Y)

Wird die Kurve in projektiven Koordinaten betrachtet, kommt also noch eine
weitere Koordinate Z hinzu. Die Gleichung der Kurve muss dann homogen
sein. Sie lautet:

Y2Z+ a1 XYZ +a3YZ? = XP + a9 X*Z + ay X 7% + a6 Z°
Der Punkt im Unendlichen erhélt dann die Koordinaten O = [0, 1, 0].
Weiterhin kann man eine elliptische Kurve iiber C auch mit einem Gitter
identifizieren.

Definition 1.8. Ein Gitter ist eine Menge
w1+ wol. = {nlwl + Nnows ]nl,ng € Z}

Dabei werden wi,ws € C, R-linear unabhéngig, als die Perioden des Gitters
bezeichnet.
Die Menge

{t1w1 + towo | t1,t9 € [O, 1]}

heillt Fundamentalmasche des Gitters.

Satz 1.9. Sei E : y? = 423 — Az — B eine elliptische Kurve diber C. Dann
existiert ein Gitter L, so dass gilt:

C/L~E
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mit

Folglich lassen sich jeder elliptischen Kurve iiber C die Perioden des zu der
Kurve isomorphen Torus zuordnen. Zur genauen Berechnung der Perioden
einer elliptischen Kurve kann man den Algorithmus von Carlson verwenden,
sieche Abschnitt

Folglich kann zwischen jeder elliptischen Kurve und dem dazu isomorphen
Gitter eine Abbildung definiert werden, die jedem Punkt der Kurve einen
Punkt der Fundamentalmasche zuordnet. Diese Abbildung heifit elliptischer
Logarithmus und ist iiber ein elliptisches Integral definiert.

Definition 1.10. Sei P = (x,y) ein Punkt auf einer elliptischen Kurve in
kurzer Weierstrafi-Form. Der elliptische Logarithmus ist dann definiert als

P

/ Vi3 + Az + B

E
Dabei ist 0 = +1 so gewdhlt, dass p(¥(P)) = z, ¢'(Voo(P)) = y gilt,
wobei p die Weierstraf-Funktion bezeichnet. Der Integrationsweg verlauft
dabei beliebig von O nach P in der Riemannschen Ebene.

1.2 Besondere Eigenschaften elliptischer Kurven

Satz 1.11 (Mordell-Weil). Sei K ein Zahlkérper. Die Gruppe E(K) ist abelsch
und endlich erzeugt. Es gibt eine Darstellung

E(K) = (B1) x - (By) x B(K)sors.

Dabei sind By, ..., B, Punkte der Kurve und E(K)ios bezeichnet die Tor-
stonsgruppe, also die Untergruppe aller Punkte der Kurve E mit endlicher
Ordnung.

Beweis: [Sil86] O

By, ..., B, wird dabei als Mordell-Weil-Basis bezeichnet. r ist der Rang der
Kurve. Die Torsionsgruppe ist im allgemeinen problemlos zu bestimmen, die
Mordell-Weil-Gruppe und der Rang dagegen nicht. Es gibt einige Verfah-
ren, die auf bestimmte Fille angewendet werden kdnnen, aber ein allgemein
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gliltiges Verfahren gibt es nicht. In dem Computeralgebraprogramm Magma
kann man, falls moglich, mit dem Befehl PseudoMordellWeilGroup() eine
Untergruppe der Mordell-Weil-Gruppe berechnen und iiber einen booleschen
Parameter bestimmen, ob diese Untergruppe gleich viele Erzeuger hat wie
die Gruppe selbst.

Sind die Erzeuger, {B1,--- , B, }, der Mordell-Weil-Gruppe bekannt, so lasst
sich jeder Punkt P auf der Kurve durch

P=mBi+ ---+n.B. +1T, niy...,np €Z, T € E(K)ors

darstellen. Um eine torsionsfreie Darstellung zu erreichen, kann man diese
Gleichung mit der Ordnung g der Torsionsgruppe multiplizieren:

gP = gmiBi+---+gnBy + g7 = gniBy+ -+ gn. B, + Op =
= gmBi+---+gn.B,.

Uber einem endlichen Korper [F, wird die elliptische Kurve zu einer endlichen
Gruppe. Um die Grosse der Gruppe abzuschétzen, dient der Satz von Hasse.

Satz 1.12 (Hasse). Sei E(F),) eine elliptische Kurve und p prim. Dann gilt:
[#EFp) — (p+ 1) < 2yp.

Beweis: [Coh93] 0

In Kapitel [d wird genauer auf die Eigenschaften von elliptischen Kurven iiber
endlichen Korpern eingegangen.

1.3 p-adische Zahlen und Bewertungen

1.3.1 Bewertungen
Definition 1.13. Eine Bewertung eines Korpers K ist eine Funktion
K- R
mit den Eigenschaften, dass fiir alle x,y aus K gilt:
o |z >0und |z| =0« z =0,

o [zy| = |z[lyl,

o |z+y| <|z|+ |yl ,Dreiecksungleichung*.
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Definition 1.14. Mit Hilfe der Bewertung kann der Abstand zwischen zwei
Elementen aus K definiert werden als
d(z,y) = |z —yl.

Damit wird eine Topologie auf K induziert.
Zwei Bewertungen von K heiften dquivalent, wenn sie die gleiche Topologie
auf K definieren.

Bewertungen werden nun in zwei groffe Gruppen eingeteilt:
Definition 1.15. Die Bewertung | - | heilt nicht-archimedisch, wenn |n|

beschrankt ist, fiir alle n € N. Sonst heiltt sie archimedisch.

Der gewohnliche Absolutbetrag gehort folglich zu den archimedischen Be-
wertungen, da fiir n — oo auch |n| — occ.

Ein wichtiger Unterschied zwischen archimedischen und nicht-archimedischen
Bewertungen ist die folgende Eigenschaft, die oft auch zur Definition der
nicht-archimedischen Bewertung verwendet wird:

Satz 1.16. Die Bewertung |- | ist genau dann nicht-archimedisch, wenn sie
die verschdrfte Dreiecksungleichung erfillt:

|z +y| < max{lz], |y[} zyekK
Beweis: [Neu92| O

Die verschérfte Dreiecksungleichung impliziert stets die normale Dreiecksun-
gleichung, wegen max{|z/|, [y|} < |z| + |y|.
Des weiteren folgt aus ihr sofort

|z| # |y| = |z + y| = max{|z|,|y|} Vz,y €K

1.3.2 p-adische Bewertungen

Zu jeder Primzahl p und Zahl x aus Q\{0} gibt es eine eindeutige Darstellung

V2

rT=-=p mit a,n € Z, b € N, und a,b, p teilerfremd.

a
b
Damit lassen sich die p-adische Exponentialbewertung und der p-adische
Betrag definieren als

Definition 1.17.

e vp(z) =n mit vy(0) = oo heilit p-adische Exponentialbewertung von
x.
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o |z|, =p~" mit |0], = 0 heit p-adischer Betrag von .

Der p-adische Betrag ist offensichtlich eine nicht-archimedische Bewertung,
da er auf N durch 1 beschriankt ist.

Der normale Absolutbetrag wird daher oft mit |- |, bezeichnet.

Satz 1.18. Jede Bewertung von Q ist dquivalent zu einer der Bewertungen
|- |p oder |- |oo-

Beweis: [Neu92| O
Satz 1.19. Die p-adische Exponentialbewertung hat folgende Figenschaften:
e V() =00 z=0
* vp(zy) = vp(x) + vp(y)
* vp(z +y) > min{vy(2), vp(y)}
mit den Konventionen a + oo = 0o und oo + oo = oo fiir a € R.

Beweis: folgt unmittelbar aus der Definition der Exponentialbewertung
[Neu92j O

Die Definitionen sind auf Zahlkérper tibertragbar:
Definition 1.20. Sei z € K*. Hat das Hauptideal (x) die eindeutige Prim-

idealzerlegung
(z) = [ o™
p

so heifit die Abbildung
Up : K* — Z
vp(z) = 1y

Ezxponentialbewertung.

Ausgehend davon kann man nun zu jeder endlichen Stelle mit Hilfe der Norm-
funktion des Korpers K eine Bewertung definieren.

Definition 1.21. Sei v die zu dem Primideal p korrespondierende Stelle und
Nk die zu K gehdrende Normfunktion, dann ist fiir alle z € K*

], == Nigg(p) ™).
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1.3.3 p-adische Zahlen

Analog zur Konstruktion reeller Zahlen als Aquivalenzklassen von Cauchy-
Folgen beziiglich des gewohnlichen Absolutbetrags, kann man auch die p-
adischen Zahlen als Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen beziiglich des p-
adischen Betrags definieren: Eine Folge (a;); heift Cauchy-Folge, wenn fiir
alle € > 0 ein N existiert, so dass |a; — aj|, < € fiir alle i,j > N. Zwei
Cauchy-Folgen (a;); und (b;); heifen dquivalent, wenn |a; — b;|, — 0 fiir
i — 00.

Definition 1.22. Q, ist die Menge der Aquivalenzklassen beziiglich | - |,

Satz 1.23. Sei x € Q,, |z| < 1. Dann existiert fir jedes i € N eine ganze
Zahl a; mit p* —1 > a; >0, so dass

a; — 5U|p < p_i'

Beweis: [Kob77| O

Bemerkung 1.24. Ist |z|, > 1, so kann man x schreiben als x = (zp™)p™™ =

2'p~™ mit |2'|, < 1, mit m € N minimal. Nach [Kob77] ist diese Darstellung
eindeutig.

Das bedeutet, dass jedes € @, mit einer Folge (a;);, 0 < a; < p—1, identi-
fiziert werden kann. Daraus ergibt sich fiir p-adische Zahlen die Darstellung

o0
r=p ™ao+ap+ap’ +-) =D Girmp’

i=—m

Ist m = 0, so handelt es sich um eine ganze p-adische Zahl, und ist auflerdem
noch ag # 0, so spricht man auch von einer p-adischen Einheit.

Die p-adische Bewertung von z ldsst sich dann unmittelbar an dem nied-
rigsten auftretenden Exponenten mit Koeffizienten # 0 in dieser Darstellung
ablesen.

Die Menge Q,, bildet einen Korper und dieser ist nach Konstruktion vollstén-
dig. Analog lasst sich auch die p-adische Vervollstandigung eines Korpers K
bziiglich einer Stelle p als Menge der Aquivalenzklassen von Cauchyfolgen
beziiglich | - |, definieren.
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1.4 Hohen auf elliptischen Kurven

Als Mak zum Vergleich von Punkten auf einer elliptischen Kurve gibt es
verschiedene Hohenfunktionen.

Definition 1.25 (Nach [Her02]). Es habe P € E(K) die Darstellung P =
n1B1 + -+ 4+ n.B, + T beziiglich einer Mordell-Weil-Basis. Dann ist

hy(P) = fg%{lml}-

Zum bestimmen S-ganzer Punkte ist es in einem ersten Schritt notwendig,
den grofiten Koeffizienten in der Darstellung eines S-ganzen Punktes mittels
der Mordell-Weil-Basis abzuschétzen. Die Hohe h,, eignet sich folgenderma-
fen zum Beschreiben des Problems: Es ist eine Konstante N gesucht, so
dass

N > h,(P).
Zur weiteren Berechnung ist es aber hilfreich, eine Héhe zu haben, die von der

Wahl der Mordell-Weil-Basis unabhéngig ist. Dazu definiert man zunéchst
die absolute Hohe fiir ein Korperelement:

Definition 1.26. Sei K eine Korpererweiterung iiber Q vom Grad d, n, der
Index [K, : Q,] der v-adischen Vervollstandigung K, von K in Q, und Mg
die Menge aller endlichen und unendlichen Stellen von K. Fiir o € K heifst

1/d

H(a) = H max {1, [al, }"™

VEMK

die absolute Hohe von a.

In der Definition wird bendétigt, dass man jeder Stelle des Zahlkérpers K
eine Bewertung zuordnen kann. Fiir endliche Stellen werden einfach die Be-
wertungen aus Definition verwendet. Fiir die unendlichen Stellen bettet
man zunéchst das Element, dessen Bewertung bestimmt werden soll, in die
komplexen Zahlen ein und wendet dann den gewdhnlichen Absolutbetrag an:

Sei o : K — C die zu der unendlichen Stelle v korrespondierende Einbettung,
dann gilt fiir alle z € K:
|zl = lo(z)].

Um die Hohe auch fiir einen Punkt P = (z,y) auf einer Kurve E(K) zu
definieren, setzt man einfach

Fiir den Umgang mit der absoluten Hohe werden folgende Regeln bendtigt:
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Satz 1.27. Seien o, (,a1,...,a, € K

[ ]
T
£
I
T
=
~
£

T

Beweis: [Lan78|, [Sma9§| O

Ausgehend von der absoluten Héhe kann man nun die logarithmische Hohe
definieren:

Definition 1.28. Die Bezeichnungen seien die gleichen wie fiir die absolute
Hohe. Dann heifst
h(a) = log H(«)

bzw. fiir den Punkt auf einer elliptischen Kurve
h(P) = log H(x)

logarithmische Hohe von o bzw. P.

Mit dieser Definition gilt fiir die logarithmische Hohe:
1/d
1
h(a) = log H max{1, |a|, }"™ =7 Z n, logmax{1, |a|,}.

VEMK VEMK

Aufbauend auf der logarithmischen Hohe lasst sich nun noch die Néron-Tate-
Hoéhe definieren. Herrmann gibt diese in [Her02] folgendermafen an:

Definition 1.29. Sei P ein Punkt der Kurve E(K).

h(P) := lim 2" P)

n—00 4qn

heiflt Néron-Tate-Hohe.

Die Néron-Tate-Hohe hat folgende Eigenschaften:

Satz 1.30. Sei E(K) eine elliptische Kurve in langer Weierstrafs-Form. Sei-
en P, Py, P, € E(K) drei beliebige Punkte auf E(K) und n € Z. Dann gilt:

1. Die Néron-Tate-Hdhe ist eine positiv semidefinite quadratische Form
auf E(K) mit Kern Fios(K). D.h.
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(i) h(P) > 0 und h(P) =0 < P € By (K),
(1) h(P) h(-
(iii) h(Py + P2)

p),
2h(Py) + 2h(Py) — h(Py — P),
(iv) h(nP) p).

*h(P
Es wird eine symmetrische Bilinearform induziert:

<P1, P2> = (il(Pl + PQ) - iL(Pl) — iL(PQ))

N

2. Der Abstand zwischen der Néron-Tate-Hohe und der logarithmischen
Hohe ist beschrinkt, d.h. es existieren zwei positive reelle Zahlen uq
und ug, so dass

—uy < h(P) — h(P) < ugy fiir alle P € E(K).

Dabei hingen die Werte von uy und us nur von der elliptischen Kurve,
nicht aber von dem Punkt P ab.

Beweis: [Sil86] O

Fiir die Konstanten us und u; gibt es verschiedene Abschétzungen. Ich ver-
wende im Laufe der Arbeit folgende:

Satz 1.31. Sei K ein Kdrper, My die Menge aller Stellen iber K, E(K) eine
elliptische Kurve in Weierstraf$-Form diber K und vy, die zur Stelle p € My
gehorende Fxponentialbewertung. Weiter sei

fp = min {Up(bQ)’ Up(2b4)7 Up(?)bﬁ)’ Up(458) } ,

mit b; die b;-Invarianten aus Definition und

= — [K Q > mpmin{0, uy},

pe My

> npmax{0, jup}.

peMy

ST @]
Dann gilt fiir alle P € E(K):
up < gy + log 2

und 8
up > =2 + fin — glog?
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Beweis: [SZ03|, [Uch06] O

Diese Abschétzung in [SZ03| ist besser als die in [Sil86], die Herrmann in
[Her02] angibt. Uchida gibt in [Uch06] eine Schranke an, die noch besser als
die beiden anderen ist. Da diese aber deutlich aufwéndiger zu berechnen ist,
verzichte ich darauf, sie zu verwenden.

Weiterhin werden im Laufe der Arbeit die Regulatormatrix und der Regula-
tor R einer Kurve verwendet.

Definition 1.32. Seien (-, -) die iiber die Néron-Tate-Hohe definierte Biline-

arform und {Bjy,..., B,} eine Basis modulo Torsion von E(K). Dann heift
(B1,B1) ... (B1,By)
Rp= : :
(By,B1) ... (Br,By)

Regulatormatriz. Der Regulator Rg ist durch Rg = det(Rg) definiert. Falls
r =0, setzt man Rg = 1.

Sei Apmin der kleinste Eigenwert der Regulatormatrix, so stehen die Héhen
nach |[GPZ94| miteinander in Zusammenhang durch die Ungleichung

iL(P) > Amin(hn(P))2

Mit dieser Ungleichung und Satz folgt nun [Her02|:

Amin (hn(P))? = h(P) < h(P) — h(P) < us.

Ist es also moglich, eine obere Schranke fiir h(P) anzugeben, so erhdlt man
direkt auch eine gewiinschte Schranke N fiir die Koeffizienten in der Darstel-
lung mittels der Mordell-Weil-Basis: Sei N’ > h(P). Aus

ug + h(P)

)\min

Amin(Bn(P))? — h(P) < ug < hyp(P) <

N/
N = ,/“2;_ > ha(P).

Deshalb geht es zunéchst darum eine Schranke fiir A(P) zu bestimmen, falls
P S-ganz ist.

folgt

Sei Mk die Menge aller endlichen und unendlichen Stellen tiber K und
S C Mgk eine endliche fest gewdhlte Teilmenge, die alle unendlichen Stel-
len enthélt.
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Definition 1.33. o € K heifst S-ganz, wenn
vp(a) > 0 fiir alle p ¢ S.

Der Ring der S-ganzen Zahlen des Zahlkérpers K wird dann mit Zg g be-
zeichnet.

Ein Punkt auf einer elliptischen Kurve heiftt somit S-ganz, wenn seine Ko-
ordinaten S-ganz sind.

Bemerkung 1.34. Ist o € K S-ganz, so gilt:

H max{1, |a|,}"™ <1,

veEMg,vgS

wobei n, = [K, : Q,].

Uber Q ist S eine endliche Menge von Primzahlen. Eine Zahl € Q ist genau
dann S-ganz, wenn in der Faktorisierung ihres Nenners nur Primzahlen aus
S auftreten.

Satz 1.35 (Siegel-Mabhler). Sei E eine elliptische Kurve in Weierstrafi-Form,
welche tber einem algebraischen Zahlkorper K definiert ist. Fixiert man eine
endliche Menge von Stellen aus K, welche alle unendlichen Stellen enthdlt,
so existieren in der Gruppe E(K) nur endlich viele S-ganze Punkte P.

Beweis: [Sil86] O

Dieser Satz selbst gibt zwar noch keine Schranke fiir h,(P) mit S-ganzem P
an, aber er zeigt, dass es eine solche Schranke gibt. Mit dem Bestimmen ex-
pliziter Schranken beschéftigt sich Herrmann in seiner Doktorarbeit [Her02]
und wird in dieser Arbeit in Kapitel [2] nochmals aufgegriffen.

1.5 Algorithmen zum Berechnen wichtiger Grofsen

1.5.1 Perioden und elliptische Logarithmen

Im Laufe dieser Arbeit werden Linearformen in elliptischen Logarithmen
und den Perioden der elliptischen Kurve aufgestellt, um darauf die LLL-
Reduktion, siehe Kapitel [3] anwenden zu konnen. Sowohl iiber Q als auch
iiber Zahlkoérpern gibt es in Magma eine Funktion, um die elliptischen Lo-
garithmen zu berechnen. Zur Berechnung der Perioden gibt es aber nur eine
Funktion iiber Q. Uber Zahlkorpern miissen diese mit Hilfe des Algorithmus
von Carlson [Car95| berechnet werden. Carlson gibt darin an, wie elliptische
Integrale numerisch bestimmt werden koénnen.
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Definition 1.36. Das elliptische Integral erster Gattung ist

l\.')\r—l

Rp(z,y, 2

0/\/t+x t+y)(t+2z)

wobei maximal einer der Werte z, y, z null sein darf und auferdem gilt:

—m<arg(x)<m, -—-wm<arg(ly)<m, -—mw<arg(z)<m.

Dieses Integral kann nun mit folgender Iteration und den Startwerten x¢ = =z,
yo = y und zp = z approximiert werden:

1 1
Z(yn + An)a Zn+1 = Z(zn + >\n)

mit Ay = v/Tny/Tn + I/ + /I Zn-

Dann lautet mit

1
T+l = Z(l‘n + )\n)y Yn+1 =

Ay = o + Yo + 20
3
A+ M
An+1 4 )
und 4 4
x =29 Y Z=-X-Y,
4n A, 4n A ’
XYy — 72, XYZ

die Approximation des Integrals

10 14 24

1
Rp(Tp, Yn, 2n) = Ap? <1 — —Ez + E3 + E2 i

3
E2E3> .
Der Fehlerterm 7, lasst sich abschitzen durch

1 (max{| Ao — o, |4y — gl |40 — 2[})°
3 An| A,

rn| <

Bei diesem Verfahren nimmt der Fehler etwa mit Faktor 4% in jedem Schritt
ab. Dadurch kénnen sehr schnell auch sehr hohe Genauigkeiten von eini-
gen tausend Stellen erreicht werden. Der genaue Algorithmus findet sich im
Anhang , s. Algorithmus

Um das elliptische Integral iiber einer Kurve in Legendre-Form F(®, k) zu
berechnen, gibt Carlson [Car95] folgenden Zusammenhang an, so dass der
gleiche Algorithmus verwendet werden kann:

F(®,k) = (sin ®)Rp(cos® @, 1 — k?sin® @, 1).
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Die Perioden einer elliptischen Kurve in Legendre-Form sind nach [Hus87]
gegeben durch

Z V2r).

wip(K) = 2iF(g, VI=r), (k) =2F(5

Um die Perioden auch iiber einer Kurve in Weierstraft-Form zu berechnen,
gilt:

Satz 1.37.
b = 1 w1,L(K) Z,F(g,\/l—/a)
! 2 €9 — €1 €y — €1 ’
1 wor(k F(5,V2kK)
w = —_ =
2 2\/62—61 \/62—61

Beweis: Mit Satz gilt

dr  d((ea —e1)n+e1) (e —e1)dn dn

y 2ex —e1)326  2(ex—e1)32¢  2(eg —e1)V/2¢

/d:c / e 1/2dn 1 f%
5 —
§  2Ve—
Durch Einsetzen der entsprechenden Integralgrenzen folgt die Behauptung.

O

Damit gilt

Mit Hilfe des elliptischen Integrals kann auch der elliptische Logarithmus
berechnet werden. Der elliptische Logarithmus ist definiert als das ellipti-
sche Integral von Op nach P. Im Algorithmus von Carlson wird aber das
elliptische Integral von 0 bis oo berechnet.

Herrmann gibt in [Her02] eine Beziehung des elliptischen Logarithmus zu
F(®,k) an

Satz 1.38. Sei P = (z,y) ein Punkt auf einer elliptischen Kurve in Weier-
straff-Form und A das dazu isomorphe Gitter. Der elliptische Logarithmus
von P ist dann gegeben durch:

F(i’f:l) (modA) x #ep, ey
Uoo(P) = =3 falls x=-e;
53 T = e

wobei ® = arcsin /2= und k = D=L mit |k| < 1.
r—e1 €2—e€1
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1.5.2 p-adische elliptische Logarithmen

Neben dem Fall der Linearformen in elliptischen Logarithmen werden zur
Suche von S-ganzen Punkten auch Linearformen in p-adisch elliptischen Lo-
garithmen verwendet. Um den p-adischen elliptischen Logarithmus zu erkla-
ren, muss man zunichst den Begriff minimales Modell einer Kurve definieren
[SZ03):

Definition 1.39. Die Gleichung einer Kurve in Weierstrafl-Form iiber dem
Korper K heifst minimales Modell der Kurve beziiglich einer Stelle p aus K,
wenn ihre Koeffizienten a; p-ganz sind, das heift, vy(a;) > 0 fiir alle ¢, und
auferdem gilt:

vp(A) >0 und  wvy(A) minimal

Ist die Gleichung der Kurve minimal fiir alle Stellen aus K, dann heifst sie
global minimales Modell.

Satz 1.40. Fiir jede elliptische Kurve tiber einem Korper K gibt es zu jeder
Stelle aus K ein minimales Modell.

Beweis: [SZ03] O

Bemerkung 1.41. Uber Q existiert auch stets ein global minimales Modell
einer Kurve, iiber einem Zahllérper nicht notwendiger Weise.

Ein solches Modell ldsst sich iiber den Algorithmus von Tate [Tat75] bestim-
men. Dies ist notwendig, da der p-adisch elliptische Logarithmus nur iiber

minimalen Modellen berechnet werden kann. Eine genaue Ausarbeitung des
Algorithmus findet sich bei [Cre97].

Die z- und y- Koordinate eines Punktes konnen als Reihen entwickelt werden.
Es lésst sich ebenfalls eine Reihenentwicklung des invarianten Differentials,
sieche angeben, mit deren Hilfe der p-adische elliptische Logarithmus
definiert wird [Sil86]: Dazu wird zunéchst eine Substitution vorgenommen:

T
zi=—— und w:i=—-—.
Yy

Setzt man diese nun in die lange Weierstrafl-Form ein, so ergibt sich:
_ .3 2 2 2 3 _
w = 2"+ a1zw+ az”w + azw” + agzw” + agw” =

= 2+ (a12 + a22®)w + (a3 + as2)w® + agw® =: f(z,w(z)).

Setzt man diese Gleichung rekursiv in sich selbst ein, so erhélt man eine
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Potenzreihe in z:

w = 2+ (a2 + a2®)[2 + (a12 + a22®)w + (a3 + ag2)w? + agw?] +
+(az + as2)[2 + (a12 + a22®)w + (a3 + ag2)w? + agw?)? =
+ag[2® + (a12 + a2z*)w + (a3 + agz)w? + agw®]® =

= 24 azt + (a? +a2)2® + (a3 + 20109 + a3)2°) +
+(af + 3a%as + 3aaz + a3 +ag)2 + - =
= 23(1+A1Z+A222+---),

mit A, € Zlay,...,as] nur von den Koeffizienten von E abhéngig. [Sil86]
zeigt, dass durch diesen Vorgang eine Potenzreihe eindeutig bestimmt wird.
Mit Hilfe dieser Potenzreihe kénnen nun auch z, y und das invariante Diffe-
rential W als Potenzreihen ausgedriickt werden:

1
x(z):wfz) :;—%—az—agz—(a4+a1a3)z3—|—...

-1 1 al as +
y(z) = w(z) = —;4—;—1—;—1—&34—(@4—%&1@3)2
und
W(z) = (1+aiz+ (a2 +a)2% + (a3 + 2a1as + 2a3)2° +

+(af + 3araz + 6araz + a3 + 2a4)z* + ... )dz =
= 1+A12+A222—|—...

Die Addition zweier Punkte auf einer elliptischen Kurve léasst sich auch auf
die Potenzreihen tibertragen. Die zu diesem Gruppengesetz gehorige Gruppe
heifst formale Gruppe E(M) mit M := {a € K|vp(a) > 0}.

Definition 1.42.
En(Ky) = {P = (2,9) € B(K,) | vp(z) < —2m}
Dabei sei K, die p-adische Vervollstandigung von K.
Bemerkung 1.43. Satz beinhaltet, dass aus vp(x) < —2m folgt, dass

vp(y) < —3m. Es folgt sogar: Ist vy(x) < 0, so ist sein Wert immer gerade:
vp(z) = —2m, und vp(y) = —3m.

Der p-adische elliptische Logarithmus kann nun wie folgt definiert werden:
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Definition 1.44. Sei E eine minimale Kurve tiber K, e, der Verzweigungs-
index von p|p, P = (z,y) € Ee,, (Kp) und G, die additive Gruppe iiber dem
algebraischen Abschluss der Vervollstdndigung von Q. Setze zp := —%, dann
heifst

~

\pr:Eemp(Kp) — Gy
zp

A A
P — /W(T)dT—ZP+21z]23+3QZ§},+...

p-adisch elliptischer Logarithmus. Im Fall K = Q ersetzt man E. (Kp)
durch E1(Qy).

Die Einschréinkung des Definitionsbereichs auf Ee, (Ky) ist notwendig, um
die Konvergenz der Potenzreihe zu gewéhrleisten. Bei der Berechnung der
elliptischen Logarithmen muss also immer ein Punkt auf E = bestimmt
werden. Dazu wird ein Vielfaches des Punktes berechnet, so dass p“lrm,P
nach der Lutzfiltrierung [Lut37] ein Element von E,  ist. Dabei berechnet
sich der Faktor my durch

mp = kgV (cpNp, g)

Dabei bezeichnet g die Ordnung der Torsionsgruppe und wird mit einbe-
zogen, damit m,P torsionsfrei ist, vgl. Ny bezeichnet die Anzahl der
Punkte der elliptischen Kurve modulo p, und ¢, steht fiir den Index [E(K,) :
Ey(Ky)] und entspricht damit der Tamagawazahl. Diese lasst sich mit Hilfe
des Algorithmus von Tate berechnen [Tat75].

o —

Um eine Approximation des p-adischen elliptischen Logarithmus ¥, (P) nun
konkret zu einer gegebenen Genauigkeit tg zu berechnen, also

Up <‘I’p(P) - (P)) = to,
geht man folgendermafen vor [PHZH99):

1. Berechnung eines minimalen Modells von E beziiglich der Stelle p.

2. Berechnung des Polynoms \i!p(T) = 231:1 %T" bis zu einem Grad t; <
to.

3. Bestimmung des Vielfachen des Punktes P, das in E_ (Kp) liegt: P’ =
pep\PmpP
4. Bestimmung des Vielfachen des Punktes P’, so dass dieses in Ey i

: . D _ .V : |t
liegt [Lut37]: P = p¥ P’ mit V := [ﬂ
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Algorithmus 1 : Polynom zur Bestimmung des p-adisch elliptischen
Logarithmus

Eingabe : elliptische Kurve E, Grad des Polynoms #;
Ausgabe : Polynom ¥, (7T')
a := Koeffizienten(E);

wo = 2;
w1 ‘= Z,
wo ‘= 2,
firi=1,...,t; tue
ws = (2% + (a12 + agz?)wo + (a3 + a42)w? + agw3) mod 21 +1;
Wy ‘= Wi,
Wy = Wo;
wo = W3;
Ende

zuriick ws;

Aus der Additionsformel fiir Punkte einer elliptischen Kurve ergibt
sich, dass die Anzahl der Dezimalstellen in Nenner und Zahler in je-
dem Schritt jeweils um bis zu dem Vierfachen zunimmt. Das bedeutet,
bei der Berechnung von mP ist mit bis zu 4™ Stellen in Nenner und
Zghler zu rechnen. Dadurch wird bereits fiir relativ kleine m die ex-
akte Berechnung unmoglich. Deshalb berechnet man den Quotienten
der Komponenten von p¥ P’ nicht exakt, sondern lediglich auf to Stellen
genau. Dazu werden die Koordinaten p-adisch mit gewlinschter Prazisi-
on dargestellt. Anschlieffend wird eine Approximation durch Anwenden
der Additionsformeln und des ,double and add“ Verfahrens berechnet.
So ist es moglich, P’ auch mit sehr hohen Faktoren zu multiplizieren,
wobei der Aufwand etwa linear mit der gewiinschten Prézision ansteigt.

5. Berechnung von zp = z—“:’, wobei P = (Tp,yp).
P

6. Die gewiinschte Approximation erhélt man dann durch

Da diese Approximation lediglich auf ¢y Stellen genau sein soll, ist es
unerheblich, ob zp selbst exakt bekannt ist oder nur eine entsprechend
gute Nédherung ist.

Theoretisch ist der Aufwand fiir die Berechnung des Polynoms (7)) linear
im Grad, praktisch werden die Koeffizienten sehr schnell sehr grofs. Deshalb
ist das Verfahren insgesammt deutlich langsamer als linear. Es ist daher
kaum moglich, das Polynom bis zu einem Grad grofser als einige hundert
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zu bestimmen, was in dieser Arbeit aber benotigt wird. Man berechnet es
also nur bis zu einem kleineren Grad ¢; und erreicht die geforderte Prézision
dann durch die Schritte 4 - 6. Trotz ndherungsweiser Berechnung der Punkt-
multiplikation kann diese fiir grofe Faktoren sehr langsam werden. Deshalb
muss durch Probieren ein Kompromiss bei der Dauer der Berechnung des
Polynoms und der Dauer der Multiplikation der einzelnen Punkte gefunden
werden. Da meist der p-adische Logarithmus zu einer Kurve in mehreren
Punkten bestimmt werden muss, berechnet man einmal das Polynom und
speichert dieses dann. Nur die Schritte 3 - 6. miissen fiir jeden Punkt einzeln
wiederholt werden.

1.5.3 Test auf S-Ganzheit

Man kann einen Punkt auf S-Ganzheit testen, indem man die Primidealzer-
legung seiner Koordinaten bestimmt. Will man allerdings mehrere Punkte
testen, dauert es sehr lange, flir jeden Punkt einzeln die Primidealzerlegung
zu bestimmen. Das kann man mit dem folgenden Verfahren aus [Her02] um-
gehen: Zu jeder endlichen Stelle p € S wird zunéchst ein zufélliges Element
ap € Zx mit der Eigenschaft vy(ap) > 1 gewdhlt. Diese Elemente «, werden
nun einmalig faktorisiert. Alle Faktoren, die nicht bereits in S enthalten sind,
werden in einer zweiten Menge P gespeichert. Diese Schritte werden einmal
fiir alle zu testenden Punkte durchgefiihrt.

Um nun einen bestimmten Punkt P = (x,y) zu testen, priift man im ersten
Schritt, ob fiir eine Stelle g € P gilt: vq(x) < 0. Ist das der Fall, so enthélt
der Punkt auch das zur Stelle q korrespondierende Primideal im Nenner, was
bei S-Ganzheit nicht sein diirfte, und der Punkt P ist somit nicht S-ganz.

Tritt dieser Fall nicht ein, so bildet man im zweiten Schritt das Produkt

A=z H a;vp(x).

pes,
vp(z) <0

Da p|ay nach Konstruktion, kiirzen sich somit alle Faktoren aus S im Nenner
von x weg. Ist x S-ganz, hat also aufserhalb von S keine weiteren Faktoren

im Nenner, so muss das Produkt eine ganze Zahl sein, sonst bleibt ein Faktor
im Nenner, der sich nicht kiirzen lésst, s. Algorithmus [4] und Algorithmus






Kapitel 2

Schranken

Nach lasst sich jeder Punkt P mit Hilfe einer Mordell-Weil-Basis { By, ..., B;}
darstellen:

P=mB +--+n.B,+T.

Dabei bezeichnet T einen Torsionspunkt. Um alle S-ganzen Punkte einer
elliptischen Kurve zu bestimmen, schétzt man die Koeffizienten n; ab. Das
heift, es ist ein NV € N gesucht, so dass N > max{|n;|} = h,(P).

2.1 Schranken iiber Q

In [PHZH99| werden explizite Schranken fiir N im Falle einer elliptischen
Kurve iiber Q angegeben.

Satz 2.1. Sei E eine elliptische Kurve in langer Weierstraf-Form und S =
{p1,...,ps—1,00} eine endliche Menge von Stellen aus Q, die die unendliche
Stelle enthdlt. Dann ist s — 1 die Anzahl der endlichen Stellen, und P die
grofite endliche Stelle. Fiir den Fuall, dass S keine endliche Stelle enthdlt,
set P = 1. Ist E minimal fiir jede endliche Stelle aus S, so gilt fiir einen
S-ganzen Punkt P = (x,y) € E(Q):
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mat
By = log (max {|bal, Jba] /2, ool /%, b5/} )
Ky = 7103859520 D2 (100% DY T2 L, (1og k3)2((205 — 19) k3 + log(eky)),
ki = Kk} + 2log(2max{|a1],|as|} + 6),

32 1
ks = |28312A|(8—|—§log|28312A|)4,

3

ky = 20%max{35(b3 — 24b,)? 16V s3312A"}.
Beweis: [PHZH99| O

Fiir den Fall, dass die Kurve E kurze Weierstrafs-Form und Rang kleiner
oder gleich 2 hat, gibt Herrmann in [Her02] eine niedrigere Schranke an:

Satz 2.2. Sei E eine elliptische Kurve in kurzer Weierstraf-Form mit Rang
< 2. Sei S eine Stellenmenge wie in[2.1 Bezeichne w;, i = 1,2 die Perioden
der Kurve, u; o den elliptischen Logarithmus des i-ten Basiselements und
u;p den p-adischen elliptischen Logarithmus des i-ten Elements. Man setzt
U o = gu;’i’o, uj, = g2 und T = “L. Dabei ist g die Ordnung der
Torsionsgruppe. j1 und jo bezeichnen Zdihler und Nenner der j-Invarianten.
Dann gilt:

hn(P) < Ny :=max{Np:p € S},

N — 2%\ /k6.00k7 00 (10g 5°k7.00)%/2,  falls p = oo,
P 24 ke pk7 p(log 4% k7 )2, falls p € S\{oc},

wobei fir die unendliche Stelle gilt:

h = logmax{4|asja|, 4|asj2|,[s1]},
log Vi : b, el
ogV; = max (2)7 7W , = 1,4,
3T
| = h,——
og Vo maX{ ,Im(T)},
1
k6 oo = - (log max{|2a4]"/?, |4a6|'/3} + slog(29/(3w1))),
2.1 68 .75 2
k?,OO = )\078}1 ]-Og‘/l

=0
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Und fiir die endlichen Stellen p € S gilt:
B 3, falls p =2,
Y = pi17 sonst,
Op = (pap max{‘ull,p ps |u/27p‘p})_1>
dy = max{l,1/logoy},
pi = max{1,h(B;)}, i=1,2,
B = max{log No(E, Amin, S),log|asl,log |as|, p1, p2, dp},
Y= max{log\a4],log|a6\,logﬁ},
k6oo = — log max{|2a4|'/?, |4ag|'/?},
krp > (3.6 - 10255,01p2dg log o).
’ )\min
Beweis: [Her02] O

2.2 Schranken iiber Zahlkorpern

Im folgenden Kapitel richte ich mich grofsteils nach dem Vorgehen von [Her(02].
Allerdings erhalte ich in Lemma zum Abschitzen von Einheitenglei-
chungen ein anderes Ergebnis. Danach arbeite ich zwar mit diesem Ergebnis

weiter, d&ndere aber nichts am prinzipiellen Vorgehen Herrmanns [Her(2].

Um Schranken fiir S-ganze Punkte iiber einem Zahlkdrper herzuleiten, ist es
zunéchst notwendig, einige Bezeichnungen einzufiihren:

Sei

E:y? = f(2) := 2>+ asx® + a4z +ag,
iiber K,

K = Q(0) ein Zahlkérper vom Grad d > 2,

Ay die Diskriminante von f,

a; € Zx, eine elliptische Kurve

S eine endliche Menge von Stellen aus K, die alle unendlichen Stellen
enthalt,

e s die Méchtigkeit von S und t die Anzahl der endlichen Stellen in S,

K,

[ ]
<9
i

L,

My die Menge aller Stellen aus dem Koérper K,

falls t = 0,

maxi<i<¢{p : pi|p,p € Mg\{oo}}, sonst,

hk die Klassenzahl, Rk der Regulator und Dg die Diskriminante von

{
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1/d
o H(f) = (TLeas, max{1, lazly, laaly. lagl, }™ )

mit n, = [H, : Q,], die Hohe des Polynoms f,
o Hy:=max{H(f), e},

e 04 > 0 eine Konstante mit der Eigenschaft h(a) > %d fir alle o # 0
fiir die gilt, dass sie algebraisch, vom Grad < d und keine Einheitswur-
2

zeln sind. Als Beispiel ist in [Her02] 64 = a3 gegeben. Auferdem

gelten folgende zwei Abschétzungen: §; < 1/2 und 2 < (5(;1 < 3d,

e Rs = |det(log|e]y;)1<i,j<s—1], der S-Regulator, wobei v; € S, i =
1,...,s =1, und {ey,...e5-1} ein S-Grundeinheitensystem in K ist.
Falls S keine endliche Stelle enthilt, entspricht der S-Regulator dem
Regulator des Zahlkorpers.

Ziel dieses Kapitels ist es, eine Schranke N fiir h,(P) mit S-ganzem P zu
erhalten. Das Ergebnis ist in folgendem Satz formuliert und wird in diesem
Kapitel bewiesen:

Satz 2.3. Sei P ein S-ganzer Punkt der elliptischen Kurve E der Form
y? =23 + asx? + ayxr + ag, a; € Zx. Dann gilt folgende Ungleichung:

ho (P) < \/UZ +12log 2 + 2log Hy + 2T (log 2 + log(2log Hy 4 Ty log T3))
n —

)\min

mit Ty = 31/30 - T1 und

T1 = 30013(15lOg(6|DKHNK/Q(Af)|))+612(d)ca(12d, 12d—1)M2
160t Ms log* P),
log M1)%%=1(12d — 1 + log M;)5¢
My, = g, 08T (12d - 1+ log M)
(12d — 1)!
2\0d
M= (5 DN AN
s = c(24d 24(d+t))ﬂM22(12dlog* P2 1og* (My(121og* P)12%)
’ (log* P)? ’
c(d,s) = cg-max{cs,cio}logca2d, *log((20s — 10)der) log* P?,
(=1
Cy = (S — 1)5d 1257_2,
s = 352 (s—Dep(2s — 1)d*¥ 1527 1((s — 1)) % log(ed),
1 25—2
—25+2 5—
c = 0 + cLl(d,3)2d2 2 (dlog*P +1> ,
cr = 46, %cp,(d,s) + (0.205210g 2) "1,
—1
o = i cyu(2s — 1)d* L log(cyy (25 — 1)d*).

d
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Die Konstanten c;i,cr,,CM, Cyu,Ca, und ci2 stammen aus den Sdtzen des

nachfolgenden Kapitels[2.2.1) und aus Satz[2.11]

Zwar werden die Schranken fiir einen Zahlkorper zunéchst nur fir Kurven
der Form y? = f(z) hergeleitet, aber das stellt keine Einschrinkung dar,
denn iiber die Transformation

11 1
y:§(1y/—a1x/—a3) und $:1$/

lasst sich jede Gleichung in langer Weierstraf-Form in eine Gleichung der
Form y? = f(x) iiberfiihren. Fiir die Hohen der Punkte gilt dann:

h(4z) = h(z").

2.2.1 Einige notwendige Sitze

Lemma 2.4. Es existiert ein S-Grundeinheitensystem {e1,...,e5-1}, so
dass gilt:

_ . s—1)1)2
Z) Hj:} h(gj) < CLl(dv S) ‘Rs, mit cr, (dv 3) = %

2—s
i) h(e;) <cr,(d,s)Rs, j=1,...,s—1, mitcr,(d,s) = cr,(d, s) (%) .

i41) Die Eintrdge der inversen Matriz von (log |g;l, )i j=1,...s—1 sind betrags-
mipig kleiner als cr,(d,s) = cr,(d,s) - d*~15; 1.

Beweis: Vgl. [BG90) O

Satz 2.5 (Matveev). Sei A = bylogag + balogas + -+ + by log o, # 0 mit
o €K, i=1,...,.nund b; € Z, i = 1,...,n. Auflerdem wdhle Zahlen A;
so, dass

A; > max{dh(a;),|log(c;)|,0.16}, i =1,...,n.

Mit B = max{|b1],...,|bn|} gilt dann

A > exp{—car(n)d® | [ Ailog(ed)log(eB)}.
=1

Dabei ist cpr(n) = min { (%en)2 30n+31,35, 26n+20}

Beweis: [Mat00] O
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Satz 2.6 (Yu). Se: I’ = af'---af® — 1 # 1 und seien Ay,..., A, positive
reelle Zahlen mit

| log | :
P > i =1,...,n.
logA,_max{h(az), 104 JJogpe,i=1,...,n

Sei weiterhin

d
Vviogp
mit ¢y, = 22000(9.5(n + 1))2*tD) und A = max{A1, ..., An,e}. Dann ist

2(n+1)
D = cyy(n) < > plog A - -log A, log(10ndlog A)
T, = exp{—d(log p)®log(dB)}.

Ist zusdtzlich noch p, =1 und A, > A; firi=1,...,n—1, so kann A durch
max{Aj,...,Ay_1,€} ersetzt werden, und fir jedes 0 < § <1 gilt

5o
> — .
Tl > exp{ d(logp) max{q)log <10gAn> ,5B}}

Beweis: Vgl. [Yu94] O

Lemma 2.7. Wennt > 0, die Anzahl der endlichen Stellen in der Menge S
ist, dann gilt

t
Rs < Rrhk H log N (p;) < Rxhi(dlog* P)*
=1

und
t

Rs > R | [log N(pi) > 0.2052(log 2)(log" P).
=1

Beweis: Vgl. [BG96| O

Lemma 2.8. Sei K ein Zahlkorper vom Grad d diber Q und ro die Anzahl
der komplexen Einbettungen von K. Dann gilt fiir den Regulator R und die
Klassenzahl hx von K:

T2 2\"2 1/2 d—1-r2 B 2172 1/2\)72
%hm(i) ‘DK‘l/Q(log((ﬂ) | Dg|1/2)) (d(_cil)'1+log((7r) [DglY2)"

Beweis: [Len92| O
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Lemma 2.9. Seien l1,lo > 0,13 > 1 reelle Zahlen und bezeichne Tmax € R
die grifste reelle Losung der Gleichung

o =11+ lg(log wo)l:”.
Ist Iy > (%)13 , dann gilt

Tmax < 28(117° + 13/ log(151))s.
Ist die Bedingung fiir lo nicht erfillt, so ist
l
Tamax < 29(1}/" + 2 exp{2}).

Beweis: [Sma9s| O

2.2.2 Schranken fiir Einheitengleichungen

Aus [Her02].

Lemma 2.10. Sei K = Q(0) ein algebraischer Zahlkorper vom Grad d > 2
iber Q. Kq,Ky seien Teilkérper von K vom Grade di und dyo. Weiter sei-
en §,81,8y endliche Stellenmengen von K, Ky, Ko mit den Mdchtigkeiten
s, 81, 82, die alle unendlichen Stellen enthalten.
Angenommen, es gilt Zﬁkﬁl,sl C st und 2%2752 C st.
Fiiri = 1,2 bezeichne R; den S;-Regulator von K;. Seien ni,na,ns € K\ {0}
mit H(n;) < H, wobei H die Héhe bezeichnet und H eine Konstante kleiner
e 1st.
Fiir die Gleichung

nie1 + noeg + ngez =0

mit €1 € Ly, s, €2 € Ly, s,,€3 € Ly s unbekannt, gilt nun

() <o c(ds)id R1R2log" max{R1,Ra}
X X .
n3es p ) (log* 7))2 1/X2 10g 1, /%2

-log H log™ log™ max{H (£1), H(@)}} , 1=1,2,

wobei die Konstante c(d, s) durch
c(d,s) = cg-max{cs,cio}logca2d) *log((20s — 10)der) log* P2

2 = (8—1)531((82_3_12)!)2

s = 352-(s—1)ea(2s — 1)d** 15271 ((s — 1)!)? log(ed)
B . 1 25—2

6 = 0y e (d,5)*dn <d10g* P 1)

cr = 485 Scp,(d,s) + (0.2052log2)

ci0 = (5s—1)eye(2s — 1)d* log(ey (25 — 1)d*)
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gegeben ist, mit c;,cr,,cnr, und cy, aus den Sdatzen in Kapitel|2.2.1)

Herrmann gibt dieses Lemma in [Her02| mit einem anderen Wert fiir ¢ an. In
seinem Beweis ist aber im letzten Schritt die Abschétzung ungiiltig. Aufser-
dem verwendet er bei einer Fallunterscheidungen den Satz von Waldschmidt,
der dafiir jedoch nicht geeignet ist, da er zu starke Voraussetzungen verlangt.
Diesen Satz habe ich durch Satz[2.5]ersetzt. Behebt man diese Fehler, so wird
die Konstante grofer. Ich habe nun im Laufe des Beweises einige Abschit-
zungen verscharft, um dieser Verschlechterung entgegen zu wirken. D.h., die
Beweisfiihrung lauft tiberwiegend analog zu der Herrmanns, enthélt jedoch
einige schirfere Abschéitzungen und Verbesserungen.

Beweis: Angenommen & = Sy mit s < 2, dann wére K ein imaginérer
quadratischer Zahlkérper und hétte somit Einheitenrang 0. Entsprechend
hétten aber auch die Zwischenkorper Kj, Ko den Einheitenrang 0. Folglich
kann man annehmen, dass s > 2.

Seien E7 = {p1,...,s;—1} ein S;-Grundeinheitensystem in K; und Ey =
{p1,...psy—1} ein So-Grundeinheitensystem in Ko. Damit kann man &; und
g9 darstellen als

_ 01 Os1—-1 _ (31 Ssg—1
€1 =CIH] “fg1s E2=02P1 " Pgy1s

wobei g;,¢; € Z firi=1,...,81 — 1 bzw. so — 1 und (1, (o Einheitswurzeln

sind. Dann gilt:

10g|51‘u1 10g|,ul|l/1 T 1Og|'u81*1|1/1 01

log le1lu,, log |l -y - log|ps,—1lv,, -, 0511
wobei v; € &1, und daraus folgt

-1

01 10%!/“’1/1 log‘lu’sl—l‘Vl log“gl’l/l
Os1-1 10g|ulfu5171 10g\ﬂ!51—1\u5171 log‘gllvslﬂ
fir v; € 5.

Nach Lemma gilt |oi| < (s1 — 1)eps(di, s1)h(e1). Analog erhilt man
il < (s2 — 1)ep,(da, s2)h(e2).

Wegen p; # 0 und ¢; # 0 folgt damit s1, s9 > 2.

Weiterhin lésst sich cp,(d;, s;) abschéitzen durch:

=12 i —1h?2
(2<il_2d$i)_)1 dfl_l(s;il — ((S )) (5—1

(s = 1?

- 25—2

cry(diysi) =

6t =c1(s)o;?
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mit ¢1(s) = ((82:7})2')2

Folglich ist mit B = max{|g;|, |si|, 3}:

B < cylog* max{H(e1), H(e2)}, mit c2 = (s — 1)e1(s)0; "

Man wihlt nun v € S, so dass |22[, minimal ist.
Betrachte zundchst [[222[,. Dies ldsst sich darstellen als

n3es n2&2 - —0s1—1 Gsg—1
2 = -2 1] = | Ql"'ﬂ Ut p2t — 1) =0
nier |, ‘ nics , 1 s1—1 1 so—1 y ‘ ‘I/
. e

mit o = — 722

Nun werden 2 zwei Félle unterschieden:

1. Fall v|oc:

An dieser Stelle verwendet Herrmann einen Satz von Waldschmidt [Wal93],
der aber sehr starke Bedingungen enthélt, die hier nicht ohne weiteres als
erfiillt betrachtet werden konnen. Ich verwende deshalb Satz 2.5l Dazu defi-
niere ich:

Ai = 10d2h(,ul), izl,...,Sl—l
Asl—l—i-j = 1Od2h(pj>7 J=1...,s5 -1
Ay = 20d?log H.

Dabei gilt wegen h(a)s; ' > \1;%;\’ vgl. [Bug9d7],

A; > max{dh(u;),|log u;],0.16}
Aj > max{dh(p;),|logp;|,0.16}
Ayp > max{dh(ap),|logap|,0.16},

denn d?10h(;) > 3.3d5; " h(p;) > |loguil, i = 1,...,s1 — 1 und analog fiir
Aj, j=51,...,51 + s2 — 2. Fiir Ag gilt dann

Ay = 10d*log H? > H ("353’> 1042 = h <”353> 104 > ‘1og"363 .
niex niel ni€q

Wegen

—01 TOs1-1 ¢ Ssp—1
‘040#1 T Hs =1 P Pey—t _1’1/ 2

1/2]ao(—o01)log(pr) - - - (=05, -1) log(ps;—1)s110g(p1) - - - Ssp—110g(psy—1) — 1],
ergibt sich mit Satz

1 S1+s2—2
T, > 5 exp {—CM(Sl + 53— 1)d” H log A; log(ed) log(eB)}
i=0
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Mit Lemma [2.4] gilt dann

S1+s2—2 s1—1 so—1
II logA: = 200d)**>> 1 T h(wi) [T h(pi)logH
=0 =1 =1
< 2(10d*)*Lep, (dy, s1)er, (d2, 52)R1Rolog H
< 2(10d*)%7Ley(s)*RiRy log H

Es ergibt sich insgesamt:

n3es
|F|,, =

1
> 2 exXP {—=c3R1R2log Hlog(eB)}

nier

mit c3 = 2cp7(2s — 1)d*10% ey (s)? log(ed).

Aus der Minimalitit von i—f folgt
12

—(s=1)

d
(3)<[2
€1 €11y
und damit
1
H2d gj > ’I’L37€3 = sj @ > 7exp{—chlelongog(eB)}.
€11, nie1|, e1f, |1, — 2

Insgesamt folgt also

-1
I <63> < 120D exp { 5 y c3R1R2log H(log e + log B)} .

€1

Somit ist
-1
H <n3€3> < H¥exp {28 c3R1Ra log H log B}
niel
—1
= exp {QSIOgH y2° ——csRiRy longogB} :
Beachtet man auferdem, dass
2slogH

<0.1
2(8 — 1)63R1R2 logHlog B — ’

so gilt

H (n3€3> < exp{csR1R2log Hlog B}
nier
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mit

2.Fall vt oo
Definiere:

logA; = 5;1h(,ui) + log™ P, i=1,...,81—1,
log Ag—145 = 6;1h(pj) + log" P, j=1,...,89—1,
log A9 = 26, 'logH +log* P.

Dann gilt fiir das Produkt

S1+82—2 s1—1 so—1
II logdi= ] (87 h(u) +1og" P) - [T (85 h(p;) +log" P).
i=1 i=1 j=1

Aus der Definition von 4,4 folgt: h(a) > %d © fiay < d- Damit gilt fiir den
ersten Faktor:

s1—1
I (67 n(mi) +log* P) =
=1
s1—1 s1—1 s1—1
= JI G'hu)+ > (logP ] 05 0lm)
1. =

i=1,i#j

@
|
—

5171 8171 3171

+3Y (g P? T (67 h(u)) | + - + (log" Pyt~
k=1 j=1,j#k i=1,i#45,k

s1—1 s1—1 s1—1 s1—1

_ H(églhm . 1+Z log* P Z Z (log* P)?

=11/, N\ 2
i=1 h /J‘j k=1 j= lj;ﬁk h /,Lk;)h(ﬂ )

(log* P)s1—1
175 65 hlu)
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IN

—1 —1
(5;31“@1@1,31)731) . <1 + (31 ) )dlog*P—l— <$12 >(dlog* PY ...

s1—1 * s1—1
+ (51 B 1) (dlog* P) )

= <5;s1+1CL1(d1781)R1) .(1 + dlog* 73)5171

—s N _ 1 s1—1
- (5‘1 1+10L1(d1’51)R1) (dlog" P~ (dlog*P " 1) .

Die Abschétzung fiir den zweiten Faktor verlauft analog, und fiir das gesamte
Produkt ergibt sich damit:

S1+82—2
[T togai<
=1
1 s1—1
< (5;51+1CL1 (dl, 81)721) dsl*l(log* 'P)Slil (dlog* P + 1>

1 so—1
. —s2+1 so—1 * so—1
(5d Cr, (dz, SQ)RQ) d (log 77) (dlog* P)

1
dlog* P

25—2
S 5(;28+2CL1 (d, 8)2R1R2d2372 ( + 1) (lOg* 7))814’8272

= CﬁRlRQ (log* P)31+S272

25—2
mit cg = 8,2 2y, (d, 5)2d>* 2 (m + 1) .

Herrmann verwendet an dieser Stelle eine andere Abschétzung fiir die Kon-
stante, ndmlich

152 s 1 2
o= — [ Z((s=))26 T+ ——— ) .
%= (log" P)? <d((s 004"+ G 30521082

Diese Schranke ist besonders fiir Werte s > d ungiinstiger. Das folgt aus dem
Vergleich von

3 2s—2
c6 < 5;2s+2((8 _ 1)!)424—25 <2>

und
152

g (3o )’

ohne Beriicksichtigung der anderen Terme des Quadrates.
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Nun werden erneut zwei Falle unterschieden:
1. Fall logH < CL, (dl, Sl)Rl +cr, (dQ, SZ)RQ

Ziel ist es, log A = maxj<j<s,+s,—2{log A;} abzuschéatzen.
Dazu wird log A; zunéchst im Bereich 0 < ¢ < s; — 1, dann im Bereich
s1 < i < 81+ 83 — 1 und zuletzt fiir ¢ = 0 mit Lemma und Lemma
abgeschatzt und anschlieffend das Maximum genommen:

. — -1 . *
(Jmax {logAi} = max {9, h(ui)} +log" P
5;101,2 (dl, S1)R1 + (0.2052 log 2)_1R1

(cry(d1,s1)8; " + (0.205210g 2) )Ry

1
(zc1(s)8y % + (0.205210g 2) )Ry,

IN

2
log A;} = 6 h(pi)} + log* P
51@%?1(52—2{ og Ai} slsig?ﬁQ—Q{ a Mpi)}+log
< 65 er,(do, 52)Ra + (0.205210g 2) 'Ry
(cry(day 52)0; " + (0.205210g 2) )R
1
< (501(5)5;*5 + (0.20521og 2) "1 R..
und
log Ay = 25;110gH+10g*73

267 (cr,(d1, 1) R + cr,(d2, 52)Ra) + (0.205210g 2) ! max{R1, Ra}
(263 5(cr,(d1, s1) + cr,(d2, 82)) + (0.205210g 2) ™) max{R1, Ro}
(46} %c1(d) + (0.205210g 2) ') max{R1, Ra}

VANRVANVAN

Aus den drei Abschétzungen folgt:

max  {log A;} < (4e1(s)6) % + (0.20521og 2) 1) max{R1, Ro}.
0<i<si+s9—2
Damit gilt:
log A < c;max{R1, Rz}

mit c7 = 407 *c1(s) + (0.2052log 2) L.

Nun wendet man Satz auf das bereits frither definierte I' an. Dafiir setzt
man

Pd S1+82—2

Tlog™ P)oires [T 1og4:)log(10(s1 + 52 — 1)dlog A)
& =0
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und erhalt somit

n3es

. > exp{—cyy(s1 + s2 — 1)d2(31+52)d® log* Plog(dB)} = exp{—T1},
niey

v

mit T := —cy,(s1 4+ 52 — 1)d>51152)d® log* P log(dB).
Analog zu der Rechnung mit den unendlichen Stellen erhélt man

H <n3€3> < H?S exp{iT}
niel

Um eine geeignetere Abschétzung zu erhalten, betrachtet man

s—1 s—1

T T—cvuls+ 52— 1)d?1%52) 4 log* P log(dB)

(s — 1)eyy(25 — 1)d**®log* P(log B + log d)
logd
log B

IN

IN

(5 — Deyu(2s — 1)d**®@log* Plog B(1 +

)

IN

1.2(s — 1)eyu(2s — 1)d**® log* Plog B,

denn loglog Ag > 1 und damit 11§ggg < 1

Auflerdem gilt

2slogH

<0.1.
1.2(s — 1)eyy(2s — 1)d*s® log* Plog B —

Damit erhélt man die Abschitzung

H <n3 3) < exp{cg® log* P log B}
niel

mit cg = 1.3(s — 1)cy (25 — 1)d*.

2. Fall log’H > cr,(d1, s1)R1 + cr,(da, s2)Ro

Dann gilt Ag > A;, i=1,...,81+s2—2und log A < ¢y max{R1, Ra}. Sei
nun

(log" P)

B<® .
cr,(di, $1)R1 + cr,(d2, 52)Re
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Es wird die Eigenschaft H(a +b) < 2H (a)H (b) angewendet. Damit ist

n3es3 — N2tz n n € €
H(ﬂﬁ) _ H<1+m€1) < 2H () H(no) H(21) H(e5)
< H2exp{log2 + h(e1) + h(e2)}
<

so—1 s1—1
H2exp{10g2+h (H pfl> +h (H u/)}
i=1 i=1

s1—1 sg—1
< H? exp{logZ—l— Z loilh(1i) + Z |§z“h(f7i)}

i=1 i=1
H2 exp {log2 + B(Sl — 1)CL2 (dl, Sl)Rl + B(82 — 1)CL2 (dg, SQ)RQ}
H? exp {log2 + (s — 1)B(cr,(dy, 51)R1 + cr,(d2, s2)Ro)}
H? exp {log2 + (s — 1)@ log* P}

ININ TN

Wegen log A; > log* P flir i =1,...,81 + s2 — 2, log Ag > 2(5;1 log’H und

(2log H + log 2) log* P51 +52

(s — 1) log* PP?(log* P)s1+52-225 ! log HegR1R2 log(10(s1 + s2 — 1)dlog A)

0d 0d
<
~  (s—=1)P41log(10(s1 + s2 — 1)d) + 2(s — 1)P4=11og(10(s1 + s2 — 1)d)
L5 <0.1

< -
— 2-2-2log(60) —
lasst sich die Hohe durch

H <n353> < exp{co® log* P}
nier

mit cg := 1.1s abschéatzen.

An dieser Stelle verwendet Herrmann die Abschéitzung cj = 1.1s((s—1)!)265 %,
was aber offensichtlich grofser und somit ungiinstiger ist.

Sei nun

(log™ P)
cry(dy,s1)R1 + cp,(da, s2)Ra’
Um den zweiten Teil des Satzes 2.6 anwenden zu konnen setzt man

® log* P ;
4= ;o Ui=cyyu(si+s —1d(81+52)(I)::]{;(I)
B(er,(di, s1)R1 + c1,(d2, $2)R2) yu(s1+s2—1) 0

und erhalt damit
¥ log B(cr, (d1, 51)731 +cra(da, 52)Ra)
®log* Plog Ay

B(cr,(di, s1)R1 + cr,(d2, s2)R2)
log* P log Ag ’

B>

= U log <k‘0
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Aus log Ag > log'H > (cr,(d1, s1)R1 + cL,(d2, s2)Ra) folgt

B(cr,(di, s1)R1 + cr,(dz, s2)R2)
log* P log Ag

¥ log (kg > < Wlog(koB).

Daraus ergibt sich

€3n3

v

exp{—cy (25 — 1)d**®dlog* Plog(koB)}

gini|,

> exp{—0.9cy, (25 — 1)d** T log(cy,(2s — 1)d**)®log* Plog B}.
Des weiteren ist:

2sdlog H <ol
0.9(s — 1)®cyy(2s — 1)d*+1log(cy,(2s — 1)d*s) —

&3

Da v so gewahlt ist, dass

g3n
H<3 3>§
e1m

mit c19 = ey (2s — 1)d* 1 log ey, (25 — 1)d*).

minimal, gilt
14

—(s=1)
d
< exp{c10® log" Plog B}

€3n3

€1ny

v

Aus den einzelnen Fillen fiir v { oo erhdlt man also folgende Abschitzungen:

H(e;m;;) < exp{cs®log” Plog B},

g1ni

H<63n3> < exp{cy®log® P},
g1ni

H(W’) < exp{cip®Plog® Plog B}.
g1n1

Es bleibt nun eine gemeinsame obere Schranke fiir alle Félle zu finden. Dabei
vergleiche ich zuerst die drei Félle mit v t oo und danach die mit v|occ.

Offensichtlich ist cg kleiner als cg und ¢1g. Deshalb miissen nur diese beiden

untereinander verglichen werden. Es gilt

B log(cyw(2s — 1)d45)
N 1.3

€10 Cs.

Da aber cy,(2s — 1) schon im kleinsten Fall, fiir s = 2 und d = 2, grofer als
103 - 9 ist, ist ¢19 damit grofer als cg. D.h.

H <€3n3> < exp{ciolog® ®Plog B}
g1ni
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gilt in allen drei Fallen.

Mit Hilfe aller bisherigen Ergebnisse lasst sich nun auch ® weiter abschétzen:

Pd S1+s2—2
v ng Ao ( H o Ai) log(10(s1 + s2 — 1)dlog(A))
i=1
de
W(25;_8 log H + IOg* P)66R1R2 (log* P)51+82_2

-log((20s — 10)dcy max{R1,Ra})
< Plog* P) 1261 log HegR1R2(log((20s — 10)der max{R1, R2})).

Um auch den Fall v|oco einzubeziehen, sei ¢1; := max{cjg, c5}. Dann lasst
sich auch H (23”3> abschétzen:
1ni
H <53n3> < exp{ciicgP?26) % log Hlog((20s — 10)dcr)
g1n

-log(max{R1,R2})R1R2log B}.

Wegen B < ¢plog" max{H (1), H(e2)} folgt schlieflich

A

H (?ZS> < exp{cg - c11log 0277d2501l_s log((20s — 10)dc7)R1R2
1n1

-log(max{R1, Ra}) log Hlog" log™ max{H (¢1), H(e2)}
d

P
= exp{c(d,s) WRle log(max{R1,R2}) log H

-log* log* max{H (e1), H(e2)}

mit c(d, s) = cg - c11log 226, log((20s — 10)dcr) log* P2.

2.2.3 Schranken fiir h,(P)

Um nun eine Schranke N > h,,(P) zu bestimmen, werden einige Korperer-
weiterungen definiert. Sei die elliptische Kurve

y? = f(z) = 2° + aga® + asz + ag = (z — a1) (& — o) (z — a3) € Z[a]

: _ X
mit den Nullstellen a1, ag, a3 des Polynoms f(z) gegeben. Setze z = -

X,z € Zgk. Dann gibt es fiir 1 < i < 3 die Darstellung X — za; = /i;f;? mit
ki € Zg und & € K;, vgl. [Her02]. Setze dann ; := 2k} und &; := %
€ € Zk eine Einheit ist. Definiere nun fiir 1 <4,j < 3:

mit

, wobei



50 KAPITEL 2. SCHRANKEN

fi sei das Minimalpolynom von «; iiber K,

Ki = K(ozi),

Kij = Ki(aj) fiir 4 7& j,
Li; = Ky (\/Fikj),
M = K(al, 2,3,/ K1K2, 1//‘{1/‘{3).

Fiir diese Korper gelten die folgenden Abschéitzungen:

o K;:K;] <3,

o [M: Q] < 24d.

Herrmann leitet in [Her02] daraus folgende Gleichungen her:

T +7T9 = bgeg und T —To = ¢g303
T +73 = baea und T —T3 = @202

Ves/ki(me+13) = bier und  r3/ri(—T73) = d;é1.

wobei 71 = K1§1, T2 = /R1k2&2, T3 = \/K1K3E3; €, 0; sind Sj;-Einheiten in
Lji, 1 < 14,7,k < 3, paarweise verschieden. Herrmann gibt dabei auch eine
gemeinsame Schranke fiir die Hohe von 0}, be, b3, ¢/, g2, g3 an.

Setzt man by = \/k1/k3b] und g1 = \/K1/k3g}, so kann man die letzten
beiden Gleichungen auch schreiben als 7 + 73 = bie; und ™9 — 73 = ¢167.

Entsprechend muss man die Abschéatzung der Hohe anpassen mit Hilfe der
Bezichung H (by) = H(¥))(H (k1) H (r3))"/2.

Satz 2.11. Firi= 2,3 gilt
H(b). H(g) < (2DFNijg(Ap) ) exp{12emax{hs, o' P
+cq(12d,12d — 1) II}%X{RLj’k}}
H(ba), H(gr) < ("Dl Nigsg ()" expf12¢ max{hy,;, } log™ P
+012(d)ca(12d, 12d — 1) man{RLj,k}}'
i

Dabei ist cq(d,rg) = %T%KJrl(s;(Tﬂ(—l) und c1a(d) = 22312d-19124-2(3q

1)3‘1(59;(:%172)7 wobei rg der Einheitenrang und hg die Klassenzahl von K ist.

Beweis: [Her02] O
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Im Folgenden wird nun schlieflich der Satz hergeleitet.

Herrmann gibt eine Darstellung fiir z an: z = 223, wobei 23 € Zg und die

Hohe von z3 beschrinkt und 7 eine S-Einheit ist. Sei Sy die Menge aller
Fortsetzungen der Stellen aus S auf M. Die Machtigkeit von Sy ist dann
wegen [M : Q] < 24d durch 24(d + t) begrenzt.

Subtrahiert und addiert man die zuvor angegebenen Gleichungen, so dass
sich die 7; gerade aufheben, und multipliziert man das Ergebnis mit 7, so
erhélt man folgende Sy-Einheiten-Gleichungen:

biein — began + gsdsn =
bie1n + g20am — bgesn =
9101 + bagon — bgesn =
9101 — g202n + g3dsn =

o o oo

Sel nun

e 0 (32) 32) (3 1(2)
Y i bici 959 910

Dann gilt mit Lemma die Abschitzung

24d

P
Hmax S exp{c(24d, 24(d + t))m maX{RSIQ N RSlS y R523 }2

-log* max{Rs,,, R4, RSps }
: lOg maX{H(bl)a H(b2)a H(b3)’ H(gl)a H(92)7 H(g?))}
-log™ log™ max{H (e1n), H(e2n), H(61n), H(d2n)}}.

Die S;;-Regulatoren lassen sich dabei folgendermafien abschétzen: Fiir die
Diskriminante des Kérpers L;; gibt Herrmann die Abschitzung

DL, | < 212%™ D[ |Nig s (A f) P

an. Sei nun M; := (%)Gd 269¢8| D |5 Ny (Af)|*°. Nach Lemma gilt
dann
(log M1)59=1(12d — 1 + log M;)%?

(12d —1)!

Damit lassen sich die S-Regulatoren durch Lemma [2.7) abschétzen:

hLinLij < M1 = MQ.

max{Rys,, } < max{hy, Ry, }(12dlog" P12 < My (12d1og* P)124E,
irj irj

Damit lasst sich die Abschétzung fiir Hpy.x schreiben als

Hpyax < eXp{TI : E}



52 KAPITEL 2. SCHRANKEN

mit
E := log"log" max{H (e1n), H(ean), H(61n), H(d2m)},
T < 30013(15log(elDKHNK/Q(Af)D + Cu(d)ca(le, 12d — I)Mg +
+60tM; log™ P),
wobei
7)24d
c13 1= ¢(24d, 24(d + t))WMQQ(Hdlog* P) 2 Jog* (Mo (12log* P)124),

Um nun eine Abschétzung fiir F zu erhalten, stellt Herrmann in [Her(02]
zunéchst die Ungleichung

H(ein) < 4\/Hyexp{T2E}

mit 7> = 317} auf. Diese gilt ebenfalls fiir H(gon), H(1n), und H(d2m).
Herrmann fiihrt nun eine weitere Abschitzung der Konstanten 715 durch, die
aber nicht notwendig ist und das Ergebnis nur unnétig vergrofert. Deshalb
werde ich sie nicht verwenden. Fiir E' gilt nun:

exp{exp{E}} = max{H (e1n), H(ean), H(d1n), H(d2n)} < 4\/Hy exp{T2E}
und damit, wegen log4 < log Hy,
exp{E} <ToE +2log Hy.

Da exp{E}—T>E—2log H; monoton wachsend in F ist, nimmt £ im Fall der
Gleichheit exp{E} = ToFE + 2log Hy den maximalen Wert an. Man definiert
nun F' so, dass £ = log F. Dann kann man obige Ungleichung im Fall der
Gleichheit auch schreiben als

F=TlogF +2log Hy.
Aus Lemma [2.9| folgt dann, da T > exp{2}, dass
F <2(2logHy + T5log T5)
Damit gilt fiir E:

E <log2+log(2log Hy + T>log T3).

Um nun wieder zu einer Abschétzung fiir H(x) zuriick zu kommen, setzt

man y = g—gg.
Dann gilt
b3€3
(m+m)+(n—m) = (71—72)+5353=(71—72)(1+@)

= 2 = (7’1—7’2)(1+’}/)
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und analog
or = (11 + ) (1 +7Y).

Das Produkt dieser beiden Gleichungen ergibt dann
47 = (7= D+ 477,

Da nach Definition gilt (X — za1) = k1€2, 71 = k1& und k1(ag — a1)z =

T 12 - 7'22 , gilt auch die Gleichung

4X —zag) = (ag —an)z(1 + )1 + 7—1)

und damit X )
r="=a+(1+7)(1+ Y N (ag — o).

Damit folgt fiir die Hohe von
3
H(x) < 2H(00)8H (az) H(an)4H(7)* < 2° T H(ei)* H(~).
i=1
Die Hohe von -y lasst sich abschétzen durch

bses  g101

H 2<H<
)" < 9101 g303

) < exp{2T1 E}.

Damit gilt insgesamt

H(z) < 212H]2c exp{27"(log 2 + log(2log Hy 4+ Ty 1log 1)) }.

Nun lésst sich die Schranke N > h,(x) mit Hilfe des Zusammenhanges zwi-
schen H und h,, angeben durch

N \/m +12log 2 + 2log Hy + 271 (log 2 + log(2log H + Ty log T))

)\min

Damit ist das Ziel dieses Kapitels, Satz zu beweisen, erreicht. O






Kapitel 3

Reduktion der Schranken

Im vorherigen Kapitel wurde eine Schranke hergeleitet fiir die Koeffizienten
n;, 1 =1,...,r, eines Punktes einer elliptischen Kurve F in der Darstellung

P=nBy+neBoy+---n. B, +T

wobei die B;, i = 1,...,r, eine Mordell-Weil-Basis von E bilden und 7T ein
Torsionspunkt ist. Diese Schranke héngt von der gegebenen Stellenmenge S
und der Kurve E ab, wird aber zumeist sehr gro, oft grofer als 10'°%°. Das
Ziel dieses Kapitels ist es, die Anzahl der Moglichkeiten so weit einzuschran-
ken, dass die S-ganzen Punkte durch Ausprobieren gefunden werden kénnen.
Die Schranken miissen deshalb deutlich verkleinert werden. Zur Reduktion
verwendet man den LLL-Algorithmus. Hierbei beno6tigt man aber ein dio-
phantisches Approximationsproblem. Um das zu erhalten werden im Fall der
unendlichen Stellen elliptische Logarithmen und im Fall der endlichen Stellen
p-adische elliptische Logarithmen oder pseudo p-adische elliptische Logarith-
men verwendet, um Linearformen aufzustellen. Diese haben den Vorteil, dass
die Linearitdt der Darstellung von P erhalten bleibt und der unendlich fer-
ne Punkt Op auf die Null abgebildet wird. Dazu muss zunéchst noch ein
direkter Zusammenhang zwischen der z-Koordinate des Punktes und der
Schranke N angegeben werden. In Kapitel [1] ist folgender Zusammenhang
angegeben:

Aminh2 — h(P) < h(P) — h(P) < ¢s.
Sei p € S so gewdhlt, dass

Dann gilt
1/d

HP) = [ max{1|z],}" < Jafy/?,

ve Mg

95
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wobei Mg die Menge aller Stellen im Zahlkérper K und d der Grad von K
tiber Q bezeichnet. Sei auferdem N = h,,(P) fiir einen gegebenen S-ganzen
Punkt P. Dann gilt weiterhin

sny /d
H(P) = exp{h(P)} < [a[;"/".
Dies ist dquivalent zu

1
e 7d < exp{—h(P)} < exp{cz — Amin N?}.
SNp

’w‘p

Damit lasst sich der folgende Satz formulieren, vgl [Her(2]:

Satz 3.1. )
— < exp{—c14N? + ¢15}
|$’p
mit
i c
Cl4 ‘= d mm, und Cl15 ‘= di
SNy Snyp

Da nicht bekannt ist, beziiglich welcher Stelle der p-adische Betrag von z
das Maximum annimmt und damit die Ungleichung in Satz [3.1] gilt, wird die
Reduktion fiir alle Stellen aus S einzeln durchgefiihrt und anschliefsend das
Maximum der reduzierten Werte bestimmt. Dabei wird bei der Reduktion
nach unendlichen Stellen, endlichen Stellen iiber K, = Qp und endlichen
Stellen tiber dem Zahlkorper K, # Qp unterschieden. Der letzte Fall ist der
problematischste, da bei ihm die p-adischen elliptischen Logarithmen zum
Einsatz kommen, deren Berechnung speziell im Zahlkorperfall bei grofier
Stellenzahl schwierig ist.

3.1 Grundlagen zur LLL-Reduktion

Vgl. [Sma98]. Zum Bestimmen S-ganzer Punkte ist es notwendig, aus ei-
ner Schranke fiir den Betrag einer Linearform auf eine Abschétzung fiir die
Unbekannten schliefsen zu kénnen. Es sei

L(f) = o+ o171 + agxo + - - + Ty, a; € R,

eine Linearform mit den Unbekannten ¥ = (z1,...,ny,) € Z". Diese heifst
homogen falls ap = 0 und sonst inhomogen. Nun interessiert eine Abschit-
zung fiir £ in Abhéngigkeit von |L(Z)|. Zu jeder solchen Linearform gibt es
eine Matrix
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Méchte man gleichzeitig sowohl den Wert von |L(Z)| als auch die Norm von &
minimieren, so bedeutet das nichts anderes, als ein x zu finden, das moglichst
genau eine Losung der Gleichung

0
AZ = :
0
—a
approximiert. Durch die Gleichungen x; = 0, ¢ = 1,...,n — 1, der ersten

n — 1 Zeilen werden die z; sehr klein. Die Gréfse der n-ten Komponente wird
dabei nicht beriicksichtigt. Damit die Determinante der Matrix die richtige
Grofsenordnung hat, wird die letzte Zeile mit einem Faktor C' gewichtet. Man
verwendet also die Matrix

1 0 0
A= - !
0 1 0
[Ca] - [Cana] [Can]

Dabei steht [-] fiir die Rundung einer Zahl. Betrachtet man nun die Menge
{AZ : ¥ € Z}, so erhélt man ein Gitter, das sogenannte Approximationsgit-
ter. Im homogenen Fall g = 0 entspricht unser Problem dann der Suche
nach dem kleinsten Gittervektor. Mochte man gleichzeitig mehrere Linear-
formen zusammen mit ¥ minimieren, so lasst sich das entsprechend {iber die
Matrix

1 0 0

A= 0 1 0
[Cara] -+ [Carpn-m] -+ [Cony]
[Cami] -+ [Commm] - [Camn

beschreiben. Daraus lasst sich dann auch sofort die Matrix fiir eine komplexe
Linearform ableiten, indem man diese in ihren Imaginérteil und Realteil
aufspaltet.

Definition 3.2. Die Basis {b:,...,b;} eines Gitters heiltt LLL-reduziert,
wenn fiir die zugehorige Gram-Schmidt-Basis {b3,...,0}} und die bei der
Berechnung auftretenden Konstanten p; ; gilt:

il <1/2, 1<j<i<n,
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167 + piima B ? = S0 )P, 1 <i < .

B~ w

Eine solche reduzierte Basis kann leicht mit Hilfe des LLL-Algorithmus be-
rechnet werden.

Bezeichne d(7, £) den Abstand von ¢ zum Gitter £ oder die Lange des kiir-
zesten Gittervektors, falls i bereits selbst im Gitter liegt. d(y, £) lasst sich
beispielsweise durch die Lénge des kiirzesten Gittervektors nach unten ab-
schitzen:

Satz 3.3. Sei {by,...,b,} eine Basis des Gitters £ und {b%,... b5} eine
reduzierte Gitterbasis. Dann gilt:

a7,y = | minsec @ =gl > e owlB?,  falls § ¢ £
’ minge . || 7| > bl falls ij € L,

. 1512
C1 ‘= max = s
i | 152

0= (gla to abn)_lg

wobei

und iy der grofste Index mit [o;,] # 0 ist.
Beweis: [Sma98| O

Von dem LLL-Algorithmus gibt es verschiedene Varianten. Da der LLL-
Algorithmus nur auf Gitter aus Z" angewendet werden soll, verwendet man
die Variante von de Weger |de 89|, siche Algorithmus [6]

Um eine Linearform abzuschétzen, geht man von folgender Situation aus:
Angenommen in der Ungleichung

n
lovg + Zwiaﬂ < cgexp{—c3H?}
i=1

sind die Konstanten ¢ € N und ¢g,c3 € R>g bereits bekannt. Die oy, @ =
0,...,n, sind durch die Linearform gegeben. Seien x1,...,x, jeweils durch
|z;| < X; begrenzt. Ziel ist es nun, eine obere Grenze fiir H zu bestimmen.
Dazu ordnet man zunéchst wieder der Linearform eine Approximationsma-
trix zu. Diese wird LLL-reduziert. Der erste Spaltenvektor gibt dann eine
gute Abschétzung fiir den kiirzesten Gittervektor ¢4 := ||b7] an.
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Satz 3.4. Sei cy die Linge des kiirzesten Basisvektors in einem LLL-
reduzierten Gitter.

o Ista; €R firi=0,---,n, dann
sei S ="' X2 und T = (1+ 0, Xi)/2.

o Ista; €C fiiri=0,---,n, dann
sei S =" X2 und T = (1+ 0, Xi)/V2.
Falls ¢3 > T? + S, dann gilt

H< \/613 <log(002) ~log (\/cgfs - T))

oder
o Gber R:xy =+ =1 =0 und z, = —[Caypl/[Ca)
o lberC:x1=---=xp_1=0 und
2n[CRe(an-1)] + 2n[CRe(an)] = [CRe(a)],
2 [CTm(an—1)] + 2n[CTm ()] = [CTm(ag)].
Beweis: [Sma9s| O

Dabei wihlt man C' in der Gréfenordnung X' fiir den rein reellen und X n/2

fiir den komplexen Fall, damit das Ergebnis deb LLL-Algorithmus, ¢4, mog-
lichst die Voraussetzungen erfiillt. Ist dies aber trotzdem nicht der Fall und
¢4 zu klein, so vergrofert man C' in der Approximationsmatrix und versucht
es erneut solange, bis die Bedingung erfiillt ist.

Uber p-adischen Zahlkérpern geht man analog vor, um eine Abschitzung
fiir H aus der Ungleichung |ag + > i zii|p < co exp{—c3H9} zu erhalten.
Dabei unterscheidet man, ob die Koeffizienten der Linearform, «;, aus Z,

oder Q,(0) sind.

Angenommen, alle o; sind aus Z,, und alle ; sind jeweils durch eine Schranke
X; beschrankt. Dann bestimmt man zunéchst eine Konstante v € Z, so dass
pt > Xg“. Damit soll erreicht werden, dass die Norm des ersten Gittervek-
tors nach der Reduktion nicht zu klein ausfillt. Sei @ = ot} mod p* mit

atul e [0,...,p" — 1]. Dann lasst sich die Approximationsmatrix festlegen
durch
1 0 0
A=
0 1 0
{u} a#f} Pt
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Der Vektor, der moglichst genau in dem Gitter dargestellt werden soll, ist
dann

0

<y
I

0
{u}

—Q

Durch LLL-Reduktion léasst sich eine Abschétzung fiir H mit Hilfe des fol-
genden Satzes bestimmen:

Satz 3.5. Falls d(y, L) > \/nXo, dann gilt

<o u+log02 logp
logp /) loges

oder x1 =---=x, = 0.

Beweis: [Sma9s| O

Im allgemeinen Fall, also wenn «;; € Q,(0), zerlegt man das Problem zunéchst
in mehrere Ungleichungen iiber Q, und fiihrt diese dann auf den ersten Fall
a; € Zy zuriick. Sei 6 eine ganze, p-adisch algebraische Zahl und m = [Q, () :
Qp] der Grad der Korpererweiterung. Die Zerlegung erfolgt mit Hilfe des
folgenden Lemmas:

Lemma 3.6. Seien a; = ;":_01 ;07 fir alle i = 1,...,n, mit a;; € Q.
Falls
" C3 (&)
DT ey g
vp | o + - xioy | > log p log p

dann gilt fiir alle j =1,...,m, dass

n

C3 C9

Up | Qo+ Z%ai,j) > H — —1/2v,(A(0)),
( P log p logp

wobei A(0) die Diskriminante von 0 ist.

Beweis: [Sma98] 0

Um nun die Ungleichung auf den Fall o; € Z,, zuriickzufiihren, definiert man
zunéachst die Konstante A, so dass

vp(A) = min ( min (vp(ai,j))>.

1<i<n \ 0<j<m—1
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Nimmt man an, dass v,(A) < vp(ag,;), so folgt, dass

ﬂ’t,] - 7] E Z

Betrachtet man statt des Gitters £ das Gitter £/, so erhélt man eine Li-
nearform iiber Z,. Damit wird das System von Ungleichungen zu

loge, 1
vp(o g + szﬂw > oo H = = S0p(A0) — ()

Dann ist die zugehorige Approximationsmatrix durch

1 0 0O ... 0

" 0 1 0O ... 0
= i{,%} o 5{u} P 0
Eﬁ—l T ﬁiﬁb—l 0 p"

gegeben und der Vektor, der méglichst genau approximiert werden soll, ist

0

0
_ atu}
0,0

<y
I

o
0,m—1

Ist vp(A) > vp(ay,;) flir mindestens ein ¢, so kann man direkt, ohne eine Ap-
proximationsmatrix zu berechnen, eine Schranke fiir H angeben. Fiir diesen
Fall ergibt sich, dass die o;; € Q,(8) folgende Abschétzung erfiillen.

Satz 3.7. H ldsst sich folgendermafen abschdtzen, falls gilt

o vp(A) > vp(ay) fiir mindestens ein i :

o< log p <log02
c3 logp

) + 50(A6).

o vy(AN) < wvp(awy) fiir alle i :
Falls d(y, L) > v/nXo, dann gilt

logp log co 1
H —vp(A(0
I (e TEL () + Jo00) )

oderx1 =--- =z, =0.
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Beweis: [Sma9s| O

Sind die Voraussetzungen der Sétze nicht erfiillt, so vergrofert man v in der
Approximationsmatrix und versucht es erneut.

3.2 Aufstellen der Linearformen

Um die LLL-Reduktion nun auf die Schranken fiir S-ganze Punkte anwenden
zu konnen, muss man zunédchst Linearformen aufstellen. Dabei unterscheidet

man drei Féalle, den der unendlichen Stellen, den der endlichen Stellen mit
Ky = Qp und den der endlichen Stellen mit K, # Q.

3.2.1 Die unendlichen Stellen

Vgl. [Her02]. Zunéchst wird die Kurve in kurze Weierstraf-Form transfor-
miert durch

b 1
X:x+1—; und Y = 5(2y+a1x+a3)
Herrmann gibt in [Her02| eine andere Transformation an, die aber zu einer
nicht normierten Kurve fiihrt. Dies ist jedoch fiir die Implementierung un-

ter Magma sehr ungiinstig, da dort elliptische Kurven immer normiert sein
miissen. Die so transformierte Kurve lautet:

Er:Y2=x3_9x_98 o 4eck

4 4
Dabei sind g2, g3 gegeben durch
— 201620 — 20103+ 2ad + —=at — 4

g2 = 3&1 ag ajas 3&2 12(11 a4,
1 2 2 4 1

gs = —Ea%ag — §a%a% + §a1a2a3 + §a2a4 + ga%(lzl — a% — dag —
1 8 1

—%a? — 27703 + 6@?@3.

Aufserdem bezeichne By a, ..., B, 5 die Bilder der Mordell-Weil-Basis unter
der Abbildung von E nach FEj.

Jede unendliche Stelle eines Zahlkorpers korrespondiert eindeutig zu einer
Einbettung in die komplexen Zahlen. Denn jeder unendlichen Stelle wird ei-
ne Nullstelle § € C des Minimalpolynoms von 6 zugeordnet. Diese Nullstelle
definiert aber die Einbettung iiber den Homomorphismus o : Q(6) — C mit
den Eigenschaften () = 6 und o(z) = z fiir alle z € Q. Sei also o die
zur Stelle p gehorende Einbettung. Im Folgenden kann nun alles mit Hilfe
der Einbettung {iber den komplexen Zahlen betrachtet werden. Bei der Glei-
chung der Kurve wendet man dazu die Einbettung auf die Koeffizienten und
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bei einem Punkt auf die einzelnen Komponenten an. Multipliziert man den
Punkt P der Kurve dann mit der Ordnung ¢ der Torsionsgruppe, so ent-
fallt nach Kapitel [1] der Torsionspunkt. Seien w; und ws ein Paar minimaler
Perioden der Kurve FE, iiber C und A das zugehorige Gitter. Dann ldsst
sich der elliptische Logarithmus des Punktes gPy = nigBia + - +n,gB; A
darstellen durch die Summe

s (gPr) = Z ni¥Poo(9Bia)(mod A).

Das heifit, es gibt zwei ganze Zahlen n,1 und n,2, so dass sich der ellipti-
sche Logarithmus von Py als Linearkombination der Voo (9Bja), i =1,...,7,
und wi und wo mit den Koeffizienten n; fiir i = 1,...,r + 2 darstellen 1asst.
Mit Hilfe von
Uo(Bin), i=1,...,m,
JUj o0 = w1, 1=1r4+1,
w9, 1=1r+2.

lasst sich dann eine Linearform in komplexen Zahlen fiir den elliptischen
Logarithmus angeben:

r+42

g NiUj 00
=1

N, 1<i<r,

Voo (Pa)l = rN + g, sonst

s mit ’n,’ S {

Der folgende Satz gibt nun eine Abschétzung des elliptischen Logarithmus
in Abhéngigkeit von der X-Koordinate an.

Satz 3.8. Es existiert eine Konstante cig > 0, so dass fiir alle Punkte P =
(X,Y) € Ex(K) mit | X| > ci6 gilt:

wo(py < { VX, K e
> = 4V2(7 +1)|X|7Y2, sonst.

Beweis: Ein Beweis dazu findet sich in [Her02)]. Allerdings wéhlt Herrmann
darin ¢4 zu klein. Es miisste ¢16 := 2 max{|a;|} lauten. Auferdem muss man
beriicksichtigen, dass wir eine andere Kurve als Herrmann verwenden und
deshalb den Ausdruck |1/+/t3 — gt — g3| mit 2v/2|t|~3/2 abschiitzen miissen.

O

Aus Satz [3.I] folgt nun, dass

log(016 + |b2 ]p/12) + 615)

| X]p > exp{ciuN? — c15} > c16, falls N > \/
C14
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Sei Py = (X,Y) ein Punkt auf Ep und P = (z,y) der entsprechende Punkt
auf F, so gilt nach [Her02|, wieder unter Beriicksichtigung der abgeénderten
Transformation,

1
|2 W0 (Pr)?] < 32(1 + m)* + max{lwn], [wal, [w1 + wal}*[baly 15 =3 17,

Damit gilt wegen Satz [3.I] und der Anforderung an N

Satz 3.9.
Voo (Pa)| < c1exp{—c14/2N?}

mit

c1g == /airexp{ci5/2}.
Beweis: |[Her02] O

Die entsprechende Approximationsmatrix ergibt sich nach dann zu

1 0 0 0

A= 0 q 0 0
[CRe(u1,00)] -+ -+ [CRe(ur41,00)] [CRe(ur42,00)]
[CIm(ureo)] - -+ [CIm(uri1,00)]  [CTm(r42,00)]

Dabei werden die u; o, so umnummeriert, dass A vollen Rang hat, d.h.

Re(“r—i—?,oo)lm(ur—i-l,oo) - Re(ur+1,oo)1m(ur+2,oo) # 0.

C wird in der Grofenordnung von (rN + g)(r+2)/ 2 gewihlt. Dann gilt nach
Satz day=0,X; =Xy ="---= X,12 = N und die Linearform homogen
ist: Falls die Abschéitzung fiir die Lange des kiirzesten Basisvektors ki die
Bedingung k; > N2 + (1 +3rN + 2g)/V/2 erfiillt, dann gilt entweder

2 143rN +2g
N< = (1 “log (/K2 —pN2 - 2T T
B \/614 <Og(C018) o8 < et V2 ))

oder ny = ---n, = 0 und n,41|CRe(Urt1,00)| + nr+2|CRe(Ur12,00)| = 0 und
41| CTM(Up 41,00 )| + 12| CTm (U 12,00 )| = 0.

Ist die Bedingung nicht erfiillt, d.h. k; zu klein, so wiederholt man den Vor-
gang mit einem grofkeren C. Insgesamt wird diese Reduktion so lange wieder-
holt, bis sich der Wert fiir N nicht mehr wesentlich verédndert. Das Ergebnis
wird als NP gespeichert. Damit ist unter der Annahme, dass |z|, maximal
fir p € S ist, eine kleinere Schranke fiir h,, als in Kapitel [2| bestimmt worden.
Eine iiberblickshafte Darstellung der Reduktion findet sich in Anhang [B] als
Algorithmus [I0]
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3.2.2 Die endliche Stelle im Fall K, = Q,

Ab jetzt muss stets mit einem minimalen Modell der Kurve E gearbeitet
werden, da sonst der p-adisch elliptische Logarithmus nicht definiert ist. Be-
zeichne also im folgenden E(®) ein minimales Modell von E. Berechnet wer-
den kann dieses z.B. mit Hilfe des Algorithmus von Tate [Tat75]. Nach [Sil86]
gelten dann fiir Koordinaten der beiden Kurven E und E® die Beziechungen

T = u2xp 4+l und y = u3yp + quxp +t,

wobei u, [, t,d aus dem Ganzheitsring. Dabei gilt: h(xy) < h(u?)h(z —1) <
2h(u?l)h(z). Da jede Kurve E minimal fiir fast alle Stellen p in K ist, miissen
nur endlich viele Modelle von E betrachtet werden. Fiir jedes dieser Model-
le bestimmt man » und die zugehodrige Primidealzerlegung. Dann ergénzt
man die Stellenmenge S um alle zusédtzlichen Stellen der Primidealzerle-
gung, die nicht bereits in S enthalten sind. Diese neue Menge heife S’ mit
der Michtigkeit s’. Die Menge aller S’-ganzen Punkte enthélt dann auch die
Menge aller S-ganzen Punkte. Dann muss mit der neuen Stellenmenge S’
eine neue Konstante N’ aus Kapitel [2| berechnet werden. Mit B%p), . 73793)
werden die Bildpunkte der Mordell-Weil-Basis von E unter der Abbildung
E — EW®) bezeichnet. Sei my die in Kapitel |1 im Zusammenhang mit dem p-
adisch elliptischen Logarithmus, Definition definierte Konstante. Dann
gilt, dass in der Darstellung von myP kein Torsionspunkt mehr auftritt und

)

der elliptische Logarithmus fiir alle m,,Bi(p definiert ist. Dieser werde mit

(p)

uip = Wp(mpB;") bezeichnet. Damit ergibt sich die Linearform

T
Up(mpP) =) njuip.
=1

Herrmann gibt fiir diese Linearform die folgende Abschétzung an:

Satz 3.10.
,
)\(p-) 1. ¢
Z n;um, < . |exp {d/mm exp {—2d,2N’2}
pa s'ny s'ny
Beweis: [Her02] O

In diesem Fall lautet die Approximationsmatrix nach Kapitel
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wobei u; , = —u; /Uy, und [20], die eindeutige ganze Zahl mit 0 < [z, <
p® — 1 und [2], = 2o mod p®, C € N ist. u ist so gewihlt, dass p* die
Grofenordnung von N hat. Durch die LLL-Reduktion erhalt man auch in
diesem Fall eine Abschétzung fiir den kiirzesten Gittervektor ko. Dann gilt

mit Satz [3.5]
Satz 3.11. Ist k2 > rN'*, so gilt

2s'nylogp AP
N/ < P min )
Ve (u + vp(urp) + Tm2logp

Beweis: [Her02] O

Auch hier gilt wieder, dass, falls ko die Bedingung nicht erfiillt, die LLL-
Reduktion mit grofserem v wiederholt und das Verfahren so oft angewendet
wird, bis sich N’ nicht mehr wesentlich &ndert. Das Ergebnis wird als NP
gespeichert.

3.2.3 Die endliche Stelle iiber K, # Q,

Das Problem bei Linearformen iiber K, besteht darin, dass es keinen Re-
duktionsalgorithmus gibt. Deshalb kann hier nicht mit einfachen p-adisch
elliptischen Logarithmen gerechnet werden. Wegen dieses Problems wird im
Folgenden der pseudo p-adische elliptische Logarithmus aus [Her02| einge-
fiihrt.

Sei p das Ideal iiber der Primzahl p mit dem Verzweigungsindex ey,. Dann
sei a € K ein Element, so dass p und « das Ideal p erzeugen. In Magma kann
« mit Hilfe des Befehls Decomposition() berechnet werden. Ansonsten gibt
Cohen in [Coh93] einen Algorithmus zur Berechnung von « an. Es sei also

p=a%kp, BeK, wvy(3)=0.

Auflerdem bezeichne \i/p(T) = 2?:1 d;/i T* € K[T] wie in Kapitel m
das Polynom zur Naherung des p-adisch elliptischen Logarithmus m. Sei
My = Mpp®r v pY, so dass nach Kapitel der p-adisch elliptische Logarith-
mus fiir m, P = (a,,,,) definiert ist und sich mit ¥,(—z,/y,) die gewiinschte
Approximation ergibt. Da der Faktor m, meist sehr grof$ ist, kann der Punkt
m, P nur ndherungsweise bestimmt werden, wie in Kapitel [I.5.2] beschrieben.
Die Koeffizienten und —x,,/y, lassen sich darstellen als

S ot (ZT/Y0) o1 mit vy (2)) = 0
Yo

und d
— = Wi/l mit vy(d;) = 0.
i



3.2. AUFSTELLEN DER LINEARFORMEN 67

Damit lasst sich das Polynom darstellen als

( ) Zd“a vp(dy;) =0

Sei L = {%J, wobei |-] auf die néachste ganze Zahl abrundet. Dann gilt
plp

BEV, (—xy/yp) = Zdz D 0 < wp(da) < eppp.

Da das Ganze iiber dem Zahlkérper K = Q(f) betrachtet wird, ist jeder
Koeffizient Element aus K. Bildet man den p-adischen Abschluss eines Zahl-
korpers, so kann es sein, dass der Grad der Korpererweiterung zu d’ abnimmt
und der neue Korper damit ein Erzeugendenelement 6’ kleineren Grades hat.
Dann lisst sich auch 6 mit Hilfe von ¢’ darstellen.

Definition 3.12.

\Ilp|p(P) = 5L\ijp l‘v/yv Z d3 0", i d3,i € Qp

heil’t pseudo p-adischer elliptischer Logarithmus zum Punkt P.

Die Abschétzung fiir die Linearform in p-adischen elliptischen Logarithmen
lasst sich nach Herrmann [Her(2] auf pseudo p-adische elliptische Logarith-
men iibertragen, mit Hilfe der Ungleichung

T
> Zn;\I/p‘p(mme) pl_ep\p_l.

=1

.
> niWy(myBy.)
=1

|‘I’p(mpp)|p =

p p

Dabei entsteht [ dadurch, dass sich die Bewertung bei der Berechnung des
pseudo p-adisch elliptischen Logarithmus im Vergleich zum p-adisch ellipti-
schen Logarithmus dndern kann. [ ldsst sich einfach berechnen durch

l= Up(ﬂL\ijp (_xv/yv)) - Up(\I’p|p(P))'

Herrmann gibt die Schranke fiir die Linearform in pseudo-p-adisch ellipti-
schen Logarithmen an wie folgt:

Satz 3.13.

S pep‘p—l—l-l

.
Z ;W1 (mpBy.i)
=1

p
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Damit kann man ein System von Linearformen tiber Q,(6’) angeben:

d'—1
’ / . i
njuULp + -+ NpUjp, wobei Ujp = E d37j7i9J, d3’j’i S Qp.
j=0

Das ldsst sich auf Linearformen in den d3;; zuriickfiihren:
n'1d37j71 + -+ n;,dg’j,r, mit 5 =0,... ,d, — 1 und d37j7¢ € Qp.
Nach Lemma [3.6] kann man fiir diese entsprechend zu Satz [3.13] Ungleichun-

gen angeben. Analog zu Kapitelléisst sich nun A\ € Q, bestimmen durch

vp(An) = élzigr {Osﬁig—l{vp(dg’j’i)}} o

Setzt man ug-ﬂ-’p =d3i/ A\ € Zp, so kann man das zugehorige Approximati-

onsgitter angeben:

1 0 0 0
0 1 0O --- 0
A=
[ué,l,p]p e [u{),r,p} pc 0
[ 11plp o [Ua—1mplp O p°

Durch die LLL-Reduktion erhélt man eine Abschétzung fiir den kiirzesten
Gittervektor k3. Damit gilt nach Satz

Satz 3.14. Ist ks > /rN’', dann gilt entweder ny =---=nl. =0 oder
N < 2C log p + log pu, (A(0")) + 2log | perir=1H
s'ny
deo
Beweis: [Her02] O

Andert sich das Ergebnis nicht mehr, so wird es als NP gespeichert. Auf
diese Weise kann man die Schranke aus Kapitel 2] fiir jede Primstelle deutlich
reduzieren. Da aber nicht bekannt ist bei welcher Primstelle die Annahme
|z|p, maximal fiir p € S erfillt ist und damit die Reduktion eine giiltige
Schranke fiir h,, liefert, erhélt man schlieklich die Abschétzung aus Satz
indem man N := max,{ NP} wihlt.



Kapitel 4

Suche nach S-ganzen Punkten

In Kapitel 2] wurde eine Schranke N fiir die Koeffizienten m;,i = 1,...,r
eines S-ganzen Punktes in der Darstellung mittels Mordell-Weil-Basis her-
geleitet:

P=mBi+ ---+m.B,+1T, ]mi|§N,mi€Z,i:1,...,T,

wobei By,..., B, die Mordell-Weil-Basis der Kurve bezeichnet und T ein
Torsionspunkt ist. In Kapitel [3| wurde die Schranke N mit Hilfe der LLL-
Reduktion deutlich verringert. Auch wenn dadurch statt einer Schranke in
der Grofenordnung von oft deutlich iiber 10'9° nun eine Schranke in einer
Grokenordnung zwischen 10 und wenigen hundert zu erwarten ist, ist die
Anzahl C der auf S-Ganzheit zu testenden Punkte meist noch iiberméhig
grofs. Sie betrigt
C=@2N+1)".

Gerade im Zahlkorperfall mit langsamer Arithmetik werden schnell Gréfsen-
ordnungen von C' erreicht, die eine direkte Suche nach S-ganzen Punkten
unmoglich machen. In diesem Kapitel geht es nun darum, die Suche so zu
gestalten, dass nicht alle Punkte durchprobiert werden miissen, sondern mog-
lichst viele von vornherein ausgeschlossen werden kénnen. Dazu bedient man
sich der Eigenschaften der reduzierten Kurve.

4.1 Die Reduktion einer elliptischen Kurve

Eine elliptische Kurve E iiber einem lokalen Korper K kann mittels Reduk-
tion auf eine Kurve Ej, iiber einem endlichen Kérper Fy fiir eine Stelle p
iiber K abgebildet werden, indem jeder der Koeffizienten der Kurve mod p
reduziert wird. Dabei unterscheidet man verschiedene Arten von Reduktion
in Abhéngigkeit davon ob die reduzierte Kurve singulér ist.

69
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Definition 4.1. Sei E(K) eine elliptische Kurve iiber einem lokalen

Korper K.
e E(K) hat gute Reduktion beziiglich der Stelle p, wenn die reduzierte
Kurve nicht singulér ist.

e E(K) hat schlechte Reduktion beziiglich der Stelle p, wenn die redu-
zierte Kurve singular ist.
Dabei unterscheidet man:

— additive Reduktion, wenn die reduzierte Kurve eine Spitze hat,

— multiplikative Reduktion, wenn die reduzierte Kurve einen Dop-
pelpunkt hat.

Bemerkung 4.2. Die Reduktion einer Kurve iiber einem globalen Kérper
K wird auf die Reduktion einer Kurve iiber einem lokalen Korper K zuriick-
gefiihrt, indem man das minimale Modell der Kurve iiber dem p-adischen
Abschluss von K betrachtet. Deshalb macht es im folgenden keinen Unter-
schied, ob man die Reduktion der elliptischen Kurve iiber einem globalen
oder lokalen Korper betrachtet. Allerdings ist bei der konkreten Berechnung
im Algorithmus darauf zu achten, dass genauso wie zu Beginn von Abschnitt
[3:2.2) wegen der Transformation auf ein minimales Modell die Menge der Stel-
len unter umsténden erweitert werden muf.

Hat eine elliptische Kurve gute Reduktion, so ist die reduzierte Kurve selbst
wieder eine elliptische Kurve. Durch die Reduktion wird eine Abbildung
a : E(K) — Ep(Fp) definiert, so dass sich jedem Punkt P = (z,y) auf
E(K) ein Bildpunkt P = (z mod p,y mod p) auf Ey(F,) zuordnen lisst.

Tate unterscheidet in [Tat75] noch weitere Arten von Reduktion. Dort gibt
er auch einen Algorithmus zum Bestimmen des Reduktionstyps durch das
Kodairasymbol an. Ist dies gleich Iy, so liegt gute Reduktion vor. In allen
anderen Fillen ist die Reduktion schlecht. Dieser Algorithmus berechnet
auferdem ein minimales Modell der Kurve und die Tamagawazahl.

Definition 4.3. Vgl. [Sil86]

o E,,(Fy) sei die Menge aller nicht-singuldren Punkte der reduzierten
Kurve,

o Ey(K)={P e E(K)|P ¢ E},
o £1(K)={P e EK)|P=0g}

e E,(K)={P e E(K) | P ist singulir}.
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Satz 4.4. E,s, Eo(K) und E1(K) sind Gruppen, und es gilt E1(K) C Ey(K).

Beweis: [Sil&0] O

Satz 4.5. Hat I gute Reduktion beziiglich p, so ist die Abbildung a : E(K) —
Ey(Fy) mit P — P ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis: [Sil90] O

Satz 4.6. Sei E eine elliptische Kurve in WeierstrafS-Form mit ganzen Koef-
fizienten tiber dem Zahlkorper K. Fir einen Punkt P = (z,y) mit Primstelle
p 1m Nenner gilt

vp(y) < vp(x).

Beweis: Sei vp(z) < 0.

Wegen vy(a;) > 0 gilt vp(2® + a3 + asx + ag) = vp(2z®) < 0, daraus folgt
0> vp(y? + a2y + agy) > min{vy(y?), vp(arzy), vp(azy)}.

Angenommen vp(y) > 0:

Dann ist vp(y)? > 0 und wvp(asy) > 0, also vp(ajzy) = vp(23) und damit
vp(y) < vp(a?) —vy(ar) < 0.

Es gilt also, ist vy(z) < 0 dann auch vy(y) < 0.

Entsprechend folgt: vy(y) < 0 = vp(z) < 0.

Sei vp(x) 1= —a < 0 und vp(y) := —b < 0.

Dann gilt: 0 > 3a > min{—2b, —a—b+vy(a1), —b+vy(az)} = min{—-2b, —a—
b+ vp(ar)}, wegen vy(a;) > 0.

1.Fall: min{—2b, —a — b+ vp(a1)} = —2b = -2b < —3a = —b < —a

2.Fall: min{—2b, —a—b+vp(a1)} = —a—b+wvp(ar1) = —2a—vp(a1) > —b =
—b < —a. O

Bemerkung 4.7. Ist K ein Zahlkorper mit Klassenzahl 1 und F eine ellipti-
sche Kurve iiber K in Weierstraffi-Form. Dann gilt fiir einen echt K-rationalen
Punkt P sogar:

P hat die projektive Darstellung [5,%,1] mit =z,y,s € Zg,
ggT(s,x) = 1 und ggT(s,y) = 1.

Beweis: Sei P ein Punkt auf E' mit den vollstindig gekiirzten affinen Ko-
ordinaten I und Z—;, dann gilt

2 3 2
T T T T
E: (@/1) + a1f1@ + asg = <1> + a9 <1) +as= + ag.
Y2 2 Y2 Y2 x2 x2 X9
Sind die Koeffizienten aq,...,ag der Kurve nicht ganz, so multipliziere die

Gleichung mit dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Nenner der a;.
Nun werden folgende Félle unterschieden:
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o g9T(a1,x2) =1

- x9 und g9 seien teilerfremd. Durch Vergleichen der Hauptnenner
der linken und rechte Gleichungsseite erhiilt man zoy3 = 73 <
yo = £xo. Widerspruch!

- Seien x9 und ¥ nicht teilerfremd mit xo = sys,s € Zg. Durch
Vergleichen der Hauptnenner erhilt man nun sy3 = 73 < y5 =
x3ys < 13 = y. Widerspruch!

- Seien xo und yo nicht teilerfremd mit sxo = yo2,s € Zg. Dann

erhilt man durch Vergleichen der Hauptnenner 235 = z3. Daraus

folgt s> = x9 und yo = s°.
e a; = cra, ¢ € Zg. Durch Vergleichen der Hauptnenner ergibt sich 23 =
y3. Mit ma,y2 € Zg folgt die Behauptung.

e 19 = cay,c € Zk. Dieser Fall lduft weitgehend analog zu ggT(a;, z2) =
1. Mit den gleichen Rechnungen und der Tatsache, dass alle auftreten-
den Grofen aus Zk sind folgt die Behauptung.

O

Betrachtet man eine elliptische Kurve iiber einem endlichen Korper, so ent-
spricht diese einer endlichen Gruppe. Sei p die unter der Stelle p liegende
Primzahl.

Satz 4.8. Fiir eine elliptische Kurve E iiber einem endlichen Korper Fy gilt:
E(Fy) ist entweder zyklisch oder isomorph zu Z/d1Z x Z/doZ mit d|ds.

Beweis: [Coh93] O

4.2 Suche der S-ganzen Punkte durch Reduktion
der Kurve

Herrmann geht bei seinem Algorithmus [Her02] davon aus, dass die Mordell-
Weil-Basis {Bji, ..., B} einer Kurve gegeben ist. Damit ist jeder Punkt P
der Kurve als Linearkombination P = m{ By + -+ m,B, + T, wobei T ein
Torsionspunkt ist und m; € Z,7 = 1,...,r, darstellbar. Im vorherigen Kapi-
tel wurde eine explizite Schranke N > max{|mi|,...,|m,|} zur Berechnung
von S-ganzen Punkten bestimmt. Anschlieffend sollen nun alle moglichen Li-
nearkombinationen bis zu dieser Schranke auf S-Ganzheit iiberpriift werden.
Bei dieser Suche ist es moglich, die Anzahl der zu testenden Kombinationen
deutlich zu reduzieren, indem man das Verhalten der Punkte bei Reduktion
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der Kurve betrachtet. Dabei werde ich zunéchst zur Vereinfachung anneh-
men, dass keine Torsionspunkte vorliegen, und erst in Abschnitt [£.4] ndher
auf die Behandlung der Torsionspunkte eingehen.

Satz 4.9. Sei P = (z,y) ein Punkt auf der Kurve E(K) und a die Redukti-
onsabbildung beziiglich der Stelle p iber K. Dann gilt:

vp(2) <0 < a(P) = Og.

Beweis: Sei P ein Punkt auf der Kurve mit Projektiven Koordinaten [z, y, 1]
mit vyp(z) < 0.

Dann gilt nach Satz vp(y) < vyp(z). Daraus folgt vp(xy~!) > 0 und
vp(y~!) > 0. Dann ergibt sich durch Anwenden der Reduktionsabbildung
auf den Punkt P mit den projektiven Koordinaten [z,y, 1]:

a(P) =a(fzy™,1,y71]) = [ry~! mod p, 1 mod p,y ! mod p] = [0, 1,0].

Gilt andererseits a(P) = a([Z,7, 2]) = [0,1,0] so ist vp(Z) > 0,vp(g) = 0
und vp(Z) > 0. Mit P = [7,9,2] = [2274 9274, 1] = [z,9,1] folgt dann
Vp(y) = vp(§271) = vy(§) — vp(Z) < 0 und damit nach Satz vp(z) < 0.
Folglich ist der Punkt

O]

4.2.1 Reduktion modulo p ¢ S

Ist P ein Punkt einer elliptischen Kurve E und p eine Stelle, die nicht in
der Menge S enthalten ist, so ist aus Satz [£.9] bekannt, dass P, falls er bei
der Reduktion beziiglich p auf den Punkt im Unendlichen abgebildet wird,
nicht S-ganz sein kann. Dies kann man folgendermafsen ausnutzen, um bei
der Suche nach S-ganzen Punkten einige Moglichkeiten auszuschliefien:

Zunéchst wihlt man eine Stelle p ¢ S. Dabei wéhlt man zur Vereinfachung
die Stelle so, dass F bei ihr gute Reduktion hat. Dies kann man beispielsweise
iber das Kodairasymbol aus dem Algorithmus von Tate [Tat75] prifen. Dann
bestimmt man die Reduktionsabbildung und die Bildpunkte Bi,...,B, der
Mordell-Weil-Basis { B, ..., B, }. Nach Satz 4.8 hat die reduzierte Kurve E,
entweder einen oder zwei Erzeuger. Deshalb unterscheidet man, siehe auch
Algorithmus [TT}

e E, hat einen Erzeuger Q.
Dieser hat die Ordnung o. Man stellt nun Bi, ..., B, mit Hilfe von Q
dar:
Bi:aiQ, ; EFP, 1=1,...,7r

Sei P =31, m;B;. Da die Reduktionsabbildung ein Homomorphis-
mus ist, gilt dann P = Y., m;B;. Mit Hilfe von Q lésst sich P dar-
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stellen als

P= Zmi(aiQ) = (Z m;io;)Q.
=1 =1

Ist S°7_ m;a; mod o = 0 so folgt P = Op. Da p nicht aus S ist, kann
nach Satz [£.9] P nicht S-ganz sein.

e E, hat zwei Erzeuger @)1 und Q». . .
Diese haben die Ordnungen o1 bzw. 05. Dann lassen sich die By, ..., B,
darstellen durch

B = 0 1Q1 + ;2Q2, ;1,052 €Fp, i=1,...,7.

Damit gilt

P= Zmi(ai,lQl + @ 2Q2) = (Z mic;1)Q1 + (Z mii,2)Qa.
i=1 i=1

=1

Ist nun sowohl Y7, m;a; 1 mod o = O als auch >, m;a; 2 mod 0g =
0, dann ist P = Og, und P kann nicht S-ganz sein.

Beim Priifen der Linearkombinationen der Mordell-Weil-Basis ist es nun
moglich, alle Koeffizienten, die obigen Kongruenzen entsprechen, sofort aus-
zuschliefen, vgl. Algorithmus Dies ist vor allem deshalb eine deutliche
Verbesserung, da diese Entscheidung bereits moglich ist, bevor die Linear-
kombinationen berechnet werden. Das Berechnen von Vielfachen oder Sum-
men von Punkten auf elliptischen Kurven wird ndmlich schnell sehr aufwéan-
dig. Das Vorgehen kann man fiir beliebig viele Stellen wiederholen. Allerdings
werden desto weniger Fille ausgeschlossen, je grofser die zugehdrige Primzahl
ist. Gleichzeitig steigt mit der Grofse der Primzahl auch der Aufwand zum
Berechnen der oy, . .., o, da die Ordnung der Gruppe Ep(F,) nach Satz
wéchst.

Satz 4.10. Sei E eine elliptische Kurve mit einer Mordell-Weil-Basis der
Linge r, N die Schranke fiir die Koeffizienten in der Darstellung durch die
Mordell- Weil-Basis, p eine Stelle und Ey, die modulo p reduzierte Kurve.
Dann ldsst sich die Anzahl A der durch obiges Verfahren ausgeschlossenen
Fille in Abhdngigkeit von der Anzahl der Erzeuger von Ey folgendermafen
abschdtzen:

o E, hat einen Erzeuger der Ordnung o:

ﬁ)VJ (2N — (2N mod o))" ' < A< Fi\r + 1J (2N +0)" ",
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o Ey hat zwei Erzeuger mit den Ordnungen o1, oz fiir die gilt 01b = o2 :.

] () s as Sl ()

09 b 02 b

Dabei bezeichnet |n] die grifite ganze Zahl kleiner oder gleich n.

Bemerkung 4.11. Die Schranken sind besonders gut fiir groffe N und kleine
o und r. Fiir den Fall, dass N kleiner als die Ordnung der reduzierten Kurve
ist, sind die Abschitzungen fiir A wertlos. Wird die Ordnung der Gruppe
zu grof, wird aber auch der Aufwand zum Bestimmen aller méglichen Tupel
grofer als die direkte Suche nach S-ganzen Punkten. Dann bestimmt man
nicht alle méglichen Tupel (my,...,m,) mit 0 < m; < o — 1, die die Kon-
gruenzen erfiillen, sondern nur die mit [m;| < N und testet die zugehorigen
Punkte auf S-Ganzheit. Diese Vorauswahl geht deutlich schneller als das
Berechnen und Testen aller moglicher Punkte.

Beweis: Fiir den ersten Fall gilt: Jedes der r Basiselemente lésst sich nach
der Reduktion durch den Erzeuger von Ey(F,) und eine Zahl «; darstellen.
Um alle Punkte zu bestimmen, die auf O reduziert werden, werden alle Lo-
sungen der Gleichung "7 ; a;m; mod o = 0 bestimmt. Ist o eine Primzahl,
d.h. Z/oZ ein Korper, so gibt es 0" ~! Lésungen, niimlich

1 r—1
ml,mg,...,mr_l,——g a;m; |,

(679 1

1=

mit mq, ..., m,—1 beliebig aus Z.

Ist o keine Primzahl, so gibt es zu «, unter Umstédnden kein inverses Element.
Dies ist genau dann der Fall, wenn ggT(c,,0) # 1. In diesem Fall vertauscht
man die Reihenfolge der Basiselemente so, dass ggT(a.,0) = 1, und geht wie
vorher vor. Die Moglichkeit, dass fiir alles = 1,. .., 7 gilt ggT(ay,0) # 1, kann
nicht auftreten. Denn dies wiirde bedeuten, dass die Reduktionsabbildung a
lediglich in eine Untergruppe von E, abbildet. Nach [Sil86] ist bei guter
Reduktion a aber surjektiv. Also kann dieser Fall ausgeschlossen werden,
und es ergeben sich wieder 0"~ ! viele Tupel.

Nun werden aber nicht nur die Tupel (mq, ..., m,) ausgeschlossen, sondern
auch alle Tupel der Form (ko + mq,...,k.0+ m,), k; € Z. Folglich stellt
sich nun noch die Frage, welche Werte die k; annehmen konnen. Es gilt

|kio+mj| < N firalle j=1,...,r

Die Anzahl der mdéglichen k; ist dann

e
] o
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Das heift durch ein Tupel (mq,...,m,) werden
" (| N —m; N +m;
(55 =[5 )
. o 0
7=1

viele Moglichkeiten ausgeschlossen. Die Gesamtzahl ergibt sich dann iiber
das Aufsummieren aller moglichen Tupel:

B ),

i=1 j=1

Nun tiberlegt man sich, dass gilt:

2 <752 [ 2]

Damit kann A unabhéngig von m; ; abgeschétzt werden:

r—1
A < ZH{+1J§0’“—1<2N+1> {2N+1J
=1 j=1 0 0
< fNHJ (2N +0)"!
o
und
r—1
— 1o | 2N (2N — (2N mod 0)\"* | 2N
A > i =
> ST o () |7
2N
> {J (2N — (2N mod o))" L.
o

Der zweite Fall verlauft weitgehend analog. Allerdings muss nun nicht die
Anzahl der Losungen fiir eine Gleichung bestimmt werden, sondern die An-
zahl der Losungen, die beide Gleichungen 22:1 a;im; mod o = 0 und
Yoy a;om; mod og = 0 erfiillen. Da aber beide Gleichungen zusammen
nicht mehr gemeinsame Losungen haben konnen als jede einzelne kann man
die Anzahl der Losungen nach dem ersten Fall iiber min{o] %, 05 '} = of ™!
abschétzen.

Der néchste Schritt verlduft analog, und man erhilt die Ungleichungen

r—1
01

2N 1 (2N 2N

1
IN r—1
()
09 b

IN
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und

r—1
|2y 2N — (2N mod 03)\" " | 2N
A > b A -
B ZHL&J_% ( bo > {02J

i=1 j=1
2N | (2N — (2N mod 0p)\" "
02 b '

4.2.2 Reduktion modulo p € S

Aus Satz folgt auch, dass genau die Punkte, die bei der Reduktion be-
ziiglich einer Stelle p € S auf den unendlich fernen Punkt abgebildet werden,
p im Nenner enthalten.

Beschrénkt man sich auf die Suche nach S-ganzen Punkten, die aber nicht
ganz sind, lasst sich diese Eigenschaft ausnutzen um bereits im Voraus die
Anzahl der zu testenden Linearkombinationen deutlich einzuschrénken, in-
dem man nur diejenigen testet, die modulo p € S auf O abgebildet werden.

Da nun aber die Stellen durch die Menge S vorgegeben sind, muss sowohl
der Fall der guten Reduktion als auch der Fall der schlechten Reduktion
berticksichtigt werden.

Gute Reduktion

Sei p aus S. Wie im vorherigen Abschnitt bestimmt man nun eine Darstellung
der Bilder der Mordell-Weil-Basis durch die Erzeuger von Ej:

Bi = ;@ bzw. Bz = ai,lQl + OZLQQQ, firi=1,...,r.

Danach bestimmt man alle Tupel (my,...,m,), die Y. ; mje; mod o = 0
bzw. >, mia; 1 mod op = 0 und gleichzeitig >"; | m;a; 2 mod 0oy = 0 er-
fiillen. Mit den gleichen Uberlegungen wie in Abschnitt erhiilt man nun,
dass genau die Punkte, die sich als Linearkombination mit den Elementen ei-
nes dieser Tupel als Koeffizienten darstellen lassen, auf den unendlich fernen
Punkt abgebildet werden. Das bedeutet aber nichts anderes als dass sie p im
Nenner enthalten und somit gute Kandidaten fiir S-ganze, aber nicht ganze
Punkte sind. Da diese unter Umstédnden noch weitere Primzahlen im Nenner
enthalten, die nicht in .S enthalten sind, ist es notwendig, nochmals explizit
auf S-Ganzheit zu testen. Neben den so bestimmten Tupeln (mq,...,m;)
liefern auch alle Tupel der Form

(kro+ma, ..., kro+m,;) bzw. (k1 kgV(o1,02) +mu, ..., k.- kgV(o1,02) +m;)
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mit k; € Z, i = 1,...,r, gute Kandidaten fiir S-ganze Punkte. Dabei gilt

s Bl

o o

bzw.
vt o) <4< | vea)
——— | <k < | —— .
kgV (01, 09) kgV (o1, 02)
Schlechte Reduktion

Im Fall der schlechten Reduktion bildet Ey(IFy) keine Gruppe. Deshalb muss
man die Abbildung a : E(K) — E,(F,) soweit einschranken, dass wieder
ein Gruppenhomomorphismus entsteht. Das Problem bei F), entsteht durch
die singuldren Punkte, fiir die die Addition nicht definiert ist. Das ldsst sich
einfach beheben, indem man diese Punkte wegldsst.

Satz 4.12. Die Abbildung a1 : Ey — E,s mit P — P ist ein Gruppenhomo-
morphismus.

Beweis: [Tat75] 0

Da Eq1 C Ej, ist diese Einschrankung von a geeignet, um alle echt rationalen
S-ganzen Punkte zu finden. Man bestimmt also zunéchst die Gruppen Ej
und E,s durch deren Erzeuger.

Um Ej beschreiben zu kénnen, verwendet man den folgenden Satz:

Satz 4.13. Ey ist eine Untergruppe mit endlichem Index in E(K). Es gilt:
[E(K) : Ey(K)] < 4.
Beweis: [Tat75] O

Die genaue Ordnung von E/Ej ist durch die Tamagawazahl ¢, gegeben:
cp = [E(K) : Eo(K)].

Die Tamagawazahl kann mit Hilfe des Algorithmus von Tate [Tat75] be-
stimmt werden und hat immer einen ganzzahligen Wert zwischen 1 und 4.
Bei guter Reduktion hat sie immer den Wert 1. Die Grofse der Faktorgruppe
ist also bekannt und sehr klein. Nun bestimmt man ein Reprasentantensys-
tem ES fir die Nebenklassen von Ejy in E. Bis auf das neutrale Element
Opf liegen alle Représentanten in Ey: Dazu bestimmt man zunéchst alle
Elemente der Mordell-Weil-Basis {By, ..., B}, die nicht in Ej liegen. Die
iibrigen Elemente der Mordell-Weil-Basis bilden einen Teil des Erzeugenden-
systems von Ejy. Anschliefsend iiberpriift man, ob mehrere dieser Punkte in
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der gleichen Nebenklasse liegen, indem man testet, ob die Differenz von je
zwei Punkten in Fy liegt. Reicht die Anzahl der so gefundenen Reprisen-
tanten Bj,, ..., B;; noch nicht aus, tiberpriift man weiterhin, ob die Summe
von je zwei Repréasentanten oder das Vielfache eines Représentanten in einer
neuen Nebenklasse liegt. Auf diese Weise erhélt man ¢, viele Elemente des
Repriasentantensystems. Dabei beriicksichtigt man:

e Sei kPe Es,k=1,...,neN.
Wegen k; P — k’jp = (kz — kj)P € F,mit 1 < k‘j < k; < n gilt: Alle
k;P,i=1,...,n, liegen in verschiedenen Nebenklassen.

e Sei kn+1P ¢ ES.
Mit k; > k41 gilt dann wegen ki P = (k; — kypy1)P + k1 P ki P liegt
in der gleichen Nebenklasse wie (k; mod ky,41)P.

e Sei P, Pj € E, mit P+ P; € Ej.
Dann liegt die Summe P; + P; in einer anderen Nebenklasse als P; und
Pj, wegen (Pl —|—Pj) — P, = PJ € F bzw. (B —I—PJ) — Pj =P, € E,.

e Sei P, Pj, P, € B, mit P, + Pj € Ej.
Dann liegt P; + P; + P} in der gleichen Nebenklasse wie P.

Um ein geeignetes Repréisentantensystem zu bestimmen, geniigt es also, so-
lange die Summe von je zwei Elementen aus Ej zu bilden, bis das Ergebnis in
Ey liegt. Da #E, = cp und eine der Nebenklassen immer Fy selbst ist, kann
es maximal 3 Nebenklassen mit Elementen aus Es geben. Es kénnen also nur
folgende Félle beim Vervollstdndigen des Erzeugendensystems von Ejy und
des Représentantensystems von F, auftreten, siche dazu Algorithmus

e j=3,dh. By,,B;,, B, € E,
Dann bildet {B;,, Bi,, Biy, O} bereits das vollstdndige Représentan-
tensystem, die Tamagawazahl ist demnach 4, und B;,i =1....,7, i #
i1, 12,13, bildet zusammen mit B;, + B;,, B;, + B;; und 2 x B;, ein
Erzeugendensystem von Ejy.

e j=2 dh. BB, € E,

-cp=4

Es fehlt noch ein Représentant der letzten Nebenklasse. Dieser
kann die Form 2B;, bzw. 2B;, oder B;, + B;, haben. Angenom-
men, er hatte die Form 2B;,, dann ldgen 25;, und B;, +B;, in Ejy.
Da Ej aber eine Gruppe ist, wire damit auch 2(B;, +B;,)—2B;, =
2B;, in Ej enthalten. Das widerspricht aber der Annahme, dass
2B;, der fehlende Représentant ist. Analog kann man auch 2B;,
als Reprasentant ausschliefsen. Folglich liegt B;, + B;, in Ey, und
2B;, und 2B;, ergénzen das Erzeugendensystem von Ejy.
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- Cp = 3
Dann ist ein Représentantensystem Ey = {B;,, B;,, O} vollstin-
dig bekannt, und B;, + B;, und 2B;, vervollstandigen das Erzeu-
gendensystem von FEj.

e j=1,dh B €F,

-cp=4
Da noch die Reprisentanten von 2 Nebenklassen unbekannt sind
und sich diese nur als Vielfache des bekannten Repréasentanten
B;, darstellen lassen, sind 2B;, und 3B;, Elemente von ES. Damit
erginzt 4B;, das Erzeugendensystem von Ej.

-cp=3
In diesem Fall ist nur ein Repréasentant unbekannt, der sich als
2B;, darstellen lasst. 3B;, ist demnach der gesuchte Punkt aus
Ey.

-cp=2
Da bereits alle Nebenklassen bekannt sind, ist der gesuchte Er-
zeuger von Ej einfach 2B;,.

e 7 =0, d.h., kein Element der Mordell-Weil-Basis liegt in F
In diesem Fall ist O das einzige in Ej enthaltene Element, und alle
Punkte der Mordell-Weil-Basis haben gute Reduktion. Die Gruppe Ey
hat also das gleiche Erzeugendensystem wie F und ist somit die einzige
Nebenklasse. Das heifst, es gibt insgesamt keinen Punkt, der bei der Re-
duktion auf den singuldren Punkt abgebildet wird. Die Tamagawazahl
muss also gleich 1 sein.

Nun muss die Struktur von Ens bestimmt werden. Dazu dient der folgende
Satz:

Satz 4.14. Sei E eine singuldre elliptische Kurve in Weierstraf-Form iber
dem Korper K. Dann gilt,

e falls E multiplikative Reduktion hat:
Die Gleichungen der Tangenten in der Singularitdt seien y = a;x +
bi, i =1,2.

- Fuolls a1 € K, folgt as € K und
E,s =2 K*.
- Falls a; ¢ K, sei L = K(ay,a2), und es folgt
Bps(K) C Fpo(L) 2 L

und
BEuo(K) = {t € L* : N e (8) = 1).
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Die zugehdrige Abbildung lautet dann:

am : Eps — L
y-mz—b

(x7y) = y_a,2x_b2

e falls E additive Reduktion hat:
Die Gleichung der Tangente in dem singuldren Punkt S = (s1,s2) sei
y=ax+bmita,beK. Es gilt:

Ens(K) 2 K*.
Die zugehdrige Abbildung lautet:

Gg : Ens — KT
r — S1

(,y) — m-

Beweis: [Sil86] O

Das weitere Vorgehen entspricht dem im Falle guter Reduktion, nur dass
statt der Erzeuger von F nun die Erzeuger von Ejy verwendet werden. Diese
werden mit Hilfe der Abbildungen aus Satz [£.14] auf K bzw. L abgebildet.
Um dafiir die Tangentengleichungen zu bestimmen, ist folgendes Vorgehen
moglich:

Satz 4.15. Die Koeffizienten der Tangentengleichungen im singuldren Punkt

(s1,82) aus obigem Satz seien a;, b;, i = 1,2. Die zugehdirige elliptische Kurve

habe die Weierstrap-Gleichung f(x,y) = y?+ci1oy+c3y—a® —cox® —cyw —cg.

Dann gelten die Gleichungen

—62—381 = aiag,

c1T = —(CL1+CL2).

Auferdem gilt b; = —a;s1 + s2, 1 =1, 2.
Beweis: Nach [Sil86] gilt

F(@,y) = fs1,80) + (z = 1) = [(y — 52) — a1 (z — 51)][(y — s2) — az(x — 51)]

Durch Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich ergeben sich obige Glei-
chungen.

Gilt a1 # ag, so liegt multiplikative Reduktion vor, bei a; = a2 additive
Reduktion. Die Tangentengleichungen lauten

y—s2 =ai(r—s1), i=1,2.
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Seien nun By 1,..., By, die Erzeuger von Ejy. Bei multiplikativer Reduktion
sei die Abbildung a,, : E(K) — L* die Verkettung zweier Gruppenhomo-
morphismen, der Reduktionsabbildung a und der Abbildung a,,, die von
den nicht-singuldren Punkten auf die multiplikative Gruppe des Korpers L
abbildet. Damit ist a,, selbst wieder ein Gruppenhomomorphismus,

EF — L*

U = GO am,
und analog bei additiver Reduktion

E — KT

ag = QO ag.

Eine Zusammenfassung zur Berechnung der Abbildung a, bzw. a,, findet

sich im Anhang [B] als Algorithmus

Nun bildet man die Erzeuger von Ey mit Hilfe von a,, bzw. a, ab, d.h.,
am(Bosi) = oy, i =1,...,r, bzw. aq(Bo;) = o, i = 1,...,r, in Abhéngig-
keit davon, ob multiplikative oder additive Reduktion vorliegt, siehe Algo-
rithmus [I6] Das neutrale Element O wird dabei auf das jeweils neutrale
Element der multiplikativen bzw. additiven Gruppe, 1 bzw. 0, abgebildet.
Folglich miissen alle Produkte oder Summen gefunden werden, deren Ergeb-
nis das jeweils neutrale Element ist. Bei multiplikativer Reduktion bestimmt
man also alle 31,..., 3, mit

r

[ -8y =8 ][ =1,
=1 i1

i=1
und bei additiver Reduktion bestimmt man alle 3i,..., (3, mit
i=1

Die Punkte der Form
P=/31Byy+ -+ Br-Boy

sind dann gute Kandidaten fiir echt rationale S-ganze Punkte. Denn im Falle
multiplikativer Reduktion gilt

am(P) = am(>_ BiBos) = [ [ Biam(Bos) = [ [ Bici = 1,
i=1 i=1 i=1
und analog fiir additive Reduktion

aa(P) = aa(z BiBo,i) = Zﬂz’aa(Bo,z‘) = Zﬁiaz’ = 0.
i=1 i=1 i=1
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Da @y, und @, injektiv sind, ist Op der einzige Punkt, der auf 1 bzw. 0
abgebildet wird und damit folgt, dass genau bei den Punkten mit obiger
Darstellung die Stelle p im Nenner auftritt. Natiirlich kommen auch hier
alle zu (01, ...,[0,) kongruenten Tupel in Frage. Das heift, es miissen alle
Linearkombinationen mit Koeffizienten der Form (kio+ f1,. .., k.0 + 3.) auf
S-Ganzheit getestet werden. Dabei gibt o die Anzahl der Elemente von L*
bzw. Kt an. Fiir die k; € Z gilt dann:

—N—mi N—mi
| << | Yo
o o

Fiir die zusammengesetzten Erzeuger von Fy gelten unter Umstéanden gerin-
gere Abschédtzungen, da, wenn sie gemeinsame Summanden enthalten, die
Summe der entsprechenden k; obige Ungleichung erfiillen muss.

Folgende Bemerkungen gelten wieder gleichermafien fiir gute wie schlechte
Reduktion:

Bemerkung 4.16. Da bei diesem Verfahren fiir jede Stelle aus S ein sepa-
rater Suchlauf durchgefiihrt wird, muss nicht fiir jede Primzahl die maximale
Schranke N = maxycg{ NP} verwendet werden. Sei §' C S.

Fiir alle S’-ganzen Punkte gilt, dass ihre Koeffizienten m; in der Darstellung
mittels der Mordell-Weil-Basis kleiner oder gleich N’ < N sind. Damit gilt
fiir alle S-ganzen Punkte, bei denen mindestens ein Koeffizient N < m; < N
auftritt, dass sie mindestens eine Stelle aus S\ S’ im Nenner enthalten.

Folglich geniigt es bei der Bestimmung der Punkte, deren Nenner Primzahlen
aus S’ enthélt, die kleinere Schranke N’ zu verwenden. Die fehlenden Punkte
werden dann bei der Suche nach Punkten mit Primzahlen aus S\ S’ im
Nenner mit der Schranke N gefunden. Also kann fiir jede Stelle p die ihr
zugehorige Schranke NP verwendet werden. Da sich diese Schranken je nach
Stelle sehr deutlich unterscheiden, kann so der Suchlauf deutlich beschleunigt
werden.

Auferdem ist es so moglich, im Nachhinein eine zusétzliche Stelle zur Men-
ge S zu erginzen, ohne den kompletten Algorithmus erneut ausfithren zu
miissen. Stattdessen muss lediglich die Schranke N = max,cg{ NP} iiber alle
Stellen neu berechnet werden und anschlieffend nur die Suche beziiglich der
neuen Stelle p durchgefiithrt werden. Bei diesem Suchlauf muss man allerdings
die maximale Schranke N verwenden.

Bemerkung 4.17. Dadurch, dass fiir jede Stelle eine eigene Suche durchge-
fiihrt wird, werden Punkte, die mehrere Stellen im Nenner enthalten, auch
mehrfach gefunden. Deshalb ist es sinnvoll, zunéchst zu priifen, ob ein Tupel
von Koeffizienten auch Kongruenzen beziiglich anderer Stellen, nach denen
bereits gesucht wurde, erfiillt. Dies ist aber nur dann zu berticksichtigen,
wenn die einzelnen Eintrége des Tupels nicht grofer sind als die Schranken
beziiglich der Stellen, nach denen bereits gesucht wurde.
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Bemerkung 4.18. Da die ganzen Punkte bei der Reduktion nie auf O ab-
gebildet werden, bietet das Vorgehen keine Méglichkeit, sie zu finden. Man
muss sie also zusétzlich bestimmen. Dafiir berechnet man beispielsweise die
Schranke IV fiir den Fall, dass S nur die unendlichen Stellen enth&lt. Da N
sowohl von der Anzahl der Elemente von S als auch von deren Grofe ab-
héngt, erhélt man nun einen deutlich geringeren Wert fiir N, als wenn man
alle Primzahlen beriicksichtigt. Dadurch und eventuell durch Anwenden der
in und beschriebenen Verfahren sollte das Durchprobieren aller ver-
bleibenden Moglichkeiten fiir ganze Punkte mdoglich sein. Danach berechnet
man die Schranke fiir alle Primzahlen aus S und ergénzt alle echt rationalen
S-ganzen Punkte.

4.3 Ausschluss von Vielfachen

Im vorhergehenden Kapitel wurde ein Punkt P mit Hilfe der Reduktions-
abbildung a beziiglich der Stelle p auf einen Punkt P abgebildet. Fiir die
Darstellung eines Punktes, der p im Nenner enthélt, durch die Mordell-Weil-
Basis galt dabei

a(mBy+ - +m,B;) =ma(B1) + -+ mpa(B,) = Op.
Betrachtet man nun das Vielfache dieses Punktes, so gilt:
a(A(myBi+- - -+m,B,)) = Mnya(By)+- - -+Am,a(B,) = \Op = O V) € Z.

Das bedeutet: Tritt eine Stelle in der Zerlegung des Nenners von P auf, so
auch in der Zerlegung der Nenner aller Vielfachen von P. Ist also P nicht
S-ganz, so sind auch alle Vielfachen von P nicht S-ganz und kénnen ohne
weitere Tests ausgeschlossen werden.

Um alle relevanten Linearkombinationen zu testen, geht man zunéchst nur
jene durch, deren Koeffizienten teilerfremd sind, also ggT(mq,...,m,) = 1.
Wird durch eine dieser Linearkombinationen ein S-ganzer Punkt beschrie-
ben, so miissen auch alle Vielfachen dieses Punktes getestet werden. Dabei
verwendet man eine Rekursion, bei der der Punkt zunéchst mit allen genii-
gend kleinen Primzahlen multipliziert und getestet wird und bei der dann ge-
gebenenfalls dieses Vorgehen mit dem entsprechenden Vielfachen des Punk-
tes wiederholt wird, siehe Algorithmus Dabei ist anzunehmen, dass die
Rekursion meist nach wenigen Schritten abbricht. Denn da bei der Punktad-
dition die Nenner sehr schnell anwachsen, ist zu erwarten, dass bereits nach
wenigen Schritten auch andere Primzahlen als erlaubt im Nenner auftreten.
Um also grob abzuschitzen, wie viele Punkte getestet werden miissen, geniigt
es, die Anzahl der Linearkombinationen anzundhern, deren Koeffizienten tei-
lerfremd sind.
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Satz 4.19. Die Anzahl A der r-Tupel (my, ..., m,) mit teilerfremden Kom-
ponenten lisst sich fiir groffe N ndherungsweise durch

3
~ ﬁ(QN +1)"
angeben.

Beweis: Die ersten » — 1 Komponenten des Tupels werden beliebig gewéahlt.
Die letzte Komponente m, wird dann teilerfremd dazu gewéhlt, d.h.

ggT(m;,ggT(my, ma,...,my—1)) = 1.

Die Anzahl der zu e := ggT(my, ..., my_1) teilerfremden Zahlen wird durch
die Eulersche Phi-Funktion ¢ gegeben. Es gilt damit

mi=—N mo=—N Mmy_1=—N

N

3 ¢(€)2N+1_

e

Nach [Bun02| lasst sich ¢(N) fiir grofe N im Mittel durch %N approximie-
ren. Damit ergibt sich fiir A:

N N

3 3 ,
A > 0 ) SN +1) = 52N +1)".

m1=—N my_1=—N

O

Tatsédchlich erhdlt man den gréften Gewinn bei der Suche nach S-ganzen
Punkte durch die Tatsache, dass —P genau dann S-ganz ist, wenn P S-ganz
ist. Folglich reicht es, nur die Hilfte der Punkte zu testen. Damit erhélt
man automatisch auch die Ergebnisse flir die Punkte mit negativem Vor-
zeichen. Wie man eine solche Suche gestalten kann, wird in Algorithmus
vorgestellt.

4.4 Torsionspunkte

Bisher wurden zur Vereinfachung die Torsionspunkte nicht weiter bertick-
sichtigt und lediglich der Fall betrachtet, dass F(K) nur einen freien Anteil
hat. Um nun auch die Torsionsgruppe E(K)iops miteinbeziehen zu kénnen,
bendtigt man folgenden Satz:

Satz 4.20. Sei K ein Zahlkérper. Es existiert eine Konstante M = M (K)
so, dass fiir alle elliptischen Kurven E tiber K gilt:
Die Torsionsgruppe E(K)iors ist endlich erzeugt mit

|E(K)tors| S M
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Beweis: [Sil86] O

Uber den rationalen Zahlen gilt sogar:

Satz 4.21. Sei E eine elliptische Kurve iber Q. Dann gilt
E(Q)tors = Z/mZ

oder
E(Q)tors = Z/mZ X Z/QZ

Beweis: [Hus87| 0

Bemerkung 4.22. Uber quadratischen, multiquadratischen, kubischen und
quartischen Zahlkorpern zeigt [SZ03|, dass die Torsionsgruppe zyklisch oder
das Produkt von zwei zyklischen Gruppen ist.

Die Torsionsgruppe hat also endlich viele Erzeuger, in den oben genannten
Fillen sogar maximal 2. Diese werden bei der einfachen Suche nach S-ganzen
Punkten wie die Elemente der Mordell-Weil-Basis {Bj, ..., B;} behandelt,
mit dem Unterschied, dass ihre Koeffizienten nicht durch die Schranke der
Mordell-Weil-Basis begrenzt werden, sondern durch ihre Ordnung. Es sind
dann also alle Linearkombinationen der Form

P:mlBl+"‘+mTBr+n1T1+"’+ntﬂ

Imi| < N,i=1,....n und 0<n; <ord(T;)—1,i=1,...t,

zu testen, wobei 717, ..., T; Erzeuger von E(Q)ors sind.

Hat die Kurve an der Stelle p gute Reduktion, kann das Verfahren aus Ab-
schnitt [£.2.7] und [£.2.2] ohne Veridnderung iibernommen werden. Dazu be-
trachtet man zusétzlich zu den Erzeugern der Mordell-Weil-Gruppe auch die
der Torsionsgruppe. Statt der berechneten Schranken fiir die Koeffizienten
der Mordell-Weil-Basis verwendet man zum Abschétzen der Koeffizienten
der Torsionspunkte die Ordnungen der Erzeuger. Das iibrige Vorgehen bleibt
gleich.

Folglich stellt sich nur noch die Frage, wie sich die Torsionspunkte bei schlech-
ter Reduktion verhalten. Die Abbildungen a, und a,, sind unabhéngig vom
Auftreten von Torsionspunkten definiert worden. Allerdings muss bei der Be-
stimmung des Erzeugendensystems von Ej beriicksichtigt werden, dass auch
die Erzeuger der Torsionsgruppe Reprasentanten fiir die Nebenklassen von
Ey(K)/E(K) sein kénnen. Dazu bestimmt man zunéchst die Anzahl der Ele-
mente der Mordell-Weil-Basis, die in Fy liegen und eine eigene Nebenklasse
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reprasentieren. Dann bestimmt man die Elemente der Torsionsgruppe, die
in F; liegen und unterscheidet die gleichen Fille wie in Abschnitt [£:2.2] Um
schneller eine Entscheidung treffen zu kénnen, welche Torsionspunkte in FEj
liegen, dient der folgende Satz:

Satz 4.23. Sei T;, i € {1,...,t}, einer der Erzeuger der Torsionsgruppe.
Dann gelten folgende Aussagen:

e Liegt T; nicht in Es, so ist (T;) C Ey und T; erganzt das Erzeugenden-
system von Ejy.

e Nur in Untergruppen (T;), deren Ordnung sich durch 2 oder 3 teilen
lasst, konnen Punkte mit schlechter Reduktion auftreten.

Beweis: Sei T; ein Erzeuger der Torsionsgruppe F(K)ios und damit auch
der Untergruppe (T;). Da Ey eine Gruppe ist, gilt: Liegt ein Erzeuger von
(T;) in Ey, so folgt (T;) C Ep.

Liegt T; nicht in Ey und damit (T;) € Ep, so liegt kein Erzeuger der Unter-
gruppe (T;) in Ey. Fiir Untergruppen, deren Ordnung weder durch 2 noch
durch 3 teilbar ist, sind aber T;, 2T;, 37; und 47; Erzeuger. Mit der Ar-

gumentation von Abschnitt wiirden damit 4 verschieden Nebenklassen
festgelegt. O

Damit ldsst sich das Vorgehen ohne Torsionspunkte direkt auf das Vorgehen
mit Torsionspunkten iibertragen.






Zusammenfassung

Jeder Punkt P einer elliptischen Kurve E(K), wobei K ein Zahlkorper ist,
kann mit Hilfe der Mordell-Weil-Basis {Bjy, ..., B} in folgender Weise dar-
gestellt werden:

P=mBy+ - +mB, + Ty + -+ niT,

mit m;,n; € Z und Tj; € E(K)iors, ¢ = 1,...,7, 7 = 1,...,t. Um alle S-
ganzen Punkte zu einer gegebenen Stellenmenge zu bestimmen, berechnet
man zunéchst die in Kapitel 2| angegebene Schranke N fiir die Koeffizienten,
s.d.

hn(P) < N

fir S-ganze P. Diese Schranke wird mit den in Kapitel [3] beschriebenen
Verfahren fiir jede Stelle p aus S reduziert zu NP. Dazu muss zunéchst ein
minimales Modell von E berechnet, gegebenenfalls die Stellenmenge S er-
weitert und damit eine neue Schranke N ermittelt werden. Fiir die unend-
lichen Stellen werden Linearformen in elliptischen Logarithmen aufgestellt,
fiir die endlichen Stellen in p-adischen bzw. pseudo p-adischen Logarithmen.
Durch Anwenden des LLL-Algorithmus wird dann fiir jede Stelle eine klei-
nere Schranke berechnet. Anschliefsend sind alle Linearkombinationen der

Form
T T
S+ Yot
i=1 =1

mit |m;| < max{N?} und 1 <n; < ord(7;) auf S-Ganzheit zu priifen.

In dieser Arbeit wurde das Verfahren zum Bestimmen S-ganzer Punkte aus
[Her(02] verbessert. Dabei wurde die Schranke aus Kapitel [2| korrigiert und
die Suche nach S-ganzen Punkte effizienter gestaltet.

Um bei der Suche moglichst viele Punkte a priori auszuschlieffen, nutzt man
folgende Eigenschaften aus:

(a) Punkte mit der Stelle p im Nenner werden bei der Reduktion der el-
liptischen Kurve nach p auf Og abgebildet,

89
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(b) Vielfache eines Punktes P enthalten mindestens die Primzahlen im
Nenner, die der Punkt P selbst im Nenner enthélt.

Es wird nun fiir jede Stelle aus S eine eigene Suche durchgefiihrt. Bei schlech-
ter Reduktion miissen im Fall von (a) zunéchst ein Erzeugendensystem von
Ep und die Struktur von E,s bestimmt werden. Durch die Eigenschaft (a)
kann iiber die ganzen Punkte keine Aussage getroffen werden. Aufkerdem
muss nicht jede Suche mit der maximalen Schranke N = max,{N?} durch-
gefiihrt werden, sondern bei der Suche zur Stelle p geniigt es, die Schranke
NP zu verwenden. Mit dem in dieser Arbeit vorgestellten Verbesserungen
konnten einige neue Beispiele berechnet werden. Diese werden im Anhang [A]
dargestellt.



Anhang A
Beispiele

Die in den vorhergehenden Kapiteln beschriebenen Verfahren wurden in dem
Computeralgebra-System Magma implementiert und getestet. Es wurden alle
Beispiele aus [Her02] verifiziert, sowie weitere, neue Beispiele berechnet. Dies
wére ohne die vorgestellten Verbesserungen aufgrund zu langer Rechenzeit
nicht moglich gewesen. Eine besondere Schwierigkeit bestand darin, geeigne-
te Kurven zu finden. Da die Bestimmung der Mordell-Weil-Basis iiber Zahl-
korpern im Allgemeinen nicht moglich ist, wurde bei der Berechnung iiber
Zahlkorpern auf die Funktion PseudoMordellWeilGroup() zuriickgegriffen.
Diese bestimmt eine Untergruppe der Mordell-Weil-Gruppe. Ein boolescher
Parameter gibt an, ob diese Untergruppe gleich viele Erzeuger hat wie die
Kurve selbst. In den aufgefiihrten Beispielen war dies immer der Fall. Durch
die Einschriankung, nur eine Untergruppe der Mordell-Weil-Basis zur Ver-
fiigung zu haben, konnten natiirlich auch nur Teilmengen aller S-ganzen
Punkte bestimmt werden. Ein weiteres Problem bei der Wahl der Kurve be-
stand darin, dass Kurven mit langerer Basis deutlich seltener sind als solche
mit kurzer. So musste eine groffe Menge an Kurven durchprobiert werden,
um eine mit geeigneter Mordell-Weil-Basis zu finden. Das wurde besonders
dadurch erschwert, dass die Funktion PseudoMordellWeilGroup() teilweise
sehr lange Rechenzeiten von mehreren Tagen hatte und oft mit Fehlermel-
dungen iiber interne Fehler abbrach. Uber den rationalen Zahlen steht in
Magma die Funktion MordellWeilGroup() zur Verfiigung, die, falls mog-
lich, die volle Mordell-Weil-Gruppe berechnet. Da aber auch diese Funktion
teilweise sehr lange Rechenzeiten hat, wurde das hier aufgefiihrte Beispiel
aus der Arbeit [GPZ94] tibernommen.

Ein weiteres Problem trat bei Zahlkorpern mit hoherem Grad auf. Hier wur-
de die Arithmetik so langsam, dass vor allem das Berechnen der Schranken
unverhéltnisméfig lange dauerte. Bei der Suche nach S-ganzen Punkten fiel
dieses Problem kaum ins Gewicht. Im Gegensatz zu [Her02] wo nur Zahlkor-
per vom Grad zwei oder drei betrachtet wurden, konnten nun auch Beispiele
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iiber Zahlkérpern mit Grad vier und fiinf gerechnet werden. Beispiele mit
hoéherem Grad konnten nicht getestet werden, da hierfiir keine Mordell-Weil-
Basis gefunden wurde.

Die Anzahl der vorgegebenen Stellen stellte insgesamt die geringste Ein-
schrankung dar. Auch bei relativ vielen Stellen wurden die berechneten
Schranken nicht so grof, dass die Suche nicht mehr hétte durchgefiihrt wer-
den koénnen. So wurde hier meist mit zehn Primstellen gearbeitet, wihrend
[Her(02] sich im westenlichen auf fiinf oder sechs beschriankte. Allerdings
musste dabei berticksichtigt werden, dass fiir jede zusétzliche Primzahl auch
eine zuséatzliche Schranke berechnet werden musste, sodass dies bei hohem
Korpergrad wiederum problematisch wurde. Aufserdem gab es immer wieder
einzelne Stellen, bei denen die Grofe der entsprechenden Schranke {iber-
proportional grofs wurde. In einem solchen Fall war eine vergleichende Be-
rechnung der S-ganzen Punkte mit dem bisherigen Verfahren aus [Her02],
nédmlich durch Ausprobieren aller Moglichkeiten ohne Reduktion der Kur-
ve, nicht mehr mdoglich, da dabei immer mit der maximalen auftretenden
Schranke gerechnet werden musste. Bei den Suchverfahren mit Reduktion
der Kurve stellte dies jedoch kein Problem dar. Die Auswahl der moglichen
Beispiele wurde also vor allem durch die Berechnung der Schranken und die
fehlende Mordel-Weil-Basis begrenzt, nicht aber durch das Verhaltens des
Algorithmus bei der Suche nach S-ganzen Punkten.

In den folgenden Beispielen wurden die Schranken fiir die unendlichen Stel-
len stets mit der Annahme berechnet, dass keine endlichen Stellen enthallt,
um diese Schranken mdoglichst gering zu halten. Es wird nur einer der beiden
Punkte P und —P angegeben. Soweit es moglich war, wurden alle Ergeb-
nisse iiberpriift, indem die S-ganzen Punkte auch durch Ausprobieren aller
Moglichkeiten, ohne Reduktion der Kurve, bestimmt wurden. Wurden die
Schranken dafiir zu grofs, so wurde dieser Test zumindest mit angenomme-
nen kleineren Schranken durchgefiihrt. Eine Vergleich mit der entsprechen-
den Funktion in Magma war nur iiber Q moglich. Fiir den Zahlkorperfall ist
in Magma bislang keine entsprechende Funktion vorhanden. Die Rechenzeit
in Zahlkorperfall betrug wenige Tage auf einem herkdmmlichen Desktop-PC.
Im Rahmen dieser Arbeit stand allerdings die Verbesserung der Algorithmik
im Vordergrund, so dass bei einer exakteren Implementierung eine weitere
Veringerung der Rechenzeit zu erwarten ist.

A.1 Eine Kurve iiber QQ

Beispiel 1

Die Kurve E ist gegeben durch:
E :y? = 23 — 20347227 + 18487440.
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Ein dazu minimales Modell ist gegeben durch:
Erin : y? = 23 — 157z + 396.
Fiir die Koordinaten z,y eines Punktes gilt dann:
T = 36Tmin, Y= % + 216Ymin.
Die Menge der vorgegeben Primzahlen S lautet:
S:=1{2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29}.

Schlechte Reduktion liegt bei den folgenden Primzahlen vor:

Primzahlen mit schlechter Reduktion
Primzahl ‘ Reduktionstyp ‘ Tamagawazahl

659 multiplikativ 1
272903 multiplikativ 1

Es wurde folgende Basis verwendet:

B = {(36:3348),(—36 : 5076), (432 : 3348),
(—216 : 7236), (468 : 5076)}.

Die Konstante ¢y aus Kapitel [1| betragt etwa 10.187, und der minimale Ei-
genwert der Regulatormatrix ist etwa 0.50204. Die Konstante N betragt
ungefihr 5.26445 - 1093, Nach der Reduktion aus Kapitel [3| betragen die ein-
zelnen Schranken:

’ Reduzierte Schranken ‘

Stelle col| 2 3|5 7|11 1317192329
Schranke || 7 1121333 3|3 |3 |3 |11]11

Die Schranke fiir die unendliche Stelle wurde dabei mit einer verkleinerten
Stellenmenge berechnet. Beriicksichtigt man die volle Stellenmenge, so lautet
die Schranke 19.

In den folgenden Tabellen werden alle S-ganzen Punkte nach den einzelnen
Primzahlen, beziiglich denen die Kurve reduziert wurde, sortiert angegeben.
Die angegebenen Ordnungen und Erzeuger beziehen sich dabei immer auf
die reduzierte Kurve. Die Koeffizienten werden verwendet um die reduzierten
Elemente der Mordell-Weil-Basis durch den Erzeuger der reduzierten Kurve
darzustellen. Durch die Transformation auf ein minimales Modell der Kurve
und die Riicktransformation werden bei der Reduktion nach 2 und 3 nicht
nur Punkte mit 2 und 3 im Nenner gefunden, sondern auch solche, bei denen
sich die 2 und 3 gegen den Faktor 36 bei der Transformation herausgekiirzt
haben.
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Primzahl 2

Ordnung der reduzierten Kurve
Erzeuger der reduzierten Kurve

Koeffizienten zur Darstellung der Basis

5

(1:1)
[1,1,3,3,1]

( 6512305 . 559698506135 ) ( 18945 . 2426625 ) ( 268857 . 134018253 )
283024 150568768 16 : 64 169 : 2197
_ . —39058767 . —81378923319 457 . 77723
( 279 7317) ( 83521 24137569 ) ( 9 - 27 )
—236007 . —14136579 . —1287 . —1673811
( 484 : 10648 ) (468 : 5076) ( 49 ) 4 )
9 - 3 27441 . —3071223 1521 . —4023
(3897 : —241677) (2L 0T1223) (182 1023 )
( —1062934263 . —331228300982427> ( —4023 . 2852037 5172849 . 8141114007
14992384 . 58050510848 64 ) 512 9025 ) 857375
( 1529877609 . 59837395150773) ( —16551 . 2393091 ) ( —1575927 7647008101)
25600 . 4096000 49 ) 343 3364 . 195112
(2601 . *101547) (1593 . 6291) (7911 . 758249)
4 ) 8 4 . 8 4 ) 8
( —4662423 . 1589610933 (22739697 . 105199797303) 12272121 . 31843356147)
9604 ) 941192 12544 ) 140492 132496 48228544
(12681 12()81 . 845829 ) ( —495 . —51705 ) ( 1939545 . —2607188445 )
: 125 4 . 8 1156 : 39304
—48191 —2150623 45081 . —4286979 .
( 100 1000 ) ( 100 °~ ~ 1000 ) (81 . 71593)
(4380777 . 9155637333 ) ( 12969 . 1257579 ) ( 1392633 . 1643092749 )
529 : 12167 16 . 64 64 ) 512
. _ . 217596681 . 2776818944997
(433 : 3401) (—351: —6831) (217596681 . 2776818944997 )
. 3537 . —184167 156969 . —62185941
(—423 : 5373) (8587 . —184167, (186909 ; —62185941
( 113170201 —1203834089699 ) ( 10809 . 880659 ) ( 541953 . 398411649 )
3025 166375 16 . 64 64 . 512
( —1098351 . 9175104441) ( —52119 29386827) (1117737 . 314753067)
13456 ) 1560896 256 ) 096 2704 ) 140608
(5791249 . 12850632071 (82161 712899223) (39271441 . 7246102042887)
5184 373248 169 2197 36 ! 216
( 3750777 . —6695853363 ( 505 . 72685 ) ( 7289721 . —19667260269 )
3364 . 195112 9 27 625 : 15625
143906409 . 1231216488171 ( 18244377 . 77903152893) 8780049 . 23343658407 )
243049 119823157 1024 ) 32768 9025 857375
48579616881 . —20640698520793623 —34218063 . —1586210641047 .
( 584043889 14114588665463 ) ( 417316 : 269586136 ) (13689 : —1600749)
( 90297 . —22360563 ) ( —9999 . 3489993 ) ( 1377 . 81297)
121 - 1331 64 ) 512 .
( —6490431 . 99928911681 ) ( 15236449 . 719149163793) ( —30395511 776755072987)
64009 T 16194277 36100 6859000 67600 17576000
—80055 . 29404485 ) ( 29817 . —3757293 ) ( 762129 . 650642841 )
256 . 4096 49 T 7343 361 . 6859
( —98480511 . 39192703551 (26689 . —1270369> (417897 . 172119627
200704 T 89915392 64 512 784 21952
(= 1637145647 ., —176245968367079 ) (=13295 —T73295 . —36028855 ) ( 848313 . 1032776109 )
8503056 . 24794911296 — 289 4913 9604 941192
( —1679310855 ., 125347927237875 ) ( 1850970969 . —7795018647261 ) (634729 . —6456119221 )
6635776 . 17093758976 4648336 : 10021812416 15876 ° 2000376
( 3969940657 . 250134989677847) ( 2877457 . —4881045223 ) ( 118017 . 40538367)
23716 : 3652264 9 ) 27 4 ) 8
( —361584728271 —52898166550379817 ( 146548033 . — 1774056929599) (3560761 . 30132770797 )
756250000 20796875000000 1089 : 35937 54756 ° 12812904
( —227083553919 . 805151488418271
462465025 © 9945310362625
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Primzahl 3
Ordnung der reduzierten Kurve 7
Erzeuger der reduzierten Kurve (2:2)
Koeffizienten zur Darstellung der Basis [3,1,5,5,4]
( 39018443272 . 7695473229471052 ) ( 1193068 . 1277900684) ( - 11936 . —325988 )
4826809 : 10604499373 529 : 12167 : 125
( —3881468 . —89586533348 ) ( —294236 . —116214076 ) ( 1752124 . —1814489956 )
64009 : 16194277 729 : 19683 2601 132651
( —761228 . —41694006932 ) ( 1114408 . —1176200164 ) 7988944 . 20609968436
42849 ° 8869743 49 : 343 7569 : 658503
—59936 , —24751988 11272 . —1122452 .
( 225 : 3375 ) ( 9 : 27 ) (88 : 1124)
19890968152 . —2805329393227412 ) ( 28609828 . 152732557844 285616 . 152523836
13689 : 1601613 3969 ° 250047 25 N 125
. —404 . 141668 —716 . 9664156
(17452 : 2304748) (79 A ) ( 169 ° ~ 2157 )
( 52564 . 9213364 ) ( —659348 | 297953612 ) ( 192628 . 83997836)
81 : 729 1521 : 59319 49 N 343
350636 . 789979924 —11156 . 8037244 .
( 2401 ° 117649 ) ( 121 ° 1331 (496 N 6292)
2010645316 . —76836109537468 470584 . 217909684 _ .
( 2474329 : 3892119517 ) ( 841 : 24389 ) ( 488 : 1252)
15896314984 . —1953854420359148 R —14852 ., —8586044
8037225 ° 22785532875 ) (520 : 7300) ( 121 ° 1331 )
(4175796 . 78501571748) (3629284 . 76835911452) (32410204 . 7184324146956)
841 : 24389 1225 : 42875 3249 ° 185193
(728103480064 . 572979364272021988) (20729104 . 89151542308) ( —1661456 . 2252027836)
651015225 : 16610653465875 562 ° 1953125 4761 : 3 09
52332712 . 27125382772 ( 32404 . 768844) ( —107852 | —32008724)
131769 47832147 81 ° 9 289 ° 4913
—3812 | —144604 —355297076 ., —3403087665004 .
( 9 : 27 ) ( 804609 : 721734273 ) (748 N 16876)
458308 . —232098884 . —96680 . —3441878740
( 729 ° 19683 ) (4 N 4204) 8281 ° 753571 )
36964054264 . —7106501309698412 . 95320 . —27361340
648025 521660125 ) (14176 : —1686988) (5% 25 )
( 2370166408 . 115389902796956 ) ( 544 . —68356 ) ( 155392 . —54206972
7569 3 658503 9 27 169 i 2197
Primzahl 5
Ordnung der reduzierten Kurve 10
Erzeuger der reduzierten Kurve (2:0)
Koeffizienten zur Darstellung der Basis [8,4,1,4,3]
( —535122936 . 174213350142012 8886564 . —8619981012 ) ( 961236 . 942356484 )
10144225 ° 32309356625 21025 ° 3048625 25 ° 125
—862583004 730371459371956) ( 6689681496 . 547111731295044 ) ( 298476 . — 162950724)
2640625 : 4291015625 180625 : 76765625 25 : 125
180077831064 . —61005811491884988) ( 45396 . 9384444 ( —11196 . —556092 )
257763025 : 4138385366375 25 : 125 25 ° 125
(83066724 . 7361505993868) ( 1197936 . 720268684) (2376 . 11124)
180625 76765625 —3025 166375 25 25
(314192124 . 729692316623068) ( 10044 . *157572) (57096 . 12712356)
5175625 ° 11774546875 25 : 125 625 15625
809244 . —3807053028 ) ( 1443996 . — 1735144956) 96156 . —74256804 )
13225 ° 1520875 25 ° 125 1225 ° 42875
( 126623414844 . —45057908880476172 ) ( 76138344 . 211872878172 ) ( 1832616 . f2452276836)
625 : 15625 180625 76765625 625 : 15625
( —8496 . 869508) ( —1836 . 68260212) 57024 . 12908268
25 i 25 625 ° 15625 625 ° 15625
( 123264 . 43098588 ) ( 1215864 . —213012612 ) ( —9864 . —763884 )
25 N 125 ~3025 166375 25 : 125
( 2262963207096 . —3404209186866847644 ) 1763064 . —686274012 ) ( — 1227() . 3132 )
21025 3 3048625 4225 3 274625 125
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Primzahl 7
Ordnung der reduzierten Kurve 11
Erzeuger der reduzierten Kurve (5:1)
Koeffizienten zur Darstellung der Basis [5,2,1,6,2]
( 1234674648 . —31781424877236 ) ( —5508 . —2167668 ) ( 7373808 . 20023306164)
2019241 : 2869341461 49 : 343 49 : 343
( 2702502720 . —70748760738060 ) —2805120 . 1358168580) ( 3348 . 709064)
5764801 : 13841287201 5929 ° 456533 49 43
(259061150412 . 131855109987357828 2412972 . 802121508) (20953944 . 81593615844
41 ° 5554637011 5929 ° 456533 592 ° 4173281
( —1628550720 118351360687860) ( 273564 . —142622964 ) ( —18828 |, 2167668 )
6385729 : 16136737183 49 : 343 49 : 343
( 45180 . —8504460 ) ( 20484 . —873396) ( 68076 . 16864308 )
49 " 343 49 " 343 49 : 343
( 119254556772 . 315004551082942428 ) ( f22284 . —1412748 ) ( —1168884 . 9929596788 )
2305248169 110681880338197 : 343 14161 : 1685159
( 194577921756 . —85739866236588348 ) ( 2279232 . —22760705052 ) ( —698256 . 857020716)
19882681 : 88656874579 41209 8365427 2401 ° 117649
8184429324 . 739890131878764 ( 32904 . —4660956 ) ( 563544 . 36458316 )
693889 : 578009537 49 ) 343 5929 ° 456533
( 9239237568 . 7854260000052724) ( 24336 . —2167668 )
5764801 3 13841287201 49 3 343
Primzahl 11
Ordnung der reduzierten Kurve 16
Erzeuger der reduzierten Kurve (6 :10)
Koeffizienten zur Darstellung der Basis (3,9,3,12,14]
19319976 . 80167097628 (—17496 . —891723(3) (17943480 . 66397398300
14641 ° 1771561 21 ° 1331 20449 ° 2924207
( —7164252 , —1667845836 ) (43856748 . —290438578044 ) ( 10771344 . —35350802244 )
14641 : 1771561 121 : 1331 121 ° 1331
( —59364 | —628668> 11196 . —890428) ( 123264 . —39222684)
121 : 1331 121 ° 1331 121 ° 1331
( —22032 | 9364356 ) 70287552 . —567007452108 ) ( 128844 . 42282756 )
121 ° 1331 43681 ° 9129329 121 ° 1331
( 123564301920 . 43434967407972660) ( —3370428 . —12912740172 ) ( 136152 . 46379412 )
101761 ° 32461759 14641 : 1771561 121 : 1331
4307927134212 . 8941330795918728708 ) 2593188 . —4174987644) ( —5878584 . —60165811908 )
12313081 ° 43206601229 121 i 1331 43681 " 9129329
(758284 . 72896452)
121 3 1331
Primzahl 13
Ordnung der reduzierten Kurve 16
Erzeuger der reduzierten Kurve (3:5)
Koeffizienten zur Darstellung der Basis [7,10,6,2,13]
( 77511065004 . 21579706260973836 ( 288180 . —149489820 ) ( 1909584 . 2636723556)
61009 ) 15069223 169 " 2197 169 N 2197
(3915776 . 35972701452) (252576 . *121385412) ( 15948 . *782244)
61009 15069223 169 ° 2197 16 ° 2197
( —638048529756 . —9410679292903921404) ( —53208 . —15741972 ) ( 576 . —9267588 )
14828176441 : 1805641873397011 169 i 2197 169 ° ~ 2197
( 12132 . 4529628 ( 57340908 . 434206644444 ) ( 142164 . 46220004 )
169 2197 169 : 2197 169 ° 2197
(69228 . 4324644) (18679896 . —62035462332 —28512 , —15223356
169 - 2197 28561 i 4826809 169 : 2197
( —64620 . 13961700) (—9685584 . —33611150988) 27267984 . 95884071516)
169 3 2197 28561 3 4826809 48841 3 10793861
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Primzahl 17

Ordnung der reduzierten Kurve 25
Erzeuger der reduzierten Kurve 0:7)
Koeffizienten zur Darstellung der Basis [13,6, 14,22, 15]
(117468 . 8418924) (7140184 . 8586108) (658368 . 7524048076)
289 N 4913 289 ° 913 289 : 4913
(27072 . *2402788) (712816 . 25728084) (267480 . —122628060
289 - 4913 289 . 4913 289 : 4913
(10116 . *16594092) (66143772 . 202189975308)
289 4913 152881 59776471
Primzahl 19
Ordnung der reduzierten Kurve 24
Erzeuger der reduzierten Kurve (12:3)
Koeffizienten zur Darstellung der Basis [5, 8,23, 18, 6]
(5868 . 26727016) (775301308 . 510436237572) (192132 . 753549532>
361 ° 6859 190969 : 83453453 361 ) 6859
(7104616 . 49988556) (143352 . 3793932 (*1224 . 30036852)
361 : 6859 361 ) 6859 361 6859
(64059372 . 7512710973532) (799936 . 750215004) (7140350932 . 620411929524)
361 . 6859 361 . 6859 303601 : 167284151
(6184872 . 15376103532) 1120833572328 . —1180469082502593036> (704916 . 576589212)
361 N 6859 255328441 ° 4079893158739 361 " 6859
(*87372 . 50195484) (*177264 . 356508)
361 ) 6859 361 ) 859

Primzahl 23

Ordnung der reduzierten Kurve
Erzeuger der reduzierten Kurve

Koeflizienten zur Darstellung der Basis

32
(10:7)
[21,14,12, 13, 23]

(—49104 . 73582452) (2827116 . —600100301268> (2300832 . —3471589908)
529 : 12167 279841 - 148035889 529 i 12167
(211464 . 12333924 (249708276 . 2572436739068) (*160812 . 87947316)
529 ° 12167 444889 ° 296740963 529 .
(39780 . 723123340) (217008 . —24491916
52 3 12167 529 3 12167
Primzahl 29
Ordnung der reduzierten Kurve 36
Erzeuger der reduzierten Kurve (1:13)
Koeffizienten zur Darstellung der Basis [35, 5,33, 29, 14]

(38772 . 73995228 (752380 . 7135613980) (751480 . 7135162540)
841 24389 841 ° 24389 841 ° 24389
(446868 . 189532764) (760645511148004 . 738352340523329698044) (7382824 . 99926028)
841 3 24389 216778704025 100931080700519875 841 3 24389
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In der Menge S liegen keine Primzahlen mit schlechter Reduktion. Als letztes

werden die noch fehlenden ganzen Punkte bestimmt.

ganze Punkte

(55656 : —13129668)
(1188 : 38124)

(—468 : —3348)

(576 : 9612)

(1348776 : —1566425412)
(8388 : 767124)

(4320 : 282420)

(7272 : —618948)

(432 : 3348)

(157212 : 62334252)

(45548136 : —307401450948)
(36 : 3348)

(2448 : —119124)

(720 : —15660)

(2916 : —155628)

(—36 : 5076)

(396 : 108)

(90108 : —27048276)

(1404 : —50004)

(72 : —2052)

(372941316 : —7202126555028)
(22392 : 3350052)

(7092 : —596052)

(3204 : 179604)

(=72 : —5724)

(163872 : 66336948)

(1526904 : —1886763996)
(53856 : 12497868)

(—180 : —7020)

(—216 : 7236 : 1)

(1944 : —83484)

Das Programm bendétigte ungefahr 17 Minuten zur Berechnung. Etwa 30%
der Rechenzeit wurde zum Berechnen der Abschétzung gebraucht und etwa
50% zum Suchen der echt rationalen Punkte. Die restlichen 20% wurden
benotigt um die ganzen Punkte zu bestimmen. Das Verfahren brauchte mit
einfachem Durchprobieren aller Moglichkeiten etwa 100 mal so lange wie
mit den Reduktionsmethoden und etwa 70% der Zeit die die entsprechende
Funktion in Magma benotigt.

A.2 Kurven iiber Zahlkorpern
Beispiel 2
Die Kurve E ist gegeben durch

By + (0 —0)ay+y=2°+60%z+1
iber dem Zahlkorper

K = Q(f) mit 0* + 6% + 0>+ 6 +1 = 0.
Die Menge der vorgegeben Primzahlen S; lautet:

S1:={2,3,5,7}.

Die zugehorigen Stellen sind

S = {p27 p37 p57 p7}
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Schlechte Reduktion liegt bei den folgenden Stellen vor:

Primzahlen mit schlechter Reduktion

Stelle | Reduktionstyp | Tamagawazahl

Pos7azrs | multiplikativ 1

Pa231 multiplikativ 1

Es wurde folgende Basis verwendet:

B = {(0:0°46%),(0° +0: —0" - 2),
(—=560% — 0% — 30 — 4: —403 — 50% — 9)}.

Die Konstante co aus Kapitel [1] betragt etwa 0.69315, und der minimale
Eigenwert der Regulatormatrix ist etwa 0.32986. Die Konstante N betragt
ungefihr 9.77739 - 10424, Nach der Reduktion aus Kapitel [3| lauten die ein-
zelnen Schranken:

Reduzierte Schranken ‘

Stelle 001 | 002 | 003 | 004 | P2 | P3| P5 | b7
Schranke 5 5 3 3 6 | 121|119 10

In der folgenden Tabelle werden alle S-ganzen Punkte nach den einzelnen
Primzahlen, beziiglich denen die Kurve reduziert wurde, sortiert angegeben.
Die angegebenen Ordnungen und Erzeuger beziehen sich dabei immer auf
die reduzierte Kurve. Die Koeffizienten werden verwendet um die reduzierten
Elemente der Mordell-Weil-Basis durch den Erzeuger der reduzierten Kurve
darzustellen. Beziiglich der Stellen p3 und p7 wurden keine Punkte gefunden.

Stelle po
Ordnung der reduzierten Kurve 22
Erzeuger der reduzierten Kurve (P +1:62+1)
Koeffizienten zur Darstellung der Basis [8,4,17]

(1/4(86% + 562 + 6 + 11) : 1/8(276° + 762 + 130 + 29) ‘

Stelle p3 ‘
Ordnung der reduzierten Kurve 72
Erzeuger der reduzierten Kurve (0:260% + 202 + 2)
Koeffizienten zur Darstellung der Basis [71,62,33]

FE ist beziiglich der Stelle p5 nicht minimal. Ein minimales Modell ist gegeben
durch:

BEuin : y* = 2 4+ 1/48(776% — 290 4 5)x + 1/864(2510° + 19560° 4870 + 1547).
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Die Transformation ist gegeben durch
1 1 1
Trmin ::x—|—§(—303—0—1) und ymin:y+§(02—0)x+§.

Deshalb ist es moglich, dass auch ganze Punkte oder Punkte mit einer der
anderen Stellen im Nenner bei der Suche beziiglich ps gefunden werden.

Stelle ps
Ordnungen der beiden Erzeuger 2,2
Erzeuger der reduzierten Kurve (0:2),(3:2)
Koeffizienten zur Darstellung der Basis 1,1,1],[2,1,1]

(1/5(—26% — 0 — 1) : 1/25(—376% — 2762 — 56 — 31))
(1/5(620% 4 19862 + 21860 + 92) : 1/5(—9676° — 142102 — 7366 + 144))
(1/5(26% — 962 + 76 — 16) : 1/25(1860° + 10162 + 550 + 183))
(1/5(—46% 4+ 26 + 3) : 1/25(76% — 1362 — 156 — 29))

(1/5(363 + 60 4+ 11) : 1/5(—1663 — 862 + 100 — 6))

(=563 — 02 — 30 —4: —40% — 502 — 9)

Stelle p7
Ordnungen der beiden Erzeuger  2,1156
Erzeuger der reduzierten Kurve (663 + 62 +20 +4: 403 + 30 + 1),
(60% +20% + 40 + 6 : 30° +20% + 60 + 1)
Koeffizienten der Basiselemente [1,2,2],[955, 630, 851]

Es liegt keine Stelle mit schlechter Reduktion in S vor.

Zuletzt werden die ganzen Punkte bestimmt:

ganze Punkte

(—1166% — 18362 — 10660 + 7 : —17316° — 322602 — 24200 — 426) | (76°+362+360+9 : 246° +362 +150+20)
(362 + 762 — 36 + 11 : 20% — 3762 + 256 — 38) (0:—6%—6%2—-1)

(863 4+ 262 — 80 — 9 : —430° — 8362 — 650 — 17) (—6% — 62 : 6% 4+ 62)

(6 + 6% : 0% + 02)

Etwa 97% der Rechenzeit wurde zur Bestimmung der Schranken verwendet,
und 2% fielen auf die Berechnung der ganzen Punkte. Fiir die Bestimmung
der echt rationalen S-ganzen Punkte wurde nur knapp 1% der Rechenzeit
benotigt. Ein Vergleich mit der Rechenzeit fiir die Suche ohne Reduktion
war nicht moglich, weil die maximale Schranke mit 119 dafiir zu grof war.

Beispiel 3

Die Kurve FE ist gegeben durch
E iy 4+ (20° —20% - 2)y = 2 + (=360° — 0 + 1)a* + (—1260° — 80 — 12)x
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iiber dem Zahlkorper

K=Q(f) mit 0* — 03 +6? -0+ 1=0.

Die Menge der vorgegeben Primzahlen S; lautet:

Sy = {2,3,11}.

Die zugehorigen Stellen sind

S = {p2,p3,P11,1,P11,2, P11,3, P11,4}-

Schlechte Reduktion liegt bei den folgenden Stellen vor:

Primzahlen mit schlechter Reduktion
Stelle Reduktionstyp | Tamagawazahl
p2 additiv 2
Pr5740880221 | multiplikativ 1

Es wurde folgende Basis verwendet:

B =

{(0:0), (6% +20%+20 +2: —560° — 30 + 2),

(207 +2: —60° +20% — 20 +6), (20> +20 + 2 : —2)}

Die Konstante co aus Kapitel [1] betragt etwa 0.69315, und der minimale
Eigenwert der Regulatormatrix ist etwa 0.49328. Die Konstante N betragt
ungefihr 1.91993 - 105453, Nach der Reduktion aus Kapitel [3| lauten die ein-
zelnen Schranken:

Reduzierte Schranken

Stelle

001

002

03

004

P2

P3

P11,1

P11,2

P11,3

P114

Schranke

3

3

3

3

10

15

2

2

2

121

In der folgenden Tabelle werden alle S-ganzen Punkte nach den einzelnen
Primzahlen, beziiglich denen die Kurve reduziert wurde, sortiert angegeben.
Die angegebenen Ordnungen und Erzeuger beziehen sich dabei immer auf
die reduzierte Kurve. Die Koeffizienten werden verwendet um die reduzierten
Elemente der Mordell-Weil-Basis durch den Erzeuger der reduzierten Kurve

darzustellen.

Stelle ps3

Ordnung der reduzierten Kurve

Erzeuger der reduzierten Kurve

Koeffizienten zur Darstellung der Basis

96
(0:0)
[1,17,28,9]

(1/1089(—2446° + 207762 + 6656 + 2850) : 1/35937(—2104036° + 10656202 — 670300 + 235777))
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Stelle P11

Ordnung der reduzierten Kurve 12
Erzeuger der reduzierten Kurve (3:10)
Koeffizienten zur Darstellung der Basis [3,2,10,11]

(1/121(564496°% — 13882262 + 1322746 — 47486) :
1/1331(—37818636% + 4110614462 — 604080176 + 35033426))
(1/121(—99836° + 145462 — 52700 + 7522) : 1/1331(—9588176° — 20274462 — 7162470 + 390140))
(1/121(—2446% — 23402 — 2686 — 162) : 1/1331(35260°% — 950602 — 49820 — 13990))
(1/484(—766° — 5962 — 2620 + 257) : 1/10648(18716° + 2700162 + 185150 + 12885))
(1/1771561(48445266° — 52509462 — 48207296 + 2149541) :
1/2357947691 (61887297256 + 572815529302 — 217991094710 + 5395746452))

(1/121(—24463 — 47602 — 5100 — 404) : 1/1331(—274500° + 2389002 — 30460 + 40460))

Stelle P11,2

Ordnung der reduzierten Kurve 12
Erzeuger der reduzierten Kurve (1:7)
Koeffizienten zur Darstellung der Basis [2,6,11,8]

(1/484(56846° + 12502 4 41500 — 2187) : 1/10648(—48898903 + 15366702 — 1764450 + 478229))
(1/121(—696° + 9262 — 196 + 35) : 1/1331(—53080° + 256002 — 30960 + 4646))
(1/14641(6072466° — 45351862 + 9973560 — 814731) :
1/1771561(—53024005360° — 28493379362 — 5031783336 + 42314112))

(1/121(516% — 6862 — 70 — 89) : 1/1331(—27846° + 443862 + 9800 + 6168))

(1/484(—581763 + 255302 — 27966 + 5902) : 1/10648(—5852460° + 6836402 — 3144886 + 441501))

Stelle P11,3

Ordnung der Reduzierten Kurve 18
Erzeuger der Reduzierten Kurve (8:2)
Koeffizienten zur Darstellung der Basis [2,15,1,12]

(1/121(42486% — 472062 — 20260 — 7264) : 1/1331(6740946° + 10228262 + 4788900 — 314452))

(1/121(—2126% + 37002 — 1596 + 270) : 1/1331(—114200° + 419262 — 27576 + 6241))

Stelle P11,4

Ordnung der Reduzierten Kurve 13
Erzeuger der Reduzierten Kurve (5:0)
Koeffizienten zur Darstellung der Basis [10,10,9,5]

(1/484(13256° + 66502 + 12690 + 564) : 1/10648(—979756° + 134462 — 542900 + 69794))

(1/121(2846% — 17862 — 500 — 318) : 1/1331(148060° — 318462 — 8400 — 4326))
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An der Stelle po liegt schlechte Reduktion vor. Sie muss also gesondert be-
trachtet werden.

Fiir po ist die Tamagawazahl 2. Der singuldre Punkt ist (1 : 1). Ein Erzeu-
gendensystem von FEj ist gegeben durch

{By,Bs — By, By — B1,2B;} =
{(03 +202 +20+2: —56° — 30 + 2),
(403 — 302 +6 — 6 : —703 — 402 — 60 + 1),
(20% —20% — 0 —3:36° — 02 + 60 — 4),
(3503 + 200% + 330 — 1 : —464603 + 1062 — 2800 + 296)}.

Die Reduktionsabbildung lautet:

aq : Eo(K) — Ty,
r—1
Yy

(z,y) =

| Stelle ps |

’ (1/4(6° — 362 + 0) : 1/8(—116% — 120 + 2)) ‘

Zuletzt werden die ganzen Punkte bestimmt:

’ ganze Punkte ‘

(356° + 2002 + 336 — 1 : 4620% — 862 + 2800 — 294) (262 + 20 +2: —26° + 262 + 4)

463 — 262 — 260 —2:80 — 2 36% —56% —6—6: 1963 —30%2 +106—15
63 — 262 — 20 6 6% —562 —6 63 — 362 14

03 — 262 +20 —6: —70% 4+ 1002 — 76 + 2) (0: —26% + 262 + 2)

(2602 —26%2 — 9 —3:36% —6%24+6—4) (463 —30%2 +6 —6: —70% — 462 —66 + 1)
46% 4 462 — 140 4+ 12 : 26% + 5402 — 8260 + 52 4634202 —704+6 : —66° —180%24+350—17
03 + 462 0 03 62 0 03+202—70 03 02+350

(—1263 + 20602 + 46 + 28 : 646° — 12802 — 400 — 168) (6% + 262 4+ 20 + 2 : 36% + 262 + 30)

(—2863 — 2002 — 286 : —1226° + 25802 + 806 + 330) (—6% —624+30+2: —116% +62 +20+5)

(200° — 462 + 100 — 16 : —4463 + 6062 + 100 + 86) (262 +2: 40°% +20 — 4)

(—263 — 1462 — 100 — 13 : —12803 4 6562 — 396 + 143) (862 —66%4+6—10 : —246° 1002 —216+5)

(560°% + 2462 — 11260 + 112 : —2560° — 116862 + 23846 — 1616)

Etwa 60% der Rechenzeit wurde zur Bestimmung der Schranken verwendet.
Jeweils 20% fielen auf die Berechnung der ganzen Punkte und der echt ratio-
nalen S-ganzen Punkte. Ein Vergleich mit der Rechenzeit fiir die Suche ohne
Reduktion war nicht moéglich, weil die maximale Schranke mit 121 dafiir zu
groft war.



104 ANHANG A. BEISPIELE

Beispiel 4

Die Kurve FE ist gegeben durch

iiber dem Zahlkorper
K = Q(#) mit ° — 26 +1 =0.
Die Menge der vorgegeben Primzahlen S; lautet:
Sy :={2,3,5}.
Die zugehorigen Stellen sind

S = {p2,p3,1,P32,P5,1,P52}

Schlechte Reduktion liegt bei den folgenden Stellen vor:

Primzahlen mit schlechter Reduktion

Stelle | Reduktionstyp | Tamagawazahl

p2 additiv 1
P31 additiv 9
P2300279 | multiplikativ 1

Es wurde folgende Basis verwendet:

B = {(0:1),(0+1:6>4+6+1),
(20% — 303 +30% — 0 +1:70* — 100° + 126% — 60 + 6)}.

Die Konstante co aus Kapitel [1| betragt etwa 0.69315, und der minimale
Eigenwert der Regulatormatrix ist etwa 0.26552. Die Konstante N betragt
ungefihr 7.25281 - 105285, Nach der Reduktion aus Kapitel [3|lauten die ein-
zelnen Schranken:

Reduzierte Schranken

Stelle 001 | 002 | 003 | 004 | 005 | P2 | P31 | P32 | P51 | P52
Schranke 6 4 4 4 4 7 5 1649 | 11 15

In der folgenden Tabelle werden alle S-ganzen Punkte nach den einzelnen
Primzahlen, beziiglich denen die Kurve reduziert wurde, sortiert angegeben.
Die angegebenen Ordnungen und Erzeuger beziehen sich dabei immer auf
die reduzierte Kurve. Die Koeffizienten werden verwendet um die reduzierten
Elemente der Mordell-Weil-Basis durch den Erzeuger der reduzierten Kurve
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darzustellen. Beztiglich der Stellen p3 2, p51 und ps 2 wurden keine S-ganzen
Punkte gefunden.

Stelle p3 o
Ordnung der reduzierten Kurve 91
Erzeuger der reduzierten Kurve (202 + 60 +1:203 4 0% + 20 + 2)
Koeffizienten zur Darstellung der Basis [48, 75, 10]

Stelle Ps.1

Ordnung der reduzierten Kurve 36
Erzeuger der reduzierten Kurve (1:460+1)
Koeffizienten zur Darstellung der Basis [30,21,13]

Stelle ps 2
Ordnung der reduzierten Kurve 144
Erzeuger der reduzierten Kurve (362 + 36 : 460 + 3)
Koeffizienten zur Darstellung der Basis [138,52,17]

An den Stellen po und p3; liegt schlechte Reduktion vor. Sie miissen also
gesondert betrachtet werden.
Fiir py ist die Tamagawazahl 1. Alle Punkte der Kurve werden also mittels
der Reduktionsabbildung auf nicht-singuldre Punkte abgebildet. Das Erzeu-
gendensystem von Ej ist demnach gleich der Mordell-Weil-Basis B. Die Re-
duktionsabbildung a, lautet:

ag : Eo(K) — Ty,

130
(z,y) el A
y — 6305 — 30

Die gefundenen Punkte sind:

Stelle P2

(1/4(160* — 263 — 1002 + 190 + 7) : 1/8(—820% + 370° 4 486% — 1210 + 21))
(1/4(—36% — 6 4+ 1) : 1/8(6* — 762 — 46 — 7))

(1/36(9460* — 2603 — 2962 — 370 — 79) : 1/216(—12946% — 11920° — 118002 — 6356 — 350))

1/4(8916% — 107363 + 127002 — 62860 + 752) : 1/8(7452360% — 8900763 + 10621462 — 523096 + 62433))

Fiir p3 1 ist die Tamagawazahl 2. Die Basiselemente By und B3 werden auf
den singuldren Punkt abgebildet. Ein Erzeugendensystem von Ey lautet:

{B1,Bs — B2,2Bs} =
{(5(160" — 26 — 106% + 19 — 1) : 1(—826" + 37 6% + 4862 — 1216 + 21))
(5a7(—34860" + 21463 + 24662 — 32560 — 296) :

5355 (66960 + 1770% — 61362 + 159886 + 2795)), (=2 : 1)}.
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Die Reduktionsabbildung a, lautet:

Die gefundenen Punkte sind:

Primzahl p3 ;

(1/6561(—3513446% — 14576063 + 30296862 — 3386566 — 381952) :
1/531441(1404254726% — 33010326463 + 115769602 + 3718989760 — 404925677))

(1/9(46% + 1003 — 202 — 6 + 2) : 1/27(—20* — 230 4 1962 + 146 — 1))

(1/81(4936% — 39203 4 48762 — 21160 + 314) : 1/729(208330% — 2381962 + 2944062 — 133156 + 17612))

Als letztes werden die noch fehlenden ganzen Punkte bestimmt.

ganze Punkte

(0:-1)
O+1:—-62—-0-1)
0* — 02 + 6 +2: —30% — 03 + 202 — 30 — 2)
62 -6—-1:6%-62-6+1)
(20%* — 0% — 202 + 30 : 30* — 30% — 62 + 70 — 3)
(—226%* — 563 + 1862 + 110 4 24 : 1590* — 30% — 19362 — 1270 — 205)
(26% — 36° + 362 — 0+ 1: —76* +100% — 1202 + 66 — 6)

(160* — 200° + 2502 — 1360 + 15 : —1986% + 2350% — 27962 + 1370 — 165)

Gut 95% der Rechenzeit wurde zum Berechnen der Abschétzungen gebraucht
und der Rest fast ausschliefslich zum Suchen der echt rationalen Punkte.
Die Zeit zur Bestimmung der ganzen Punkte fiel dabei kaum ins Gewicht,
da die Schranken zur Bestimmung der rationalen Punkte wesentlich grofier
waren. Ein Vergleich zu dem Verfahren mit einfachem Durchprobieren aller
Moglichkeiten war nicht moglich, da die maximale Schranke mit 649 dafiir
einfach zu grof war.



Anhang B

Algorithmen

In diesem Abschnitt werden die wichtigesten Algorithmen, die zur Bestim-
mung S-ganzer Punkte bendtigt werden, als Pseudocode angegeben.

Kapitel [I Grundlagen — elliptische Kurven

Folgender Algorithmus wird zum Beschleunigen der Punktaddition auf ellip-
tischen Kurven verwendet.

Algorithmus 2 : double and add
Input : Punkt P, Skalar k
Output : kP
t :=Binérdarstellung von k;
Pl = OE,

P2 = P;

for i =1 ... Lénge(t) do
if ¢[i{] = 1 then

| P =P+ Py

end
Py :=2P;

end

return PP,

107
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Kapitel [1l Grundlagen — wichtige Algorithmen

Folgender Algorithmus dient zur Berechnung des elliptischen Integrals bei
der Bestimmung der Perioden und elliptischen Logarithmen einer Kurve.

Algorithmus 3 : Carlson
Input : die Koordinaten des Punktes x, y, z, die gewlinschte Prézision

r
Output : der Wert des elliptischen Integrals R
Ty = T,

Yo ‘= Y;
Z0 ‘= %,

Ay:=(z+y+2)/3;
Q = (3r) S max{|Ag — x|, |40 — yl, |40 — 2[};
while 47"Q < |A,| do
An =\ Tn\/Un + \/Tn\/Zn + \/Yn\/Zn;
An+1 = (An + )\n)/4v

Ynt1 = (Yn + An)/4;
Zn41 = (Zn + )\n)/4§

Z:=-X-Y;
Ey = XY — 72
E3:=XYZ;
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Mit den néchsten beiden Algorithmen wird getestet, ob ein bestimmter
Punkt S-ganz ist.

Algorithmus 4 : Einmalige Bestimmung der oy,

Input : Menge von Stellen S
Output : Menge von Stellen P, Liste mit Zufallselementen «

P =0
o= 0;
for p € S do

while v, (o) > 1 do
| oy :=Zufallszahl(Zg);
end
a(p) == ap;
a:=Faktorisierung(Ideal(a(p)));
fori:=1... #a do
if Stelle(ai]) ¢ S then
| P = {Stelle(ali])} U P;
end
end

end
return P, «;

Algorithmus 5 : Test auf S-Ganzheit
Input : Punkt P = (z,y), Menge mit Stellen S, Menge mit Stellen P
aus Alg. [ Zufallselemente o aus Alg.

Output : wahr, wenn P S-ganz oder falsch, wenn P nicht S-ganz
for g € P do

if vq(x) < 0 then

| return falsch;
end

end
A= x;
for p € S do

| A= Aa(p) )
end
if A € Zg then

| return wahr;
else

| return falsch;
end
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Kapitel Reduktion der Schranken — Grundlagen zur LLL-
Reduktion

Der folgende Algorithmus dient dazu, die LLL-Reduktion eines Gitters zu
berechnen:

Algorithmus 6 : LLL-Algorithmus nach De Weger
Input : Matrix B, mit Basisvektoren als Spalten
Output : Matrix B, mit reduzierten Basisvektoren als Spalten
A, D :=Gram-Schmidt(B);
k:=2;
while £ > n do
k,l, B,A, D :=Bedingungl(k,k — 1, B, A, D);
if 4Dy_9Dy, < (3D?_| — 4\ x—1°) then
k,B, A, D :=Tausch(k, B, A, D);

if £k > 2 then
| k:=k—1;
end
else

fori=k—1...1do
| A, D :=Gram-Schmidt(B);
end
k:=k+1;
end

end
return B;

Der LLL-Algorithmus bedient sich dabei der drei nachfolgenden Algorith-

men:
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Zum Berechnen der Konstantnen, die bei der Anwendung der Gram-Schmidt
Orthonormalisierung auftreten:

Algorithmus 7 : Gram-Schmidt mit ganzzahligen Werten

Input : n x n Matrix B mit den Basisvektoren b; als Spalten
Output : n x n Matrix A mit den Eintrdgen \; ;; Vektor D mit den

Eintrdgen D; = det((gj, gl>1§j,l§i)
fori:=1... ndo

forj=1... i—1do

ARSVE

—

b = (D;b; — Xijb%)/Dj 1
end
D; := (b;,b7)/Di-1;
end
return A, D;

Um sicher zu stellen, dass die Bedingung 1, |Ag;| < %, aus Definition
erfillt ist:

Algorithmus 8 : Bedingungl
Input : ganze Zahlen k,1; n x n Matrizen B, A: Vektor D
Output : ganze Zahlen k,l; n x n Matrizen B, A: Vektor D
if 2|)\k,l| > D; then

7= [Ari/Dil;

gk = gk — Tgl;

for j=1...1—1do
| Mg = Mg =T

end

Akt = Ay — 1Dy

end

return k,[, B, A, D;
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Um zwei Vektoren gk und gk—l der gegebenen Matrix zu vertauschen:

Algorithmus 9 : Tausch
Input : ganze Zahl k, n x n Matrizen B, A, Vektor D
Output : ganze Zahl k, n x n Matrizen B, A, Vektor D
Vertausche Ek und 5k_1;
for j=1...k—2do
| Vertausche A\,_1 ; und A ;
end
fori=k+1...ndo
ti= N k—1;
Xik—1 = (Nig—1 e k-1 + N g Dr—2)/Di—1;
A= (tDy — NigAkk—1)/Di—1;
end
Dy—1 = (Dg—2Dj + N x—1%)/Di—1;
return k, B,A, D;

Kapitel |3 Reduktion der Schranken — die unendlichen Stellen

Im folgenden Algorithmus wird grob das Vorgehen bei der Reduktion iiber
einer unendichen Stelle dargestellt. Im Fall einer endlichen Stelle bleiben
die wichtigsten Schritte im Wesentlichen die gleichen, allerdings werden die
Logarithmen und Linearformen anders berechnet und aufgestellt.
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Algorithmus 10 : Reduktion der Schranke N bei einer unendlichen

Stelle
Input : Liste der Basispunkte B, Schranke N, Kurve F

Output : reduzierte Schranke N’

N’ := N;

r = #DB;

g := ord(Torsionsgruppe(F));

/* Vorbelegen der Gittermatrix */
A= ]17«+2;

/* Bestimmen der elliptischen Logarithmen */

FEp := minimales Modells von FE
fori=1...rdo
By [i] := BJi] unter der Abbildung von E — Ej;
Uj oo 1= Yoo (Bali]);
end
Ur4+1,00 ‘= W1;
Ur+42,00 += W23
/* Es wird so lange reduziert, bis sich N nicht mehr

wesentlich &ndert. x/
while N/ =~ N do
N = N';

Wihle C ~ (rN + g)(r£2);
k:=7rN%+ (1+3rN +29)/V?2;
]{71 = O;
/* VergroBere C' so lange, bis k; grof genug ist. */
while k; < k do
C :=Cx10;
Belege die letzte Zeile der Matrix A mit den Werten
[Cui/gl, i=1,...,7r+2;

A" :=LLL(A);

ky = [[AT[]];
end
/* Berechnung der neuen Schranke. */
N’ = \/Cf4 <log(Cclg) —log (x/k% —rN2 — 71%:’/];%9));

end
return N';
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Kapitel[4] Suche nach S-ganzen Punkten — Reduktion modulo p ¢ S

Der folgende Algorithmus liefert die Informationen, die zum Aufstellen der
Kongruenzen bei guter Reduktion bendtigt werden.

Algorithmus 11 : Basisdarstellung bei guter Reduktion

Input : Liste mit Mordell-Weil-Basis B, Stellenmenge S, elliptische

Kurve F

Output : Liste Ly, die zu jeder Stelle aus .S mit guter Reduktion die

Erzeuger und die Ordnung von Ej, enthélt sowie die
Koeffizienten, die zur Darstellung von B in E, dienen

Ly := 0:
fori:=1... #5 do
p = Sli;
/* Priifen, ob gute Reduktion vorliegt */

end

if Kodairasymbol(E,p) = Iy then

E, := Reduktion(E, p);
a := Abbildung von E nach Ej;
P := Erzeuger(Ep);
/* Reduktion des Erzeugendensystems */
By = 0;
for j:=1... #B do
| Byplj] == a(Blj]);
end
Lyli)[1] :== P
for j:=1... #Bydo

/* Unterscheide ob E, ein oder zwei Erzeuger hat

*/
if #P =1 then
Bestimme k1, so dass By, = ki P[1];
Lgld][2] = [ka;
Lgli][3] = [ord(P[1])];
else

Bestimme k1, k2, so dass By = k1 P[1] + ko P|2];
Lgli][2] := [kq, ko];
dLg[i] [3) := [ord(P[1]), ord(P[2])];

end

end

return L,
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Der folgende Algorithmus zeigt, wie eine Vorsauswahl der Punkte moglich
ist, ohne sie berechnet zu haben:

Algorithmus 12 : Test mit Vorauswahl
Input : Liste s mit Koeffizienten des zu testenden Punktes, Menge
der Stellen S, Liste mit Schranken N, Menge mit Stellen P,
Liste mit Zufallselementen o, Liste L, mit Informationen zu
den Stellen aus S, Index ¢, Liste L mit Informationen zu
Stellen, die nicht in S enthalten sind, Basispunkte B
Output : wahr falls der Punkt S-ganz ist und nicht bereits vorher
getested wurde, sonst falsch
/* Ausschlieflen von Uberschneidungen mit bereits getesteten

Punkten x/
fort:=1... 1—1do
sum = 0;

if N[t] > max{s} then
for j:=1... #sdo

| sum = sum + s[j] * Lg[t][j];
end

if sum mod ord(Lg[t]) = 0 then
| return falsch;

end

end

end

/* Ausschliefen aller Uberschneidungen mit L, */
fort:=1... #L;, do

sum = 0;

for j:=1... #sdo

| sum = sum + s[j] * Ly[t][j];

end

if sum mod ord(Ls[t]) = 0 then
| return falsch;

end

end
P = Og;
/* Berechnung und Test des Punktes */
for j:=1...#sdo
| P =P+ s[j] = Bljl;
end
return Test auf S-Ganzheit(P, S, P, «a);
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Kapitel[d. Suche nach S-ganzen Punkten — Reduktion modulo p € S

Zum Bestimmen der Gruppe Ej im Fall von schlechter Reduktion dient fol-
gender Algorithmus, der aus Platzgruenden auf zwei Seiten aufgeteilt wurde:

Algorithmus 13 : Bestimmung Erzeugendensystem von FEjy

Input : Liste mit Mordell-Weil-Basis B, Stelle p, elliptische Kurve F,
singuldrer Punkt S

Output : Erzeugendensystem FEj

E() = @;

E, =0

¢cp = Tamagawazahl(E, p);

if ¢y = 1 then

| return B
end
/* Priife, welche Basiselemente in F; und welche in FEj

liegen */
fori=1... #B do
if B[i] mod p =S then

Y
/* Priife, ob zwei Basiselemente in der gleichen

Nebenklasse liegen */
forj=1... i—1do

if (B[i] — B[j]) mod p = S then

| t:=t+1;

end
end
if t=1—1 then

‘ Es[#Es + 1] = B[Z],

end

else
| Eo[#Eo + 1] := Blil;
end

end
/* Fortsetzung nichste Seite */
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Algorithmus 13 — Teil 2 : Bestimmung Erzeugendensystem von Fj

/* Ergénzen der fehlenden Elemente von FEj

if #F; = 3 then
EU[#EO + 1] = 5[1
Eo[#Ep +1] = 2B,[1];
Ise if #F; =2 then
if ¢, =4 then
Fo[#Fo + 1] = 2,]1];
Eol#Eo + 1] := 2B, [2];
else

@

Fo[#Fo + 1] := 2,[1];
end
Ise if #F; =1 then

if ¢y = 4 then

| Eol[#Eo + 1] := 4E[1];
else if ¢, = 3 then

| Eo[#Eo + 1] := 3E[1];
else if ¢, = 2 then

| Eo[#Eo + 1] := 2E4[1];
end

@

end
return £

E ]+Es[2];
EO[#EO + 1] = Es[l] + Es[?)];

Eo[#Ey + 1] := E[1] + Es[2];

*/




118 ANHANG B. ALGORITHMEN

Um im Fall von schlechter Reduktion die Struktur von E,s bestimmen zu
kénnen, wird die Abbildung aus folgendem Algorithmus verwendet:

Algorithmus 14 : Reduktionsabbildung bei schlechter Reduktion
Input : elliptische Kurve E, reduzierte Kurve Ej, Stelle p
Output : Reduktionsabbildung a,, q, Reduktionstyp b, Kérper IL
Sing := singuldrer Punkt(Ey);

a := Abbildung von E nach FEj;

¢ := Koeffizienten von Ej;

a1 = 1/2(=c[1] + \/c[1]2 + 4(c[2] + 3Sing[1]));
az == 1/2(=c[1] — \/c[1]2 + 4(c[2] + 3Sing[1]));
by := —Sing[l]as;

by := —Sing[l]ay;

if a1 = a9 then

b := additiv;
ap, := Abbildung((z,y) — %);
Am,q = G O Ay
L :=TFy;
else

b := multiplikativ;

~ : — 7b
o := Abbildung((z, y) — L=02=b),
am7a = Qa0 da,

L :=Fy(a1, az);

end

return a,, 4, b, L;
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Um bei schlechter Reduktion die notwendigen Kongruenzen aufzustellen dient
der néchste Algorithmus:

Algorithmus 15 : Basisdarstellung bei schlechter Reduktion
Input : Liste mit Mordell-Weil-Basis B, Stellenmenge .S, elliptische
Kurve F
Output : Liste Ly, die zu jeder Stelle aus S mit schlechter Reduktion
die Erzeuger und die Ordnung von FE)}, sowie die
Koeffizienten, die zur Darstellung von B in F), dienen
enthalt

Lb = (b;

fori:=1... #S5 do

p = Sli;

if Kodairasymbol(E,p) # Iy then

E, := Reduktion(E, p);

Sing := singulérer Punkt(Ey);

B := Erzeuger von Ey(B, S[i], E, Sing);

a, Reduktionstyp, L := Reduktionsabbildung bei
schlechter Reduktion(E, Ey, p);

if Reduktionstyp = additiv then

‘1 Ly[i][1] = [0];
| Ly[d][1] == [1];
end

Ly[i][2] == 0

for j:=1... #B do
| dLb[i] 2171 := a(B[]);

end

Ly[i][3] := #L;
end

return L,
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Kapitel 4 Suche nach S-ganzen Punkten — Ausschluss von Vielfa-
chen

Der folgende Algorithmus zeigt die Rekursion, die zum Testen aller Vielfacher
eines Tupels verwendet wird:

Algorithmus 16 : Test von Vielfachen
Input : Punkt P, Menge der Stellen S, Schranke N, Menge prim der
Primzahlen kleiner als IV, Primzahl p, bei der der Test
erfolgreich war
Output : Liste mit S-ganzen Punkten U
prim2 = (;
U =0,
if P S-ganz then
for i € prim, i > p do
if <P S-ganz then
| speichere ¢ in Liste prim?2;
end

end

end

for j € prim2 do
UU :=Test von Vielfachen(jP, S, N, prim2, j);
U:=UUUU,

end

return U;
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Der folgende Algorithmus dient dazu, nur die Punkte zu testen, deren erste
Koordinate positiv ist, und wurde aus Platzgriinden auf zwei Seiten aufge-
teilt:

Algorithmus 17 : Test von teilerfremden Tupeln
Input : Basis B, vorgegebene Stellenmenge S, Liste mit Zufalls-
elementen «, zugehorige Stellenmenge P, Schranke N
Output : Menge mit S-ganzen Punkten U
/* die erste Komponente # (0 der getesteten Tupel ist
positiv, die S-ganzen Punkte mit negativer Komponente
erhdlt man durch Multiplikation mit —1 */
fori;:=1... Ndo
for io:=—N ... N do

for i, :=—-N ... N do
if ggT(iy,42,...,4,) =1 then
P:=1i41By +i9By + -+ +iBy;
if Test auf S—Ganzheit(P, S, P, o) = wahr then
Bestimme Menge prim von Primzahlen kleiner NV;
U :=Test von Vielfachen(P, S, N, prim, 1)
end

end
end

end

end
/* Fortsetzung nichste Seite */
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Algorithmus 17 — Teil 2 : Test von teilerfremden Tupeln

/* die erste Komponente ist null, dann ist die zweite immer
positiv */

i1 = O;

forio=1... N do

fori, =—-N ... Ndo
if ggT(io,...,i,) =1 then
P :=1i3By + -+ + 1, By;
if Test auf S—Ganzheit(P, S, P, a) = wahr then

Bestimme Menge prim von Primzahlen kleiner NV;
U := Test von Vielfachen(P, S, N, prim, 1)
end
end

end

end
/* die zweite Komponente ist Null, dann ist die dritte
immer positiv */

/* Sind alle Komponenten bis auf die letzte null, so kann

man direkt die Funktion Vielfache anwenden x/

if Test auf S—Ganzheit(B,, S, P, a) = wahr then
Bestimme Menge prim von Primzahlen kleiner NV;

U :=Test von Vielfachen(B,, S, N, prim, 1)
end
return U
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