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Einleitung

Die Theorie globaler Funktionenkérper F', d.h. endlicher Erweiterungen von ratio-
nalen Funktionenkorpern einer Variablen mit endlichem Konstantenkorper K, hat
sich historisch gesehen aus verschiedenen Teilgebieten der Mathematik entwickelt.

Zum ersten bildet sie einen Teil der Theorie algebraischer Funktionenkorper, wel-
che Ende des 19. Jahrhundert (fiir K = C) von R. Dedekind und H. Weber [DW|
begriindet wurde und das Buch von K. Hensel und G. Landsberg [HL| inspirierte.
Gegenstand ihrer Untersuchungen waren algebraische Funktionen p einer komple-
xen Variablen x, welche polynomiellen Gleichungen der Form f(z, p) = 0 geniigen.
Im Verlauf des 20. Jahrhunderts wurde die Theorie der algebraischen Funktionen
(-korper) schliefllich fiir eine grofilere Klasse von Konstantenkorpern von E. Ar-
tin, H. Hasse, F. K. Schmidt, A. Weil, M. Deuring, M. Eichler und C. Chevalley

weitergefiihrt.

Ein weiterer Zugang zur Theorie der Funktionenkorper ergibt sich aus der alge-
braischen Geometrie: Fiir ein irreduzibles Polynom f € K[z, y| betrachten wir die
algebraische Kurve C' := {(a,3) € K x K | f(a, ) = 0} und konnen Eigenschaf-
ten von C' an Hand des Korpers der rationalen Funktionen auf C studieren. Wur-
den , klassischerweise“ Kurven iiber algebraisch abgeschlossenem K untersucht, so
fiihrte spétestens die Konstruktion fehlerkorrigierender Codes durch V. D. Goppa
mit Hilfe algebraischer Kurven iiber endlichem K zu einer intensiveren Untersu-
chung globaler Funktionenkorper.

Eine dritte Sichtweise globaler Funktionenkoérper begriindet sich aus der Theorie
globaler Korper, welche auf E. Artin zuriickgeht. Diese bewertungstheoretische
Charakterisierung stellt die Korrespondenzen algebraischer Zahlkérper und globa-
ler Funktionenkérper in den Vordergrund und bildet die Grundlage der vorliegen-
den Arbeit.

In den letzten Jahren sind Invarianten von Zahlkoérpern F, wie z.B. die Ma-
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vi EINLEITUNG

ximalordnung or und ihre Einheitengruppe Uz, ausgiebig algorithmisch unter-
sucht worden. Fir die Effizienz der dabei verwendeten Verfahren ist es wesent-
lich, eine Ganzheitsbasis zu wéhlen, die bzgl. einer bestimmten Langenfunktion
(T, : F — R2%) besonders ,gute“ Eigenschaften besitzt. Dazu betten wir F
vermoge der Minkowskiabbildung (,,isometrisch“) in den R™ ein, identifizieren die
Maximalordnung mit einem Gitter im (R", || - ||2) und verwenden den Lenstra-
Lenstra-Lovasz-Algorithmus (LLL-Algorithmus, siehe [LLL]) zur Basisreduktion.

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir fiir ein irreduzibles Polynom f € F,[z, y]
mit degy( f) = n, welches bzgl. y normiert und separabel ist, den globalen Funk-
tionenkorper

F =TFy(z,p) mit f(z,p) =0,

wobei F, den endlichen Korper mit ¢ Elementen bezeichnet und z transzendent
iber I, ist.

Analog zum Zahlkorper F/Q untersuchen wir die endliche, separable Erweiterung
F/F,(z). Dabei iibernimmt F,[z] in F,(z) die Rolle von Z in Q, und der ganze
AbschluB op von F,[z] in F ist das Analogon zu or. Wiederum analog ist op ein
Dedekindring und freier F, [z]-Modul vom Rang n, und auch im Funktionenkdrper-
fall ist die Wahl einer ,geeigneten” Ganzheitsbasis entscheidend fiir die Effizienz
algorithmischer Untersuchungen. Da der LLL-Algorithmus im Zahlkorperfall das
Skalarprodukt des R® extensiv nutzt, 143t sich dieser nicht ohne weiteres auf den
Funktionenkorperfall iibertragen.

In dieser Arbeit entwickeln wir aufbauend auf einem Analogon zur Léangenfunktion
T5 einen Reduktionsbegriff fiir Ganzheitsbasen in globalen Funktionenkérpern.
Fiir den Fall, dafl die ,unendliche® Stelle Py, in F' zahm verzweigt ist, geben wir
einen effizienten, deterministischen Reduktionsalgorithmus an, der eine beliebige
Ganzheitsbasis in eine reduzierte iiberfithrt. Schliellich verwenden wir reduzierte
Ganzheitsbasen und einen auf dem Reduktionsalgorithmus basierenden Wurzeltest
bei der Berechnung der Einheitengruppe Up := 0},. Damit ist es erstmals méglich,
Einheitengruppen in Funktionenkérpern vom Grad n > 3 zu berechnen.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt:

Im ersten Kapitel fassen wir Grundlagen iiber algebraische und speziell globale
Funktionenkorper zusammen. Nach allgemeinen Definitionen und bewertungs-
theoretischen Aussagen untersuchen wir die Struktur der ganzen Abschliisse von
F,[z] bzw. dem zu P, gehorenden Bewertungsring Oy in F.

In Kapitel IT geben wir eine verallgemeinerte Einfiihrung in die Minkowskische
Geometrie der Zahlen. Hierauf aufbauend erweitern wir den Gitterbegriff, den
Begriff der Langenfunktion und die Definition sukzessiver Minima. Bezeichnen
Py, ..., P, die paarweise verschiedenen Stellen, welche in F' iiber P, liegen, und



EINLEITUNG vii

v, e, 1 < i < s, die zugehorigen (exponentiellen) Bewertungen bzw. Verzwei-
gungsindizes, so definieren wir die Langenfunktion (mit ¢=*° := 0)

B:F — R : q— g~ mimizvile)/ei

Diese wird bei algorithmischen Betrachtungen die Rolle der von Zahlkorpern her
bekannten 7,-Lange iibernehmen. Nachdem wir bewiesen haben, dafl immer eine
Ganzheitsbasis wy, ... ,w, € op existiert, welche die (verallgemeinerten) sukzessi-
ven Minima M;,1 < i < n, von op bzgl. B realisiert (d.h. M; = B(w;),1 <1i < n),
gehen wir genauer auf die Struktur der sukzessiven Minima ein.

Im dritten Kapitel stellen wir einen effizienten Algorithmus zur Berechnung einer
[Fy-Basis des Riemann-Rochschen Raums

L(D,t) ={a€op|vi(a) >—c;i—te; 1<i<s}

fiir einen Divisor D = Y37 ¢ P, ¢ € Z,1 <1 < s, und t € R vor. Hierbei
erhalten wir die F,-Basis von £(D,t) aus einer Ganzheitsbasis von op, welche
einer speziellen Reduktionsbedingung (,, D-Reduziertheit*) geniigt. Da der Algo-
rithmus die Existenz aller Puiseuxentwicklungen an Py, ..., Py der Nullstellen von
f voraussetzt, beginnen wir mit Existenzuntersuchungen und erhalten als hinrei-
chendes Kriterium die Zahmverzweigtheit von P, in F'. Ist P, zahm verzweigt,
so berechnen wir speziell eine 0-reduzierte Ganzheitsbasis wy,... ,w, € op, d.h.
eine D-reduzierte Ganzheitsbasis fiir D = 0. Wir zeigen, daf diese die sukzessiven
Minima von o bzgl. B realisiert. Weiter konnen wir mit dieser Ganzheitsbasis die
Gruppe der Torsionseinheiten bestimmen und Elemente beschrankter Norm kon-
struieren, was im nachfolgenden Kapitel zur Einheitenberechnung wichtig wird.
Dariiber hinaus geben wir ein Verfahren zur Berechnung von £(D,t) im wild ver-
zweigten Fall an.

In Kapitel IV berechnen wir die Einheitengruppe Up. Nachdem wir im voran-
gegangenen Kapitel bereits die Gruppe der Torsionseinheiten bestimmt haben,
berechnen wir nun Grundeinheiten, in dem wir die von Zahlkorpern her bekannte
Relationenmethode auf den Funktionenkorperfall ibertragen. Wir erzeugen Rela-
tionen mittels normbeschréankter Elemente, die wir im zahm verzweigten Fall aus
der Berechnung von £(0,t) gewinnen. Im wild verzweigten Fall konstruieren wir
solche Elemente, in dem wir eine Parallelotopmethode mit Hilfe von Gittertheo-
rie aus dem Zahlkorperfall iibertragen. Schliefllich benutzen wir die Algorithmen
zur Berechnung von £(D,t) bei einem Verfahren fiir Wurzeltests in Up, um von
unabhéngigen Einheiten zu Grundeinheiten zu gelangen.

Schliellich geben wir im fiinften Kapitel Beispiele zur 0-Reduktion von Ganzheits-
basen und zur Berechnung von Grundeinheiten in Funktionendérpern vom Grad
> 3, in denen P, zahm verzweigt ist.
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Abschliefend weisen wir auf das Symbol- und Literaturverzeichnis am Ende der
Arbeit hin, wobei letzteres neben zitierter auch weiterfiihrende Literatur enthélt.

An dieser Stelle mdéchte ich Herrn Professor Dr. M. E. Pohst herzlich fir die
Anregung dieses Themas, seine Unterstiitzung wiahrend der Anfertigung der Arbeit
und die sehr gute Zusammenarbeit danken.

Ferner danke ich Herrn Professor Dr. F. Grunewald fiir die Ubernahme des Korefe-
rats, allen Mitgliedern der KANT-Gruppe und besonders Claus Fieker und Klaus
Wildanger fiir die Durchsicht einer vorldufigen Fassung dieser Arbeit. Dariiber
hinaus méchte ich der Studienstiftung des deutschen Volkes fiir die Forderung
wéahrend der letzten Jahre danken.

Mein besonderer Dank gilt schliellich meinen Eltern, meiner Schwester und meinen
Freunden, die mich immer unterstiitzt haben. Thnen ist diese Arbeit gewidmet.



KAPITEL 1

Grundlagen

In diesem Kapitel werden die fiir die Arbeit relevanten theoretischen Grundlagen
iiber algebraische Funktionenkorper bereitgestellt und Notationen vereinbart. Fiir
allgemeine Einfiihrungen in die Theorie algebraischer Funktionenkdrper (einer Va-
riablen) bzw. globaler Korper verweisen wir auf [Ar2], [Ch], [Coh2], [D], [E], [Ha],
[St] und [We].

1. Algebraische Funktionenkorper

Wir beginnen mit zentralen Definitionen und Aussagen fiir Funktionenkorper.
Da wir an einigen Stellen der Arbeit nicht nur Funktionenkérper iiber endlichen
Kérpern betrachten, treffen wir die folgenden Definitionen direkt im allgemeineren
Rahmen der algebraischen Funktionenkorper iiber vollkommenen Korpern. Hier-
bei folgen wir der Darstellung in [St] und gehen auf Analogien zu Zahlkorpern
ein.

DEFINITION 1.1. Sei K ein vollkommener Korper. Dann heifst ein Korper FF' D K
algebraischer Funktionenkorper (iber K ), falls ein iber K transzendentes x € F
mit [F: K(z)] < oo existiert.

F' heifit globaler Funktionenkorper, falls K ein endlicher Korper ist.

Wir nennen K den Konstantenkdrper von F und bezeichnen mat
K = {a € F | « ist algebraisch iber K}

den sog. exakten Konstantenkdrper (von F).

Im folgenden verwenden wir den Begriff ,, Funktionenkorper® immer fiir einen al-
gebraischen Funktionenkorper.

Eine erste Aussage iiber die Struktur von Funktionenkorpern gibt der folgende

1



2 I. GRUNDLAGEN

SATZ 1.2. Seien x transzendent iber K, f € K[z,y| ein irreduzibles Polynom mit
deg,(f) = n, welches bzgl. y normiert und separabel ist, und p € K(x) mait
f(z,p) = 0. Dann gelten

(1) F:= K(z, p) ist ein Funktionenkdrper mit n = [F : K(z)|, und jeder Funk-
tionenkdrper F' kann auf diese Weise durch eine geeignete Wahl von x € F
separabel iber K(z) erzeugt werden. Fin solches x heifit separierendes Ele-
ment von F/K.

(2) Es gilt K C K C F, d.h., F kann immer als Funktionenkdrper tiber K

betrachtet werden. Fiir | := [K : K] folgt insbesondere I | n.

(3) Innerhalb der Kérpererweiterung F/K ist der rationale Zwischenkdrper
K(z) keine Invariante, da er von der Wahl des transzendenten FElements
x € F' abhdngt.

BEMERKUNG 1.3. Nach [Ha, S. 319f] gelten fiir einen vollkommenen Kdrper K
mat positiver Charakteristik p € P und ein tber K transzendentes Element x € F':

Genau dann ist x separierendes Element von F/K, wenn z keine p-te Potenz in F
ist. Weiter sind fiir ein irreduzibles Polynom f € K|z, y|, welches bzgl. y normaiert
18t, dquivalent:

f ist separabel in y <= f € K|z,y] \ K|z, y"].
Die folgenden Definitionen und Aussagen geben eine Einfiihrung in die bewer-

tungstheoretische Charakterisierung von Funktionenkérpern (siehe hierzu [Ch],

[St]).

DEFINITION UND SATZ 1.4. Ses K C O C F ein Ring mit « € O oder o~ € O
fir alle o € F*. Dann heifit O (diskreter) Bewertungsring (von F'), und es gelten

(1) O ist lokaler FEuklidischer Ring mit mazimalem Ideal P := O\ O*.

(2) Ein Element m € P mit P = wO heifit Primelement (fir P), und fir jedes
a € F* ezistieren eindeutig k € Z,u € O* mit o = w*u. Hierbei hingt k
nur von o ab.

War setzen
P(F) :={Q | Q ist mazimales Ideal eines Bewertungsrings von F'}
und nennen Q € P(F) eine Stelle von F.

Damit erhalten wir die folgende Bijektion zwischen Stellen und Bewertungsringen:

P(F) — {O | O ist Bewertungsring von F} : P+ Op:={a€ F|a ' ¢ P},
{O | O ist Bewertungsring von F} - P(F) : O+ P:=0\ O".
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DEFINITION UND SATZ 1.5. Eine (diskrete, nichttriviale) Bewertung von F ist
eine surjektive Abbildung v : F — Z U {0}, so dafs fir alle o, 3 € F gelten

(1) v(a) =0 & a =0,

(2) () = v(@) + (),

(3) vla+ A) > min{u(a), o(8)}.
Ein Betrag von F ist eine Abbildung |-| : F — R2% mit |-| = ¢=*") fiir fiviertes ¢ >
1 und eine Bewertung v von F', wobei ¢c=*° := 0. Im Fall globaler Funktionenkorper
set c:=#K.
Zu einer Stelle P € P(F) mit Primelement m € P definieren wir eine Bewertung
vp und fir fiziertes ¢ > 1 einen Betrag | - |p :== ¢ °P0) mittels

9] a =0,

UP:F—HZU{OO}:a»——»{ .

k, wenn o = m"u mit u € O} sonst.

Wir erhalten die folgende Bijektion zwischen Stellen und Bewertungen:

P(F) — {v | v ist Bewertung von F'} : P+ vp,

{v | v ist Bewertung von F'} - P(F) : v+— {a € F |v(a)> 0}.
DEFINITION UND SATZ 1.6. Die Bewertungsringe des rationalen Funktionenkdr-
pers K(z) sind gegeben durch

O. = {g/h]g,h€ Klz],h#0,7th} fir ein Primpolynom m € K|x] und
O = {g/h|g,h € K[z],h #0, deg(g) < deg(h)}.

Die zu Oy korrespondierende Stelle bzw. Bewertung bezeichnen wir mit Py, bzw.
VUoo. Dann gelten

Py = 170 ={g/h|g,h € Klz],h #0, deg(g) < deg(h)} und

00 a =0,

Voo - K(a:) — 7 U {OO} o= g/h — {deg(h) _ deg(g) sonst.

Ferner bezeichnen wir den durch vy, definierten Betrag mit | - |-

Wir formulieren nun Aussagen der Verzweigungstheorie.

DEFINITION UND SATZ 1.7. Sei F' ein Funktionenkdrper tiber einem Konstan-
tenkorper K', so daff F' D F eine algebraische Erweiterung ist und K' O K.
Dann heifit F'/K' algebraische Erweiterung von F/K. Ist K' O K eine algebrai-
sche Erweiterung, so heifst K'F/K' Konstantenkdrpererweiterung (von F/K ).

Seien ferner P € P(F) und Q € P(F') mit P C Q. Dann liegt Q tber P*
(Schreibweise: Q|P ), und es existiert e(Q|P) € N mit vg|r = e(Q|P)vp. Die Zahl
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e(Q|P) heifit Verzweigungsindex von Q tiber P, und ferner gelten P = QNF sowie
Op=0gNF.

Die Quotienten Og/Q und Op/P sind isomorph zu endlichen Erweiterungen von
K' bzw. K. Wir setzen deg(Q) := [Og/Q : K'| € N, definieren den Trdgheitsgrad
F(QIP) :=[0g/Q : Op/P] € NU {o0}, und es gilt f(Q|P) < oo & [F': F]| < cc.

Weiter existieren j € N,j < [F': F] und Q1,...,Q; € P(F') mit {Q € P(F") |

QIP} ={Q1,...,Q;} sowie

J
e(Qi|P)f(Qi|P) = [F": F].

1

7

Schlieflich heifst P zahm verzweigt (in F), falls p 1 e(Q;|P),1 < i < j, gilt;

ansonsten heifst P unld verzweigt.

Wir beschéaftigen uns nun mit der freien, abelschen Gruppe
Div(F) := { Z cpP | cp € Z,cp =0 fiir fast alle P € ]P’(F)} ,
PeP(F)
der Divisorengruppe von F'. Dazu beginnen wir mit der folgenden

DEFINITION 1.8. Ein Element D = 3 pep gy cpP € Div(F') heifit Divisor und

deg(D) := > cpdeg(P) € Z
PEP(F)

der Grad von D. Zu o € F* definieren wir den sog. Hauptdivisor
(@) :== Y vp(a)P € Div(F).

PEP(F)
Setzen wnr ferner

Poo(F) = {Q € P(F) | Q|Px} souic Bo(F) := P(F) \ Pwo(F),
so gilt offensichtlich

Div(F) = Divo(F) @ Dive(F) mit den Untergruppen
Divo(F) := { Z cpP | cp € Z,cp =0 fiir fast alle P € IF’O(F)} und
PePo(F)

Div(F) = { > cPP|0p€Z}.

PePoo(F)
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BEMERKUNG 1.9. Das Analogon zum Zahlkorperfall ist une folgt: In der Mazimal-
ordnung or ewnes algebraischen Zahlkorpers F bilden die gebrochenen Ideale eine
multiplikative Gruppe Tz, und jedes gebrochene Ideal T besitzt eine (bis auf Rethen-
folge) eindeutige Darstellung als Potenzprodukt von Primidealen mit ganzzahligen
FExponenten.

Im Funktionenkdérperfall benutzen wir die additive Schreibweise. Dann entspricht
Tr der Gruppe Divo(F), T einem Divisor D = Y pepyr) cpP € Divo(F), wobei
die Rolle der Primideale von Stellen P € Py(F) dbernommen wird und die cp den
FEzxponenten entsprechen.

Wie schon bereits in Satz 1.2.(3) erwédhnt, ist der Zwischenkérper F,(z) keine In-
variante der Erweiterung F'/F,, da er von der Wahl des transzendenten Elements
x € F abhédngt. Damit sind auch die Analoga der aus Zahlkérpern bekannten
Invarianten, wie Signatur, Maximalordnung und Einheitengruppe, bei Funktio-
nenkoérpern abhéngig von .

Aus diesem Grund fixieren wir fiir den Rest der Arbeit einen globalen Funktio-
nenkorper F'. Dazu sei F, der endliche Korper mit ¢ Elementen und Charakteristik
p € P und F eine endliche, separable Korpererweiterung von F,(z) wie in Satz
[.2.(1), d.h., wir fixieren ein separierendes Element z € F' von F/F, und

(1) F :=TF,(z,p) mit f(z,p) =0

fiir ein irreduzibles Polynom f € F, [z, y] mit deg, (f) = n, welches bzgl. y normiert

und separabel ist. Die n verschiedenen Nullstellen von f in F,(z) bezeichnen wir
mit P = P1,P25--- 5 Pn-

Von nun an betrachten wir F/F,(z). Analog Z in Q tibernimmt jetzt F,[z] die
Rolle der ganzen Zahlen in F,(z). Mit dieser Festlegung kénnen wir z.B. nun auch
von der Maximalordnung, d.h. dem ganzen Abschluf von F,[z] in F', sprechen. Im
folgenden werden wir auf die Abhéangigkeit von x nicht mehr gesondert hinweisen.

Wir beachten zunéchst die fundamentale Charakterisierung durch die Produktfor-

mel fiir globale Korper (vgl. [AW]).

Satz 1.10. Fiir alle « € F* gilt

I 1P =1 b, ST f(PIP N F,(2))vp(a) = 0.

PeP(F) PeP(F)

In Analogie zu Zahlkérpern definieren wir die Signatur von F/F,(z).
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DEFINITION 1.11. Es ezistiert s € {1,...,n} mit {Pi,..., P} = Py (F), und
unr setzen

e; = e(P|Py), fi:=deg(P), n;:=eif;
v; = wvp und|-|; = ¢ "0, 1<i<s.
Indem wir Py, ..., Ps ggf. umnumerieren, gelte fir alle 1 <1< j <s:
e; < e; und falls e; =e; : fi < fj.

Wir bezeichnen das eindeutige 2s-Tupel (ey, fi1;... ;es, fs) € N?* als Signatur von
F/F,(z) und setzen e :==kgV(eq,... ,es) € N.

BEMERKUNG 1.12. Auf die Berechnung der Signatur werden wir am FEnde des
ndchsten Abschnitts tm Rahmen der Zerlequng von Hauptdivisoren eingehen.

Um die Vervollstindigung von F' an einer Stelle P; betrachten zu kénnen und
im Hinblick auf Anwendungen in der Gittertheorie, treffen wir im allgemeineren

Rahmen die

DEFINITION 1.13. Fir eine algebraische Kérpererweiterung E/F, und k € N be-
zeichne

E(w_l/k) = {Z a;z " |m € Zy,a; € E}

i=m

den Kérper der Puiseuzreihen in /% mit Koeffizienten aus E und

Vi: Ba™ /% — ZU{oo} o= aw i/ — {™° et
e E{x™ ") {oo}a=) a min{i € Z | a; # 0} sonst,

i=m

eine surjektive Bewertung auf E{x~/*).
Wir beachten, da§ F, (z~') die Vervollstindigung von F, (z) an P, ist, und erhalten

DEFINITION UND SATZ 1.14. Bezeichne F; die Vervollstindigung von F an P;,1 <
i < s. Dann gilt (vgl. [Coh2, Ch. 2, Proposition 3.1])

F, (') ®F, (@) F' = H F, und n; = [F‘z (F, (z 1Y)

=1

Wir fassen weitere Analogien zu Zahlkoérpern zusammen.



2. GANZE ABSCHLUSSE VON F,[z] UND Oy IN F 7

BEMERKUNG L.15. Die Analogien zum Zahlkirperfall sind wie folgt: Sei F = Q(7)
mit g(7) = 0, wo 7 € Q und g € Z[t] ein normiertes, irreduzibles Polynom vom
Grad n wst. Die Nullstellen 7, ..., T, von g seien angeordnet gemdfs 7; € R, 1<
i<ry, Ti=Tim € C\R, r +1<1i<r +ry fiir geeignete ri,ry € Ny.

Bezeichnet - die Abbildung auf die i-te Konjugierte, so erhalten wir die folgenden
Entsprechungen (vgl. [We, Proposition 5-1-2.], [Coh2, S. 57]):

Fole] 22, Fy(z)=Q Fo(z 1) ~ R,
sry 471y, (e, fii-- e fs) = (r,m2), fiz1l, 1<i<r +ry
o ra<i<n, o fra<i<n,
“ = )2 r4+1<i<7r 47, T g r14+1<i<r 47y,
W {Hi)\ 1<i<r, Ao {]R 1<i<rm,
b \-(i)P ri4+1<i<r+rg, TONC 4 1<i<rH4r.

Nachdem wir Grundlagen iiber (globale) Funktionenkorper zusammengestellt ha-
ben, betrachten wir nun ganze Abschliisse in F'.

2. Ganze Abschliisse von F,[z] und O, in F

In diesem Abschnitt betrachten wir die ganzen Abschlisse von F,[z] bzw. O in
F'. Wir werden sehen, daf ihre Berechnung und die Zerlegung von Hauptdivisoren
analog zum Zahlkorperfall erfolgen kann.

DEFINITION UND SATZ 1.16. Fir einen unitdren Teilring R von F' definieren wir
den ganzen Abschlufl von R in F' mattels

CI(R,F) :={«a € F | es existiert ein normiertes g € R[z] mit g(a) = 0}.
Setzen wir weiter
op := Cl(F,[z], F) und op e := Cl(Ox, F),
so gelten:
(1) op ist Dedekindring mit

op = ﬂ Op ={a € F |vp(a) >0 fiir alle P € Py(F)}
PePo(F)

und besitzt eine Ganzheitsbasis, d.h., es existieren Elemente wy,... ,w, €
or mit op = @ F,[z]w;.
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(2) opco tst Hauptidealring mit
S
0r00 = [1Op ={a € F|vi(a) >0,1<4i<s}
=1
und besitzt eine Ganzheitsbasis, d.h., es existieren Elemente wy,...,w, €
OF,00 Mil 0F 0 = D Ocow.

BEMERKUNG 1.17. 1) Analog zum Zahlkdrperfall ist op ein unitdrer, freier Modul
von vollem Rang.

2) Nach Satz 1.2.(2) kénnen wir F als Kérpererweiterung von F,(z) auffassen.
Dann gilt op = Cl(IF,[z], F'), und o besitzt eine Ganzheitsbasis bzgl. Fy[z], d.h.,
es existieren Elemente wy, ... ,wn) € op mit op = EBZL:/I1 ]Fq [x]w;.

3) Die beiden obigen Bemerkungen gelten analog fir op, .

Zur Berechnung von Ganzheitsbasen beachten wir die folgenden Aussagen (siehe
[St, I11.2, IIL.3.)):

Sarz 1.18. Sei P € P(F,(x)). Dann besitzt Cl(Op, F') eine Ganzheitsbasis, d.h.,
es existieren wy, . .. ,w, € Cl(Op, F) mit
Cl(OP, F) = m OQ = @ Opwi.
QP i=1

Ist ferner by, ... ,b, € F eine F,(z)-Basis von F, so gilt fir alle, bis auf endlich
viele P € P(F,(x))

Cl(OP, F) = @ (Qpbz
i=1
Seien O # S C P(F,(z)) und
Rs = {a € F,(z) | vp(a) > 0 fiir alle P € S}.
Dann ist Fy(z) der Quotientenkdrper von Rg, Cl(Rg,Fy(x)) = Rs, und es gilt

Pes PesS Q[P
Fir S = Py(F,(z)) bzw. S = {P} erhalten wir Analogien zum Zahlkorperfall.
DEFINITION UND SATz 1.19. Fir P € Py(F,(z)) mit Primelement = € Fy[z] gilt

7 1d(f) =] (pi — p;) € Fylz] = Cl(Op, F) = Fy[z, p].
1#]
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Sei foo € Oxly] trreduzibel, bzgl. y normiert und separabel mit Nullstellen py, =
Ploos P20y« - - 5 Proo € Fg(z) und gelte F =T, (z, po). Dann folgt

T2 d(fe) = H(pi,oo — pjco) € Ooo = Cl(O, F) = Ocpoo)-
i%j
BEMERKUNG 1.20. 1) Aufgrund der Struktur des Rings O sind dquivalent
2724 d(foo) = Voo(d(fs)) € {0,1}.

2) Zur Berechnung von f. aus Definition und Satz 1.19 beachten wir F,(z,z*p) =
F' fir alle k € Z.. Ist nun

n—1

flz,y) =y"+ > a;(z)y’ mit a; € Fy[z],0<i<n—1,

=0
s0 wihlen wir k € 7. mazimal mit veo(a;(z)z*=D) > 0, also
k := min{|deg(a;)/(i —n)] | i € {0,... ,n— 1} und a; # 0}.
Damit gilt fir fo(z,y) == y" + X7 ai(x)z* "Dyt € O [y] und fir py = *p

Foo(, o) = (2*p)" + Z )z* = (Fp)t = 2 f(x, p) = 0.

Ferner bleiben Separabilitit und Irreduzibilitit ber Transformationen p — ap +
fir o € Fy(z)* und € F,(x) unverdndert.

Zur Berechnung der ganzen Abschliisse konnen wir wie im Zahlkorperfall vorgehen
(siehe z.B. [P, Ch. V], [PZ, Ch. 4], [Cohl, 4.4] und [Fo]). Dabei beachten wir,
daB I, [z] und O Euklidische Ringe sind, womit uns die Hermite-Normalform fiir
Matrizen zur Verfiigung steht.

Um eine Ganzheitsbasis fiir op zu bestimmen, berechnen wir d(f) und eine Liste
von Primpolynomen {m,...,7;}, die d(f) quadratisch teilen. Fiir diese m; be-
stimmen wir jeweils Ganzheitsbasen von Cl(O,,, F),1 < i < j, und setzen diese
schlieBlich mittels Chinesischem Restsatz (Hermite-Normalform) zusammen.

Bei der Berechnung von op., gehen wir analog vor, wobei wir zunéchst f be-
rechnen. Weiter beachten wir, da modulo Einheiten nur 2! Primelement in Oy
ist.

BEMERKUNG 1.21. Fiir die Berechnung eines ganzen Abschlusses mittels eines Al-
gorithmus analog der Round-Two Methode fir Zahlkdrper (siehe [P, Ch. V.2])
weisen wir auf einen Unterschied hin. Bei der Berechnung der m;-Radikale ist
k € N minimal mit p* > n zu wdhlen, d.h., k ist von der Charakteristik des
Grundkérpers abhdngig.
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Wir kommen nun zur Zerlegung von Hauptdivisoren, d.h., zu gegebenem a € F*
bestimmen wir

(@)= > wvpla)P.
PEP(F)
Die Berechnung spalten wir auf in die Bestimmung von Dy € Divg(F) und D, €
Dive(F) mit () = Do + Doo.
Um Dy zu berechnen, beginnen wir mit der Faktorisierung der Norm von « in das
Produkt von Potenzen paarweise verschiedener Primpolynome

J
Nrm, @y (@) = [[ 7} mit m € Fy[z],5; € Z*,1 < i < j,
=1

und setzen S = {Q|m;O,, | 1 < i< j} CPy(F).

Dann gilt vp(a) = 0 fiir alle P € Po(F) \ S. Somit miissen wir in einem ersten
Schritt S bestimmen und anschlieflend fiir jedes @ € S die Bewertung vg(o)
berechnen.

Den ersten Schritt fithren wir zuriick auf die folgende Aufgabe: Zu einem gege-

benen Primpolyom 7 € F,[z] bestimmen wir alle paarweise verschiedenen Stellen
Q1,...,Qr € Po(F) mit Q|P := 7O,, d.h., wir berechnen die Zerlegung

k

Y- va.(m)@Q: = 3 e(QilP)Q: € Divo(F).

=1
Auch hier gilt die Theorie algebraischer Zahlkdrper analog (siehe [St, II11.3.7.] und
[PZ, Ch. 6, (2.27)]):

SaTz 1.22. Seien R := O, /7Oy, f das Bild von f in R[y] und
TZHE?" ?iGR[y],ViEN,lgigr,
i=1

ewne Faktorisierung in paarweise verschiedene, wrreduzible Polynome. Sind g; €
F,[z,y] Urbilder von g;,1 < i < r, und gilt Cl(Or, F)) = Og[p], so folgen r = k

sowze

Qi = mop + gi(p)or, e(QilP)=v;, f(QilP)=deg(fi), 1<i<k

BEMERKUNG 1.23. Ist O.[p|] C Cl(Oy, F'), so kénnen wir das aus dem Zahlkdrper-
fall bekannte Verfahren zur Faktorisierung von Indezteilern ([BL], vgl. [Cohl,
6.2]) geeignet modifizieren, in dem wir die separable F,-Algebra beim Splitten als
[, -Algebra auffassen (vgl. [Cohl, 6.2.4.]).
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Nachdem wir nun Qq, ... , Qg bestimmt haben, kdnnen wir z.B. mit dem in [Coh1,
4.8.3.] beschriebenen Verfahren die Bewertungen vg, (o) berechnen. Damit kennen
wir Dy.

Bei der Berechnung von D, gehen wir analog vor, wobei wir zur Bestimmung von
P, ..., PP, das Polynom f, mit Nullstelle po, und 7 := x~! verwenden (vgl.
Bemerkung 1.20.(2)).

BEMERKUNG 1.24. 1) Mit der Bestimmung von Dy, fir (z~') berechnen wir die
Signatur.

2) Fir die Bewertungsberechnung vi(«),1 < i < s, € F*, gibt es eine elegan-
tere Mdglichkeit als das in [Cohl, 4.8.3.] beschriebene Verfahren, falls P,, zahm
verzweigt ist, d.h. p1e.

In Kapitel I11.1 werden wir sehen, daf$ in diesem Fall die Nullstellen pq,... , pp
tber Py in Puwiseuxrethen entwickelbar sind. Damat sind alle o € F an Py, ..., P
in Puiseuzreihen entwickelbar, und wir kénnen die Bewertung v;(«) direkt an der
Ordnung der Puiseuzreihe an P; ablesen (siehe Kapitel I11).

Wir beschlielen das Kapitel iiber Grundlagen mit einem Beispiel, welches wir im
Verlauf der Arbeit noch hdufiger aufgreifen werden.

BEISPIEL 1.25. Wir betrachten den kubischen Funktionenkdrper F' = Fs(z, p), wel-
cher durch

flz,p)=p°+ (4a® + 42> + 22 +2)p> + (Bx +3)p+2 =0
gegeben ist. Damit ist p = q =5 undn = 3. In F zerlegt sich P, in Py, P, € P(F)

mite; = fi=mn1=1und ey =2, fo =1,ny = 2. Es gelten also s = 2,e = 2, und
die Signatur ist (1,1;2,1).

7T
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KAPITEL II

Geometrie der Zahlen

In diesem Kapitel werden wir Grundlagen der Gittertheorie und Analoga zur
Minkowskischen Geometrie der Zahlen basierend auf K. Mahler [Ma] (siehe auch
[Arm]) sowie Léngenfunktionen einfiithren. Hierauf aufbauend werden wir eine
spezielle Langenfunktion B untersuchen und Aussagen iiber sukzessive Minima
herleiten.

1. Gitter und Lingenfunktionen

In diesem Abschnitt entwickeln wir die Minkowskische Geometrie der Zahlen fur
Funktionenkorper. Wir beginnen mit einigen Definitionen.

DEeFINITION II.1. Fir den Rest des Abschnitts fixieren wir k,d € N, setzen L :=
Bz~ = Fy (x=/®), v .=V, und definieren:

-] L—>R20:al—>q_d”(“),

vV o Ln—>ZU{OO}:Oz:(a{1,...,Oén)'—>1,ﬂ_ri?v(ai) und
Il L R )

BEMERKUNG I1.2. Die Abbildung L™ x L™ — R2" : (o, B) — ||a — B|| macht
L™ zu einem (ultra-) metrischen Raum.

DEFINITION I1.3. Eine Abbildung G : L™ — R=® (G : F — R=") mat

(1) Gla) =0 a=0,
(2) G(Aa) = [A|G(a) (G(Aa) = [A|G()) und
(3) Gla+ B) < max{G(a), G(B)}

fir alle \ € Lo, 3 € L™ (A € Fy(z), o, B € F) heifst Lingenfunktion auf L™ (F).

13
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BEMERKUNG I1.4. 1) Die Abbildung || - || ist eine Lingenfunktion auf L™.

2) Ist G eine Lingenfunktion auf L™ und M € GL(n, L), so ist offensichtlich auch
G o M eine Léingenfunktion auf L™.

Nach diesen grundlegenden Definitionen wenden wir uns zunéchst der Gestalt
konvexer Mengen in L™ zu.

DEeFINITION IL.5. Eine Menge C C L™ heifit konvexer Kdrper, wenn eine Lingen-
funktion G auf L™ existiert mit

C=C(G) ={ael"|Gla) <1}.
Weiter heifst eine Menge C C L™ Parallelotop, wenn M € GL(n, L) existiert mit
C=C(M)={acLl"||Ma]| <1}.

Nach [Ma] gilt dann der folgende

SaTz I1.6. Eine Menge C C L™ ist genau dann ein konvexer Kérper, wenn sie ein
Parallelotop ust.

BEMERKUNG I1.7. Die obige A quivalenz legt die Vermutung nahe, daf jede Lingen-
funktion G von der Gestalt ||M - || fir ein geeignetes M € GL(n, L) sei. Dies ist
genau dann richtig, falls {G(a) |« € L™} = {|a| | @ € L}.

Im Hinblick auf das Mahlersche Analogon zum Minkowskischen Gitterpunktsatz
flihren wir einen Volumenbegriff ein.

DEFINITION IL.8. Fir M € GL(n, L) sei C := C(M) ein konvexer Kérper. Dann
heift Vol(C) := |det M|~ das Volumen von C.

BEMERKUNG I1.9. 1) Es gilt: Vol(C(1d,,)) = Vol({a € L™ | ||o]| < 1}) = 1.

2) Fiir einen konveren Korper C ist das Volumen ein ,Map* fiir #(CN(E[z'/*]))"),
d.h. fir die Anzahl der ,ganzen® Punkte in C.

Wir kommen zum zentralen Begriff des R-Gitters.

DEFINITION I1.10. Seien R ein Teilring von E[z'/*] und M € GL(n,L). Dann
heift A = A(M,R) := {M«a | « € R"} R-Gitter in L™. A = A(A) := | det M|™*
heifit Gitterdeterminante von A.

BEMERKUNG II.11. Fir einen unitiren Teilring R von E[z'/*] gilt A(R™) =1

Wir bemerken die Analogie zu Zahlkorpern:
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BEMERKUNG I1.12. Wegen der Diskretheit von R in L mit der von | - | indu-
zierten Topologie und der Invertierbarkeit von M ist ein R-Gitter A C L™ eine
diskrete, additive Untergruppe von L™. Wie bei Zahlkérpern lifit sich fir R €
{E[z'/*],F,[z]} und j € N zeigen: ay,...,a; € A sind genau dann E[z/*]- bzw.
F, [z]-linear unabhingig, wenn sie L- bzw. F,(z~1)-linear unabhingig sind.

Schliefilich treffen wir eine verallgemeinerte Definition von sukzessiven Minima,
wobei wir beachten, dafl op auch als freier F,[z]-Modul vom Rang n/l aufgefafit
werden kann (vgl. Bemerkung 1.17.(2)):

DEFINITION I1.13. Seien R ein Teilring von E[z'/*], A C L™ ein R-Gitter und G
eine Langenfunktion auf L™. Firi € {1,...,n} heifit

M;(A,R,G) = min{ X €R| es existieren R-linear unabhdngige
ar, ... ,0; € Amit Gla;) < A, 1<j <73}

das i-te sukzessive Minimum von A (bzgl. R und G).

Spezialisieren wir in obiger Definition R € {IF,[z|, F,[z]} und ersetzen G durch eine
Lingenfunktion auf F' und A durch op, so definieren wir analog das i-te sukzessive

Minimum M;(op, R, G) von op (bzgl. R und G).

Damit konnen wir abschliefend das Mahlersche Analogon zum Minkowskischen
Gitterpunktsatz und zum Minkowskischen Satz iiber sukzessive Minima zitieren

(siehe [Ma]):

SATz 11.14. Seien G eine Lingenfunktion auf L™, M € GL(n,L), R := E[z'/¥],
A :=A(M,R), A:=A(A),V :=Vol(C(G)) und bezeichne M; := M;(A,R,G),1 <
i <n. Dann existiert T € GL(n, R) mit |[detT| =1, und es gilt

Gb;)=M;, 1<i<mn, wobei (by,..., b,):=MT.

Ferner gelten

[I M = A/V und M, < (A/V)H™,

=1

d.h., es existiert ein Gitterpunkt

a€ AN mit0<Ga) < (A/V)l/".
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2. Die Liangenfunktion B

In diesem Abschnitt betrachten wir in Analogie zur T-Lénge bei Zahlkérpern
(siehe [P, Ch. IV.1]) eine spezielle Langenfunktion B, welche fiir konstruktive
Untersuchungen von F' eine zentrale Rolle einnehmen wird.

DEFINITION UND SATZ I1.15. Die Funktion

1/e

1

B:F—>R20:a|—>msalx|a\

ist eine Lingenfunktion auf F mit B(-) = ¢%"0), wo
B*:F —{afe|lacZ}U{—0}:ar— —Ixﬁ{lvi(a)/ei.

Weiter gilt B*\o; > 0.

Beweis: Wir priifen zunéchst die Bedingungen aus Definition I1.3. Offensichtlich
gilt B(a) =0 & a =0 fiir « € F. Seien nun o, f € F und A € F,(z) beliebig.
Dann impliziert v;(A) = e;v0(A) fiir i € {1,...,s} die zweite Bedingung. Wir
beachten nun fiir 7 € {1,...,s} und 6 > 0 die Abschétzung

oo+ 7 < max{|al;, |81} = max{|af], B[},

aus der

B}
= max{méx |af;/*, mhx |8];/“} = max{B(a), B(8)}

Bla+f) = méx|a+ 8% < mhxmax{|af/*,

folgt.
Wegen |- |; = ¢ ()1 <i < s, und ¢ > 1 gilt B(-) = ¢ 0.

Fir die letzte Aussage fixieren wir ein a € oj und nehmen B*(«) < 0 an. Dies
impliziert v;(a) > 0 fiir alle 1 < i < s, womit >;_; fivi(«) > 0 folgt. Damit ergibt
sich der gewiinschte Widerspruch aus der Produktformel und vp(a) > 0 fiir alle
P e P(F). 0

BEISPIEL I1.16. FYir Beispiel 1.25 gilt also:

B:F — R : a+— max{|a|, |a|%/2}.

BEMERKUNG II.17. Mit der Notation aus Bemerkung 1.15 besitzt das Analogon
zu B im Zahlkorperfall die Gestalt (vgl. [N, Ch. 2, §1, 3.]):

[:F—R ar— %15? la®].
1=
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Bei der algorithmischen Untersuchung von Zahlkérpern spielt die sog. Ty-Lange
Ty : F— R :a+— X:|oz(’.)|2
i=1
eine zentrale Rolle (vgl. [P, Ch. IV.1]), und es gilt [} < T3(:) < n[-T.
Im Funktionenkorperfall werden wir unsere Untersuchungen auf die Léngenfunk-

tion B stiitzen und beweisen die erste Hauptaussage.

THEOREM I1.18. Es existiert eine Ganzheitsbasis wy, ... ,w, € op mit B(w;) =
M;(op,F,[z], B) firl <i<mn.

Beweis: Seien R := F,[z| und @,...,&, € op eine fixierte Ganzheitsbasis.
Wir zeigen, daff ein T € GL(n,R) mit B(w;) = M;(or, R, B) existiert, wobei
(Wiyeneywp) = (@1, ... ,0n)T.

Wir setzen L := F,(z ') und fixieren fiir s € {1,...,s} eine L-Basis b;1,... ,b;,
von F;/L.
Fiir i € {1,...,s} bezeichne ferner ¢; die Inklusion F < F; und
G L™ — F, i a= (g, o) — Zozjbi,j.
7=1
Wir setzen

¢riu(@) < ¢ u(@a)
M = : : e Lvn
G5 s(@1) o by es(@n)
und zeigen M € GL(n, L).

Angenommen es existieren ag,... ,a, € L, nicht alle Null, mit

n b1 tua (@)

= &5 s (@)
Dann implizieren zeilenweise Betrachtung und die Linearitdt von ¢; die Existenz
von ai,... ,a, € L, nicht alle Null, mit

n u(pt)
i=1 Ls(pi—l)

Damit folgt aber fiir g(y) := 3"  ay* ! € L[y]: g(pi) =0, 1<4i<mn, und wir
erhalten den gewiinschten Widerspruch mit deg(g) € {1,...,n — 1}.
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Nun betrachten wir die Abbildung
BoLr=T[LY — R : g=(8,...,B,)" — mhx|p:i(8)]}/,
=1 -

wobei | - |; auf F} fortgesetzt zu verstehen ist.

Dann ist B eine Lingenfunktion auf L™ (Beweis analog Definition und Satz I1.15).

Wir setzen & := (@1,...,®,) und fixieren & € {1,...,n}. Aus der R-linearen
Unabhéngigkeit von @y, ... ,o, folgt nun fir Aq,... , Ay € R™
WA1,...,wA; € op sind R-linear unabhéngig
(2) <= Ay, ...,A € R" sind R-linear unabhéngig.
SchlieBlich beachten wir noch fiir v = (vy,... ,v,)" € R® und a = Qv € op:
Bla) = miux|af!/® = i u(a) '
(3) = B (@), ., ua(e))) = B(Mw).

Nach Satz I1.14 existiert nun zu A := A(M, R) C L™ ein T € GL(n, R) mit
B(b;)) = M;(A,R,B), 1<i<mn, wobei (by,...,b,) = MT.

Daher folgt die Behauptung aus (2) und (3). O

BEMERKUNG I1.19. Fir Gitter A C R*, n > 4, ist es i.allg. nicht immer
mdglich, Basen so zu wdhlen, daf§ sie die sukzessiven Minima bzgl. || - ||o rea-

lisieren (vgl. [PZ, Ch. 3, (3.31), (3.32)]).

Abschlieflend gibt der néchste Satz Auskunft iiber die Struktur der sukzessiven
Minima M;(op, F,[z], B):

SATZ 11.20. Seien n = #l und &, ... ,0; € op mit op = @I, Ii'q[x]&i, wobes
B(®@;) = M; := M;(op,Fy[z], B),1 < i < 7. Dann gelten mit F, = F,(¢) (¢ € F,

geeignet):

(1) Wi—1y4j = C7%; € op,1 < i< 7,1 < j <, ist eine Ganzheitsbasis von
Oof. _

(2) B(wi-1)145) = M-1y45 = Mg_1y45(or, Fglz], B) = M; = B(@;),1 <1 <
n,1 <5<

(3) Es gelten My =1 und M; < M.
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Beweis: Wegen

:éﬁq[az]@iz@@m < QB]F

ist wy,...,w, eine Ganzheitsbasis von op.

Um (2) zu zeigen, nehmen wir die Existenz von k£ € {1,...,n} und F,[z]-linear
unabhéngigen by, ..., by € op mit

an.
Sei nun k = (9 — 1)l + jo fiir geeignete ig, jo € N. Dann existieren £ > 4y, 1 < i1 <
. <1 <k, so dafl b;

19 9

b;. Fy[z]-linear unabhéngig sind.

Denn aus der gegenteiligen Annahme folgt

Rgﬁq[m][bil,... abin]ﬁq[z] <gkfirallek >ipund 1 <4y < ... <4, < k.

Dies impliziert
Rgﬁq [z] [bl, e ,bk]ﬁq [z] < 7:0,
womit der Widerspruch aus
Rqu[z][bl, e ,bk]Fq[z} < (Z() - 1)l < (’lo - 1)l +]0 = k
folgt.

Seien also 0.B.d.A. by, ... , b, F,[z]-linear unabhingig.
Damit folgt (2) aus dem Widerspruch

malXB(b ) < maxB(b ) < B(wy) = B(¢"'@;,) = B(@y,) = M;

io-
Schliellich gilt mit Definition und Satz II1.15 sofort M; = 1. Beachten wir
U:={a€op|vi(a)=0,1<i<s}=
so bildet U U {0} einen l-dimensionalen F,-Vektorraum.
Ferner gilt mit der Produktformel fiir £ € op
§eU<= B(¢) =

Nehmen wir nun M; = M;,; an, so impliziert das bereits gezeigte 1 = M; = ... =
My;. Damit folgt w; € U,1 < ¢ < 2[, und wir erhalten einen Widerspruch zur
[F,-Dimension von U U {0}. O
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FoLGERUNG I1.21. Bezeichnet M; = M;(op,F,[z],B),1 < ¢ < n, so zeigt der
vorhergehende Satz

]_:M]_:...:Ml <Ml+1:...:M21 S SMnfl—l—l:---:Mn-
Fiir den Fall, dal P, zahm verzweigt ist, werden wir im néchsten Kapitel einen

effizienten Algorithmus zur Berechnung einer Ganzheitsbasis mit der Eigenschaft
aus Theorem II1.18 angeben.



KAPITEL III

Reduktion von Ganzheitsbasen

Im weiteren Verlauf der Arbeit wird sich zeigen, wie mit Hilfe von Elementen
a € F mit vorgegebenen unteren Abschédtzungen fiir ihre Bewertungen iiber oo
Ganzheitsbasen reduziert und Grundeinheiten berechnet bzw. Wurzeltests durch-
gefiihrt werden konnen.

Im Zahlkérperfall korrespondiert dies zur Berechnung von Elementen mit obe-
ren Schranken fiir ihre Konjugiertenbetriage. Gewdhnlich geschieht dies mittels
Auszihlen einer gewichteten positiv definiten quadratischen Form (vgl. [PZ, Ch.
5, (3.11)]).

Im Fall, daB8 P, zahm verzweigt ist, werden wir einen effizienten Algorithmus
angeben, der es gestattet, Elemente a € op mit v;(a) > ¢; fiir¢; € Z, 1<i<s,
zu berechnen.

Allgemeiner werden wir fiir einen Divisor D € Divy(F') den Begriff einer D-
reduzierten Ganzheitsbasis einfiithren, aus der wir leicht eine [ ,-Basis des folgen-
den Riemann-Rochschen Raums berechnen kénnen, dessen Definition auf W. M.
Schmidt [Sch2] zuriickgeht:

DEeFINITION III.1. Fir D = Y¥;_, ¢;P; € Diveo(F) und t € R definieren wir den
F, - Vektorraum

L(D,t) :={a € op | vi(a) > —c; —te;, 1<1i< s}

BEMERKUNG II1.2. 1) £(D,t) ist endlichdimensional (siehe z.B. [St,1.4.9.]), und
die Produktformel impliziert L(D,t) = {0}, wenn Y7 fi(—c; — te;) > 0.

2) Wie schon oben erwdihnt, ist das Analogon zur Berechnung von L(D,t) im
Zahlkérperfall das Auszdihlen einer gewichteten positiv definiten quadratischen
Form. Denn fir a € op sind dquivalent

a € L(D,t) < |af; < ¢t 1<i<s.

21
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Um im Zahlkirperfall (mit der Notation aus Bemerkung 1.15) o € o mit || <
i fiir \; € R%% 1 <4 <7y + 7y, zu berechnen, betrachten wir
T1 (7)|2 1472 (4)|2
a o
T2,)\:0f—>RZO:ou—>Z‘/\2| |)\2|,
=1 7 7

auf or (vgl. [P, Ch. VI.2]). Wir bestimmen nun (mittels Auszihlens, vgl. [PZ, Ch.
3, (3.15)]) a € oF mit Ty \(«) < n und testen schliefilich @ < A, 1 <0 < 4.
8) Wir beachten, daf L(D,t) im Gegensatz zu {a € ox | [a®| < A\, 1 < i < ri+7ry}
ein F,- bzw. F,-Vektorraum ist. Kennen wir also eine Basis von L(D,t), so
kénnen wir die Elemente dieses Raums leicht angeben.

i=r1+1

In diesem Kapitel werden wir fir den Fall, daff P, zahm verzweigt ist, einen
effizienten Algorithmus zur Berechnung einer F,-Basis von L(D,t) angeben. Ist
P, wild verzweigt, so geben wir in Kapitel 1V.1 einen allgemeinen Algorithmus
zur Berechnung von L£(D,t).

Fiir Funktionenkorper iiber C existiert ein deterministischer Algorithmus zur Be-
rechnung einer C-Basis von £(D,t) (vgl. [Sch2]), welcher auf [Coa] basiert. Dieser
Algorithmus benutzt Puiseuxentwicklungen aller Nullstellen von f iiber P, was
ohne weiteres méglich ist, da C Charakteristik 0 besitzt und algebraisch abge-
schlossen ist.

Bevor wir eine geeignete Modifikation dieses Algorithmus geben kénnen, betrach-
ten wir zunéchst Puiseuxentwicklungen der Nullstellen von f iiber P,,.

Es wird sich hierbei zeigen, daf die Bedingung p 1 e (d.h., P,, ist zahm verzweigt)
hinreichend fiir die Existenz von Puiseuxentwicklungen aller Nullstellen ist.

1. Puiseuxentwicklungen iiber P,

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Gestalt von Puiseuxentwicklungen der
Nullstellen pq, ..., p, iber Py. Dazu zeigen wir zunédchst, in welcher k-ten Wurzel

aus z7! sich die Nullstellen entwickeln lassen, sofern P,, zahm verzweigt ist.

SATZ II1.3. Gelte p { e und sei 7 € F,(x) mit f(x,7) = 0. Dann folgt T €
F, (z~Ye).

Beweis: Wir betrachten hierzu das Zerlegungsverhalten von (z~!) bei Konstan-
tenkorpererweiterungen.
Zunichst gelten iiber FF,:

(z7") = Do+ e:P; mit Dy € Divo(F),

=1
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f = Hgi € Fq(xfl)[y] und
i=1

)

[[E = Fe ) Qe F
=1

mit deg(P;) = f;, irreduziblen, bzgl. y normierten und separablen g; € F,(z~')[y],
deg,(gi) = eifi = ni = [F; : Fy(z™)] und F; 2 Fo (a7 ) [y]/9:Fq(z)[y,1 < i < s

Beim Ubergang von F, zum exakten Konstantenkorper I~Fq & Fp fiir ein passendes
[ € N beachten wir (vgl. [Ha, S. 3501f, 398ff]):

l
f = H f(Z) € Fql(m)[y]a
=1

wobei die f@ konjugiert sind beziiglich F/F, und deg(f®) = T=n, (1<
i < 1). Ferner bemerken wir, daf @ absolut-irreduzibel ist (1 <i<l),dh
irreduzibel in F,(z)[y].

Es folgt F = F (x)[y]/f(i)Iqu (z)[y] fiir 1 <7 <1, und 0.B.d.A. sei f(z,7)=0.

Wir beachten nun F' = F  F. Setzen wir P, =: P e Po (Fy F') und fassen F F,
und o, iiber Fu auf, so erhalten wir:

(1) = Dy + Ze,—]si mit Dy € Divo(F, F),

=1

fO = Il 3: € Fy (z~1)[y] und
=1
.H Fy = Fua(a™) ®F,; (=) F

mit deg(f?i) = % =: f,-, irreduziblen, bzgl. y normierten und separablen g; €
IEq’ (z Dyl, deg(g:) = eifi =: 7y = [F; : Fy (z71)] und Fy <$71>[y]/§i]Fq’ (7 1)y =
F;,1 <1 <s.

Da f (1) absolut-irreduzibel ist, ergibt sich schliefilich beim Ubergang von Fy, nach
F,:
s _ _
(z1) = Do+ ePi; mit Dy € Divo(F,F),
=1 75=1
T
fO = 11119 € Fofe ")y und

i=1j=1
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s fi

I[IIE, =

1=17=1

=

q<m_1> OF, (z) FqF’

wobei P; ; € Py (F,F), 1<i<s1<5< f;, und (z71) den zu ! gehdren-
den Hauptdivisor in Div(FgF) bezeichnet. Ferner gelten deg(P;;) =1, g;; €
F2<3:_12[y] sind irreduzil)el unﬂ bzgl. y norn_liert und separabel, deg(g; ;) = e; =
[Fi; : Fo(z™)], wobei F; & Fo(x")[y]/7; ;Fq(z")[y] die Vervollstindigung von
F,F an P; ; bezeichnet (1 <i<s,1<j< fz)

O.B.d.A. gelten nun g, ,(z,7) =0 und 7 € Fl,l. Da p 1 ey, existiert nach [Ch, Ch.
IV, §6] ein m € ﬁ1,1 mit 7 =z~ !, und es gilt

Uﬁl,l(fﬂ_l/el) =1 und damit Fy; = F (z="/),

wo z71/¢1 eine beliebige der e;-ten Wurzeln von z~! in F; 1 bezeichnet.

Dies impliziert 7 € Fq<x_1/el> C Fq@:—l/e)_ 0

Im nachfolgenden Satz werden wir nun den Erweiterungsgrad des Konstantenkor-
pers fiir die Puiseuxentwicklungen kléren.

Sarz I11.4. Gelte p 1 e und sei 7 € Fy(x) mit f(xz,7) = 0. Dann ezistiert d =
d(t) € {1,... ,n} mit 7 € Fa(z'/°).

Beweis: Nach Satz II1.3 gilt 7 € Fq(x_lie), und da f € F,[z,y] irreduzibel ist,
folgt 7 # 0. Somit existieren m € Z,a; € F, mit 7 =772 aze.

Wir betrachten dazu den algebraischen Korperturm
By :=F,(am), FEi:=FE; 1(amyi1),i>2 und FEy :=F, (am,ans1,...) CF,.

Angenommen, es gilt d := [Ey : F;] > n. Dann existieren i, € N mit [Ej, :

F,] =: ng > n und ng paarweise verschiedene Einbettungen o, : E;; — F, mit
0j |]FqE Id,l S ] S Ng.

Wir setzen o; zu &; : E, < F, fort und definieren 7; = ¥ 6;(a;)z" "¢ €
F,(z7%/¢) fiir 1 < j < ny. Diese sind paarweise verschieden, und wegen &; |r, = Id
und f € F,[z,y] gilt f(z,7;) = 0,1 < j < ng. Wegen deg(f) = n < ng erhalten
wir den gewiinschten Widerspruch. Somit ist [Ew : F;] = d < n und damit
T € Fu(z71/¢) gezeigt. 0O

Mit diesen beiden Sdtzen und anhand ihrer Beweise konnen wir die zweite Haupt-
aussage formulieren:
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THEOREM IIL5. Gelte p{e. Dann existieren ein

de{l,...,keV(d(p1),-..,d(pn))}

und eine Numerierung der Nullstellen pq,... , p, mit

(pla"' apn) = (pl,la"' 7p1,n17p2,1;"' 7p2,nza"' aps,la"' >ps,ns)a

so daff pij € Fua{z™V/%) C Fa(z™1/¢),1 < j < m;, die Entwicklungen an P;,1 <
i < s, sind. Weiterhin enthdlt Fya alle e;-ten Ewnhertswurzeln, 1 <1 < s.

Beweis: Die Existenz von d und der Numerierung folgt direkt aus den beiden
vorangegangenen Sétzen nebst ihrer Beweise.

Fiir die Aussage iiber die Einheitswurzeln betrachten wir nochmal 7 € Fq (z=1/¢)
mit f(z,7) = 0 und gehen zuriick zum Beweis von Satz I11.3. Dort galt 0.B.d.A.
7 € Fy(z~'/*1), und es existierte g, ; € Fy(z~")[y] mit deg(g, ;) = e; und g, , (=, 7) =
0. Mit dem oben gezeigten gilt

T= Z &i(afl/el)i € F (afl/el),

1=m
wobei /¢ eine der e;-ten Wurzeln von z ! in Fi, ist.

Wegen p 1 e; existieren in F, genau e; verschiedene e;-te Einheitswurzeln, welche

wir mit ¢; :=1,(s,..., (., bezeichnen. Betrachten wir
0= gl,l(x’ T) = 911 ((x_l/el)_el’ Z ai(w_l/el)i)

als Potenzreihen-Identitit in 2=/, so gilt auch

0=7914 ((cjw‘””)‘“, > ai(cjw‘”el)i) , 1<j<e.

Da die Nullstellen von g, ; auch Nullstellen von f sind (vgl. Satz I11.3), impliziert
dies mit dem oben gezeigten Y32 a;(Cjz~'/*1)" € Fa({z™'/1). Wegen 0 # G =
anG1 € Fpa folgt auch ¢; = iy (am;) € Fpo,1 < j < e;. Wenden wir dieses
Argument auf alle Nullstellen von f an, so folgt die Behauptung. O

BEMERKUNG II1.6. 1) Insbesondere ist P, zahm verzweigt, falls p > n oder p >
max;_, e; gilt. Somat besitzt die Strukturaussage iber die Nullstellen von f ihre
Griltigkest in den meisten Fillen.

2) Die Puiseuzentwicklungen konnen mittels des Newton-Puiseux Verfahrens ge-
wonnen werden. Die Methode st fiir algebraisch abgeschlossene Konstantenkdrper
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K z.B. in [Wa, Ch. 1V]| dargestellt. Fir ein h € K|z,y| lassen sich damit alle

7= a2z, a; € K, mit h(z,7) = 0 berechnen.

Mit der Information aus Satz 111.4 [Gfit sich der Algorithmus geeignet modifizieren,
indem sukzessive Korpertirme iber I, betrachtet werden.

Um nun alle Nullstellen von f in z := /¢ zu entwickeln, transformieren wir das
Ausgangspolynom f € F,[z,y] = F,[27¢,y].

Dazu definieren wir g € F, [zt y] mit f = g, ferner h € F,|z,y] durch

h(z,y) = 2"g(z" ", y) mit m = deg, 1(g)

und wenden hierauf das Newton-Puiseuxr Verfahren an.

3) Das Newton-Puiseux Verfahren liefert die Entwicklungen der Nullstellen py, . ..
pn an Py, ..., Ps. Um die Nullstellen richtig zu numerieren, d.h. eine Rethenent-
wicklung einer Stelle zuzuordnen, beachten wir folgendes:

)

Ist T die Reihenentwicklung einer der Nullstellen, so kénnen wir sofort den Ver-
zweigungsindex e(1) der Stelle Q € {Py,...,P,} ablesen, an der T entwickelt

wurde. Ezistiert genau eine Stelle Q € {Pi,...,Ps} mit diesem Verzweigungsin-
dex, so ordnen wir T der Stelle Q zu.

Ezistieren nun k € {2,...,s},1 < i3 < ... < i < s und Stellen P,,... P,
mit e;; = e(1),1 < j < k, so lesen wir an der Reihenentwicklung von 7 die

Bewertung v(7) ab, welche 7 an der Stelle besitzt, an welcher es entwickelt wurde.
Wir berechnen v, (p),1 < j < k, und existiert genau ein j mit vy, (p) = v(7), so
ordnen wir T der Stelle P, zu.

Andernfalls existieren also k' € {2,... ,s},1 <] <...< i}, < s mit
= = y /
vyt (p) =v(1) und e e(r), 1<j<k.

Nach dem (schwachen) Approrimationssatz (siehe z.B. [St, 1.3.1.]) existiert nun
a=Y" \ptt€F, so daf vi, (@) paarweise verschieden sind fir 1 < j < k.
Wir bestimmen ein solches o (randomisiert), berechnen e(37_, \;7™') und ordnen
7 der eindeutigen Stelle P; zu, fir die v; (o) = e(Xi; A7) gilt.

4) Wie auch bei Nullstellenberechnungen in C kénnen Prdzisionsprobleme auf-
treten. Als guter Kompromif§ hat sich beim Newton-Puiseur Verfahren eine Ite-
rationstiefe von 25 Schritten und eine globale Prdzision von 50 Stellen fir alle
Rethenoperationen bewdhrt.

5) Im Fall p | e besitzen die Nullstellen von f auch Reihenentwicklungen, welche
mit dem Newton-Puiseux Verfahren erhalten werden kénnen.

Diese Entwicklungen sind aber nicht mehr vom Puiseuz-Typ, sondern allgemeiner
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vom Hamburger-Noether-Typ. D.h., besitzt p die Darstellung
p=> ax/% m e Zon; € Z,d; € N, mit ggT(n;,d;) =1,

so sind die d;’s unbeschrinkt; damit existiert kein k € N, so daff p € F (z='/*),
und p 1st nicht in eine Puiseuxrethe entwickelbar.

Die Erkldirung dieses Phinomens und eine allgemeine Einfihrung in Hamburger-
Noether-Entwicklungen konnen in [Ca, Ch. II] nachgelesen werden. Fine de-
tailierte (algorithmische) Betrachtungsweise gibt [R], und auch in [Gr] wird das
obige Phédnomen beobachtet. Ein einfaches Beispiel, dafl Nullstellen nicht Puiseux-
entwickelbar sind, gibt [Ch, Ch. IV, §6].

6) Sind wir nicht am Erweiterungstypus F/F,(z), sondern an F/F, interessiert,
so kénnen wir mittels einer geeigneten rationalen Transformation x — T die Stelle
P, mit einer Stelle P € P(IF,(z)) vom Grad 1 vertauschen.

FEzistiert also eine Stelle P € P(F,(x)) mit deg(P) = 1, welche zahm verzweigt
ist, so konnen wir P und P, vertauschen. Betrachten wir nun F/F,(Z) anstelle
von F[F,(x), so ist besitzt jetzt Py, € P(F,(Z)) das Verzweigungsverhalten von P,
d.h., es ist zahm verzweigt.

Korrespondiert das Polynom x — a € Fy[z] zu P, so fihrt x — T :=1/(z — a) zu
folgender Transformation des definierenden Polynoms f +— f:

f(@,y) =3"f(1/% + a,y) € Fy[Z,y] mit m = deg, f,

wober wir den Faktor 2™ zum Annullieren von Nennern dazunehmen. Damit er-

halten wir fir p € F,(Z) mit f(z,p) = 0:

F=F :=F,%p),

und der Korperisomorphismus ist Fy-linear.

Nach diesen Bemerkungen greifen wir erneut unser Beispiel auf.

BEispIEL II1.7. Fir Beispiel 1.25 gilt e = 24 p = 5, und wir konnen die Nullstellen
(p1, p2,03) = (P11, P21, P2,2) an Py und Py in Puiseuzreihen entwickeln. Es folgt
p1, P2, 03 € Fso (2) mit z := 2~Y2 | und wir erhalten

o= 204+ 4327243422 428+ 2240
py = w2+ 42t + w2 + whz" 4+ 328 + w2 + ... ,
ps = w32 +42* + i + w32T + 328 + w2 + ... ,

wobei (w) = Fi, ein primitives Element mit Minimalpolynom w? 4+ 4w+ 2 = 0 ist.
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2. Der Reduktionsalgorithmus

Ausgehend von Theorem III.5 werden wir nun den Algorithmus von W. M. Schmidt
geeignet modifizieren. Da wir hierzu die Puiseuxentwicklungen aller Nullstellen
bendétigen, gelte bis zum Ende dieses Kapitels:

p1e, d.h., Py sei zahm verzweigt, und die Nullstellen
(pla ce. 7pn)t = (pl,la ... 7ps,ns)t € (Iqu <I—l/e>)n = (E<m_1/e>)n = Ln

seien gem&B Theorem IIL.5 angeordnet. Ferner bezeichne D = 3>7_, ¢; P; € Divy(F)
einen beliebigen Divisor.

Um den Begriff einer D-reduzierten Ganzheitsbasis einzufiithren, beginnen wir mit
der Definition dreier Abbildungen, die den Zusammenhang zur Gittertheorie aus
Kapitel IT herstellen:

DEFINITION III.8. Wair definieren eine Finbettung, eine Transformation und eine
Projektion:

n

T:F—»L":azz)‘aj toa= Z)‘Jpl 1<i<n’
j=1 )

[e o]

( Z ai’jm_j/e)lﬁiﬁnl

j=mi+tcie/er

Do pg= ( amw_]/e)1<i<nr—>,80 =

J%ME?

(o ¢]

( Z ai,jw—j/e)n—ns+1§i§n

j=mitcae/es

Op:L" - E" : 3= ( Z ai,jw_j/e)1<i<n — (aik)i1<i<n, for k € Z.

Wir erinnern an die Abbildungen v, |- |,V und ||-|| aus Definition II.1 (mit & :=e)
und schlieffen zunédchst eine Bemerkung an.

BEMERKUNG II1.9. 1) Die Abbildung -P lifit sich durch
T := Diag(ty,... ,t,) € L™ mit

o— —Cl/€ o— —Cil/€ o — —Cs /€g o— —Cs /€g
t1:==x 1/1,...,tn1.—3: 1/1,...,tn_n3+1.—x / R /

darstellen und entspricht einer Gittertransformation mait

v(det(- X:m(:ze/eZ = ez fic;.

Fiir alle a € F,3 € L™, X € L gelten (\a)P = \aP und (AB)P = \3P.
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2) Fir 8= (B1,...,0.)" € L™ gilt:

V(5) = min v(5;) = min{k € Z | 6,(5) # 0}.

Um op mit einem geeigneten F, [z]-Gitter identifizieren zu koénnen, bendtigen wir
noch den folgenden

Sarz II1.10. Fir

I m P?_l
M:=1,p,...,p" ") = : :
1 pn P

gilt M € GL(n, L).
Beweis: Nach Theorem IIL.5 gilt M € L™*™. Die Aussage M € GL(n, L) beweist
man analog der entsprechenden Aussage in Theorem II.18. O

Aus diesem Satz erhalten wir sofort

THEOREM II1.11. Sei Py, zahm verzweigt, R := F,[z] und wy,... ,w, € op eine
Ganzheitsbasis. Dann qult

M = (wy,...,w,) € GL(n, L),
und op lafit sich mittels = mit dem R-Gitter A := A(M', R) identifizieren, d.h.
oF =@ Rw;, =AC L™
=1
Beweis: Bezeichnet M € GL(n, L) die Matrix aus Satz II1.10, so gilt
M' = dy'MTy mit dy € F,[z]* und Ty € GL(n, F,[z]).

Dies impliziert M’ € GL(n, L). O
BEMERKUNG II1.12. Somit haben wir wm Fall, daff P, zahm verzweigt ist, ein
Analogon zur Minkowskiabbildung (siehe [PZ, S. 383|) gefunden. Betrachten wir

noch einmal den Beweis von Theorem I1.18, so entspricht dies einer speziellen
Basiswahl b;1, ... ,b;n,, 1 <1 <s.

Mit diesen Vorarbeiten konnen wir nun den Begriff einer D-reduzierten Ganzheits-
basis einfiihren:
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DEFINITION II1.13. Eine Ganzheitsbasis wy, ... ,w, € op heifit D-reduziert, falls
fir alle j € {0,...,e— 1} die folgende Menge F,-linear unabhdingig ist (definiti-
onsgemdfS sei () linear unabhingig):

{HV@D)(@D) ceE"|ie{l,...,n} mitV(©’)=;j model.
Bevor wir die Existenz einer D-reduzierten Ganzheitsbasis beweisen, bestimmen

wir mit ihrer Hilfe eine F,-Basis von £(D,t). Dazu beweisen wir zwei Sitze (vgl.
[Sch2]), von denen der erste auch die Motivation fiir obige Definition erklart:

Sarz II1.14. Sei wy, ... ,w, € op eine D-reduzierte Ganzheitsbasis. Dann gilt fiir
a =31 Aw; €op, A € Fylz], 1 <i<n:

V(@”) = min{V(A@P)} = min{v(A) + V(@")} = minfeva(A) + V(@P))

Beweis: Die beiden rechten Identitdten sowie die Aussage fiir « = 0 sind klar.

Sei also a # 0 und setze
m —mln{V(Azw )} # oo sowie I :={i € {1,...,n} | m=V(\wP)} #0.

Bezeichnet ; € IF, den Leitkoeffizienten von A;,7 € I, so gelten

a’ = 0,@)z ™™ + by (@)™ ™D/ 4 und
o D n
=1 =1

= D lyer)(@) =7 € E",

i€l
wobei ,,...“ fiir Summanden in hoheren z~/¢-Potenzen steht.
Um 7 # 0 zu zeigen, beachten wir, dafi wegen v(\;) = ev,(A;) = 0 mod e die
Elemente w? fiir ¢ € I der gleichen Restklasse modulo e angehéren Da nun

wi, ... ,w, eine D-reduzierte Ganzheitsbasis ist, ist {6y g)(w; D)y e E™i € I} F,-
linear unabhanglg Damit folgen v # 0 und die Behauptung O

Um eine F,-Basis von £(D,t) angeben zu kénnen, bendtigen wir noch den folgen-
den

Satz I1.15. Seien o € F und @ = (0, ... ,0,)" = (@11,... ,0sy,)" € L™. Dann
qult
V(a) = I_Iﬁn v(@;) = msin IITIL{H v(@;;) = emln v,( )/e; = —eB* (),

=1 =1 j=1
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und es folgt (mit d = [E : F,])
BO) = 70 = VO = e,

Beweis: Wir beachten die Anordnung der p;’s und erhalten
E2F=F(z o), 1<i<s,1<j<m

Bezeichnen wir mit ¢; (4, ;) die Einbettungen von F — E. (F — F’m-), so gilt fiir
a€eF
vi(a) = vi(0) = vi(L o) = vi(@s;), 1<0<s,1<5 <y,

~

wobel v; auf F’Z bzw. F;; fortgesetzt zu verstehen ist. Zusammen mit 1 =
v(z=e) = w;(x7/¢)e;/e folgt die dritte Identitdit, was mit der Definition von
B* (vgl. Definition und Satz I1.15) die erste Gleichungskette impliziert.

Die Aussage iiber ||7|| folgt direkt aus Definition II.1. O

BEMERKUNG II1.16. Beachten wir Bemerkung I1.7 und die zweite Gleichungskette

wn Satz I11.15, so ldfit sich B auf L™ im zahm verzweigten Fall genau dann durch
eine Matriz realisieren (d.h., es existiert ein M € GL(n, L) mit B(-) = ||M - ||),
wenn1=[E:F,|=e =...=¢, gilt.

Damit erhalten wir

SaTz I1.17. Seiwy,... ,w, € op ein D-reduzierte Ganzheitsbasis mit V(w?”)/e =:
t; € Q1 <i<n. Dann gilt (mit deg(0) = —o0)

L(D,t) = {Z Aiwi | Ay € Fy[z] mat deg(X;) <t;+t, 1<i< n}

=1

fiir alle t € R.

Beweis: Wir fixieren ¢ € R und beachten fiir alle « = > ; Adiwi € op, A; €
F, [z],1 <i < n den vorhergehenden Satz, die Definition von - und die folgenden
Aquivalenzen:

a € L(D,t) vi(a) > —¢; —te;, 1<i<s
evi(a)/e; > —ciefe; —te, 1<i<s
V(@) > —te

min{V(A@P)} = min{evee () + V(@P)} > —te

n.fzi{l{—@ deg(Ai) + et;} > —te

[ A A AN

min{— deg(A;) +1:} > ~t
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> deg(N\) <t;+t, 1<i<n.
Da t € R beliebig war, folgt die Behauptung. O

Als Dimensionsaussage notieren wir:

FOLGERUNG IIL.18. Seien t € R und t;,1 < i < n wie im Satz zuvor. Dann gilt
mit | = [F, : F,]:

dimp, £(D,t) ZmaX{O 1+ [t +t]},
und trivialerweise | dimg L(D,t) = dimy, £L(D,1).

Als Vorbereitung auf den Beweis der Existenz D-reduzierter Ganzheitsbasen benéti-
gen wir noch die folgende Aussage:

DEFINITION UND SATz III.19. Wir setzen
Q:={(w,... ,wn) €0} |wi,...,w, ist eine Ganzheitsbasis }

und definieren die Abbildung
U:Q-—7Z:(w,...,w) —v(det(@P,...,T2))) - ZV(@D).

Dann gilt ¥(Q2) C Ny, und ¥(w) =0 fir ein w := (w1, ... ,w,)" € Q impliziert die
D-Reduziertheit von wq, ... ,w,.

Beweis: Zunéchst implizieren Theorem II1.11 und Bemerkung I11.9.(1) die Exi-

stenz von k € Z mit v(det(@?,... ,wP)) = k fiir alle (wy,... ,w,)" € Q, d.h., der
erste Summand von V¥ ist unabhédngig vom Argument.
Wir fixieren nun w = (wi,...,w,)" € Q und setzen (¢;;) = (¢1,...,¢,) =

(@P, ... ,wP) € GL(n, L). Wegen

v(det((¢1, ..., b)) = v ( > sign(o) o) - - ¢n,o(n)>

oc€ESn

> min (@) - dnoto)

= min Z ¢z a(z

O'ESn i=1

vV
M
=
B
S
f:e?
I
g
<
5

folgt schlieflich ¥(Q) C N,.
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Gelte nun ¥(w) = 0. Wir beachten

(4) det(d1,- - bn)) = det ((Brion)(@1); -+, Bvpn) (b)) 2~ Zim VOV

wobei ,...“ wieder fir Summanden in hoheren z~'/¢-Potenzen steht. Wegen

U(w) = 0 folgt
v (et((B1s- . 1 6))) = 3oV

was mit (4) det ((0v(¢1)(¢1), e HV(¢n)(¢n))) # 0impliziert. Dann ist {fy(4,)(¢:) €
E™ |1 < i< n} E-linear unabhéngig und somit F,-linear unabhéngig, womit die
letzte Aussage folgt. O

Kommen wir nun zur Existenzaussage, wobei der nachfolgende Beweis auch direkt
einen Algorithmus liefert (vgl. [Sch2]):

SaTz II1.20. Sei wy, ... ,w, € or eine Ganzheitsbasis von op. Dann LGt sich aus
ihr eine D-reduzierte Ganzheitsbasis durch mazimal W((wy, ... ,w,)") Reduktions-
schritte bestimmen.

Beweis: Wir setzen w = (w1, ... ,w,)" € Q und (¢i;) = (¢1,... ,¢n) = @P, ...,
©P) € GL(n, L).

Wegen Definition und Satz I11.19 geniigt es zu zeigen: Ist ¥(w) > 0, so ist entweder

Wi, ... ,wy bereits D-reduziert, oder es existiert ein T' € GL(n,F,[z]), und fiir
0= (W1, ,00) = (W1 .., we)T)E gilt U(@) < U(w).

Sei dazu wy, ... ,w, nicht D-reduziert, also ¥(w) > 0. Dann existiert x € {1,...,
e — 1}, so daf

{HV(@)(@) e E"|ie{1,...,n} mit V(¢;) =« mod e}

F,-linear abhéngig ist. O.B.d.A. gelte nun V(¢;) = k mod e genau fiir i €
{1,...,k} fiir ein geeignetes k£ € {2,...,n} und ferner V(¢1) < ... < V(¢y).
Dann existieren j € {1,... ,k — 1} und aj1,..., 04 € F, mit

k
9V(¢j)(¢j) + Z aiev(¢i)(¢i) =0.

1=j5+1
Wir beachten (V(¢;) — V(¢;))/e € No fiiri € {j+1,...,k} und setzen
k
;= wit Y, oV (@)=V(éi))/e,. und

i=j+1
w; = w; fire #j.
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Wir definieren T € F,[z|"*™ durch (&4, ...,&,) =: (wi,...,w,)T und bemerken,
dafl T' eine untere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen ist. Damit ist
T € GL(n,F,[z]). Wegen V((I)_jD) > V(w}?) folgt mit dem Beweis zu Definition
und Satz I11.19 schliellich W((@y, ... ,&,)") < ¥((wy, ... ,w,)b).

Aufgrund der obigen Konstruktion ist die Aussage iiber die Anzahl der Redukti-
onsschritte offensichtlich. O

Wie wir dem Beweis des vorhergehenden Satzes entnehmen, terminiert der folgende
Algorithmus:

AvrcoriTHMUS III.21. (D-Reduktion einer Ganzheitsbasis)

Eingabe: (¢1,...,¢,) = @P,... ,@P) € GL(n, L), wobei (w1, ... ,w,)" € Q.
Ausgabe: T € GL(n,F,[z]), so daf (w1, ... ,w,)T eine D-reduzierte Ganzheits-
basis ust.

. Initialisiere T — 1d,,(F, [z]).
: Repeat N N N _
3: Berechne Ty € GL(n,F,[z]) mit V(¢1) < ... < V(¢y), wobei (¢1,...,¢,) =
(b1, ,¢n)To. Setze (¢1,...,¢n) — (¢1,--.,00)T0, T « TTy und b — 0.
4: For k=0,...,e—1
5: Berechne k = #{i € {1,...,n} | V(¢) = & mod e} und i; < ... < i
mit V(¢;,) =« mod e, 1 <m < k.

D |

6: If ((k > 1) und ({Ov(g; \(¢i,) € E™ | 1 <m < k} ist Fy-linear abhdngig))
7: (Reduktionsschritt) Es existiert j € {1,... ,k—1} und (0,...,0,04,...,
ap)t € FE, o5 =1 mat Efn:j by (s, )(bi,) = 0.
Setze £ — ¢i; + Efnzjﬂ amw(v(‘mm)_v(%))/egbim und berechne T) €
GL(n; IE‘q ['T]) mat (¢17 R ¢ij—17 57 ¢ij+17 s a(/bn) = (¢17 R ¢n)T1
Setze ¢i; +— &, T < TTy und b + 1.
8: end-If
9: end-For

10: until (h=0)
11: Gebe T aus und terminiere.

BEMERKUNG II1.22. Zur Betrachtung der algebraischen Komplexitit des obigen
Algorithmus definieren wir (zweckmdfigerweise) eine arithmetische Operation in
Z,F,,F,[z], E und L bzw. das Berechnen von v(«) fir o € L als eine (algebraische)
Operation. (Ansonsten missen wir noch implementations-spezifische Details, z.B.
von endlichen Kdrpern oder Rethen, beriicksichtigen.)

Wir beachten, daf fir emn 3 = (B1,...,0.)" € L™ der Wert V() = minl, v(5;)

mit n Operationen berechnet werden kann. Damit ist die Anzahl der Operationen
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bei einem Durchlauf der Repeat-Schleife (Schritte 3-9) offensichtlich polynomiell
m n.

Weiter haben wir gezeigt, daf$ die Anzahl der Durchliufe der Repeat-Schleife durch
U((wiy... ,wn)") € Ny beschrinkt ist.

Bezeichnet T € GL(n, L) die zu - gehdrige Matriz (vgl. Satz I111.10), so gilt mit
Bemerkung I11.9.(1)

U((wi,...wn)) = v(det(T@y,...,0,))) — ZV(wiD)

= eifici + v(det(wy, ... ,0,)) — eZm_i{l(vj(wi) +¢j)/e;

Wir beachten, daff v(det(wy, ... ,w,)) unabhdngig von der Wahl der Ganzheitsbasis
ist (det(wy, ... ,w,)? entspricht der Korperdiskriminante im Zahlkirperfall).

Damit hingt V((wi,...,w,)") von Invarianten der Kérpererweiterung F/F,(z)

(genauer: von v(det(wy,...,w,)) und dem Zerlegungsverhalten von P.,) sowie

von ¢; und v;(w;),1 <i<s,1<j<n, ab.

Wir kommen zuriick auf unser Beispiel.

BEIspIEL 111.23. Es gelten op = Fs[z, p| und
B()=0, Bp)=3 B

Fir eine 0-reduzierte Ganzheitsbasis (D := 0 € Div(F

= 6.
)

O1=1, @y:= 2 +22>+x+1)p+3p, &3:= (42’ +4z*> +22)p+p

)
)
2
erhalten wir dagegen

B*(@;) =0, B*(@y)=3/2, B*(@&3)=3.
Damit ist die Basis erheblich kirzer® geworden (bzgl. B).

3. O-reduzierte Ganzheitsbasen

In diesem Abschnitt werden wir Aussagen fiir D-reduzierte Ganzheitsbasen be-
weisen, wenn D = 0 € Divy(F'). Diese werden u.a. bei der Einheitenberechnung
noch wichtig werden.

In Theorem II.18 hatten wir die Existenz einer Ganzheitsbasis gezeigt, welche die
sukzessiven Minima von op bzgl. der Langenfunktion B realisiert. Ist P, zahm
verzweigt, so 13t sich eine solche Ganzheitsbasis leicht berechnen, wie wir nun
zeigen.
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THEOREM II1.24. Ser wy,...,w, € op eine O-reduzierte Ganzheitsbasis mit
B(wy) < ... < B(wyp). Dann realisiert diese die sukzessiven Minima von op bzgl.
der Léingenfunktion B.

Beweis: Angenommen, es existieren k € {1,... ,n} und F,[z]-linear unabhéngige
bi,...,b, € op mit
Wir beachten nun fir i € {1,... ,k}:
]:

Dies impliziert by, ... , b, € £(0,¢).
Da nach Satz II1.15 aber V(7)/e = —B*(-) gilt, folgt mit Satz II1.17: £(0,t) C
(w1, ..., Wk—1]F, [z]- Damit konnen aber

bl; ... ,bk € ;C(O,t) C [wl, PP ,u}kfl]]Fq[m]

nicht F,[z|-linear unabhéngig sein, und wir erhalten den gewiinschten Wider-
spruch. O

BEMERKUNG II1.25. Im Fall, dafS Py zahm verzweigt ist, kénnen wir also eine
Ganzheitsbasis effizient berechnen, welche die sukzessiwen Minima von op bzgl. B
realisiert. In diesem Sinne ist der o.g. Reduktionsalgorithmus der LLL-Reduktion
(angewendet auf eine in den R* eingebettete Basis einer Ordnung eines Zahlkor-
pers) tberlegen.

Der néchste Satz liefert ein Hilfsmittel, um Elemente beschrankter Norm zu kon-
struieren. Dies wird im nachfolgenden noch von Bedeutung sein.

SATZ I11.26. Sez t € R. Dann gilt
deg(Np/p, (2)(@0)) < tn fiir alle o € L£(0,1).
Beweis: Zunichst gilt fiir alle « € £(0,1):
—vi(a) <te;, 1<i<s.

Bezeichnet L :=TF,(z™'), so folgt die Behauptung aus

S

deg(Nr/w,0)(@)) = Voo (N, ()(@)) = —voo([[ N5 1 ()

= _ivm(Nﬁ/L(a)) = _Zfivi(a)
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=1

O

Schlielich bestimmen wir den exakten Konstantenkorper, d.h. I € Nmit [ = [, :
F,

4], wobei der nachfolgende Satz auch ein weiterer Beweis fiir Satz 11.20.(3) ist:

Sarz I11.27. Sei wq,... ,w, € op eine 0-reduzierte Ganzheitsbasis mit B(w;) <
... < B(wyp). Dann gilt
I = dimg, £(0,0) und 1 = B(w;) = ... = B(w) < B(wi31), d.h.

| = max{i e {1,...,n}| B(w;) =1}
Beweis: Wir beachten die sich aus der Produktformel ergebenden Aquivalenzen
a € ]F; & wvp(a) =0 fir alle P € P(F)

& a€opund v(a)=0, 1<i<s
& ae{Beof|v(f)>0,1<i<s}
& ae€ L£(0,0)%.

Wegen Satz I11.17 und Satz II1.15 gilt nun

£(0,0) = {Z Aiw; | A € Fy[z],deg(A;) < —B*(w;), 1 <@ < n} )
=1
Aus Satz 11.20.(3) erhalten wir 0 = B*(w;) < ... < B*(w,), was

!
£(0,0) = {Z,\iwi\,\,—e]ﬁ*qggigl} mit
i=1
I = max{i€{1,...,n}| B(w)=¢®®) =1}.
impliziert. O

BEeispieL II1.28. Kommen wir zurick zu Beispiel I11.23. Mit dem oben gezeigten
sind 1,v/125,125 die sukzessiven Minima von o bzgl. B. Auferdem gilt | = 1,
d.h. Fs5 = F5.

Damit beschlieflen wir das Kapitel iber Ganzheitsbasenreduktion und wenden uns
der Einheitenberechnung zu.
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KAPITEL IV

Einheitenberechnung

Ziel dieses Kapitels ist die Berechnung der Einheitengruppe Up := o}, wobel
die Ergebnisse des letzten Kapitels wesentlich zum Tragen kommen werden. Die
Struktur dieser Gruppe wird durch den Dirichletschen Einheitensatz (siehe z.B.
[We, 5-3-10]) vollstindig beschrieben:

DEFINITION UND SATZ IV.1. Die Einheitengruppe Uy ist das direkte Produkt aus
r:= s — 1 unendlichen zyklischen Gruppen und der endlichen zyklischen Gruppe
TUp aller in F' enthaltenen Einheitswurzeln, d.h., es existieren (,eq,...,e, €
OF,TUF = <C> mit

UF = TUF X <€1> X ... X <5r>-

Die Gruppe TUr heifst Gruppe der Torsionseinheiten, r Einheitenrang, und die
Elemente ¢4, ... e, Grundeinheiten.

Als bewertungstheoretische Charakterisierung erhalten wir aus der Produktformel
sofort:

Satz IV.2. Fiir o € op gelten
a€Urp & wvp(a)=0 fir alle P € Py(F)

& Zf,-vi(a) =0 und vp(a) > 0 fir alle P € Py(F)
i=1

< ifﬂ)i(a) =0,
=1

sowne

a€TUr < wvp(a)=0 fir alle P € P(F)
& wp(a) > 0 fir alle P € P(F)

39
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& a€Upundv(a)=0,1<i<s
& a € (0pNopw)” = (Npep)Op)”
X A~ X

@ (0% E ]Fq = Fql .
Insgesamt qilt also: Up = IF;Z x 7.
Wie auch im Zahlkorperfall erleichert die Betrachtung der Einheitengruppe als
Gitter im Logarithmenraum ihre Berechnung. Daher definieren wir:
DEeFINITION IV.3. Wir bezeichnen mat

L®: F* — 7" a— (vi(a),...,v.(a))

die Logarithmenabbildung.

Fiir eine Teilmenge M C Uy ist L>((M)) ein Gitter in Z", und offensichtlich gilt
L>(TUr) = {0}.

Wir fithren nun den Begriff des Regulators ein.

DEFINITION IV 4. Fir k € N heiffen ny, ... ,m € Ur unabhdngiq, falls die Vek-
toren L®(m),...,L®(ny) € Z" Z-linear unabhingig sind. Andernfalls heiflen
M,...,M abhdngig.

Fiir eine Untergruppe U := (ny,... ,n.) < Up definieren wir den Regulator

fioim) -+ fiva(ny)

Reg(U) := |det |

fTUr.(nl) e f'rvr.(nr)

= |det(L>(m), ..., L=(n.))| ]] fi € No.

Damit gilt offensichtlich der
Satz IV.5. Fir eine Untergruppe U := (ny,... ,n,) < Up sind dquivalent
M, ..., € Up sind unabhingig < [Ur : U] < oo < Reg(U) # 0.

BEMERKUNG IV.6. Die Definition von Logarithmenabbildung und Regulator tber
die Bewertungen vy, ... ,v, ist insofern willkirlich, als daff hier nicht notwendig
vs, sondern irgendeine der Bewertungen vy, ... ,vs ausgelassen werden kann und
ferner die Reihenfolge der Bewertungen keine Rolle spzelt.

Dazu beachten wir, dafi wegen >;_, fivi(a) =0 fir alle o € Up die Menge
H = {(vi(a),...,v(a)) € Z° | o € Up}
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eine Hyperebene in Z° 1st. Um also die multiplikative Struktur von Up auf eine
additive (Gitter-) Struktur zurickfihren zu konnen, betrachten wir H N Z". Wie
wir leicht nachprifen, sind der Begriff der Unabhdngigkeit von Einheiten und des
Regulators unabhdngig davon, welche der Bewertungen vy, ... ,vs wir auslassen.

Nach diesen Vorbereitungen beginnen wir mit der Berechnung von 7T'Up.

1. Torsionseinheiten

In diesem Abschnitt berechnen wir [ = [INFq : IF,]. Dariiber hinaus skizzieren wir ein
allgemeines Verfahren, um die Elemente von £(D,t) zu bestimmen. Wir beginnen
mit grundlegender Theorie (vgl. [Ha, S. 350ff]).

SATZ IV.7. Firl = [F, : F,] gelten

l|n, U]deg(P) fir alle P € P(F),
! = min{deg(P) | P € P(F)} und | = ggT{deg(P) | P € P(F)}.

Damit folgt sofort: Existiert ein P € P(F') mit deg(P) =1, so gilt [ = 1.

Wir erinnern an unsere Resultate aus den vorhergehenden Kapiteln (Satz I1.20,
Theorem I11.24 und Satz I11.27):

Seien M; := M;(or,F,[z], B),1 <14 < n. Dann gelten

F = TUp = £(0,0)* und
| = dimp, £(0,0) = max{: € {1,...,n} | M; = 1}.
Ist Py zahm verzweigt, so a8t sich | mittels einer O-reduzierten Ganzheitsbasis
berechnen.

Die Bedingung der Zahmverzweigtheit an P, kann fiir die Berechnung von [ ab-
geschwiécht werden. Dazu beachten wir das folgende triviale

LEMMA IV.8. Seien T transzendent tber ¥y, p € F,(Z) und
¢:F — F:=F,(%,p)
ein Iy -linearer Kérperisomorphismus. Dann gilt

]Fq ~{ae F | « ist algebraisch dber F,}.

Erinnern wir uns nun an Bemerkung II1.6.(6), so kénnen wir [ dann explizit be-
rechnen, wenn eine zahm verzweigte Stelle P € P(IF,(z)) mit deg(P) = 1 existiert.
Dazu transformieren wir z — Z, und wir berechnen [ mittels einer O-reduzierten

Ganzheitsbasis von oz, wo F :=TF,(%,7) (vgl. Bemerkung IIL6.(6)).
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Ist keine Stelle zahm verzweigt, so konnen wir [ aus der Elementzahl von £(0,0) £
F, bestimmen. Wie schon zu Beginn des letzten Kapitels angekiindigt, skizzieren
wir nun einen allgemeinen Algorithmus, um £(D,t) fir D = Y;_, ¢;P; € Divy(F),
und ¢t € R zu bestimmen.

Dazu betrachten wir zunachst

L(D,t) = {a€op|vi(a)>—c —te,l1<i<s}
= {a€op|vi(a) > —[c+te;]| = —¢,1 <i<s}
S ~
= {acor|ac [P “}
=1
Fixieren wir nun Ganzheitsbasen wy,... ,w, € op und @y,... ,&, € 0p, SO er-

halten wir reguldre Matrizen M, € F,[z]"*", M, € O™ und dy € Fy[z],d; € O
mit
n—1 1 n
op = {(1,p,... P )d—MO)\ | A € F,[z] } und
0
5 ~ 1
[P = {(1,/)00,--- ,pZo_l)d—Mlv |ve (920}
1

=1

Damit existiert eine invertierbare Diagonalmatrix D; € F,(z)"*", so da8

1
L(D,t) = {(1,,0,...,;)"1)d—0M0/\|/\E]Fq[m]”}
1
N1, p,...,p" 1)—
{( Pyve s P )d1

Mittels der Hermite-Normalformen Hy := MUy := HNF(M,) und Hy := MU, =
HNF(M;) mit Uy € GL(n, F,[z]),U; € GL(n, Ou) lassen sich somit alle Elemente
von £(D,t) aus den Losungen des Gleichungssystems

1
do

DlMlV | v E Ogo} .

1
Hy\ = d—D1H11/ mit A € F,[z]",v € O,
1

gewinnen, wobei die Losungen mit U, ' bzw. U; ' zuriicktransformiert werden
miissen.

Setzen wir noch D, := Z—‘;Dl, so erhalten wir schliefflich alle Losungen aus dem
Gleichungssystem

H())\ = D2H11/ mit A € IFq [.’L‘]n,l/ € O:)Lo’

welches wir rekursiv 1osen konnen.
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BEMERKUNG IV.9. 1) Mit dem oben beschriebenen Verfahren sind wir in der Lage,
L(D,t) zu bestimmen. Da der rekursive Lisungsansatz allerdings das Testen von
potentiellen Lésungen A\, v verlangt, ist dieses Verfahren nicht besonders effizient.

2) Da hdufig nicht nur l, sondern die Gruppe Ur vollstindig berechnet werden soll,
bietet sich folgende Strategie an: Um unabhdngige Einheiten zu berechmen, wird
m dritten Abschnitt die sog. Relationenmethode beschrieben, bei der eine grofie
Anzahl von P € P(F) berechnet werden. Somit ist es ratsam, die Berechnung
dieser Stellen abzuwarten, da die Fxistenz einer Stelle vom Grad 1 hinreichend
fir 1l =1 ist (siehe Satz IV.7).

Nachdem wir nun T'Up berechnet haben, bereiten wir die Konstruktion unabhangi-
ger Einheiten vor. Hierbei kommt Elementen beschrinkter Norm eine zentrale
Bedeutung zu.

2. Elemente beschriankter Norm

In diesem Abschnitt werden wir untersuchen, wie wir Elemente beschrankter Norm
konstruieren konnen, d.h.

a € op mit deg(Np/m,(z)(a)) <6

fiir ein beliebiges 6 > 0. Solche Elemente werden wir fiir die Konstruktion un-
abhéngiger Einheiten im néchsten Abschnitt bendtigen.

Ist P, zahm verzweigt, so hatten wir bereits in Satz II1.26 gezeigt, wie solche
Elemente zu erhalten sind:

Fir t € R gilt
deg(Np/p, () (@) < tn fiir alle o € £(0,1).

Im Fall, dafl P, wild verzweigt ist, beschreiben wir ein Verfahren, das auf der fiir
Zahlkorper bekannten Parallelotopmethode ([PZ, S. 351]) beruht.

Dazu erinnern wir zunéichst an die Geometrie der Zahlen fir d = k = 1 (vgl.
Kapitel II), d.h., wir setzen L := F,(z7'), R := F,[z] und betrachten in L™ das
Fundamental-Parallelotop

Cyi=C(Idy) = {8 = (Br,-..,u)" € L" | || Bl = miax |0 < 1}
sowle das R-Gitter A ;= R".

Wir fixieren nun eine Ganzheitsbasis wy, ... ,w, € or und setzen
n
. n .
O :F,(z)" — F:(aq,...,05)— Zaiwi.
i=1

Dann ist © ein F,(x)-Vektorraumisomorphismus mit O(A) = op.
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Im folgenden werden wir fiir & € oy das Parallelotop C; zu Parallelotopen C*
transformieren und die Elemente @(Cgf N A) C oF betrachten.

Informationen iiber die Normen der Elemente in ©(CZ N A) gibt der nachfolgende

SaTz IV.10. Seien a € oy, M, die Darstellungsmatriz von o bzgl. wi, ... ,w, und
deg(Np/p,(2)(@)) = kn +m mit k € Ng,0 < m < n. Setzen wir cf = x7F e =
—k—1 d
x un
M* = cEM, € F,(z)™*",
C: = MIfC,={Mip|BeC}=C(MH ) cL

Iy = ©(CyNA)Cop
c = sup |NF/IFq(z)(®(/6))|OO’
BECINFy ()"

so gelten

(1) sup,erz [Ne/m, @)(7) oo < c1] det(M7)|oo,
(2) |det(M] )| = q™ > 1 und | det(M )|oo = ¢™ ™ < 1,
() 1< #(L V10D < 0,0 <\ T0) <00

(4) ¢1 < max | B(w;)*™".
Beweis: Um (1) zu zeigen, beachten wir M € F,(z)"*™ und

sup |Np/m,) (Voo = sup IN#/E, @)(7)]
yeTE YeO(MECINR?)

sup |NF/]Fq (z)(7)|oo
YeO(MZEC1NF, (z)*)

- sup ‘NF/IFq (z) (’7) ‘oo
'chffoc@(Cl NFq (z)™)

IN

c1|N /g, (2) (€ @)oo
c;| det(MF)]| .
Die zweite Aussage folgt sofort aus der Definition von | - |-

Fiir (3) beachten wir #(I'f \ {0}) = #(M*C, N A*) und M:C, = C((MF)™1).
Um den Minkowskischen Gitterpunktsatz anzuwenden, definieren wir eine Langen-
funktion G(-) := |[(M})~" - || auf L™, und es gilt M}C; = C(G). Nach Satz I1.14
folgt nun

(Mi(A, R,G))" < [[ Mi(A, R, G) = Vol(C(G)) " = | det(M) )| oo-
=1
Dies impliziert die Existenz von v € A* mit

G(y) < |det((M}) e <1
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und somit
v € (C(G)NA)* = (MICinA)*.

Die Endlichkeitsaussage fiir #I'Z folgt aus der Beschrinktheit dieser Mengen in
L™ mit der von || - || induzierten Topologie und der Diskretheit von R™.

Fiir die letzte Aussage beachten wir max?_; |a|; > 1 fiir alle & € oy (vgl. Definition
und Satz I1.15) und setzen I' := C; NF,(z)". Dann folgt die Behauptung aus

c = Sﬁlél;\NF/Fq(z)(@(ﬂ))l —SupH\NF/L O(8)) s

BET ;=1
S
= sup [H1es) )= supH | Zﬂ]wj fi
L= =1 7=1
< SUPH maX |5JWJ| = Sup H(maij )
BET ;=1
S
< fi < s
< Zl—ll(lglax\wﬂ) malx(max )
= maxmax |w;7" ni/e: §m3xm%x\wj|fn/ei
=1 j=1 =1 j=1
= max B(w;)

O

BEMERKUNG IV.11. 1) Die Bestimmung der Elemente von I'S kann analog zum
Zahlkérperfall erfolgen (vgl. [PZ, S. 3511]).

2) Der Minkowskische Gitterpunktsatz garantiert nur fir U} die Eristenz eines
nichttrivialen Elements. In vielen Fdillen enthdlt aber auch schon I', hinreichend
viele Elemente, so daff wir ber Berechnungen zundchst mit I, starten.

3) Offensichtlich sollte ¢; so klein wie mdglich sein. Wegen Satz IV.10.(4) wdire
daher eine Ganzheitsbasis optimal, welche die sukzessiven Minima von op bzgl. B
realisiert. Ist Py, wild verzweigt, so bieten sich zur Reduktion einer Ganzheitsbasis
bzgl. B z.B. Methoden aus der kombinatorischen Optimierung an, welche hier aber
nicht diskutiert werden.

Nachdem wir nunmehr in der Lage sind, Elemente beschréankter Norm zu berech-
nen, wenden wir uns jetzt der Konstruktion unabhéngiger Einheiten zu.
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3. Berechnung unabhiingiger Einheiten

In diesem Abschnitt werden wir fiir 7 € {1,... 7} unabhéngige Einheiten 7, ..
Ny € Up konstruieren, indem wir ein Teilgitter

NCA=L®Up)CZ

<

vom Rang 7’ bestimmen (vgl. Satz IV.5). Dies erfolgt mit dem aus Zahlkoérpern
bekannten Relationenverfahren (siehe [PZ, 6.5], welches wir im folgenden kurz
erldutern.

Wir fixieren zunéchst eine Faktorbasis, d.h. fiir m € N paarweise verschiedene
Stellen Q1, ... , Qm € Po(F,(z)) mit normierten Primelementen 7, ... , 7, € F,[z]
und berechnen mittels Hauptdivisorzerlegung jeweils alle s; € N paarweise ver-
schiedenen Stellen

Weiter beachten wir fiir o € oy und @ € Py(F,(z)) mit Primelement 7o € F,[z]

7o 1 Np/k, () (@) = vgr (o) = 0 fiir alle Q' | Q.

Wir sagen, dafl a € oy iiber der Faktorbasis zerfillt, wenn fiir jedes normierte
Primpolynom 7 € F,[z] gilt

T | Np/p, o) () = 7 € {m,... , T}
Schlieflich definieren wir fir k =) s, € N
LY F* — ZF : a— (vg (a),...,vg . (a),vg, (a),..., v, (a))

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir das Relationenverfahren formulieren:

Induktiv bilden wir fiir iiber der Faktorbasis zerfallende «; € 0,4 = 1,2,... die
Relationenmatrizen

R; = (L®(v), ..., L®(;)) € Z™" und R. := (L°(ay),. .., L)) € ZF*".
Nun gilt

i
11 a;j €eUp <= v=_(v,...,15)" € Ker(R)),
7=1

und wir bestimmen eine Basis
Vily--- ,Vik; € 7' von Ker(R]) fiir geeignetes k; € N.
Wir wihlen solange iiber der Faktorbasis zerfallende Elemente o; € o, bis

Rg(Ri(vir, .. ,virg,)) = 7' fiir ein 7' € N.
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Dies impliziert

U = {Hoz;j eUr|v=(v1,...,15) GKer(Rg)}

j=1
= {aeUp|L>®(a) € A'}, wobei
(5) A = {Hv:=HNF(R;(vi1,... ,Vir;))V |v €L}

Mit L*(TUy) = {0} gilt daher
Lo(U) =N = {Hv |v e Z'} 2U/(TUp N U).

Offensichtlich sind bei diesem Verfahren die beiden folgenden Parameter von ent-
scheidender Bedeutung, um i’ so klein wie moglich zu halten:

(1) Der Aufbau der Faktorbasis, d.h. die Wahl von m und den @1, ... ,Q.n,

(2) Die Auswahl der iiber der Faktorbasis zerfallenden Elemente a, ... , a;.

Der restliche Abschnitt dient der Diskussion verschiedener Strategien fiir (1) und
(2). Dazu benétigen wir noch die folgende

DEFINITION IV.12. Wir setzen fiir m € N

W = {o€op|deg(Np/m,@(a)) < m},
An = #{gec F, [z] | g normiert, irreduzibel mit deg(g) = m}

und definieren die Mdbiussche p-Funktion

1 k=1,
p:N—{-1,0,1}:k+— <0 k ist nicht quadratfres,

(—l)i k st das Produkt © verschiedener Primzahlen.

Von wesentlicher Bedeutung sind die beiden folgenden Aussagen (siehe [PZ, Ch.
5, (2.3) und Ch. 2, (5.15)]):

LEMMA IV.13. Fiir alle m € N enthdlt die Menge W, nur endlich viele nicht-
assoziterte Flemente.

THEOREM IV.14. Fiir m € N gelten

1
" = dAs, An= po. Zu(d)qm/d, Ap > 1 und A, ~ ¢™/m fiir ¢ — co.
dlm dim
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Somit wichst die Anzahl der Primpolynome vom Grad m aus F,[z] exponentiell
in m. Dies legt es nahe, bei Elementen mdoglichst kleiner Norm zu testen, ob sie
iiber einer Faktorbasis mit kleinen deg(m),... ,deg(m,,) zerfallen.

Darauf aufbauend hat sich bei Berechnungen folgendes Vorgehen als giinstig er-
wiesen:

Wir geben uns m, b, € N vor und starten mit einer leeren Faktorbasis. Fiir
o € Wy, berechnen wir

k
Ng/k, (z)(a) = ] #;7 mit Primpolynomen 7;,k; € N,1 < j < k.
j=1
Gilt deg(7;) < ¥/,1 < j < k, so ist a ein neues «;, wir nehmen die Stellen
mO05,... ,7~rk(’);k in die Faktorbasis auf und berechnen alle Q|7~ri(’);i, 1 <3<k
Andernfalls wahlen wir ein néichstes o« € W;. Wir beenden den Aufbau der Fak-
torbasis, wenn die Anzahl der Primstellen erstmals mindestens m betragt. Ist dies

nach Elementen «y, ... , ap der Fall, so berechnen wir jetzt die Relationenmatrizen

Ry und R,

Anschlielend wahlen wir o € W, und testen, ob diese iiber der Faktorbasis zerfal-
len. Immer, wenn « iiber der Faktorbasis zerfillt, tragen wir L=(«) und L°(«) in
die entsprechenden Relationenmatrizen ein (d.h., wir hingen Spalten an). Haben
wir ¢’ erreicht, so erhalten wir die Matrix H aus (5) als Ergebnis und terminieren.

In der nachfolgenden Bemerkung erldutern wir noch einige Strategien.

BEMERKUNG IV.15. 1) Um sich zu iberlegen, daff das Verfahren bei hinreichend
grofler Wahl der Schranken terminiert, beachten wir

lvi(e;)| <t :=Reg(Up)/ [[ fi» 1<14,5<T
k=1

Dies impliziert €y, ... ,e, € L(0,t). Diese Menge kinnen wir berechnen.

Allerdings ist die Wahl zufdilliger Elemente und kleiner Schranken m,b, b wesent-
luch fir die Effizienz des Verfahrens, und die Auswahl der o € Wy, hdingt davon ab,
ob Py, zahm verzweigt ist oder nicht:

Ist Py, unld verzweigt, so berechnen wir a € F? C Wy sterativ mat dem Parallelo-
topverfahrens (vgl. Satz IV.10) fir zufillige, normbeschrinkte § € op. Im zahm
verzweigten Fall wihlen wir zufillig o € £(0,b/n) als Linearkombination einer 0-

reduzierten Ganzheitsbasis mit zufdlligen, im Grad beschrdnkten Polynomen (vgl.
Satz II1.26 ).

2) Der oben beschriebene Aufbau der Faktorbasis stellt sicher, daf§ die zuerst
gewdhlten o tiber der Faktorbasis zerfallen. Diese Methode ist einer willkiirlichen
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Wahl der Faktorbasis vorzuziehen. Wie im Zahlkérperfall lehnen wir auch solche
« ab, deren Norm Indexteiler enthdlt (vgl. Bemerkung 1.23).

3) Als Ergebnis des obigen Verfahrens erhalten wir nicht unabhdngige Finheiten,
sondern die Matrizx H = (hy,... ,hy) = (hij) € Z'™". Um aus H unabhingige
Einheiten ny, ... ,nw mit L°({n, ... ,nw)) = {Hv | v € Z"} zu berechnen, be-
stimmen wir zundchst

h h.. !
H' = (W, ..., }B.) = . . € 7"
(ha, - ) (—zizlfihi,l/fs —zizlf-hi,w/fs>

Danach berechnen wir mat dem 1m ndchsten Abschnitt beschriebenen Verfahren zur
Berechnung von Ewnheiten mit vorgegebenen Bewertungen

My-ee N € op mit (vi(n;),...,vs(n))" = h;-, 1< <7,
die das gewiinschte leisten.

Das ber Zahlkorpern tibliche Verfahren, unabhdngige Einheiten direkt tiber das Po-
tenzprodukt aus den Relationen auszurechnen, hat sich bei Funktionenkorpern auf-
grund der Komplexitit der Polynomarithmetik nicht bewdhrt.

4) Ist Py, zahm verzweigt, so bietet es sich an, sog. Dirichletelemente zu faktori-
steren. In Anlehnung an die Definition von Dirichleteinheiten im Zahlkdrperfall
heifit o € op Dirichletelement zur Richtung i € {1,... s}, falls

vi(a) <0 und vj(a) > 0,7 € {1,...,s}\ {¢}.
Dazu fizieren wir i € {1,...,s} und m € N. Dann impliziert die Produktformel
fiir j € {1,....,s}\ {i}
a € L(mP;,0)" = —m <wv(a) <0 undvj(a) >0, sowie
a€ LmP,0)*\TUr = —m <v;(a) <0 und v;(a) > 0.

Beir Berechnungen hat es sich als giinstig erwiesen, zuerst Dirichletelemente zu
faktorisieren (und damit die Faktorbasis aufzubauen), da hierbei hiufig schon Ein-
heiten gefunden werden.

Wir kommen nun zum letzten Schritt bei der Berechnung der Einheitengruppe.

4. Ein Wurzeltest und die Konstruktion von Grundeinheiten

In diesem Abschnitt werden wir von einer Untergruppe von endlichem Index
U:=(m,...,n) <Up:=TUp X (e1,...,&)

zu Up aufsteigen, indem wir Grundeinheiten ¢4, ... , &, explizit berechnen.
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Wie schon im letzten Abschnitt werden wir die Einheitengruppe hauptsachlich im
Logarithmengitter betrachten. Dabei ist die Untergruppe U durch eine regulire
Matrix
H = (hi,...,h;) :=(L>®(m),...,L=®(n,)) € Z™"
gegeben (vgl. Bemerkung IV.15.(3)). Es gilt demnach
L¥U)={Hv|veZ}=2U/(TUrNU),
wobei wir L®(TUr) = {0} beachten.

Bei der Berechnung von Grundeinheiten werden neben den Besonderheiten von
Gittern in Z" das bereits in Bemerkung IV.15.(3) angekiindigte Verfahren zur
Berechnung von Einheiten mit vorgegebenen Bewertungen Verwendung finden.
Das Verfahren entscheidet, ob zu ¢;,...,¢cs € Z mit Y7 | fic; = 0 eine Einheit
e € Up mit

vi(e) = ¢, 1 <1< s,

existiert und berechnet diese gegebenenfalls.

Grundlage hierfiir bildet der folgende
SATZ IV.16. Sei D = Y7, ¢;P; € Diveo(F) und deg(D) = 0. Dann gelten
a € Up und vi(a) = —¢;,1 <i<s<= a € L(D,0)"
und dimg L(D,0) € {0,1}.
Beweis: ,,=“: Dies gilt offensichtlich.
L= Sel @ € L(D,0), also
vp(a) > 0 fiir alle P € Py(F') und v;(a) > —¢;,1 < i < s.
Dann implizieren deg(D) = 0 und die Produktformel sofort
0> Zfivi(a) > —Zfici = 0 und damit vp(a) = 0 fiir alle P € Py(F).
=1

=1
Fiir £(D,0) = {0} ist die Dimensionsaussage richtig. Im Fall £(D,0) # {0}
fixieren wir o € £(D,0)* und zeigen

L(D,0)" ={ta | & € TUR}.
Sei dazu 3 € L£(D,0)*. Mit dem bereits gezeigten folgen
€ :=p0/a€Upund v;(§) =0,1 <i<s.
Dies impliziert £ € TUp, und wegen TUp = ]F; folgt die Behauptung. O

Mit diesen Vorarbeiten ist der nachfolgende Algorithmus kanonisch.
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ALGORITHMUS IV.17. (Bestimmung einer Einheit mit vorgegebenen Bewertun-
gen)

Eingabe: c¢y,...,¢cs € Z mat Y] fic; = 0.

Ausgabe: e € Up mit v;(e) = ¢;,1 < i < s, falls diese existiert; 0 sonst.

. Berechne L(D,0) fir D = — Y7, ¢;P;.

IF (£(D,0) = {0})

3: Gebe 0 aus und terminzere.

else

5: Gebe beliebiges € € L(D,0)* aus und terminiere.
end-If-else

W~ NN

1

Aufbauend auf diesem Verfahren konnen wir nun einen Wurzeltest formulieren.
Dieser entscheidet, ob zu gegebenen n € Up, k € Z Einheiten € € Up, £ € TUp mit

EeF =

existieren und berechnet diese gegebenenfalls.

ALGORITHMUS IV.18. (Wurzeltest)
Eingabe: n € Up,k € Z.
Ausgabe: e € Up,& € TUp mit £F = 1, falls diese existieren; 0 sonst.

Initialisiere ¢; <+ v;(n)/k,1 <1 <s.

If ((c1,...,¢5) € Z°)

3: Gebe 0 aus und terminzere.

else

5: If (Es emistiert e € Up mit v;(e) = ¢;,1 <i<s)
6: Setze & — n/e*, gebe e,& aus und terminiere.

7. else
8: Gebe 0 aus und terminiere.

9: end-If-else

10: end-If-else

It =

e

BEMERKUNG IV.19. Wie schon in Bemerkung I11.2.(2) angemerkt, korrespon-
diert die Berechnung von L(D,t) zum Auszihlen einer gewichteten positiv defini-
ten quadratischen Form T x. Mit der Notation aus Bemerkung .15 stellt sich das
Analogon des obigen Wurzeltests bei Zahlkorpern wie folgt dar (vgl. [Wi, Lemma
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4.7)): Falls € € oy mit e¥ = n exzistiert, so gilt Ty \(¢) = n, wo

Ty :0F — R2% : o Zﬁm(’)\z und \; 1= |77(’)\1/k, 1<i<n.
i=1 i

Bevor wir das Problem der Grundeinheitenberechnung allgemein angehen, beschéaf-
tigen wir uns noch mit dem Spezialfall r = 1.

BEMERKUNG IV.20. 1) Im Fallr =1 gilt
frv1(n) = — fava(n) fir alle n € Up = TUF X (e1)
mit einer Grundeinheit €1 und
Reg(Ur) = filvi(e1)| = falva(er)]-
In vielen Fillen lGfit sich €1 direkt bestimmen, indem wir sukzessive
L(mP; — (fim/ fy)P2,0) firm=1,2,...

berechnen. Offensichtlich gilt L(mPy — (fim/ f2)Ps,0) # {0} zum ersten Mal nach
Reg(Ur)/ f1 Schritten.

2) Im reell-quadratischen Fall, d.h. e; = ey = f1 = fo = 1, lif§t sich € auch mat
dem bekannten Kettenbruchverfahren bestimmen (vgl. [Arl],[WZ]).

Kommen wir nun zum allgemeinen Fall. Analog zum Zahlkorperfall werden wir fiir
bestimmte p € P induktiv die sog. p-maximalen Obergruppen von U/(TUp N U)
bestimmen und schliellich Grundeinheiten €4, ... , &, konstruieren. Wir folgen der
Darstellung in [Wi, Kapitel 4] und beginnen mit einer

DEFINITION IV.21. Seien M eine abelsche Gruppe und N < M eine Untergruppe
von endlichem Index. Fiir jedes p € P ist

Ny :={a € M| es existiert k € N mit o € N}

eine Untergruppe von M mit N < Ny < M, die wir die p-mazimale Obergruppe
von N in M nennen; N heifit p-mazimal, falls N = N gilt.

Wir beachten nun

LEMMA IV.22. Seien M ewne abelsche Gruppe und N < M ewne Untergruppe mat
J
M N)=][pi, p€PlLeN1<i<jeN,.
i=1

Dann qilt
(6) N <Ny, < (Npy)py <o < (oo (Np)py - -+ )p; = M.
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Um dieses Lemma nun auf M := Up/TUp und N := U/(TUr N U) anwenden
zu konnen, bendtigen wir eine Aussage iber [Up/TUp : U/(TUp N U)]. Dazu
beachten wir das folgende

LEMMA 1V.23. Es gelten

Reg(Ur) | Reg(U) = det(H) fIfZ und [Up /TUp : U/(TURNU)| | | det(H)|.

=1

Beweis:  Wir betrachten Up/TUp und U/(TUp NU) im Logarithmenraum und
setzen H' := (L*®(e1),...,L>®(e,)) € Z™". Dann existiert eine reguldre Matrix

TeZ™™ mit H= H'T und

Reg(U) = |det(H |Hfl | det(H")|| det(T |1_[fZ Reg(Ur)| det(T)].

Wegen
Up/TUp 2 {Hv |veZ}und U/(TUr NU) 2 {Hv |v € Z"}
folgt [Up/TUp : U/(TUr NU)| = |det(T)| | | det(H)|. O

Nach Lemma IV.22 und Lemma IV.23 kénnen wir also Up/TUp bestimmen, wenn
wir induktiv die p;-maximalen Obergruppen von U/(TUr NU) fiir

{p1,....p;}={peP| p||det(H)}
berechnen.

BEMERKUNG 1V.24. Be: Zahlkérpern verwenden wir eine untere Regqulatorabschdt-
zung, um die Menge {p1, ... ,p;} zu bestimmen. Da wir hier Gitter in Z" betrach-
ten, erhalten wir sofort ein ganzzahliges (natirliches) Vielfaches des Regulators.
Daher miissen wir nicht alle Primzahlen bis zu einer Schranke testen, sondern
glinstigerweise nur Primteiler.

Im folgenden beschreiben wir exemplarisch die Berechnung von (U/(TUr NU))5
fir ein fixiertes p € {pi,...,p,}; die induktive Berechnung der p;-maximalen
Obergruppen geméif (6) ist dann kanonisch.

Bevor wir das unten beschriebene Verfahren verwenden, priifen wir zunéchst, ob
einer der Erzeuger von U eine p-te Potenz ist. Dazu beachten wir Bemerkung
IV.15.(3) und testen fiir ¢ € {1,... ,7} mit Algorithmus IV.17, ob € € Up mit

ﬁLoo(&“) = hi
existiert und ersetzen gegebenenfalls H durch HNF(H, L*°(¢)).
Das Verfahren wird durch das folgende Lemma gegeben (vgl. [PZ, Ch. 5, (7.1)]):
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LEMMA 1V.25. Die Gruppe U/(TUp NU) ist genau dann p-mazimal in Up /TUF,
falls fiir alle v = (vy,...,v,)' €{0,...,p—1} mit vy +... + v, >0 keine € Up
existiert, so dafs

pL*>(e) = Hv.

Beachten wir U/(TUp NU) =2 {Hv | v € Z"}, so konnen wir direkt einen Algo-
rithmus formulieren.

ALGORITHMUS IV.26. (Bestimmung der p-maximalen Obergruppe)

Eingabe: Eine requlire Matric H € Z™" mit U/(TUpNU) 2 {Hv |v € Z"},p €
P,k € N mit p* | | det(H)|.

Ausgabe:  Eine regulire Matriz H € Z™" mit (U/(TUp N U)); = {Hv |v e Z"}

1: Initialisiere H = (hy, ... h,) = (hi;) < H.
2: Repeat
3. Setze
h h
l(_ 1~ T sXT
" ( =Yz fihin/fs oo = X0 fihin/ s ) ce
4: For v = (vy,...,v.) €{0,...,p—1}"
5: Setze (¢1,...,¢)" «— H'v und ¢; «— ¢ /p,1 <1 < s.
6: If (((c1,...,¢c5)" € Z°) und (es existiert e € L(— Y 7_, ¢;P;,0)*))
7: Gehe nach 11.
8: end-If
9: end-For

10: Gebe E aus und terminiere.

11: Setze H + HNF(H,L*(¢)) und k +— Kk — 1.
12: until (k=0)
13: Gebe H aus und terminiere.

BEMERKUNG IV.27. Die zweite Bedingung in Schritt 6 wird mit Algorithmus IV.17
getestet.

Fiithren wir induktiv obiges Verfahren fiir p;,...,p; durch, so erhalten wir eine
regulidre Matrix H € Z™*" mit

Up/TUp = {Hv |v € Z"}.

Erinnern wir uns nun an Bemerkung IV.15.(3), so sind wir in der Lage, Grundein-
heiten €4, ... ,&, zu berechnen.

Wir beschlieflen das Kapitel mit einer letzten
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BEMERKUNG IV.28. Be: obigem Verfahren miissen in der For-Schleife im Extrem-
fall p" Riemann-Rochsche Riume L£(D,0) bestimmt werden.

An dieser Stelle existiert fir Zahlkérper ein effizienteres Verfahren, welches auf
dem Cebotarevschen Dichtigkeitssatz basiert (vgl. [Wi, Kapitel 4] und [FJ, Ch.

5] ).
Grundlage dieses Verfahrens bilden u.a. die drei folgenden Aussagen (siehe [Wi,
4.11, 4.15 und 4.16]):

(1) Seien ¥ ein Korper und a € £*. Dann gilt
a ist keine p-te Potenz in ¥ & #_qc Y[t] ist irreduzibel.

(2) Seien F ein Zahlkérper mit Mazimalordnung oF und a € oy, welches keine
p-te Potenz ist. Dann besitzt die Menge

P(F,p,a) == {P Primideal in oF | ? — q ist irreduzibel in or/P[t]}

unendlich viele Elemente.
(3) Seien F und a wie in (2). Dann gilt

PEP(]—",ﬁ,a)if)\bﬁ’—l,

wo b := min{P NN} € P und fp den Trigheitsgrad von P iber bZ bezeich-
net.

Betrachten wir nun analog fir a € oy, welches keine p-te Potenz ist, die Menge

Po(F,p,a) :={P € Py(F) | t? — a ist irreduzibel in op/P[t]},

und wdhlen Q € Py(F,p,a),m € F,lz] mit Q NF,[z] =: 7lF,[z] = P € Py(F,(z)),
so qult

(7) i g/(@IP)deg(m) _ 1

Dies impliziert sofort Py(F,p,a) =0, da ggT(p,p* — 1) =1 fiir alle k € N.

Um fiir p # p ein Q € P(F,p, a) explizit zu berechnen, werden fiir Primpolynome
7 € [, [z] Hauptdivisoren (7) zerlegt und die beteiligten Stellen getestet. Wegen (7)
und f(Q|P) < n miissen hier hdufig Polynome m von sehr grofilem Grad gewdhlt
werden. Aus diesem Grund ist das Verfahren — 1m Gegensatz zum Zahlkdrperfall
— nucht effizient.

Das obige Phdnomen erkldrt sich aus der Charakteristik der Restklassenkdrper
or/P bzw. op/P. Im Zahlkérperfall konnen wir jede beliebige Charakteristik er-
zeugen, wohingegen bei Funktionenkérpern nur die Charakteristik des Konstan-
tenkorpers mdglich ist.
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BEISPIEL 1V.29. Kommen wir zurick auf Beispiel 111.23. Wie in Bemerkung
IV.20.(1) beschrieben, berechnen wir eine Grundeinheit
g1 = (.’L‘ + 1)&1 + 4(:)2 mit Loo(El) = (3)
Damit erhalten wir auch Reg(Ur) = 3.

Nachdem wir nun in der Lage sind, Ganzheitsbasen zu reduzieren und Grundein-
heiten zu berechnen, geben wir im abschliefenden Kapitel V einige Beispiele.



KAPITEL V

Beispiele

Aufbauend auf den bisherigen theoretischen Ergebnissen, geben wir in diesem
Kapitel Beispiele zur 0-Reduktion von Ganzheitsbasen und zur Berechnung von
Grundeinheiten fiir Kérper vom Grad > 3, in denen P,, zahm verzweigt ist.

In den nachfolgenden Tabellen werden u.a. Elemente der endlichen Koérper F, und
FE dargestellt.

Dazu beachten wir: Ist ¢ = p, so werden die Elemente von F, durch 0,... ,p—1
reprisentiert. Ist ¢ = p* mit & > 1, so werden die Elemente des Primkorpers F,
durch 0,...,p— 1 dargestellt; die Darstellung von F, \ F, erfolgt als Potenz eines
primitiven Elements (w) = ;. Fiir w geben wir auch das Minimalpolynom iiber
F, an. Die Puiseuxentwicklungen der Nullstellen pq, ..., p, werden immer als Po-
tenzen von z := z~'/¢ dargestellt, d.h. p; € E(z),1 <i < n. Zur Darstellung der
Elemente von F verwenden wir entweder ein primitives Element (u) = E*, fiir wel-
ches wir das Minimalpolynom iiber F, angeben, oder die Vektorraum-Darstellung
E =TF,(§) mit geeigntem £ € F.

In den Tabellen gibt T' die Laufzeit in Sekunden an. Alle Beispiele wurden mit
einer modifizierten KASH-Software (siehe [K]) auf IBM RS6000 Workstations mit
64 MB RAM unter AIX 3.2 gerechnet.

1. Ganzheitsbasenreduktion

In diesem Abschnitt geben wir einige Beispiele zur 0-Reduktion von Ganzheitsba-
sen. Genauer gesagt berechnen wir fiir Kérpererweiterungen F/F,(x), in denen Py,
zahm verzweigt ist, eine Ganzheitsbasis wy, ... ,w, € op mit der Round-Two Me-
thode. Diese reduzieren wir bzgl. D = 0 zu einer Ganzheitsbasis @,... ,w, € op.

Fiir beide Ganzheitsbasen geben wir die B*-Werte an, womit wir wegen B(:) =
¢?"®) und Theorem II1.24 auch die sukzessiven Minima von op bzgl. B kennen.
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Ferner bezeichnen in den folgenden Tabellen

=Y B'w), X:=3B'@), AT :=%-3,

=1 =1
M = mga,le*(wi), M = mgxle*(cT)i), AM =M — M.

Der Wert AY gibt hierbei an, um wieviel ,kiirzer” die Ganzheitsbasis bzgl. B
geworden ist. Beachten wir die Abschdtzungen fiir ¢; aus Satz IV.10, so ist die
Bedeutung von AM fiir die Konstruktion von Elementen beschrankter Norm of-
fensichtlich.

Es folgen 15 Beispiele, welche nach Erweiterungsgrad n und Charakteristik des
Konstantenkorpers p angeordnet sind. Sie sind so gewéhlt, dal an ihnen entweder
eine effektive Reduktion (vgl. AY mit ¥ und AM mit M) sichtbar wird oder
]Fq # I, gilt. Die drei letzten Beispiele demonstrieren die Algorithmen an grofien
Erweiterungsgraden. Wir schlielen mit der Untersuchung aller bzgl. y normierten
kubischen Polynome f € Fs[z, y], deren Koeffizienten im Grad durch 1 beschréankt
sind.

n=3 ¢=3, E=F;, 4v’4+2u+2=0 T =3s

f@y) ="+ Q2" +2+ 1)y + 2z + 1)y +2

d(fy=2°+22* + 223 + 22 + 2

Wy 15 P p2

B*(w;) |0, 2, 4 Y=6 M=4

s=2, e=2, Signatur: (1,1;2,1)

p1=p1’1:z_4+22_2+2+z2+26+28+212+zl4+216+2220+z22+2z24+...
p2=p2’1:Z2+u623+26+28+u629+u2211+Zl2+u2213+214+u2215+”_
p3:p2’2:22+u2z3+26+28+u2z9+u6zn+z12+u6213+zl4+u6z15+...

w; 1, @2 +z+1)p+p% 222+ (23 +2%)p+ (22 +1)p?

B*@) |0, 1, 3/2 $=5/2, M=3/2
=1 AY =9/2, AM =5/2
n=3, q=3, E=F3s, v+2u+1=0 T =0s
flz,y) =v* +94° +y +2

d(f)=2

w; L, p, p

B*(w;) |0, 0, 0 ¥=0, M=0
s=1, e=1, Signatur: (1,3)

pL=p11= ul® P2 = P12 = u?

P3 = P1,3 = uS

@i L, p P

B*(&) |0, 0, 0 ¥=0, M=0

=3 AT =0, AM=0
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n=3 q=7, w+6w+3=0 E=Fq T =91s
flz,y) =9> + (B2 + 22+ 6)y* + (2 + 3)y + 1

d(f) =2(z +w)(z + w")(2? + w3z + w®)(2? + w2 + w°)

ws 15 P p2

B (w:) |0, 2, 4 S—6 M=—24
s=3, e=1, Signatur: (1,1;1,1;1,1)

P = pra = w0z T w22 +wB + w2+ whS + wie + 327 + w4 62° + ...

po = pag = W'z + w22 + wdz + w2t + w025 + w28 + 327 + w2 +62° + ...
p3=p31 =422 45271+ 1+ 324622 +42% + 320 + 27 + 228 4229 + 210 4 22124

W5 1, (42° +5z+1)p+6p%, (322 + 22)p + p?

B* &) |0, 1, 2 ¥=3 M=2
=1 AY =3, AM=2
n=3, ¢q=132, w+12w+2=0, E =I5 T =11s
flz,y) =9v> + (1122 + 32 + 4)y?2 + (22 + 3)y + 2z

d(f) = (z + 11)(z® + wz? + vz + w'17)(2® + w¥2? + W™z + w°)

wi 1, p, p

B (@) |0, 2, 4 S =6, M—4

s=2, e=2, Signatur: (1,1;2,1)

pL=p11 = 2274 4+10272 4941222 +102* + 625 + 528 + 3210 + 7212 4 6214 + 2216 . ..
p2 = p21 =12z + 722 + 425 + 82% +102° + 1025 + 727 + 428 + 82° + 5210 4+ 3211 4+ ...
24722 +92% + 824 +32° + 102 + 627 + 428 + 52° + 5210 + 102" + . ..

P3 = P2,2 =

@ 1, (627 +4x+ 1)p+10p°, (1127 +32)p + p>

B*(@;) |0, 3/2,2 $=7/2, M=2
=1 AT =5/2, AM=2
n=4, q=5  FE=TF T =9s
f(z,y) =y +42?

d(f) = 42"

w; L, p, Pz, pPlz

B (w;) |0, 1/2, 0, 1/2 S=1, M=1/2
s=2, e=2, Signatur: (2,1;2,1)

pr=pi1=3z"" po=pio=2z""1

ps = pag = 4z71 ps=pap=2z""

W5 1, Pz, p, pPPlz

B*(@;) [0, 0, 1/2, 1/2 $=1, M=1/2
=2 AY =0, AM=0
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n=4, ¢q=5 FE=TF;s, T = 48s

flz,y) =y* + (22 +3)y° + (22° + 3z + 1)y* + (32" + 22+ 4)y +3

d(f) =29 +2° + 428 + 42 + 2° + 2 + 3z + 4

ws 15 P p25 p3

B*(w;) |0, 1, 2, 3 Y=6 M=3

s=4, e=1, Signatur: (1,1;1,1;1,1;1,1)

pr=pi1=1+4z+32+2°+3205 + 27 + 28 + 2210 4 3211 + 3212 4 4218 + .
pa2 = p21 =422 + 423 + 324 +22° +42% + 327 + 28 + 229 + 2210 + 3211 + 2212 4 .
p3=p31 =221+ 2422 +223 + 224+ 225+ 328+ 228 + 429 + 21 4+ 2124
2l A+ dr+ 224428+ 220 + 27 4+ 28 +42° + 210 + 321 44212 L

P4 = Pa1 =

@i 1, p, p* 22%p42xp” +p°

B* (&) |0, 1, 2, 2 S=5M=2
=1 AN =1, AM =1
n=4, q=7, E=Fn., uvw*+5u>+4u+3=0 T=1s

flz,y) =y* + (= + 2)y° + (¢° + 20+ 3)y” + (2° + 22° + 3z + 4)y
2t + 223 + 322 + 42+ 5

d(f) = 6z + 6)'2

1, (6+p)/(z+6), (1+5p+p")/(2®+5z+1),
Wi 2 3 3 2
(6 +3p+4p* + p°)/(2® + 42° 4+ 3z + 6)
B*(w;) [0, 0, 0, 0 ¥=0. M=0

s=1, e=1, Signatur: (1,4)

19202—1 +u1385
9602—1 +U2255

— — 14401 95
pPL=pr1=uw"""2 " +u

_ _ 480 —1 665
p3=p13=u 2~ +u

P2 = P12 =1u
Ps=Pra=1u

5 L GFp[@rs, G5t A/ 452+ 1)

(6 +3p +4p* + p%)/(2® + 42® + 3z + 6) ~
B*(&;) |0, 0, 0, 0 Y=0, M=0
1=4 A¥ =0, AM=0
n=4, q=13%, w?+12w+2=0, E =13 =32 (&), T = 25s
flz,y)=v* + 2z +3)y° +2y° +y +4x+5
d(f) = 4= + 022 + vz + w2 (@ + w2 + 0w Bz + w)
ws 15 P P2, p3
B (w;) |0, 1, 2, 3 Y=6, M=3
s=2, e=1, Signatur: (1,1;1,3)
plzpl’l:112_1+10+z+222+1023+7z4+525+7z6+7z7+28+29+...
2 = poy = wISTE2 4 W3¢ 4 w156 4 (wBOE2 4 l60¢ 4 150), 4
ps = pon = WE2 + wE + w4 (WE2 + w3 + W)z + ...
p1 = pas = WOLE? + wSTE + w00 4 (w2 4 wlTE + ')z + ...
w; 1, p, 2xp+p?, Trp+2zp®+p°
B*&) |0, 1, 1, 1 ¥y=3 M=1

=1 AT =3, AM =2
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n=5 ¢q=5 E=F:, u’+4u+2=0 T =4s
flz,y) =y +3y* + 4z +2)y° + 4z + 3)y + 1
d(f) =3(z + 3)(z% + = + 2)(2® + 42 + 3)

Wi 1, P p25 p3’ p4

B*(w:) |0, 1/3, 273, 1, 4/3 S =10/3, M =4/3
s=3, e=3, Signatur: (1,1;1,1;3,1)

pL=pi,1 = 23+ 220 + 429 4+ 3212 4 4215 4 2221 4 224 1 3233 42236 1 3239 4|

p2=p21 =4+32%+ 328+ 229 + 212 4+ 2221 4 2224 4 227 4 4230 4 238 4 236 4 .

ps = p31 = ulbz7t + 14223 + u202% + w25 + w2027 + w28 +32% + 2210 + ...
pa=p32=2"t+ 14223+ 424 +42° + 427 + 428 +32° + 3210 4 211 42212 .

Ps = P33 = wlz7 14228 +utz? + 02025 + w2 + w028 + 32° 4+ 410210 .

a}i 15 P p25 p3’ p4

B (@) |0, 1/3, 2/3, 1, 4/3 $=10/3, M=4/3
I=1 AY =0, AM=0
n=>5 =52, E=Fp, u+u*+4u®+u24+2=0 T = 86s
fla,y) =y’ +2y" +y° +2y +1

d(f) =2

Wi 1, P p25 pS’ p4

B*(w;) |0, 0, 0, 0, 0 S =0, M=0
s=3, e=1, Signatur: (1,1;1,1;1,3)

p1 = pra = u®? p2 = pa1 = u'"?

p3 = P31 = w376 ps = psz = u'"%®

ps = ps;3 = u’™*

@ L, p % P P

B*@&;) |0, 0, 0, 0, 0 ¥=0, M=0
I=5 AY =0, AM=0
n=5 ¢q¢q=7, w+6w+3=0, E=Fp., u=w T = 245s
flz,y) =9y°+Qz+3)y* +1

d(f) =2(z + 1) (2% + w3z + w3°)(2? + vz + w'®)

Wi 1, P PQ, pS, p4

B (w) |0, 1, 2, 3, 4 Y—=10, M =4
s=2, e=4, Signatur: (1,1;4,1)

pL=p11= Bz 4 4443216 43,20 4 529 4 4,28 1 4,36 4 9,40 4 5,44 4 48 4

o = pog = u2z + ul0z5 4 2820 4 180 4 36210 10513 4 12,14 4 16 4

s = pas = uBz + u225 + uts® 4 4020 4 ul2210 4 22513 4 36,14 4 16 4

pi = pas = ulz +ute + U204 120 4 3610 4 3418 412,00 4 16 4

s = paa = ulhz + w625 +uts® + U2 4+ ul2p10 4 ut6,13 4 36,14 4 16 4

@i 1, p, p’ P, P

B*@;) |0, 3/4, 1, 11/4, 15/4 S =33/4, M=15/4
=1 AY =7/4, AM=1/4
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n=5 g¢q=11, E=F, uv?+Tu+2=0 T =3T7s

flr, ) =v° + Bz +2)y* + (4 +2)y° + Bz +2)y°> + 3y + 1

d(f) =3(z + 2)(z + 3)3(z> + 622 + 22 + 5)

ws 15 P p25 p3’ p4

B*(w;) |0, 1, 2, 3, 4 Y =10, M =4

s=3, e=2, Signatur: (1,1;1,2;2,1)

pr=p1g=82"2+3+922+102" +725+82% 4921949212 4 621 + 7216 + ..

p2 = pa1 = w0 + uST22 4 ul18 0 4 85,6 4 39,8 4 70,10 4 116,12 | 2100
p3 = pra = w0 + Ul 722 4 U982t 4 49520 4 9,8 4 5010 4 o T6,12 | 1110 4
pa = p3,1 = ul0%2 + 422 + 45423 + 102 + 1025 + wP427 + 28 + 4210 + 4821 + .
Ps = P32 = ut?z 4+ 422 + w23 4+ 102 + 1028 + w27 4 28 4 4210 4 1821 4 .

> L, (Tz+1p+ 2z +1)p> + (T +1)p° +6p*, 3zp+p°, 9zp+ 32p® + p°,
! xp + 9zp? + 3zp® + p* _

B*@) |0, 1/2, 1, 1, 1 S=7/2, M=1

=1 AY =13/2, AM =3

n=11, ¢=7 E=Fn =F;(¢) T = 443s

flz,y) =y'" +2

a(f) = 2"

wj ]-7 P p27 p37 p47 p57 p67 p77 p87 p97 p10

B*(w;) | 0, 1/11, 2/11, 3/11, 4/11, 5/11, 6/11, 7/11, 8/11, 9/11, 10/11 % =5, M = 10/11

s=1, e=11, Signatur: (11,1)

pL=p11 =6z""
p2=pr2 = (4% + &8 + 47 +3¢° + 6£° + 663 + 667 + 66 +4)z7!

ps = p1,3 = (6£° 4+ 26 +3E7 + 55 + 6£* + £2) 27!
ps=pra = (26° 4+ 3% + 667 + 360 + €5 + 264 + 663 + €2 +6)27 !
ps = prs = (5% + €8 + 265+ 66° + 66" + £ +3)27!

pr=p17=(E +E +E +266 + 365 + £ + 665 +36% 4+ 66)27"
ps = prs = (4€° + 665 + €7+ 2% +4£% + 4E + 4)z7

po = p1,o = (5€° + 3E8 +6£7 +2¢° + €4 + 563 + 362 + 56+ 5)z7 !
pro =p1,i0 = (667 + 267 + €0 + 65+ 264 + 3 + 562 + 66 +2)27 !
p11 = pr1 = (467 +4E5 + & + 661 + 283 + &)zt

(
(
E
pe = pre = (26° + 465 + €7 + 665 + 3¢° + 464 + 562 + 66+ 5)z7!
(
(
(

w; 17 P p27 p37 p47 p57 p67 p77 p87 p97 p10

B*(@;) |0, 1/11, 2/11, 3/11, 4/11, 5/11, 6/11, 7/11, 8/11, 9/11,10/11 £ =5, M =10/11

=1 AT =0, AM=0
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n=12, ¢q=5 E=F:, 4v’+4u+2=0 T = 636s
flz,y) =y +=
d(f) = o
ws 15 P p25 p3’ p45 p55 p65 P7, pS’ p97 p107 pll
B*(w;) |0, 1/12,  1/6, 1/4, 1/3, 5/12, 1/2, 7/12, 2/3, 3/4,  5/6,
11/12 N =11/2, M =11/12

s=1, e=12, Signatur: (12,1)

pr=pi1 =utz7! p2 = p1o =ul®27t

p3 = p1,3 = ulfz~t Pa = P14 = ul9z™1

Ps = P1,5 = u?lz~1 P6 = P1,6 = w23zt

pr=prr=uz"! ps = prs =udz!

P9 = pP1,9 = w2zt P10 = pP1,10 = w27t

pu1 = pr =u’z? p12 = pra2 = utlz™?

&v)i 15 P p2’ pB’ p45 p5’ p65 P7, pga p97 p107 pll

B*@:) |0, 1/12, 1/6, 1/4, 1/3, 5/12, 1/2, 7/12,  2/3, 3/4,  5/6,
11/12 Y =11/2, M=11/12

=1 AY =0, AM=0

n=13, ¢q=5 FE=Fu, u*+4u>+2=0 T =1037s

f(z,y) =9y'* +2°

d(f) = 32°

"y 1, », % 5 o5 e, %)z, pljz, pSJz, porE,  pl),
Pl /22, p12 a2

B*(w;) |0, 3/13, 6/13, 9/13, 12/13, 2/13, 5/13, 8/13, 11/13, 1/13,
4/13, 7/13, 10/13 ¥ =78/13, M =12/13

s=1, e=13, Signatur: (13,1)

pr=p11 =427° p2 = pro=u’0273

ps = pr3 = u®®z73 pa = pra=u'®0z73

ps = prs = utz73 pe = p1e = u’>?z 73

pr=prp = u’0z73 ps = p1g = u?tz7?

po = pro=u"z"? p1o = p1,10 = u'?z73

pu1 = pra1 = u'%®z7? p12 = p112 = w0273

p13 = praz = w278

o 1, 2°/2%, p°Jz, p, pV/z%, %z, 0%, P jaZ, pjm, o, P/,
oz, ot

B* (@) [0, 1/13, 2/13, 3/13, 4/13, 5/13, 6/13, 7/13, 8/13, 9/13, 10/13,
11/13, 12/13 S =78/13, M =12/13

=1 A¥ =0, AM=0

Wir beschlieflen die Beispiele zur Ganzheitsbasenreduktion mit der Untersuchung
aller kubischen Polynome der Form f(z,y) = y*+as(z)y*+a1(z)y+ao(z) € F3lx, y]

mit deg(a;) € {—00,0,1},0 < < 2.

Von den 3% = 729 Polynomen erzeugen 428 separable Kérpererweiterungen F/F,(z)
vom Grad 3, in denen P, zahm verzweigt ist.
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In der folgenden Tabelle sind die Werte in Abhéngigkeit von der Signatur auf-
gefithrt. In der letzten Spalte gibt T' die durchschnittliche Laufzeit in Sekunden
an; Werte in runden Klammern bedeuten absolute Anzahlen.

Signatur [E:F;] | & M s M AY AM |T
(1,3) (8) 3 0 0 0 0 0 0 0,017
(1,1;1,2) (144) | 2 3 2 2 1 1 1 3,028
(1,1;2,1)(204) | 1 (102) | 3/2 (96) | 1 (96) | 3/2 1 0(96) |0 (96) | 7,672

2 (102) |3 (108) | 2(108) 3/2(108)| 1 (108)
(1,5;1,1;1,1) |1 3 2 2 1 1 1 5,736
(72)

2. Einheitenberechnung

In diesem Abschnitt geben wir einige Beispiele zur Berechnung der Einheiten-
gruppe im zahm verzweigten Fall. In den folgenden Tabellen bezeichnet &, ..
W, € op immer eine 0-reduzierte Ganzheitsbasis und 4, ... , &, Grundeinheiten.

©

n=3, ¢=3, Signatur: (1,1;2,1) T = 35s

flz,y) =9* + 2z + 1)y* + (22° +2® + o + D)y + 2% + 2

r=1, Reg(Ur)=19, [=1

ai| 17 Ps p2

g1 = (227 +225+ 225 + 21+ 223+ 222 + 22+ 1) + (¥ + 25 + 223 +22) 0y + (205 +22° + 22 +2+1) W3
1) = (19)

n=3, ¢=3, Signatur: (1,1;1,1;1,1) T = 23s
fla,y) =y° + (2 +2)y° + (22% + 2)y + 2

r=2, Reg(Up)=4, [=1

wl| 1, p, z2p + p?

( )w1 + 2(7)2 + (:Lv)g L (61) = (Z,O)t
( )w1 + WQ + 2w3 L~ (52) = (0’2)1‘:
n=3, ¢q=25, Signatur: (1,1;1,2) T =28s
flz,y) =y’ + (@ +20+2)y° + (2 +2)y + 2
r=1, Reg(Ur)=2, I=1
&1, Bz +az+1)p+3p% (2 +2x)p+p°
&1 = (3.’17 + 1)&1 +(:32 Loo(El) = (2)
n=3, q=>5% Signatur: (1,1;2,1) T = 10s

flz,y) =v> + Bz +4)y? +2y+ 1

r=1, Reg(Ur)=1, I=1

@i|1, (z+1)p+4p°, 3zp+p?

g1 = 61 + 2&2 Loo(&.l) = (1)
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n=3, ¢q=1717, Signatur: (1,1;2,1) T=09s

flz,y) ="+ (22 +3)y* +1

r=1, Reg(Up)=1, [=1

@i 1, (Bz+1)p+5p°, 2ap+p’

&1 = oy L*(e) = (1)

n=3, q=7° Signatur: (1,1;3,1) T = 22s

f@,y) =y" +2° + (22" +3z + 4y + 1

r=1, Reg(Ur)=2, [=1
(./.)i| 17 P, p27 p3

&1 = s L>(e1) = (2)

n=3, ¢=11, Signatur: (1,1;1,1;1,1) T = 534s

flz,y) =y + (82 + z)y” + (62 + 32 4+ 3)y + 8

r=2, Reg(Up)=268, I[=1

@i 1, p, (B> +z)p+p’

g1 = 62 LOO(El) = (Z,O)t
ey = (10$128+2m127+8m126+6$125+3$124+6$123+4$122+2$121+4m120+$119+7m118+$117+
62116 4 37115 4 8114 | 9113 4 g 112 | g, 111 4 3,110 4 5109 | 1,108 4 3,107 | 5,106 4 9,105
4$104+10$103+2$102 +4.’L‘101 +5.’L‘100+10$99+9$98+].0.’L'96+3.’l795+3.’L‘94+91'93+3.’L'92 +9.’E91+
81}90 +31‘89+5$88+5.’IJ87+8$86 +4.’L‘85+9.’E84+4.’E83+$82 +4.’L‘81+7.’L‘80+9.’E79+6IL‘78+5$77+
2276 4+ 9275 + 2274 + 8273 + 2272 + 42T + 7270 + 9259 4 5258 4 3266 4 8264 4 7403 4+ 10252 + £61 4
8259 + 3259 4+ 2258 4 6257 + 10256 + 72%% 4+ 4254 + 5253 + 5252 4 3251 + 3250 + 5240 49248 43,46
45 44 43 42 41 40 39 38 37 36 35 34 33 32

5% +6x** +5x*° +7x* +10x* +92*° +6x°7 + 7x°° 4+ 62°" +4x°° +42°° + 5x°* + x°° +4x°° +
9231 43230 4+ 102294+ 6228 + 5227 + 10226 + 8225 + 6224 + 7223 + 4222 + 4221 + 9220 43219 4+ 2218 4
6217 +9216 +621° + 5213+ 3212 +-821 + 210 +102° + 28 + 327 +62° + 22° + 823 + 622 + 8z + 1)y +
(8$132+8w131+9w130+4w129+5w127+5w126—+—10$125+4w124+4$123+$122+7w121+9w119+
31‘118+10.’1}117+2.’IJ116+10.’IJ115+10.’1}114+9.’L'113+2.'B112+8.’L'111 +3.’13110+8$109+2$108+9$107+
51'106+9$105+7$104+3$103+7.'13102+10.T100+10.T99+10$98+5.’L'97+2.T96+4.’B95+4$94+10$93+
10292 4+ 62°1 + 3290+ 1028 + 8258 + 3287 + 2486 4+ 7285 4+ 8284 + 4283 + 4282 43281 + 428042279 +
10[E77+7$76+6$75+7$74+$73+2$72+!L‘71 +$68 +9.’E67+1OCE66+5.’E64+9$63+$62+2$61+8IL‘60+
71759 +6$57+6$56 _}_41.55 +5$54+2$53+10$52+2.’l‘50 +3$48+8$46 +.’,'U45 +5$43 +5$42+3$40+
511739+10$38+5$37+3$36+7$35 +$34 +$33 +2.’L’32+8.’l‘31 +2$30+10$29 +8$28 +4$27+9$26+
8$24+8$23+10$22+$21+7.’L’19+.’L‘18 +6$17+5$16+4l‘15 +3$14 +4$13+8.’E12+6$11 +$10+5$9+
528+ 727 +72° 4825 +62% +-623+ 322+ Tz +4) 0o+ (102130 462129 482128 4 521274 92125 1 92124
57123 4 5122 | 4121 | 6,120 | 9,118 | 3,116 | 9,114 | 6,113 | 9,112 | 9,111 4 8110 4 1,109 4
Q108 | 4107 | 7,106 | 1105 4 3,104 4 4,103 4 102 4 @101 4 4,100 4 199 | 5,98 | 6,97 4 10,96 4
9295 + 624 + 3293 + 921 +102°° 4 928% + 10288 4 4280 + 8285 + 9284 + 9283 + 5282 4 8281 4 280 4
1027 + 4278 4+ 52T+ T2 + 82 + 52 + 5272 + 5270 + 2259 + 7458 + 7257 + 10256 + 7255 + 6254+
263 4 6262 4 9x61 4 4460 4 159 4 258 4 .56 4 155 4 4,54 4 258 4 Q52 | 450 L 5,49 L 7048 L 1047
0746 | 245 4 474 4 6243 4 3242 4 8741 4 3240 4 6239 4 7237 4 7236 4+ T35 4 4233 42432 4 3731 4+
102394+ 222° + 10228+ 9227 4+ 2226 + 8225 + 5223 4+ 2222 4+ 2221 + 10220 + 219 4+ 2218+ 9217+ 10216 +
6% + 82 + 2213 + 3212 + 211 +9210 + 2% + 928 + 627 + 926 + 625 + 52 + T2® + 622 + 51 +9) w3

L>(e5) = (0,134)!
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n=3, ¢q=13, Signatur: (1,1;1,1;1,1)

T = 23s

flz,y) =9> +(102% + 7z + 1)y? + (222 + 8z +5)y + 7

r=2, Reg(Up)=4, [=1

wi| 1, 9/x+ (7> +x+9)p/z +2p%/x, 11/z+ (10z” + 11)p/x + 1p*/x

&1 = ag + ].1(713
€9 = 3.’[}&2 + (7.’L‘ + 1)&3

L>(g;) = (2,0)¢
L*>®(e9) = (1,2)!

n=3, ¢q=17, Signatur: (1,1;1,2)

T =1301s

f(z,y) = y° + 2y + (622 + 14z + 6)y + 1022 + 10z + 1

r=1, Reg(Ur)=32, [=1

a}i| 17 Ps p2

g1 = (1421 + 12214 + 12213 + 3212 + 15211 + 13210 + 5% + 428 + 627 + 1625 + 1025 + 42* +
1423 + 822 + 5z + 1)@y + (521 + T2'* + 112" + 1422 + 122! + 14210 + 22° + 1428 + 227 +
28 + 162° + 4z + 32° + 1122 + 102)D2 + (22 + 9213 + 7212 + 321! + 152° + 62% + 1427 +

928 + 425 + 2t + 523 + 622 + 52 + 10)Ws

L (e1) = (32)

n=4, q=23% Signatur: (2,1;2,1) T = 47s
flz,y)=v* +20°+ 22+ 1)y’ + 2y + 1

r=1, Reg(Up)=1, [=1

@1, p, p*, P

e = g L*=(e1) = (1)
n=4, ¢=25, Signatur: (1,1;1,1;1,1;1,1) T = 3803s
flz, ) =v"+ 2z +3)y° +y2+ Bz +2)y+ 1

r=3, Reg(Ur)=1, I=1

w; | 1, p, 2xp+p?, 4dxp+2xp® +p°

€1 = Wy + s + 4, L>(&;) = (1,0,0)?
€0 = By + 203 + 304 L>(e5) = (0,1,0)"
e3 = Oy + 333 + 204 L>(e3) = (0,0,1)*
n=4, q=25% Signatur: (2,1;2,1) T = 32s
flz,y) =9y* +2°+ Bz +2)y? +y + 2

r=1, Reg(Up)=1, [I=1

|1, p, p*, P

€1 = sy L*>(g1) = (1)
n=4, q=25% Signatur: (1,1;3,1) T = 44s
fla,y) =y + 2z +3)y° +9y° +1

r=1, Reg(Ur)=2, I=1

wi| 1, (de+1)p+2p°, 2zp+p°, 2°p+32%p° +p°

€1 = 51 + 3&2 Loo(t’-.‘l) = (2)
n=4, q=>52  Signatur: (1,1;1,1;1,1;1,1) T = 3433s
flz,y) =y*+ 2z +3)y  + (e + 1)y* + 4z +3)y + 1

r=3, Reg(Ur)=1, [I=1

@il 1, p, 2zp+p°, 2xp°+p°

81261—{-2&2—}—&3—}—3(’:}4 Loo(El)Z( , U, )t

62:(‘51—}-6)2—}-3&34-4&4
6326)1—}-4&2-1-2&3—}-&4
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n=4, q=7° w?+6w+3=0, Signatur: (1,1;1,1;1,1;1,1) T = 4371s
flz,y) =y*+ 2z +3)y° + Bz +2)y* + 4z + 5)y + 1

r=3, Reg(Up)=1, [=1

@i| 1, p, 2xp+p®, 4xp+2zp° +p°

&1 = C)l + wzzﬁz LOO(El) = (1,0,0)t
€9 = ag LOO(EQ) = (0, l,O)t
€3 = &1 + 71)10(:52 Loo(€3) = (0,0, 1)t
n=>5 ¢=25, Signatur: (2,1;3,1) T = 28s

fl@,y) =9 +QRc+3)y* +3y+1

r=1, Reg(Ur)=1, [I=1
w1| 17 P p27 p37 p4

=) = (1)
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Symbolverzeichnis

Im folgenden Symbolverzeichnis sind die in der Arbeit verwendeten Symbole aufgefithrt. Die
Zahlen in der rechten Spalte bezeichnen die Seite ihres erstmaligen Auftretens bzw. ihrer Defi-

nition.

N, No

Z7 Q’ ]R’ C

P

ACB

A<B

A%, R*

[al, ,ak]R
RgrM, RgA
Ker(M), deg,(g)
dimk B

Nige/k

K

Sn

sign(co)

GL(k, R)

Id, Id,
Diag(a,... ,ax)
HNF (M)

die natiirlichen Zahlen {1,2,...}, NU {0}

die ganzen, rationalen, reellen und komplexen Zahlen
die Menge der Primzahlen

a€A=acB

fiir Gruppen: A ist Untergruppe von B

A\ {0}, die invertierbaren Elemente eines Rings R
von aq, ... ,a; erzeugter R-Modul

Rang des R-Moduls M, Rang einer Matrix A

Kern einer Matrix M, Grad von g € R[y] bzgl. y
Dimension des k-Vektorraums B

Norm von K nach k (K Korpererweiterung von k)
algebraischer Abschlufl des Kérpers K

symmetrische Gruppe mit n! Elementen

Signum einer Permutation o

allg. lineare Gruppe in k Variablen iiber dem Ring R
Identitdt (Abbildung), Identitit (n x n-Matrix)
Diagonalmatrix mit Elementen aq,... ,ag.

regulirer Teil der Spalten-Hermite-Normalform der Matrix M

(vollkommener) Konstantenkérper, 1

algebraischer Funktionenkorper, 1; ab 5: globaler —
transzendentes Element, 1; ab 5: separierendes —
exakter Konstantenkérper von F/K, 1

[K : K], 2; ab 5: [F, : F,]

Bewertungsring von F, 2, Primelement, 2

Menge aller Stellen von F, 2; Stellen, 2

zur Stelle P gehodrender Bewertungsring, 2
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deg(Q), Div(F)

D

deg(D)

(o)

P (F)

Po(F)

Divo(F), Diveo (F)
f

(7'1,7‘2)

or, I}'

A

p

q

]Fq

]Fq

f

n

P = P1; Piy Pij
S, Pl,... ,PS
€4, fi; N, Vs, | ' |i

(elafl;-'- ;es7fs)

e

E
E(.”L'_l/k)

L

Vi

F;

CI(R, F)
OF, OF,c0
Wly--- ,Wn
fm

Poo ‘= P1,005 Pi,00
d(f), d(fs)
Vol

G

c(G), ¢(M)
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eine Bewertung, 3; ab 13: v :=V}

ein Betrag, 3; ab 13: Betrag auf L

zur Stelle P gehoérende Bewertung, 3

zur Stelle P gehorender Betrag, 3

zum Primelement 7 gehérender Bewertungsring, 3
»unendlicher* Bewertungsring, 3

Stelle, Bewertung und Betrag zu O, 3, 3, 3

die Stelle @ ,liegt tiber® der Stelle P, 3
Verzweigungsindex von @ iiber P, 3
Tragheitsgrad von @ iiber P, 4

Grad einer Stelle, 4, Divisorengruppe von F', 4
ein Divisor, 4; ab 28: D € Div,(F)

Grad eines Divisors, 4

Hauptdivisor zu a € F'*, 4

Menge aller Stellen von F iiber P, 4

P(F)\ P (F), 4

Div(F) n S pepo(r)LP, 4, ®pep(r)LP, 4

ein algebraischer Zahlkérper, 5

die Signatur von F, 7

Maximalordnung von F, 5, Idealgruppe von ox, 5
Ideal in Zx, 5

(positive) Charakteristik des Konstantenkorpers, 5
eine p-Potenz, 5

der endliche Korper mit ¢ Elementen, 5

exakter Konstantenkérper von F/F,

definierendes Polynom fiir F/F, (z) aus Fy[z,y], 5
deg, (f), 5

die verschiedenen Nullstellen von f, 5, 25
#]Poo(F)a 6, {Pla--- aPs} = JP)oo(-F); 6

e(R|Poo)a 67 f(le-Poo)a 65 eifi: 67 vp;, 6; q_vi(.)a 6
die Signatur von F/F,(z), 6

kgV(er,... ,es), 6

algebraische Korpererweiterung von Iy, 6
Puiseuxreihen in z~1/% mit Koeffizienten aus E, 6
E(z=1/*), 13

Bewertung auf E{z~'/*), 6

Vervollstandigung von F an P;, 6

ganzer Abschlul des unitidren Rings Rin F, 7
ganzer AbschluB von F,[z] bzw. O in F, 7

eine Ganzheitsbasis, 7

definierendes Polynom fiir F//F,(z) aus Oly], 9
die verschiedenen Nullstellen von f.,, 9
Polynomdiskriminante von f bzw. f., 8, 9
Ordnungsfunktion auf L™, 13, ,Betrag“ auf L™, 13
eine Lingenfunktion, 13

ein konvexer Korper, 14, ein Parallelotop in L™, 14



Vol(C)

A, A(M,R)
A(A)
Mi(AaRa G)
Mi(oFaRa G)
B, B*

H

T, To »

Il - 1l

L(D, 1)

d(r)

B 'D7 O

Q

14

UF, T

TUfr

E1y--- &

€5 M5 Mis 57 C; C’i
L*, Reg(U)
e,c

+
ca7 C1

p
P(F,p,a), P(F,p,a)
P
Y, %, AS, M, M, AM

SYMBOLVERZEICHNIS 71

das Volumen eines konvexen Korpers, 14

ein Gitter, 14, ein R-Gitter in L™, 14
Gitterdeterminante, 14

i-tes sukzessives Minimum von A bzgl. R und G, 15
t-tes sukzessives Minimum von o bzgl. R und G, 15
spezielle Liangenfunktion, 16, B(-) = ¢ (), 16
Analogon zu B im Zahlkorperfall, 16

T>-Lange, 17, gewichtete T5-Linge, 22

Euklidische Norm des R™, 18

spezieller Riemann-Rochscher Raum, 21

T € qu(‘r) <$‘_1/e), 24

Einbettung, Transformation und Projektion, 28
Menge aller Ganzheitsbasen-Vektoren von of, 32
spezielle Abbildung Q — Z, 32

Einheitengruppe, 39, Einheitenrang, 39

Gruppe der Torsionseinheiten, 39

Grundeinheiten, 39

Einheiten bzw. Torsionseinheiten, 19
Logarithmenabbildung, 40, Regulator von U < Up, 40
spezielle Einbettung, 43, Fundamental-Parallelotop, 43
Konstanten, 44

spezielle Matrizen, 44, Parallelotope, 44

spezielle Mengen in op, 44

Logarithmenabbildung bzgl. einer Faktorbasis, 46
Relationenmatrizen, 46, 46

spezielle Menge normbeschrinkter Elemente in op, 47
spezielle Menge von Polynomen vom Grad m, 47
Moébiussche p-Funktion, 47, eine Primzahl, 52

die p-maximale Obergruppe der Gruppe N, 52
spezielle Mengen von Primidealen bzw. Stellen, 55, 55
Primideal in or, 55

Kenngréflen in den Beispieltabellen zur Ganzheitsbasenreduk-
tion, 58
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[Arm)]
[Arl]
[Ar2]
[AW]
[BL]
(Ca
(Ch]
[Coa]
[Coh1]
[Coh2]
[DW]
[D]

[E]
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Zusammenfassung

Bezeichne F, den endlichen Kérper mit ¢ Elementen und z ein iiber I, transzen-
dentes Element. Fiir ein irreduzibles Polynom f € F[z,y] mit deg,(f) = n,
welches bzgl. y normiert und separabel ist, betrachten wir den globalen Funktio-
nenkorper
F =F,(z, p) mit f(z,p) =0.

Analog zu Zahlkorpern ist F'//F, (z) eine endliche, separable Erweiterung vom Grad
n mit primitivem Element p. Der ganze Abschlufi op von Fy[z] in F ist ein Dede-
kindring und freier F,[z]-Modul vom Rang n.

Wie auch bei algebraischen Zahlkérpern ist die Wahl einer geeigneten Ganzheits-
basis, d.h. von Elementen wy,...,w, € op mit op = @), F,[r|w;, entscheidend
fiir die Effizienz algorithmischer Untersuchungen von op.

Um einen geeigneten Reduktionsbegriff fiir Ganzheitsbasen definieren zu koénnen,
untersuchen wir die Langenfunktion (mit ¢~ := 0)

B:F — RZO Lo —> q_ min;_, ”i(a)/ei,

wobel v;,e;,1 < 72 < s, die zu den paarweise verschiedenen Stellen Pi,... , P,
welche in F iiber der ,unendlichen® Stelle P, liegen, gehrenden (exponentiellen)
Bewertungen bzw. Verzweigungsindizes bezeichnen. Wir zeigen mit Mitteln der
Gittertheorie, daf§ immer eine Ganzheitsbasis mit B(w;) = M;,1 < i < n, exi-
stiert, wobei M;, 1 < i < n, (verallgemeinerte) sukzessive Minima von or bzgl. B
bezeichnen.

Im Fall, da§ P, in F' zahm verzweigt ist, lassen sich alle Nullstellen von f iiber
P, in Puiseuxreihen entwickeln. Damit modifizieren wir einen Algorithmus von
W. M. Schmidt, mit dem wir eine F,-Basis des Riemann-Rochschen Raums

L(D,t) ={a€op|vi(a) >—c;i—te; 1<i<s}

fiir einen Divisor D =377, ¢;F;, ¢ € Z,1 <1 <s, und t € R effizient berechnen
konnen. Hierzu konstruieren wir im Algorithmus eine ,, D-reduzierte” Ganzheits-
basis, aus der wir sofort die F,-Basis erhalten. Wir zeigen, dafl eine O-reduzierte
Ganzheitsbasis die sukzessiven Minima M, realisiert.

Schliefflich berechnen wir die Einheitengruppe Up := 0} analog der aus Zahlkorpern
bekannten Relationenmethode. Hierbei setzen wir im zahm verzweigten Fall den
obigen Algorithmus zur Bestimmung der Torsionseinheiten, der Konstruktion von
Elementen beschrankter Norm und fiir Wurzeltests ein. Fiir den wild verzweigten
Fall geben wir Alternativen an.

Wir schliefen mit illustrativen Beispielen zur 0-Reduktion von Ganzheitsbasen
(3 <n < 13) und der Berechnung von Up (3 < n < 5) im zahm verzweigten Fall.
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