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Einleitung

Im Jahr 1937 legte M. Deuring mit seiner Arbeit ,Arithmetische Theorie
der Korrespondenzen algebraischer Funktionenkérper”, [Deu3d7|, gefolgt von
einem zweiten Teil [Deud0] um 1940, den Grundstein fiir seine arithmeti-
sche Theorie der Korrespondenzen. Mit Hilfe der Korrespondenzen lassn
sich samtliche Homomorphismen zwischen den Jacobischen zweier nicht-
singuldrer projektiver Kurven beschreiben. Korrespondenzen von Funktio-
nenkorpern positiver Charakteristik haben in den letzten Jahren an Inter-
esse gewonnen, weil es mehrere Anwendungen in der Kryptographie gibt:
Zum Einen konnen wir mittels geeigneter Korrespondenzen die ganzzahlige
Multiplikation auf den Jacobischen von Kurven beschleunigen. Zum Anderen
zeigen sie Wege auf, wie man das Diskrete Logarithmusproblem, im Folgen-
den mit DLP abgekiirzt, von hyperelliptischen Kurven vom Geschlecht drei
auf nicht-hyperelliptische Kurven vom selben Geschlecht iibertragen kann.
Dies ist deshalb von Interesse, weil in der Arbeit [Die05] gezeigt wird, dass es
moglich ist, das DLP in den Jacobischen letzterer Kurven effizienter zu l6sen
als in den Jacobischen hyperelliptischer Kurven vom Geschlecht drei. Und
schliefslich interessieren wir uns dafiir, den Endomorphismenring der Jacobi-
schen einer Kurve berechnen zu kénnen, da er zu den wichtigsten Invarianten
gehort.

Erst die algorithmische Betrachtung von Korrespondenzen zwischen Funk-
tionenkorpern macht es moglich, nicht-triviale Beispiele von Endomorphis-
men berechnen zu kénnen. Dabei fallen eine Reihe von aufwendigen Berech-
nungen an, wie zum Beispiel die Berechnung der Klassengruppe vom Grad
null eines Funktionenkorpers F'/F,, die Berechnung der Ordnung von Punk-
ten in der Klassengruppe vom Grad null von F'/IF, sowie die Faktorisierung
von univariaten Polynomen, deren Koeffizienten in F/F, liegen. Methoden
zur Losung dieser Probleme beherrscht man erst in jlingerer Zeit algorith-
misch. Dies ist ein Grund, warum bislang kein algorithmischer Fortschritt
bei der Berechnung von Korrespondenzen stattfand.

In dieser Arbeit konstruieren wir neue Algorithmen zur Berechnung des
Endomorphismenrings einer beliebigen Kurve iiber einem endlichen Koérper.
Wir fithren im ersten Kapitel zunéchst in die Theorie der transzendenten



8 Einleitung

Konstantenkorpererweiterungen, abelsche Varietdten sowie zentral einfache
Algebren ein. Viele Aussagen fiir die transzendenten Konstantenkorperer-
weiterungen bleiben dieselben wie im klassischen Fall. Allerdings miissen wir
vom gewohnten Differentenbegriff abriicken und diesen neu definieren, da nun
auch solche Primdivisoren Differententeiler sein kénnen, die nicht verzweigen,
deren Relativerweiterung aber inseparabel ist. Aufserdem leiten wir wichtige
Aussagen tiber das Verhalten der Dimension des Riemann-Roch-Raums, des
Geschlechts und der Differente bei einer transzendenten Konstantenerwei-
terung her. Im Abschnitt iiber die abelschen Varietéten fithren wir kurz in
die Theorie der abelschen Varietaten iiber einem endlichen Korper F, sowie
deren dazugehorigen Endomorphismenringe ein. Schlieflich skizzieren wir,
wie eine Endomorphismenalgebra einer einfachen abelschen Varietét durch
ihr Zentrum F/Q schon bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Es zeigt
sich, dass alle zentral-einfachen Algebren iiber einem Zahlkorper zyklisch
sind. Diese Eigenschaft werden wir ausnutzen, um den vollen Endomorphis-
menring zu berechnen.

Im zweiten Kapitel beschéftigen wir uns mit den verschiedenen Sichtwei-
sen auf die Korrespondenzen: Die algebraische Sicht und die geometrische
Sicht. Im ersten Teil behandeln wir die Theorie der Korrespondenzen von
M. Deuring, stiitzen uns aber auch auf M. Eichler. Im Fall, dass die re-
guldren und algebraisch unabhéngigen Funktionenkorper F;/K (i = 1,2)
isomorph sind, induzieren die Korrespondenzen Endomorphismen zwischen
den Klassengruppen vom Grad null von F;/K und F»/K . Auf den Korre-
spondenzen lésst sich dann zusétzlich zur Addition noch eine Multiplikation
einfiihren, womit diese dann einen nullteilerfreien Ring mit Einselement bil-
den. Im letzten Abschnitt des ersten Teils leiten wir den zentralen Satz von
Deurings Theorie der Korrespondenzen her, namlich den Restidealsatz. Im
zweiten Teil dieses Kapitels stellen wir die Theorie der Korrespondenzen aus
geometrischer Sicht dar. Daran anschliefsend fithren wir eine Korrespondenz-
paarung ein, die eine symmetrische positiv definite Bilinearform auf den Kor-
respondenzen induziert. Betrachten wir Endomorphismen, so ist es mit Hilfe
der Korrespondenzpaarung moglich, das Minimalpolynom des einer Korre-
spondenz entsprechenden algebraischen Elements aus der Endomorphismen-
algebra zu berechnen. Um die Anzahl der Schnittpunkte zweier Primkorre-
spondenzen mit Vielfachheit zu zdhlen, verwenden wir sogenannte Wechsel-
summen.

In seiner Arbeit [Deud(] zeigt Deuring, dass es moglich ist, Korrespon-
denzen zwischen den Funktionenkérpern Fy/K und Fj/K durch geeignete
Matrizen darzustellen. Diese Matrizen mit Eintragen aus IF, beschreiben ei-
ne lineare Abbildung zwischen den Differentialen erster Gattung, s. [Kux04]
und [Smi05]. Mit Hilfe solcher Matrizen kénnen wir dann das charakteristi-
sche Polynom des der Korrespondenz entsprechenden Elements in der En-
domorphismenalgebra berechnen. Damit dies funktioniert, miissen wir diese
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Matrizen noch p-adisch liften, siehe dazu [Ver03|. Da wir in dieser Arbeit aus-
schliefslich mit der Korrespondenzpaarung arbeiten, werden die Differentiale
erster Gattung vernachléssigt.

Im dritten Kapitel werden verschiedene wichtige neue Algorithmen fiir
die Korrespondenzen vorgestellt, hauptsachlich fiir den Fall, dass die Funk-
tionenkorper isomorph sind, die Korrespondenzen also Endomorphismen in-
duzieren. Zuerst konstruieren wir Algorithmen fiir die grundlegende Arith-
metik, d.h. die Multiplikation der Korrespondenzen (s. Algorithmus[I]). Dann
stellen wir neue Algorithmen vor, die eine Korrespondenz als Homomorphis-
mus oder Endomorphismus auf der Klassengruppe vom Grad null wirken las-
sen, siehe dazu Algorithmus 2 und Bl Anschliefend zeigen wir, wie wir mit
einem neuen Verfahren den Schnitt zweier Korrespondenzen mit Vielfach-
heit berechnen konnen (s. Algorithmus M) und machen einige Bemerkungen
zu den Laufzeiten der hier entwickelten Algorithmen.

Mit X;/K bezeichnen wir die zu F;/K gehorigen nicht-singuldren pro-
jektiven, irreduziblen und reduzierten Kurven vom Geschlecht g, (i =1,2).
Die Funktionenkorper sollen hier die definierenden Polynome }Z(mz,y,) €
K (x;)[y:] besitzen, welche durch Vertauschen der Variablen auseinander her-
vorgehen. Die nicht-trivialen Korrespondenzen entsprechen dann unter ge-
wissen Voraussetzungen an die Funktionenkérper F; bestimmten nicht-trivi-
alen Idealklassen der endlichen Maximalordnung von FjFy/Fs. Im vierten
Kapitel stellen wir ein neues Verfahren vor, wie mit Hilfe der bereits entwi-
ckelten Algorithmen der volle Endomorphismenring der Jacobischen Jx, be-
rechnet werden kann, und zwar sowohl im kommutativen mittels Algorithmus
[7 als auch im nicht-kommutativen Fall mit Algorithmus 8 Allerdings muss
dazu die Jacobische Jx, der Kurve F,-isogen zur Potenz einer einfachen abel-
schen Varietat A sein, d.h. Jx, ~g A". Anderenfalls wenden wir Algorithmus
an, mit dessen Hilfe wir sogenannte orthogonale Korrespondenzen berech-
nen konnen. Mit Hilfe dieser orthogonalen Korrespondenzen kénnen wir dann
die Berechnung des Endomorphismenrings tensoriert mit Z[1/n] und einem
bestimmten n € N. Die Endomorphismenalgebra E := End% (Jy,) ist dann
eine zentral-einfache Algebra {iber einem Zahlkérper und der gesuchte En-
domorphismenring R C Ek eine Ordnung darin. Sowohl im kommutativen
Fall als auch im nicht-kommutativen Fall gilt, dass die Ordnung R in einer
Maximalordnung O von Ek enthalten ist.

Als Erstes berechnen wir eine Ordnung D C R. Da in jedem Fall disc(D)
= adisc(O) € Z gilt, steckt also im quadratischen Anteil von a € Z die Infor-
mation zu einem moglichen Aufstieg von D zur Ordnung R. Wir miissen also
testen, ob Elemente von der Form a/m mit m?|a und o € R ® Q Endomor-
phismen sind. Um dies zu tun, beweisen wir in Satz 3] dass unter gewissen
Annahmen an die Funktionenkérper F; in jeder Korrespondenzklasse [A]c
eine eindeutige und reduzierte Korrespondenz C(A) vom Grad kleiner gleich
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gy, mit bestimmten Figenschaften existiert. Die in der Norm der gesuchten
Korrespondenz C(A) auftretenden Grade von Polynomen in der Variable x9
lassen sich durch den positiven Ausdruck Trg, /g(aa*) nach oben beschrén-
ken, was wir aus Lemma [£.7] und Lemma folgern konnen. Hierbei soll
a € Ex das der Korrespondenz C(A) entsprechende Element sein und o*
sein Rosati. Wenn wir geniigend geeignete Stellen p € D,/ x vom Grad eins
gefunden haben, interpolieren wir die Norm der dazugehorigen Korrespon-
denz mittels Algorithmus [l Da dieser Algorithmus den Restidealsatz
benutzt, missen wir an eine solche Stelle p € Dp, /i vom Grad eins noch
die Anforderung stellen, dass fiir C(A) = Y e;P; mit P; € Pp, /g jeweils
p-reguliire Basen von P; g existieren, so dass C(A)(p) = 3. e;P;" gilt. Dieses
Problem 16sen wir mit Hilfe von Satz [£.6]

Wenn es einen Endomorphismus gibt, welcher einem ganzalgebraischen
Element o € Ek entspricht, so konnen wir die Norm und die Hochhebung
der Norm der dazugehorigen Korrespondenz berechnen. Anderenfalls erhal-
ten wir keine Losung. Anschliefend kéonnen wir im erfolgreichen Fall mit Hil-
fe der Korrespondenzpaarung ermitteln, welche der durch die Hochhebung
erhaltenen Korrespondenzen unserer gesuchten Korrespondenz entspricht.
Am Ende dieses Kapitels machen wir dann noch einige Bemerkungen zu
den Laufzeiten der hier vorgestellten Algorithmen und stellen Vergleiche zu
bereits bestehenden Verfahren zur Berechnung des Endomorphismenringes
einer Kurve an. Hierbei wird sich herausstellen, dass das in dieser Arbeit
vorgstellte Verfahren im Gegensatz zu den bereits bestehenden Verfahren
ohne Schwierigkeiten zur Berechnung des Endomorphismenrings beliebiger
Kurven von beliebigem Geschlecht herangezogen werden kann.

Im letzten Kapitel wollen wir anhand einiger Beispiele die gesamte Theo-
rie der Korrespondenzen noch einmal Revue passieren lassen. Um die grund-
legenden FEigenschaften der Korrespondenzen an Beispielen aufzuzeigen, eig-
nen sich die Korrespondenzen von elliptischen Funktionenkoérpern am bes-
ten. Anschliefend geben wir kommutative Beispiele fiir Geschlecht zwei und
drei, wobei wir im Fall von Geschlecht drei sowohl ein hyperelliptisches als
auch nicht-hyperelliptisches Beispiel zeigen. Im Fall gx, = 1 und gx, = 2
zeigen wir, wie wir auch im nicht-kommutativen Fall den Endomorphismen-
ring berechnen konnen. Abschliefend folgt eine Tabelle mit Beispielen der
Berechnungen des Endomorphismenrings der Klassengruppe vom Grad null
iiber K fiir kommutative sowie nicht-kommutative Fille.
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Kapitel 1

Grundlagen

In diesem Kapitel werden die Grundlagen fiir die folgenden Kapitel geschaf-
fen. Samtliche Aussagen sind aus [Hes99|, [Sti93], [Deu73], [Art67], [Sal06]
oder |Eic63| entnommen und sollen hier, wenn sie nicht bewiesen werden, in
knapper Form dargestellt werden.

Sei K ein Korper. Unter einem algebraischen Funktionenkoérper F' iiber
K, kurz Funktionenkoérper, wollen wir immer eine endlich erzeugte Erwei-
terung tiber K vom Transzendenzgrad eins verstehen. Sei F//K ein Funk-
tionenkorper. Aus der Definition folgt, dass es ein {iber K transzendentes
x € F gibt, so dass F' eine endliche algebraische Erweiterung von K(z) ist.
Der Korper K eines Funktionenkorpers F'/K wird Konstantenkorper ge-
nannt. Stimmt K mit seinem algebraischen Abschluss K NF in F iiberein, so
nennen wir K den genauen Konstantenkorper des Funktionenkorpers F//K.
Ein Funktionenkorper F'/ K heift regulér, wenn K der genaue Konstanten-
kérper von F' und F'/K separabel ist.

Uber die gesamte Arbeit wollen wir bei der Angabe eines Funktionen-
korpers F/K stets voraussetzen, dass K, sofern nichts anderes deklariert
wird, der genaue Konstantenkorper von F' ist. Ist F//K durch F = K(z,y)
gegeben, so soll in der gesamten Arbeit y stets separabel iiber K (z) sein.

1.1 Bewertungen, Stellen und Divisoren

Ein Bewertungsring eines Funktionenkorpers F'/K ist ein Teilring O C F
mit den Eigenschaften K C O C F und z € O oder 2! € O fiir alle z € F.
Solch ein Ring ist lokal mit dem maximalen Ideal P = tO, wobei t € P
geeignet gewihlt ist. Die Einheiten von O werden mit O* bezeichnet. Wir
wollen dann P Stelle von F'//K und ¢ Primelement zu P nennen. Mit P,
bezeichnen wir die Gesamtheit aller Stellen von F//K. Den zu einer Stelle P
zugehorigen Bewertungsring bezeichnen wir mit Op. Unter einer diskreten

13



14 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Bewertung oder Exponenten-Bewertung von F/K verstehen wir eine
Abbildung v : FF — Z U {oo} mit den folgenden Eigenschaften:

(i
(ii

) v(z) =0 =0 (xe€F),
)

(ii}) v( +y) > min{v(z), v(y)} fiir alle 2,y € F,
)
)

v(zy) = v(z) +v(y) fur alle z,y € F,

(iv) es existiert ein Element z € F' mit v(z) = 1 und

(v) v(a) = 0 fiir alle Konstanten aus K*.

Aus und folgt, dass v surjektiv ist. Wir ordnen nun jeder Stelle
P € Pp/g durch vp : F — ZU{oco}, z = t"u —— n (2 € F*) und
vp(0) := oo eine diskrete Bewertung zu, wobei v € OF, t ein Primelement zu
P und n € Z ist. Die Darstellung z = t"u ist eindeutig bis auf Einheiten und
die Definition von vp héngt nur von P ab. Fiir solch eine diskrete Bewertung
gilt Op = {z € F |vp(z) >0}, Op = {2z € F | vp(z) =0} und P =
{z € F | vp(z) > 0}. Ist umgekehrt eine diskrete Bewertung v gegeben,
so ist durch P := {z € F | v(z) > 0} eine Stelle von F/K und durch
Op :={z € F | v(z) > 0} der zugehorige Bewertungsring bestimmt. Eine
diskrete Bewertung v von F'/K mit v(xz) = 0 fiir alle z € F\ K heifit trivial.
Stellen und Bewertungen entsprechen sich gegenseitig in eindeutiger Weise,
und ein Funktionenkdrper besitzt unendlich viele Stellen. Fiir eine Stelle P €
Pr/k bezeichne Fp den Restklassenkérper Op/P. Die Restklassenabbildung
x —— Fp, welche K in Fp kanonisch einbettet, wird durch  — Fp U {o0}
auf ganz F' fortgesetzt. Wir nennen deg P := [Fp : K| den Grad von P. Der
Grad einer Stelle eines Funktionenkorpers ist stets endlich. Sei x € F ein iiber
K transzendentes Element mit F' = K (x). Der Funktionenkérper F'/K wird
dann rationaler Funktionenkdrper genannt. Sémtliche Stellen P € Pr/x
eines rationalen Funktionenkorpers F'/K haben entweder ein Primpolynom
oder 1/x als Primelement. Die zum Primelement 1/x gehorige Bewertung ist
die durch voo(f(2)/g(x)) := degg — deg f definierte Gradbewertung, wenn
f,9 € Klx] sind. Die Stellen P € Pp/x vom Grad eins eines rationalen
Funktionenkorpers F//K entsprechen in eindeutiger Weise den Elementen
aus K U {oo}.

Divisoren und Klassengruppen

Die von den Stellen P € Pr/k erzeugte freie abelsche Gruppe heift Diviso-
rengruppe und deren Elemente Divisoren. Sie wird mit Dp bezeichnet und
fiir ihre Gruppenoperation verwenden wir die additive Notation. Ein Divisor
der Form D = P heifft Primdivisor, und jedes Element D € Dg besitzt



1.1. BEWERTUNGEN, STELLEN UND DIVISOREN 15

die eindeutige Darstellung D = > PePr) npP, wobei die np ganze Zahlen
sind, welche fast immer np = 0 erfiillen. Die Bewertung einer Primstelle
P kann mittels vp(D) := np auf die Divisorengruppe iibertragen werden.
Die Addition in Dr wird koeffizientenweise durchgefiihrt, und das neutrale
Element ist 0 := ZPEPF/K npP, wobei np = 0 fiir alle np gilt. Filir zwei
Divisoren Dq und Ds kénnen wir durch Dy < Dy < vp(Dq) < vp(D2) fur
alle P € Pp/f eine partielle Ordnung definieren. Ein Divisor D € Dp mit
D > 0 heikt effektiv oder positiv. Der Grad eines Divisors D € Pr/x
ergibt sich durch degp) ;D := EPGPF/K vp(D) - deg P. Ist aus dem Zu-
sammenhang klar, in welchem Funktionenkorper der Grad eines Divisors
gebildet wird, so schreiben wir kurz deg D. Fiir einen Divisor D € D mit
D = ZPGPF/K npP bezeichnet suppD := {P € Pp/k | np # 0} den
Trager von D. Allgemein kénnen wir fiir einen Divisor D € Dg immer eine
Darstellung D = Dy— Dy, mit effektiven Divisoren Dy, Do, € D finden, wo-
bei Dy Nullstellendivisor und D, Polstellendivisor genannt wird. Ein
Hauptdivisor (z) = (z)p— () hat nur endliche viele Pol- und Nullstellen,
und ist z € F\ K, so gilt stets deg (z)o = deg (x)oo = [F' : K(x)]. Fiir einen
Hauptdivisor () mit z € F* ist deg (x) = 0 und es gilt z € K* < (x) = 0.
Die Menge der Divisoren vom Grad n bezeichnen wir mit D%. Die Di-
visoren vom Grad null bilden eine Untergruppe von Dg, und diese wird
mit D% bezeichnet.

Zwei Divisoren Dj, Dy € Dp nennen wir Aquivalent, wenn D1 —Dy = (z)
ist mit € F* und schreiben dafiir D; ~ Dy. Mit Pp := {(z) | z € F*}
wollen wir die Untergruppe der Hauptdivisoren von F/K und mit der Fak-
torgruppe Cp := Dp/Pr die Divisorenklassengruppe bezeichnen, deren
Elemente wir Divisorenklassen nennen wollen. Die Elemente der Faktor-
gruppe schreiben wir in der Form [D], wobei D ein Vertreter der jeweili-
gen Restklasse sein soll. Die Gradfunktion auf einer Divisorenklasse [D] ist
wohldefiniert durch deg[D] := deg D. Mit C} C Cp sind dann die Diviso-
renklassen vom Grad n gemeint. Speziell ist C% = D% /Pp die Divisoren-
klassengruppe vom Grad Null von F/K, und die eventuell unendliche
Zahl h := |C%| nennen wir die Klassenzahl von /K. Einen Zusammenhang
zwischen Divisorenklassengruppe und Divisorenklassengruppe vom Grad null
sowie eine Aussage iiber die Klassenzahl gibt die folgende Proposition [Hes99,
Proposition 1.1, S. 3|.

Proposition 1.1. (i) Fir die Divisorenklassengruppe eines Funktionen-
kirpers F/K gilt Cp = C% & Z.

(ii) Die Klassenzahl eines Funktionenkorpers F/K iber einem endlichen
Korper K ist endlich.
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Der Satz von Riemann-Roch

Sei F'/ K ein Funktionenkorper. Fiir einen Divisor D € D bezeichne L(D) :=
{r € F* | (x) + D > 0} U {0} den Riemann-Roch-Raum zu D. Die-
ser ist ein K-Vektorraum von endlicher Dimension dim D. Aquivalente Di-
visoren D, D" € Dp/g mit D = D' + (f) besitzen isomorphe Riemann-
Roch-Raume, d.h. insbesondere ist dim D = dim D’. Sind D, D’ Divisoren
mit D' < D, so gilt £(D') € L(D) und dim £(D)/L(D’") < deg(D) —
deg(D’). Das Geschlecht eines Funktionenkérpers F//K kann durch g, K=
max{ deg D —dim D + 1| D € Dr } definiert werden und ist stets eine nicht
negative Zahl. Der Satz von Riemann-Roch trifft eine genaue Aussage iiber
die Dimension eines Divisors. Wir fassen kurz alle wichtigen Aussagen im
folgenden Satz zusammen [Sti93] p. 28-29].

Satz 1.2. Sei F/K Funktionenkdrper vom Geschlecht g. Dann gibt es eine
eindeutige Divisorklasse [W] € Cr, so dass fir beliebiges D € Dp und jedes
W e [W]:

dimD =degD +1 + dim(W — D)

~Yp/x

ist. Die Elemente aus [W] nennen wir kanonische Divisoren. Fir einen
kanonischen Divisor W von F/K gilt stets

degW =29, —2 wund dimW =g.
Ist D € Dy miat degp g D > 29 — 1, so gilt

dim D = degp/g D +1—g.

1.2 Erweiterungen von Funktionenkorpern

Samtliche Aussagen in diesem Abschnitt sind aus [Deu73| entnommen. Unter
einer Erweiterung von F'/K versteht man einen Funktionenkorper F’/K’
mit /¥ C F' und K'NF = K. Ist P’ € Pp/ /g eine Stelle von F' mit
v, (2) = 0 fiir alle z € F'*, so heift v, trivial auf F'. Die Restriktion von
v,, auf F' definiert eine Bewertung v, mit P € Pp/i auf F', da v, trivial
auf K’ und somit auf K = K'N F ist. Ist v, nicht trivial auf F', so wollen
wir eine solche Stelle konstant nennen . Wir sagen dann P’ liegt iiber P,
kurz P’| P, und definieren die positive ganze Zahl e(P’| P) durch die geltende
Beziehung v, (2) = e(P'|P)v,(2) fiir alle z € F. Die Zahl e(P’|P) wollen
wir Verzweigungsindex von P’ iiber F' nennen. Den Restklassenkorper Fp
konnen wir kanonisch in den Restklassenkérper Fp, einbetten. Ist F'/K’
Erweiterung von F/K und liegt die Stelle P’ € Ppi g tber P € Pp)g, so
wollen wir die endliche Zahl f(P'|P) := [F}, : Fp| den Relativgrad von P’
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iiber P nennen. Es gilt dann die Beziehung

[FI/DI :K/] : [K/ : K] _ degF’/K’ P’ .
[Fp : K] degp i P

fP'P) = K" : K].

Algebraische Erweiterungen

Eine Erweiterung F'/K' von F/K heifst algebraisch, wenn F’/F algebra-
isch ist, und endlich, wenn F’/F endlich ist. Ist F'/K' eine algebraische
Erweiterung von F/K, so ist fiir eine Stelle P’ € Pp» /K die korrespondie-
rende auf I eingeschrinkte Bewertung niemals trivial. Die Aussage P’ liegt
iiber P ist gleichbedeutend damit, dass Op in Ops enthalten ist. Endliche
und algebraische Erweiterungen lassen sich wie folgt charakterisieren [Deu73,
Chapter IV, p. 93 |.

Lemma 1.3. Ist F'/K' eine Erweiterung von F/K, so sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

(i) K'/K ist algebraisch (endlich).
(i) F'/F ist algebraisch (endlich).

(i) Liegt P' € Ppi g diber P € P/, so ist Fp,/Fp algebraisch (endlich,).

Ist F'/K’ algebraische Erweiterung von F/K, so liegt jede Stelle P’ €
Pp/ /i tiber genau einer Stelle P = P'NF e Pr/ K, und iiber jeder Stelle
P € Pp/k liegt immer mindestens eine, hochstens aber endlich viele Stellen.
Genaueres besagt folgender Satz [Deu73, Chapter IV, p. 97].

Satz 1.4. Ist F'/K' eine algebraische Erweiterung von F/K und die Men-
ge {Pl,.... Py} C Ppigs die Gesamtheit aller iber der Stelle P € Ppg
liegenden Stellen von Ppi /i, so gilt

Zeifi: [F/:F]v
=1

wobei e; und f; die jeweiligen Verzweigungsindizes beziehungsweise Relativ-
grade der P! (i =1,...,m) bezeichnen.

Norm und Conorm

Fiir eine Erweiterung /K’ von F'/K und einer Stelle P € Py, bezeichnet
Conpryp(P) = > pype(P'|P) - P' die Conorm von P, wobei iiber alle
P’ € Pps /g summiert wird, die iiber P liegen.
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Die Conorm lésst sich zu einem additiven Homomorphismus von D nach
Dr fortsetzen durch Congr/p (3_np - P) := Y np-Congp(P), und fiir den
Funktionenkorperturm F C F' C F”, welcher aus samtlich endlichen Erwei-
terungen besteht, gilt Conpr/p(A) = Conpn g (ConF//F(A)) mit A € Dp.
Aufserdem bildet die Conorm Hauptdivisoren auf Hauptdivisoren ab und
ldsst sich daher zu einem Homomorphismus Cr — Cps fortsetzen. Eine
wichtige Aussage iiber das Verhalten des Grades eines Divisors beim Uber-
gang in eine Erweiterung gibt uns folgender Satz und eine Folgerung aus
[Deu73l Chapter IV, p. 106].

Satz 1.5. Ist F'/K' eine Erweiterung von F/K, so existiert eine positive
rationale Zahl g1/ so, dass fiir beliebiges D € Dp

degF K‘D
degF//K/ COHF//F(D) = )\F,//F

gilt. Ist F'/F endlich, so ist

K':K
AP/F = [[F’:F]]'

Sei F'/K' eine endliche Erweiterung von F/K und E/F die kleinste
normale Erweiterung von F', welche F” enthilt. Sei G := G(E/F) die Ga-
loisgruppe von E iiber F' und H < G die Untergruppe, die aus allen Auto-
morphismen von F besteht die F’ fix lassen. Fiir einen Divisor D € Dp ist
dann die Norm iiber F' durch

Npye(D) = [F' Fli- 3 o(D)
ceG/H

definiert, wobei [F’ : F]; den Inseparabilitidtsgrad von F’/F bezeichnet. Die
Norm ist ein additiver Homomorphismus zwischen den Klassengruppen Dp»

und Dr. Die wichtigsten Eigenschaften werden im folgendem Satz aufgezihlt
[Deu73, Chapter IV, p. 108/109].

Satz 1.6. Sei F'/K' eine endliche Erweiterung von F/K. Dann gelten fol-
gende Aussagen:

(i) Liegt P' € Py diber P € Pp/g, so gilt Nprjp(P') = f(P'|P)P.

(i) Ist z € F', soist Npiyp((2)) = (Npryp(2)), wobei auf der rechten Seite
der Gleichung ein Hauptdivisor aus Dr steht.

(’LZZ) Fir D € Dp gllt NF’/F(D) = NF//F(CODF//F(D)) = [F’ : F]D

(iv) Ist F C F' C E ein Korperturm von Erweiterungen algebraischer Funk-
tionenkdrper, so gilt Ng p(D) = Np//p (NE/F/(D)) fir D € Dg.

(v) Fir D € Dgr ist degp/k (Npyp(D)) = [K': K]degpr /(D).
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Konstantenkorpererweiterungen

Eine Erweiterung F'/K' von F/K heift Konstantenkdrpererweiterung,
wenn F’ das Kompositum von F und K’ ist. Wir stellen uns folgende Fra-
ge: Wenn wir einen Funktionenkorper F'/K und eine Erweiterung E von K
gegeben haben, gibt es dann eine Konstantenkorpererweiterung F'/K’ von
F/K, so dass E und K’ isomorph tiber K sind?

Dies ist nicht immer der Fall. Es gilt jedoch folgender Satz [Deu73, Chap-
ter IV, p. 114].

Satz 1.7. Sei F/K ein algebraischer Funktionenkdrper und E eine Erweite-
rung von K. Dann existiert eine Erweiterung F/K von F/K mit folgenden
Eigenschaften:

(i) Es existiert ein Teilkdrper E von K mit K C E und ein
K-Isomorphismus A : B — FE.

(ii) Es gilt F = FE.
(iii) K ist eine rein inseparable Erweiterung von E.

Ist F*/K* eine andere Erweiterung von F'/K mit einem Teilkdrper E* C K*
und einem K-Isomorphismus \* : E* — E und erfillt diese die Bedingun-
gen [@) und (@), so gibt es einen K-Isomorphismus p: F* — F' so, dass

Plp = AT ON
gilt.

Seien nun F'/K und E/K Funktionenkorper. Aus Satz [T folgt, dass es
bis auf Isomorphie eine Erweiterung F’/K’ von F/K gibt, so dass F/ = FE
mit K'/FE algebraisch gilt, woraus F/ = FE = FK' folgt. Somit ist F'/K’
eine Konstantenkorpererweiterung von F/K. Es stellt sich die Frage, wann
der Fall E = K’ eintritt. Nach dem folgenden Satz aus [Deu73, Chapter IV,
p. 124] ist dies der Fall, wenn F und K’ linear disjunkt sind:

Satz 1.8. Sei F/K Funktionenkorper und F'/K' eine Konstantenkorperer-
weiterung von F, d.h. F' = FK'. Ferner sei E/K eine Erweiterung von K
mit F' = FE. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

(i) F und K' sind linear disjunkt tiber K.

(ii) Jeder diber K endlich erzeugte Teilkirper E C FE ist bereits der volle
Konstantenkorper von FE.

Sind obige Bedingungen erfillt, so gilt (@) fiir jeden (nicht notwendigerweise
endlich erzeugten) Teilkorper E von E, insbesondere fir E selbst, d.h. also
K =F.
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Fiir den Nachweis von E = K’ gibt es aber auch ein einfacheres Kriteri-
um, um dieses festzustellen [Deu73, Chapter IV, p. 126].

Korollar 1.9. Ist entweder F' oder E separabel erzeugt iiber K, so gilt K' =
E.

Die in Satz eingefiihrte Konstante A\p/p fiir eine Erweiterung F’/K’
von F'/K hat nun folgende Bedeutung [Deu73, Chapter IV, p. 126].

Satz 1.10. Sei F'/K Funktionenkorper und F'/K' eine Konstantenkorperer-
weiterung von F sowie E ein Korper mit E C K' und F' = FE. Ferner sei
A/ p die positive rationale Konstante mit

Aprypdegp g (Conpryp(D)) = degp k(D)

fiir einen beliebigen Divisor D € Dp. Dann ist Ap:jp eine Potenz der Cha-
rakteristik von K mit nicht-negativem Exponenten im Falle char(K) > 0.
Ansonsten gilt Apryp = 1. Es ist Apryp = 1 genau dann, wenn F' und K’
linear disjunkt tiber K sind.

Der verallgemeinerte Differentensatz

Samtliche Aussagen in diesem Abschnitt sind aus [Deu73| und [Sal06] ent-
nommen. Da in dieser Arbeit oftmals Funktionenkorper betrachtet werden,
welche einen nicht-vollkommenen Konstantenkorper besitzen, benotigen wir
eine Verallgemeinerung des Differenten- und Diskriminantenbegriffs wie wir
ihn zum Beispiel aus [Sti93] kennen. Folgender Satz aus [Sal06l Theorem
5.6.1, p. 148] liefert eine Grundlage fiir diese Definition.

Satz 1.11. Sei F'/K' eine endliche separable Erweiterung eines Funktio-
nenkdrpers F/K, P' € Ppi g und P € Pp mit P'|P. Dann existiert eine
ganze Zahl m > 0 so, dass wenn x € Fpr der Bedingung v, (z) > —m ge-
nigt, dann v, (TrFP,/FP(a:)) > 0 gilt. Genauso existiert ein xg € Fpr mit
v, (20) < —m und v, (TrFP,/FP(:Eo)) < 0.

Sei F'/K' eine endlich separable Erweiterung eines Funktionenkorpers
F/K, P' € Ppiygr und P € Pp/i mit P’|P. Die maximale positive gan-
ze Zahl, die den Bedingungen von Satz [LT]] geniigt, bezeichnen wir mit
m(P) und nennen sie den Differentialexponenten von P’ beziiglich F.
Nun koénnen wir die Verallgemeinerung des Dedekindschen Differentensatzes
formulieren [Sal06, Theorem 5.6.3, p. 148]:

Satz 1.12. Sei F'/K' eine endlich separable Erweiterung des Funktionen-
korpers F/K, P' € Ppi /g und P € Pp i mit P'|P. Dann gilt stets

m(P') > e(P'|P) — 1. (1.1)



1.2. ERWEITERUNGEN VON FUNKTIONENKORPERN 21

Auflerdem ist
m(P") > e(P'|P) —1 (1.2)

genau dann, wenn mindestens eine der beiden Bedingungen erfullt ist:

(i) e(P'|P) ist durch char(K) teilbar

(ii) Fp: ist inseparabel iber Fp.

Fiir fast alle Stellen P" € Ppr /g ist m(P') = 0. Die Summe aller Stel-
len P’ mit Exponenten m(P’) liefert daher einen Divisor, die sogenannte
Differente:

Definition 1.13. Sei F'/K' eine endlich separable Erweiterung eines Funk-
tionenkorpers F /K. Den Divisor

Diff(F//F):= Y  m(P)P'
P’E[P’F//K/

wollen wir Differente von F'/F und dessen Norm
disc(F'/F) := Npjp (Diff(F'/F))

die Diskriminante von F'/F nennen. Seien P' € Ppi g und P € Pp/g
Stellen mit P'|P. Die Stelle P’ heifst unverzweigt, wenn e(P'|P) = 1 ist,
andernfalls heifit P’ verzweigt. Die Stelle P’ heifst total verzweigt in
F'/F, wenn e(P'|P) = [F' : F|] gilt. Die Stelle P’ heifit relativ insepa-
rabel, wenn F'pi/Fp inseparabel ist.

In Korpertiirmen erfiillt die Differente folgende Eigenschaft [Sal06l, Theo-
rem 5.7.15, p.157].

Korollar 1.14. Fir einen Korperturm F C F' C F” von endlichen und
separablen Funktionenkorpererweiterungen gilt

Diff (F"/F) = Conpn o (Diff (F'/ F)) + Diff (F" | F").

Einen wichtigen Zusammenhang zwischen Geschlecht und Differente gibt
folgender Satz, die sogenannte Riemann-Hurwitzsche Geschlechtsfor-
mel [Sal06, Korollar 9.4.3, p. 309|. Sie gilt auch fiir Kérper mit nicht-
vollkommenem Konstantenkorper.

Satz 1.15. Sei F'/K' eine endliche separable Erweiterung des Funktionen-
kérpers F/K. Dann gilt

14 [F': F|

1 . y
gF//K’ W(QF/K_1)+§degF’/K’DIH(F /F)
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Verhalten von Geschlecht, Dimension und Differente

Sei F'/K' eine Konstantenkorpererweiterung des Funktionenkorpers F/K.
Wir wollen Aussagen iiber das Verhalten des Geschlechts von F'/K', sei-
ner Differente und der Dimensionen des Riemann-Roch-Raumes £(D) eines
Divisors D € Dp machen. Dazu zitieren wir folgenden Satz aus [Deu73|
Chapter IV, p. 132 |.

Satz 1.16. Sei F'/K' eine Konstantenkorpererweiterung des Funktionen-
korpers F/K mit \prjp = 1, was nach Satz[L10 gleichbedeutend damit ist,
dass K' und F linear disjunkt tiber K sind. Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Fiir die Geschlechter besteht die Ungleichung I s < Gy

(ii) Ist D € D ein beliebiger Divisor, so lisst sich die K-Basis von L(D)
zu einer K'-Basis von L(Congr (D)) erginzen, und somit gilt

dim D < dim Congr/p(D).

Ist K' separabel erzeugt tiber K, so ist jede K-Basis des Riemann-Roch-
Raumes L(D) eine K'-Basis des Riemann-Roch-Raumes L(Congs/p(D)) und
die Geschlechter von F'/K' und F/K sind identisch. Insbesondere ist dann

dim D = dim CODF//F(_D).

Es gilt aber auch die Umkehrung [Deu73|, Chapter IV, p.144 |.

Satz 1.17. Seien F'/K' eine Konstantenkdrpererweiterung des Funktionen-
kérpers F/K und D € Dr beliebig. Ist Ipi e = Ie/xc und A\prjp =1, so ist
jede K-Basis des Riemann-Roch-Raumes L(D) eine K'-Basis des Riemann-
Roch-Raumes L(Congr/p(D)). Insbesondere gilt

dim D = dim Cong/p(D).

Wir wollen jetzt Uberlegungen anstellen, welche Gestalt die Differente
von Konstantenkorpererweiterungen hat. Dazu betrachten wir zwei separa-
bel und endlich erzeugte Funktionenkorper Fj/K und Fy/K, welche alge-
braisch unabhingig tiber K sind. Das Kompositum Fj F» iiber F5 in einem
geeigneten gemeinsamen Oberkorper bezeichnen wir mit L. Wir wollen nun
zeigen, dass dann F, der genaue Konstantenkorper von L ist, was insbeson-
dere bedeutet, dass wir L dann als Konstantenkorpererweiterung von Fy /K
auffassen konnen.

Lemma 1.18. Seien F1/K und Fy/K jeweils zwei endlich erzeugte, sepa-
rable und algebraisch unabhdingige Funktionenkérper. Ferner sei L := F1Fy
das Kompositum von Fy und Fs in einem geeignetem Oberkiorper und es gelte
Fy C K', wobei K' den genauen Konstantenkérper von L bezeichne. Dann
gelten:
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(i) Fy ist genauer Konstantenkérper von L, d.h. es gilt K' = F5.
(it) Die Geschlechter g, ,, und g, . stimmen tberein.

(i1i) Die Korpergrade [L : Fa(x1)] und [Fy @ K(x1)] stimmen tberein. Ist
auflerdem Fy = K(x1,y1), so gilt L = Fa(x1,y1).

(iv) Fiir die Differente gilt Diff(L/Fy) = Cony g, (Diff(F1/K)).
(v) Fiir P' € Pr p, und P € Pp, /¢ mit P'|P gilt F,, = F,F, d.h. Fp: ist

das Kompositum von F,, und F».

Beweis. Die Aussage () folgt aus Korollar [[L9] da nach Voraussetzung F»/K
separabel erzeugt ist. Andererseits gilt die lineare Disjunktheit von £} und
F; iiber K wegen der algebraischen Unabhéngigkeit und Regularitit von F
und Fy. Damit folgt A\;/p = 1 aus Satz [LT0 und Aussage (i) mit Satz
auf Grund der Separabilitdt von F; und F5. Aus der linearen Disjunktheit
von Fj und Fy(xp) tiber K(z1) und der Endlichkeit von F;/K(x;) folgt,
dass [L : Fy(z1)] = [Fy : K(21)] ist. Daraus erhalten wir L = Fy(x1,y1),
weil das Minimalpolynom von y; iiber K (z;) auf Grund der algebraischen
Unabhéngigkeit von F} und F, iiber Fy(z) irreduzibel bleibt. Fiir den Be-
weis der Aussage (i) bemerken wir, dass eine Stelle P € P, /., die in Fy /K
verzweigt ist, auch in L/F5 verzweigt ist, d.h. wir haben

Conyp, (Diff(F1/K)) < Diff(L/F5). (1.3)

Betrachten wir die Erweiterungen L/F»(x1) vom Grad [L : Fa(z1)] = n und
setzen in der Situation von Satz[[ I8 F' = L, F = Fy(x1) und K = Fy = K,
so erhalten wir einmal

_ gy L Ba(m)] 1 :
gL/F2 =1 + W(ng(zl)/Fé — 1) + 5 degL/FQ(m) DIE(L/FQ) (14)
Mit F = Fy, F = K(x1) und K’ = K erhalten wir ebenso

[F 2 K(21)] 1 .
Ir i = 1+ 7[[( K] (gKm)/K - 1)+ 3 degr, /K (21) Diff(Fy/K). (1.5)

Mit den Gleichungen (L4) und (LX) sowie
Iim =9 L Fa(z)] = [F1: K(z1)] und Ap/p =1
folgt dann mit Satz
degr/p, Diff(L/Fy)) = degL/Fz(ConL/F1 (Diff(F1/K)) .
Da die Differente ein effektiver Divisor ist, folgt aus (L3]) die Gleichheit
Diff(L/Fy(71)) = Conp ), (Diff (F1/K(21))) -

Die Aussage (@) folgt aus [Deu73, Chapter IV, p.128|. O
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1.3 Ringe und Algebren

Séamtliche Aussagen in diesem Abschnitt stiitzen sich auf [Mil05], [Poh89]
oder [Hes06], wenn diese nicht bewiesen werden. Die in diesem Kapitel be-
handelten Ringe sind, wenn nichts Anderes gesagt wird, Integritatsringe. Sei
F/K ein separabler Funktionenkorper. Wie fixieren eine Erzeugung F =
K (x,y) und definieren die zwei Ringe

Op = Cl(K[z],F) = (] Op

vp(2)>0

und
Op,. =Cl(K[z"',F)= (] Op
vp (2)<0

mit P € Ppf. Hier soll CI(K[z], F') bzw. CI(K[z™!], F') den ganzalgebrai-
schen Abschluss von K[z] bzw. K[z7!] in F bezeichnen. Unsere Definition
von O und Of__ sind also abhingig von der gewéhlten Erzeugung von
F/K. Unm die Notation so einfach wie moglich zu halten, haben wir eine
fixierte Erzeugung von F/K vorausgesetzt. Die Ringe Op und Op __ sind
Dedekindringe, welche als endlich erzeugte K[z]- bzw. K[z ~!']-Moduln eine
Ganzheitsbasis besitzen. Wir wollen O die endliche Maximalordnung
und O die unendliche Maximalordnung nennen. Die Differente von
OpF ist dann durch

Diff (Op) := > v, (Diff(F/K(x)))P

vp(2)>0

und die Diskriminante durch
disc(OF) := Np/ g (Diff(OF))

definiert. Analog machen wir diese Definition fiir die unendliche Maximalord-
nung. Fiir eine Stelle P € Pp/x mit v, (z) > 0 betrachten wir die Einbettung

tp 1 Op — Op (1.6)
und fiir eine Stelle P € Pp) g mit v, (z) < 0 die Einbettung

LP,oo H OF,oo — Op. (17)

Bei Stellen P mit v, (z) = 0 kénnen wir sowohl O als auch Op __ in die Stel-
lenringe Op einbetten. Die Anzahl der Stellen mit v, (z) > 0 bzw. v, (z) < 0
ist endlich. Durch die Urbilder der Inklusionen werden die maximalen Ideale
der Bewertungsringe Op auf Primideale der jeweiligen Dedekindringe ab-
gebildet. Jedes gebrochene Ideal von Op oder Op,__ lasst sich bis auf Rei-
henfolge eindeutig als Produkt von Primidealen darstellen. Die jeweiligen
Idealgruppen wollen wir mit Jo, und Jo,__ bezeichnen.
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Einem Divisor D ="' | n;P; € Dp/ konnen wir einen endlichen Teil

DO = H L;}(Pi)ni S j(QF (18)

vp, ()>0

und einen unendlichen Teil

D= [ p'uP)" €0, (1.9)

vp, (z)<0

zuordnen. Jeder Divisor besitzt dann eine Darstellung mit Idealen aus dem
endlichen und unendlichen Teil. Definieren wir den unendlichen Teil von D
wie folgt zu

D*:= [ tp®) €J0s., (1.10)

Up, (z1)<0

so lasst sich dann jeder Divisor D durch Dy und D eindeutig darstellen.
Den Restklassenkorper Op /Py eines Primideales Py = LEI(P) € Op wollen
wir mit Fp bezeichnen. Der Korper K ldsst sich in Fp einbetten und der
Grad eines Primideals P = (' (P) € Op ist durch

degp/x Po = [Fp : K]

gegeben. Analoges erhalten wir fiir Or . Ein beliebiges Ideal eines Dedekind-
ringes lasst sich dann in Primidealpotenzen faktorisieren, und der Grad eines
Ideals wird dhnlich wie bei Divisoren als Summe der Grade aller beteiligten
Primideale mit Vielfachheit definiert. Der Conorm fiir Divisoren entspricht
die Hochhebung des entsprechenden endlichen und unendlichen Teils in den
jeweiligen Dedekindringen.

Als Néchstes wollen wir den Fall betrachten, dass F1 /K und Fy/K zwei
separable und algebraisch unabhéngige Funktionenkoérper mit Kompositum
L := F1 F5 iiber dem genauen Konstantenkdrper F5 sind. Wir wollen uns mit
der Frage beschéaftigen, wie jeweils die endliche und unendliche Maximalord-
nung von L/F5 beschaffen ist.

Lemma 1.19. Seien Fy = K(z1,y1) und F» = K(x2,y2) 2wei separable
und algebraisch unabhdngige Funktionenkorper. Ferner sei L = Fa(x1,y1)
ein Funktionenkérper mit genauem Konstantenkorper Fs.

(i) Sei OF, aufgefasst als K[x1]-Modul (b1, ...,bn) g[z,]- Fiir die endliche
Mazimalordung O, g, gilt dann

OL/F2 = <b1a "'abn>F2[:v1}'
(ii) Die Abbildung
®:Op ®KF2—>OL/F27 a®br— ab

ist ein K-Algebrenisomorphismus.
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(ii)

(iv)

(v)

(vi)

(vii)
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Sei U := K|[z1]*. Der Ring
Opyr, (U]
ist wieder ein Dedekindring und die Abbildung
o:F @k F, — Opp, [UTY], a®b— ab (1.11)
ein K -Algebrenisomorphismus.

Sei ® wie in ([@) und U := &~ (K|x1]). Dann lisst sich O, @ Fy
mittels der Abbildung

Q
w:Op Qg Fy — F1 Qg Fa, a+—— 1
n Fy @ Fy einbetten. Ist P Primideal in F| Qg Fs, so ist das Urbild
beziiglich dieser Einbettung ebenfalls ein Primideal.

Es gilt (F1 QK FQ)/P ~ (OFl QK Fg)/P*, wobei P ein Primideal von
F1 @k Fs und P* das Urbild von P beziglich der Einbettung ist.

Sei P Primideal von F1 Qi Fy. Dann lassen sich Fy und Fy in die K-
Algebra F; ® Fy und in den Restklassenring (F1 RK Fg)/P einbetten.

Samtliche Aussagen dieses Lemmas gelten auch, wenn man Op, durch
Or, .. und Orp, durch Op g,  ersetzt. Analog gelten simtliche Aus-
sagen, wenn wir L als eine Konstantenkorpererweiterung von Fs be-
trachten.

Beweis. (i) Sei by, ..., b, € F} eine Basis des K[x;]-Moduls Op, und R :=

(b15 e bn) By [2y) der von by, ..., by, erzeugte Fy[r1]-Modul. Da Fy /K und
F,5/ K algebraisch unabhéngig und jeweils regulér sind, bilden die Ele-
mente by, ..., b, eine Fy[z;]-Basis von R und es ist disc(Op, ) = disc(R).
Aus Lemma [[LT§] folgt

Diff(L/F;) = Cony,/p, (Diff(F1/K))
und damit die Gleichheit
disc(L/F3) = disc(F1/K)

von Divisoren von Fy(z1). Das Polynom f := disc(Op,) teilt dann
das Polynom F' := disc(Op/p,) in Fp[z1]. Da deg(f) = deg(F) gilt,
haben wir F' = uf mit u € F5 geeignet. Somit unterscheidet sich die
Ubergangsmatrix vom Fy[x1]-Modul Oy, /F, 20 R nur um eine Einheit
in O/, und die Basis von R ist auch eine Basis von Or/p,. Daraus
folgt dann Op,p, = R als Fa[r1]-Moduln.
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(ii) Sei T eine K-Algebra. Wir betrachten folgendes Diagramm, in dem nur
K-Algebrenhomomorphismen auftauchen:

L
Or Fa

Or

Or/r, Fy (1.12)

Hierbei sind Loy, und Lp, jeweils Einbettungen. Es ist nicht schwer
1

nachzuweisen, dass v durch a und ( eindeutig festgelegt ist, wobei
YOlp, = und yor By = 0 ist. Auf Grund der universellen Eigenschaft
1

des Tensorproduktes gibt es einen K-Algebrenisomorphismus
¢ :0p @k Fo — Op/p,
mit den gewiinschten Eigenschaften.

(iii) Dass Op/k, [U~!] wieder ein Dedekindring ist, folgt aus der Tatsache,
dass die Lokalisierung eines Dedekindringes wieder ein Dedekindring
ist. Die Lokalisierung einer K-Algebra ist ebenfalls wieder eine K-
Algebra. Ersetzen wir im Diagramm ([I2)) den Ring Op, durch Fj
und den Ring Op /g, durch Opp, [U~1Y], so folgt wie in (f) aus der
universellen Figenschaft des Tensorproduktes, dass die Abbildung

@:F1®KF2%OL/F2[U_1], a®b— ab
ein K-Algebrenisomorphismus ist.

(iv) Mit
o
ty :Op ®x F2 — P ®K F2y ar— o

erhalten wir die gesuchte Einbettung. Dass ¢;;'(P) ein Primideal in
OF, ®k Fy ist, ist klar.

(v) Sei U := K[x1]* ®k 1 und bezeichne
wp« : Op @k Fo — (Op, @k F»)/P*
die kanonische Restklassenabbildung. Wir erhalten
wp+(U) € (Op, ®x Fp)/P*) [rp-(U) 7%,

und da wir die Reihenfolge von Lokalisierung und Faktorisierung ver-
tauschen diirfen, folgt mit (Il):

((Op, ®K F2)/P*) [xp-(U)~'] = (F1 ®k F»)/P.
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Da P* = (;*(P) und PN, (U) = 0 gilt, erhalten wir sogar
mp-(U) € (O ®k F2)/P")"

woraus mit der universellen Eigenschaft fiir Lokalisierungen die Isomor-
phie
(F1 ®k F2)/P = (O, @k F2)/P*

folgt.

(vi) Mit ¢y, : Fy — F1 Qg F», a+— a ®k 1 erhalten wir eine Einbet-
tung fiir /7 und analog fiir F5 eine Einbettung tp,. Da die eingebette-
ten Elemente aus F; und F3 in F} ®k Fy Einheiten sind, gilt mit der
Restklassenabbildung 7 : F} Qx Fp — (F1 QK FQ)/ P, dass mo
eingeschriankt auf F; eine Injektion ist (i = 1,2).

(vii) Diese Aussage ergibt sich aus der Tatsache, dass sémtliche Argumenta-
tionsketten der vorangegangenen Beweise sich ohne weiteres auf diese
Falle iibertragen lassen.

O

Den Funktionenkorper L/F, konnen wir einmal als algebraische Erwei-
terung des rationalen Funktionenkérpers Fy(x1) oder als Konstantenerwei-
terung von Fj/K zu L/F, betrachten. Im ersten Fall gibt es nur konstante
Stellen, und im zweiten sind genau die Stellen P’ € P, /I, konstant, fiir die ein
P € Pp /i mit P'|P existiert. Wenn wir im Folgenden von konstanten
Stellen von L/F; sprechen, so meinen wir immer konstant in Be-
zug auf die Konstantenkorpererweiterung L/F, von F; /K. Konstante
Divisoren sind dann solche, deren Tréger nur aus konstanten Primdivisoren
bestehen. Die Gesamtheit aller konstanten Divisoren von Dy p, bildet eine
Untergruppe Cr,/p, < Dp/p,.

Mit &g wollen wir die Menge aller Primideale eines Ringes R bezeichnen.
Sei tp die Einbettung von (IL€). Ein Primideal Py € Yo, /5y heifst konstant,
wenn es ein P € Py p, gibt, so dass fiir das Urbild 1p(P)~1 = Py gilt und
P konstant ist. Ein gebrochenes Ideal I € Jp, /> das aus lauter konstan-
ten Primidealen besteht, wollen wir konstantes Ideal nennen und deren
Gesamtheit mit 6o, . bezeichnen. Fiir ein nicht-konstantes Primideal P,
aus Or,/p, werden wir eine besondere Darstellung benutzen, die sogenannte
Zwei-Element-Darstellung. Das ist diejenige Gestalt eines Primideales,
die man gewinnt, wenn man den Kummerschen Zerlegungssatz anwenden
kann, um die Hochhebung eines nicht-konstanten Primpolynomes aus Fy[x;]
nach Or,/ g, zu berechnen. Da die nicht-konstanten Primdivisoren P € Dy,
keine Differententeiler sind, kénnen wir nicht-konstante Ideale stets in der
Zwei-Element-Darstellung angeben.
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Seien nun S := O /p, [K[xl]_l] und ¢ : Op /g, — S die Einbettung von
Or/p, in S. Wir betrachten die Abbildung

v L@oL/FQ — Pg, Pyr— 1(R).

Bezeichnet Py := L_l(PO) das Urbildideal von Py € Pg, so definieren wir
A:={PePpp, | 3P € S mit Py = (P)}

und bezeichnen mit Hy p, die von den Primdivisoren von A erzeugte freie
abelsche Untergruppe von Dy, /p,. Wir konnen nun die Divisoren von Dy, /p,
eindeutig durch einen konstanten und nicht-konstanten Divisor beschreiben:

Lemma 1.20. Jeder Divisor D € Dr g, lisst sich eindeutig schreiben als
D = Dy + D¢ mit einem konstanten Diwvisor Do € Cr, g, und einem Divisor
Dy € Hyp, ohne konstanten Triger, d.h. es gill Dr g, = Cr/p, © Hrp, -

Beweis. Wir betrachten die Abbildungen 3 : Dy /g, — Hp/p,, D+ Dy
mit Dy = 1 («(Do)) und a: Cpyp, — Dpjp,, D — D sowie die kurze
exakte Sequenz

0—Cr/r, —= DR, LN Hy/p,—0. (1.13)

Mit 7 : Hy g, — Dr/p,s D —— D erhalten wir 7 = idHL/F27 woraus die
Behauptung folgt. O

Wir betrachten nun den K-Isomorphismus 7 : F}; — F3 von sepa-
rablen Funktionenkérpern F; = K(zj;,y;) mit genauem Konstantenkorper
K (i = 1,2,3). Ferner seien die Funktionenkorper Fi, F5 und F3 paarweise
algebraisch unabhéngig und U; := K[x;]*. Mit 15 und Po3 bezeichnen wir
die jeweiligen Algebrenisomorphismen

Dy Fy @ Fy — Orry/p U

und
Doz : F3 QK FH — OF3F2/F2 [U?)_l]

wie in Lemma Aufterdem benotigen wir noch den Algebrenisomorphis-
mus
a:F1 Qg Fo — 3K Fy, a®br+— 1(a) ®b.

Ist nun P € P,/p,, so definieren wir
Qo := P2s (a (@;21(”;1 (P))))

und
7(P) = 10(Qo), (1.14)
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wobei Qg ein Primideal in Op,p, /g, [Us 1 ist. Mit Q bezeichnen wir dann
denjenigen Primdivisor in Pp,p, /g, mit Qo = Lél(Q), wobei hier

1 : Oppym U3 '] — Oq

die Einbettung von Op,p, /5, [Us 1'in den Bewertungsring Og von FrF3/Fy
ist. Diese Vorschrift setzen wir dann auf Dy p, fort und erhalten einen
Isomorphismus von Dy g, nach Dg,py/p, d.h. also insbesondere 7(A4) €
Dryry/p, fit A € Dr/p,. Im Falle eines Isomorphismus 7 : Fp — F3 ge-
hen wir véllig analog vor, wobei hier dann 7(A4) € Dp, g /5, fiir A € Dp/p,
ist.

1.4 Abelsche Varietaten iiber endlichen Korpern

In diesem Abschnitt wollen wir eine Ubersicht iiber die Theorie der abelschen
Varietaten geben. Dazu halten wir uns an [Mil98|, [Mil86|, [Har77|, [Eic63],
[Mum70] und [Oor(07|. Da fiir uns die abelschen Varietdten iiber endlichen
Korpern oder deren algebraischer Abschluss von Hauptinteresse sind, wollen
wir mit k& immer einen endlichen Kérper und mit %k seinen algebraischen
Abschluss bezeichnen.

Als Gruppen-Varietét iiber k bezeichnen wir eine Varietét iiber k, de-
ren Punkte eine Gruppe bilden und deren Gruppenoperationen k-Morphismen
sind. Eine Abelsche Varietét ist eine projektive Gruppen-Varietit. Da die
Gruppenstruktur einer abelschen Varietét abelsch ist, werden wir diese im-
mer additiv schreiben. Ein Homomorphismus zwischen abelschen Varietaten
iiber k ist ein Morphismus, der ein Homomorphismus von abelschen Gruppen
ist. Ist « : A — B ein Homomorphismus von abelschen Varietéten iiber k,
so ist das Bild a(A) eine abelsche Teilvarietdt von B, und der Kern von «
ist ein Untergruppenschema von A. Fiir abelsche Varietdten A und B iiber k
ist die Menge aller Homomorphismen von A nach B ein freier Z-Modul von
endlichem Rang, der durch

Rg (Hom(A, B)) < 4dim Adim B

nach oben beschréankt ist, siehe [Mum70, Corollary 1, p. 178|. Eine Isogenie
von abelschen Varietaten iiber k ist ein endlicher und dominanter Homomor-
phismus abelscher Varietaten. Existiert zwischen zwei abelschen Varietdten
A und B iiber k eine Isogenie, so nennen wir A und B isogen iiber k, kurz
A~ B, und sagen A und B sind k-isogen. Damit zwei abelsche Varietéten
A und B isogen sind, muss notwendiger Weise dim A = dim B gelten. Fiir
eine gegebene Isogenie a : A — B ist der Kern A[a] ein endliches Unter-
gruppenschema der Ordnung deg o. Mit dem Hauptsatz fiir endlich erzeugte
abelsche Gruppen folgt dann Afa] = Z/nZ X ... X Z/n,Z mit n;q|n; fir
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1 <4 <r—1.Ist « eine separable Isogenie, so nennen wir « auch (n, ..., n;)-
Isogenie. Ein Endomorphismus einer abelschen Varietdt A iiber k ist ein
k-rationaler Homomorphismus « : A — A. Die k-rationalen Endomorphis-
men von A iiber k bilden einen Ring, den wir mit Endy(A) bezeichnen. Mit
End{(A) meinen wir das Tensorprodukt Endy(A4)®Q. Jede abelsche Varietiit
A besitzt Multiplikationen mit n € N, die durch die Endomorphismen

[njJa:A— A, P+—P+..+P
—_——

n mal

gegeben sind. Dadurch besitzt jede nicht-triviale abelsche Varietdt einen zu
Z isomorphen Teilring in End(A). Die Multiplikation mit n ist eine Isogenie.
Betrachten wir eine abelsche Varietéit A {iber einem endlichen Koérper £ und
eine algebraische Erweiterung K von k, so ist die unter dieser Erweiterung
erhaltene abelsche Varietidt A’ iiber K dann k-isogen zu A ® K, d.h. A" ~,
A ®;, K. Eine abelsche Varietét iiber £ wollen wir k-einfach nennen, wenn
sie keine nicht-trivialen abelschen Untervarietdten enthélt. Weiter nennen
wir eine iiber k definierte abelsche Varietit A dann k-elementar, wenn sie
k-isogen zur Potenz einer einfachen abelschen Varietiat B iiber k ist, d.h.
A ~j. B™. Jede nicht-triviale abelsche Varietét tiber k ist zu einem Produkt

t
I145 (1.15)
i=1

abelscher Varietiten k-isogen, wobei die A; einfach und verschiedene A; und

A, paarweise nicht k-isogen sind, siehe [Gee(7, Corollary 12.4, Chapter XII].

Fiir abelsche Varietiiten A ist End{(A) eine endlich-dimensionale Q-Algebra

und wenn A einfach ist sogar ein endlich-dimensionaler Schiefkérper iiber

Q. Fiir eine beliebige abelsche Varietdt A iiber k mit A ~j [ A" besitzt

die Endomorphismenalgebra Endg(A) die folgende Zerlegung in ein direktes

Produkt (|Gee07, Corollary 12.6, Chapter XII|):

End}(A) = [[ M, (End}(4))) (1.16)
=1

wobei M,, (Endg (Al)) der Ring der r; X r;-Matrizen iiber End% (4;) ist. Die
Endomorphismenringe von einfachen abelschen Varietdten lassen sich wie

folgt charakterisieren ([Mum70, Theorem 2, p. 201 and remark|, [Ung05, p.
7-8]):

Satz 1.21. Sei A eine einfache abelsche Varietdt iber k der Dimension g und
D = End%(A). Auf D sei eine Involution’ gegeben, so dass Trpg(zx’) >0
ist fiir alle x € D*. Bezeichne F das Zentrum von D mit [D : F] = m? und
[F': Q] = e. Ferner sei Fy der Teilkorper von F' mit eg := [Fp : Q], bestehend
aus allen Elementen von F, die von der Involution gefixt werden. Dann ist
D einer der folgenden Typen:
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(1)

(i)

(iii)

(i)

KAPITEL 1. GRUNDLAGEN
D = F = Fy ist ein total reeller algebraischer Zahlkdrper und die
Involution ist die Identitit. Es gilt e|g.

F = Fy ist ein total reeller Zahlkorper, und D ist eine Quaternionen-
algebra iber F, so dass die R-Algebrenisomorphie

R ®qp) D = M2(R)

gilt, wobei Ms(R) die Menge aller 2 x 2-Matrizen mit Eintrigen aus R
bezeichnet und o : F — R eine Einbettung von F' ist. Die Involution

ist durch
a 6 -0
<7 5>H<—7 a)

gegeben mit o, 3,7,6 € F. Ferner gilt 2elg.

F = Fy ist ein total reeller algebraischer Zahlkérper und D ist eine
Quaternionenalgebra iiber F', so dass die R-Algebrenisomorphie

R ®,(r) D = H

gilt, wobei H die gewdhnliche Quaternionenalgebra ist und o : FF — R
eine Einbettung von F ist. Die Involution ist durch

a+pi+yj+dkr— a—pi—vj—90k (a,0,7,0€F)
gegeben. Ferner gilt e|g.

Fy ist ein total reeller algebraischer Zahlkorper, F' ist eine imagindr-
quadratische Erweiterung von Fy, und D ist ein Schiefkorper mit end-
licher Dimension m? dber F. Es gilt die C-Algebrenisomorphie

R ®a(F) D= Mm((C),

wobei M,,(C) die Menge aller m x m-Matrizen mit Eintragen aus C
und o : F' — C eine Einbettung von F' ist. Die Involution ist durch

(a,) — (@)

gegeben. Es gilt egml|g.

Sei p eine Primzahl und ¢ = p”, sowie A eine abelsche Varietét der
Dimension g iiber k = IF,. Eine ¢g-Weil-Zahl ist eine ganzalgebraische Zahl
w, so dass fiir jede Einbettung 1 : Q(w) — C dann |[¢(w)| = /g gilt. Fiir
den Frobeniusendomorphismus 73 beziiglich k£ von A ist das charakteristische
Polynom fr, in Z[t], da Endy(A) ein endlich erzeugter freier Z-Modul ist
und somit das charakteristische Polynom f,, fiir & € Endy(A) ein normiertes
Polynom mit Koeffizienten in Z ist. Ist fr, das charakteristische Polynom
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des Frobeniusendomorphismus von Ay, beziiglich k, so ist jede Nullstelle von
fr, eine g-Weil-Zahl. Sei A eine abelsche Varietdt der Dimension g. Ist A
dann k-einfach, so hat fr, den Grad 2g, und fr, = g7 ist eine Potenz des
Minimalpolynoms g, € Z[t] von 7, (s.[Tat69, Théoréme 1 et Remarques, p.
96]). Ist A ferner k-isogen zum Produkt von Varietdten [, A}’ iiber k wie
in (LI5), so ist fr, das Produkt [], f* charakteristischer Polynome iiber Z
von Frobeniusendomorphismen der jeweiligen abelschen Varietéten A" mit
deg f = 2¢g, was aus [Tat66, Theorem 1, p. 139] folgt.

Eine weitere Charakterisierung von Endomorphismenringen abelscher Va-
rietdten tiber endlichen Kérpern k erfolgt in [Tat66|: Bezeichnet 7y den Fro-
beniusendomorphismus von A beziiglich k£ mit charakteristischem Polynom
fr. = [1g5" € Z[t], dann definieren wir 7(fr,, fr,) == > €7 degg;. Nun ist
Q[rk] eine endliche Q-Algebra, und fiir die endlich-dimensionale Q-Algebra
Ej, := End{(A) einer abelschen Varietiit A der Dimension g gilt

2g S [Ek : Q] = T(fﬂ'k’fﬂ'k) S (29)27

F = 7(Ex) = Q[m],
1 (1.17)
29 = [Ey, : Q[m]]2 - [Q[my] : Q] und

fr, = gmy mit m = [E} Q[Wk]]%,

wobei Z( E},) das Zentrum von Ej, bezeichnet und die letzten beiden Aussagen
nur gelten, wenn A einfach ist. Betrachten wir nun wieder Satz [[.21] unter
der Beachtung von (ILI7), so erhalten wir folgendes Lemma:

Lemma 1.22. Sei A eine einfache abelsche Varietdt iber k. Dann gilt: Gibt
es eine Einbettung v von Q(my), so dass ¥(my) € R ist, so muss dim A = 1
oder dim A = 2 sein.

Beweis. Ist 1(m) € R, so gilt [¢(my)| = /g = p™?. Ist n gerade, so ist
Y(m) = £p™? € Q, was F =2 Q bedeutet. Ansonsten haben wir F & Q(/p),
aber in jedem Fall haben wir [Q[rg] : Q] < 2 und E kann nicht vom letzten
Typ in Satz [[21] sein, d.h. also [Ej : F] < 4. Daraus folgt aber mit (LI7)
dann

2g = [y : Q[my]]? - [Q[me] - Q] < 4,
d.h. also g = 1 oder g = 2. O

Damit erhalten wir folgendes Lemma:

Lemma 1.23. Seien k = Fyn, A eine abelsche Varietit der Dimension g iber
k und fr, das charakteristische Polynom des Frobeniusendomorphismus von
A. Ferner sei m, € C mit fr, (7)) =0 und Ej, := Endg(A) ® Q. Dann gilt:
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(i) Istn =1 sowie A einfach und besitzt Q(ry) keine reellen Einbettungen,
so ist By = F, und F' ist eine imagindr-quadratische Erweiterung eines
total-reellen Zahlkorpers iber Q vom Grad g.

(ii) Ist A einfach und g > 3, so besitzt Q(my) keine reelle Einbettung und
somit kann nur der letzte Typ der Q-Algebren von Theorem [L.21 fiir
Ey. vorliegen.

(111) Ist n =1 und g > 3, so gilt: A ist einfach < fr, ist irreduzibel.

Beweis. Aus [Wat69, Theorem 6.1, p. 550] folgt, dass wenn n = 1 ist und
Q(7g) keine reelle Einbettung besitzt, der Endomorphismenring Ej kommu-
tativ ist, was m = 1 nach sich zieht. Damit ist f, irreduzibel, und mit
Satz [[L21] ist E} eine imagindr-quadratische Erweiterung eines total-reellen
Zahlkorpers tiber Q vom Grad g. Die zweite Aussage folgt aus Lemma [[.22]

Sein =1 und g > 3. Ist f;, irreduzibel, so gilt mit [Tat66, Theorem 2,
p. 140], dass Ex = Q(mx) ein Korper ist. Wire A nicht einfach, so hitte Ey
entweder Nullteiler oder Fj wire nicht kommutativ, was beides auf einen
Widerspruch fiihrt. Ist A einfach, so folgt aus den ersten beiden Aussagen
dieses Lemmas, dass Fj, ein Korper ist, und damit muss m = 1 sein, d.h. fr,
ist irreduzibel. O

Wir erhalten nun folgende Aussagen liber Endomorphismen-Algebren von
einfachen abelschen Varietdten iiber endlichen Kérpern:

Lemma 1.24. Sei k = Fpn und A eine einfache abelsche Varietit der Di-
mension g tber k sowie Ey = Endg(A) ® Q. Dann treten folgende Typen
von Endomorphismenalgebren auf:

(i) g = 1: Quaternionenalgebra iber Q oder imagindr-quadratischer Zahl-
korper.

(ii) g = 2: Schiefkorper der Dimension 16 iber Q, eine Quaternionen-
algebra uber einem reell-quadratischen Zahlkérper oder eine imagindr-
quadratische Erweiterung eines total-reellen quadratischen Zahlkéorpers.

(iii) g > 3: Hier kann nur noch der letzte Typ aus Satz[LZ1] auftreten.

Beweis. Im Falle g = 1 zeigt ein Blick auf Satz [[2]] dass nur die letzten
beiden Typen in Frage kommen, und das ist eben eine Quaternionenalgebra
oder ein imagindr-quadratischer Zahlkorper. Im Falle ¢ = 2 kommen alle
Typen bis auf den ersten Typ in Frage, was zu den besagten Moglichkeiten
fithrt. Ist g > 3, so folgt die letzte Aussage mit Lemma O]
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1.5 Zentral einfache Algebren

Die meisten Aussagen in diesem Abschnitt wurden aus [Pie82] entnommen,
wenn nichts anderes gesagt wird. Da wir an der Berechnung von Endo-
morphismenringen interessiert sind, bendtigen wir zusétzliche Informatio-
nen iiber die Darstellung von Schiefkérpern und Matrixalgebren iiber einem
Zahlkorper F'. Eine F-Algebra wollen wir einfach nennen, wenn sie nur
triviale Ideale besitzt. Ist das Zentrum Z(A) einer F-Algebra A gleich F,
so nennen wir A zentrale Algebra. Ist A sowohl einfach als auch zentral,
dann sagen wir kurz, dass A zentral einfach ist. Die Menge aller {iber F
endlich-dimensionalen und zentral einfachen F-Algebren bezeichnen wir mit
G&(F). Fiir A € &(F) ist die Vektorraumdimension [A4 : F] = m? und mit
Deg(A) = [A : F]% = m bezeichnen wir den Grad von A. Ein Teilkor-
per von A € G(F) ist eine Teilalgebra E von A, so dass E ein Korper ist.
Die Dimension [E : F|] ist ein Teiler von m. Gibt es keinen Teilkbrper K
von A € 6(F), so dass E C K gilt, so nennen wir E einen maximalen
TeilkSrper von A und ist [E : F] = Deg(A), so wollen wir E einen strikt
maximalen Teilkdrper von A nennen. Ist A ein Schiefkorper, so ist jeder
maximale Teilkorper von A auch strikt maximal.

Mit dem Struktursatz von Wedderburn fiir halb-einfache Algebren folgt
unter Anderem, dass fiir jedes A € &(F) die Isomorphie A = M,(D)
mit einem Schiefkorper D besteht, wobei M, (D) die Menge aller Matrizen
aus D™*™ bezeichnet. Fiir den Grad von A erhalten wir dann Deg(A) =
nDeg(D). Den Grad Ind(A) := Deg(D) nennen wir den Index von A,
und offensichtlich ist ein A € &(F) genau dann ein Schiefkrper, wenn
Ind(A) = Deg(A) gilt. Fir ein A € &(F) ist Ind(A) ein Teiler von Deg(A).
In unserem Fall ist der Index also, wie der Grad, stets endlich.

Seien A, B, D € &(F) und D ein Schiefkérper. Wir sagen, dass A und B
dquivalent sind, kurz A ~ B, wenn es m,n € Z=' so gibt, dass A = M, (D)
und B = M,,(D) gilt. Die Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit [A]. Damit
kénnen wir die sogenannte Brauer-Gruppe definieren:

B(F) :={[A] | Ae &(F)},

wobei [4] - [B] := [A® B] fiir [A], [B] € B(F) gilt, [F] das Einselement von
B(F) ist und [A]7! = [A*] ist. Dabei bezeichnet fiir A € G(F) die Algebra
A* € G(F) eine solche, welche als F-Vektorraum mit A iibereinstimmt. Die
Multiplikation fiir x,y € A* ist dann durch x oy := y - x definiert, wenn y -
das Produkt in A ist. Zwei Algebren A, B € &(F') sind genau dann isomorph,
wenn [A] = [B] und Deg(A) = Deg(B) gilt. Mit Exp(A) bezeichnen wir die
Ordnung oder den Exponenten von [A] in B(F). Fiir A € &(F) ist Ind(A)
stets ein Exponent von A, d.h. Exp(A) teilt Ind(A). In unserem Falle hat
also jedes A € &(F) stets den endlichen Exponenten Exp(A).
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Sei E/F eine algebraische Erweiterung von F und ¢ : F — E eine
Einbettung. Durch diese Einbettung wird eine Abbildung

L« : B(F) — B(E), [A]l— [A® E]

mit A® F in &(E) induziert. Der Kern von ¢, wird mit B(E/K) bezeichnet,
und es ist B(E/F) := {[A] € B(F) | [A® E] ~ [E]}. Wir sagen, A zerfillt
liber F oder FE ist ein Zerfallungskorper fiir A, wenn A @ E = M, (F) ist.
Damit ist klar, dass B(E/F) genau aus denjenigen [A] € B(F') besteht, fiir
die A iber F zerféllt. Ferner gilt

BF)= |J BE//F.

E/F galoissch

Ist E/F endlich mit [E : F| = n, so ist n Exponent fiir alle [A] € B(E/F),
d.h. insbesondere ist dann B(E/F’) eine Torsionsgruppe. Ist die Erweiterung
E/F zusitzlich noch zyklisch, d.h. also E/F ist galoissch mit zyklischer
Galoisgruppe G(E/F), so gilt sogar die Isomorphie

B(E/F) = F* /Ng/p(E”).

Wir wollen nun zeigen, dass ein A € S(F') durch F bereits vollstandig
beschrieben wird. Die Theorie, die wir dafiir heranziehen, beruht unter an-
derem auf Klassenkorpertheorie. Wir wollen aber nicht zu sehr in die Tiefe
dieser Theorie gehen, da wir hier nur spezielle Algebren betrachten und auch
nur solche, deren Zentrum ein algebraischer Zahlkorper ist. Bezeichnet v eine
Stelle von F', so soll F,, die Vervollstédndigung von F' beziiglich v sein. Der In-
dex Ind(A® F},) ist die Ordnung eines bestimmten Elements in Q/Z, welches
wir mit inv, (A ® F,) bezeichnen wollen. Auf die Bedeutung von Ind(A ® F),)
gehen wir spéter genauer ein. Wir betrachten nun die exakte Sequenz von
Gruppenhomomorphismen

1—B(F) —I(F) — Q/Z — 1,

wobei I(F) := @, cg(p) Lo(F) ist. Hierbei soll S(F') die Menge aller Stellen
von F bezeichnen und I,(F) = (3)Z/Z sein, wenn v reell ist, I,(F) = 0,
wenn v komplex ist, und ansonsten ist I,(F') = Q/Z. Die dort auftretenden
nicht-trivialen Homomorphismen sind durch

B(F) — I(F), [A] — (inv,(A® Fy))yesr)

und

(F) — Q/Z, (t,) — Y b
)

veS(F

gegeben. Fiir die Wohldefiniertheit des zweiten Homomorphismus bemer-
ken wir, dass inv (A ® F,) = 0 fiir fast alle v € S(F) ist. Es gilt sogar
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> ves(r) v, (A ® Fy) = 0. Andererseits kann man zeigen, dass fiir ein Ele-
ment § = (...,ty,...) € I(F) mit ) ¢, = 0 ein A € G(F) existiert mit
(...,inv, (A® Fy),...) =&.

Die Frage ist nun, wie wir entscheiden kénnen, wann eine Erweiterung
E/F ein Zerfallungskorper einer gegebenen Algebra A € &(F') ist. Dazu
stellen wir zuerst fest, dass fir ein w € S(F) und v € S(F) mit wlv die
Tatsache inv,, (A® E,) = [Ey : F)inv, (A® F,) gilt. Dann benutzen wir das
lokal-global-Prinzip: E/F' ist genau dann Zerfallungskérper von A € &(F),
wenn fiir alle v € S(F) und alle w € S(E) mit w|v gilt, dass

inv, (A® Ey) = [Ey : Fylinv,(A® F,) =0

ist. Kénnen wir also zu vorgegebenen A € &(F) und endlich vielen Werten
inv, (A ® F,) eine endliche Erweiterung E/F so konstruieren, dass fiir die
lokalen Grade [E,, : F):

[Ey : Fylinv, (A® F,) € Z
gilt, so ist E ein Zerfallungskorper von A.

Wir wollen hier einen Einschub machen und interessieren uns nun fiir
spezielle zentral einfache F-Algebren A. Eine Algebra A € G(F') heift zy-
klisch, wenn es einen strikt maximalen Teilkbrper E von A gibt, so dass
E/F zyklisch ist. Nun gilt folgender Satz:

Satz 1.25. Sei F' ein algebraischer Zahlkorper und A € &(F). Dann ist A
zyklisch und es gilt Ind(A) = Exp(A).

Des Weiteren erhalten wir, dass, wenn A ein Schiefkérper ist mit Deg(A) =
m, dann A einen zu F(ai) isomorphen maximalen Teilkérper enthélt mit
a € F. Die gesamte Situation ldsst sich nun durch folgendes Lemma beschrei-
ben.

Lemma 1.26. Sei E/F eine zyklische Erweiterung mit G = G(E/F) und
G = (o) mit |G| =m. Ist A € S(F) und E ein strikt mazimaler Teilkérper
von A, so existiert ein u € A* mit

(i) A= @0§j<m UjE;
(ii) uwtdu = o(d) fiir alle d € E und
(iii) u™ = a € F*.

Die Darstellung von A in Lemma kénnen wir als Verallgemeine-
rung der Quaternionenalgebra {iber F' auffassen. Ist A € G(F) zyklisch, so
schreiben wir fiir A auch (F, o, a). Wir werden spéter bei der Berechnung von
Endomorphismenringen sehen, dass dieses Lemma sehr hilfreich ist. Um fest-
zustellen, ob die zyklische und zentral einfache F-Algebra A ein Schiefkérper
ist, ist folgendes Lemma von Nutzen (s. [Has32, Theorem 5’, S. 180].
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Lemma 1.27. Sei F'/Q endliche Erweiterung von Q und A = (E,0,a) €
S(F) vom Grad Deg(A) = n. Dann ist der Index Ind(A) die Ordnung von a
in F* /Ng,p(E™), wobei wir hier F* und Np,p(E™) als multiplikative Un-
tergruppen von I auffassen. Insbesondere ist A genau dann ein Schiefkorper,
wenn die Ordnung von a in F* /Ng,p(E*) gleich n ist.

Kennen wir Ind(A) fiir ein A € G(F), so kénnen wir ein a € F* bestim-
men, fiir das a € F*/Ng,p(£*) die Ordnung Ind(A) hat. Da wir die Endo-
morphismenringe bis auf Isomorphie bestimmen wollen, spielt es nach dem
folgendem Lemma keine Rolle, welches Element wir in [a] € F* /Ng/p(E™)
wahlen:

Lemma 1.28. Sei E/F zyklische Erweiterung vom Grad n mit G(E/F) =
(o) und a,b € F*. Dann gilt (E,0,a) = (E,0,b) genau dann, wenn b/a €
NE/F(EX) 15t.

Wir kommen nun wieder auf die Charakterisierung einer zentral einfachen
Algebra durch sein Zentrum zuriick. Das folgende Korollar macht deutlich,
warum wir an einem Zerfallungskorper von A € G(F) interessiert sind:

Korollar 1.29. Sei A € &(F) und E/F eine endliche Erweiterung mit
[E : F| = Deg(A). Dann ist E genau dann ein Zerfillungskorper von A,
wenn E als eine F-Algebra isomorph zu einem strikt maximalen Teilkérper
von A ist.

Haben wir eine abelsche Varietdt der Form C ~j B" mit B einfach {iber
k gegeben, so gilt fiir die Endomorphismenalgebra von C' dann Endg(C) =
M, (D), wenn D die Endomorphismenalgebra von B bezeichnet, welche ein
Schiefkorper sein muss. Die Bestimmung von End)(B) liuft also darauf hin-
aus, den Schiefkdrper D bis auf Isomorphie zu bestimmen. Fiir die Berech-
nung von Ind(D) = m benutzen wir unter anderem den folgenden Satz

(IMil91l, Theorem 16.9, p. 62]).

Satz 1.30. Sei B eine einfache abelsche Varietit iiber k = F,, D = End)(B)
und m, € D der Frobeniusendomorphismus von B. Dann gilt:

(i) Das Zentrum F von D ist F:= Q(n,) und D ist ein Schiefkdrper mit
D e &(F).

(ii) Firv € S(F) bezeichne i, := inv, (D ® F,). Dann gilt |7, = ¢ ™,
oder dquivalent dazu ist:

) ord, (7 .
inv, (D ® F,) = or(ij(((;))[Fv :Qp  fir wvlp,
inv,(D ® F,) = %, wenn v eine reelle Stelle ist und ansonsten ist

inv,(D® F,) =0.
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Aus dem letzten Satz folgt, dass fiir alle Stellen v aufser den archime-
dischen und denjenigen, die iiber p liegen, i, = 0 ist. Aufserdem ist D in
S(F), d.h. D ist zyklisch und somit von der Form D = (E,0,a), woraus
wir zusétzlich Exp(D) = Ind(D) = Deg(D) = m erhalten. Schreiben wir die
inv, (D ® Fy;) in der Form

_

invv]- (D ® F’Uj) - m + Z (ggT(a”Uj)mvj) = 1)7

Vj

so ist nach [Mil91, Theorem 16.8., p. 62] dann m = Ind(D) = kgV(m,,). Die
zyklische Erweiterung F lasst sich mittels Klassenkorpertheorie bestimmen,
indem wir ein Korollar des Grundwald-Wang-Theorems auf unsere Situation
anwenden: (s. [Mil08] Corrollary 2.5, p. 226|)

Korollar 1.31. Sei S = {v,,...,v,} eine endliche Menge von Stellen von
F = Z(D) und m,,; € 7>% (j = 1,...,1), wobei my, € {1,2} geeignet ist,
wenn v;j archimedisch ist. Dann existiert eine zyklische Erweiterung E/F
vom Grad [E : F] = m = kgV(my,;) (j = 1,...,1), so dass fiir den lokalen
Grad jeweils [Ey,; : Fy,] = my, fir alle w; € S(E) mit w;|v; gilt.

Haben wir also einen Schiefkérper D € G(F') wie in Satz mit den
endlich vielen Werten m,, > 1 vorgegeben, so existiert nach dem letzten
Korollar eine zyklische Erweiterung E/F mit den jeweils lokalen Graden
[Bw, : Fy;] = my, fiir w; € S(E) und v; € S(F) mit w;|v;, was also

v, (D ® Ey,) = By, : F, ]invvj (D®F,)=0

J
bedeutet und dies wiederum heiftt, dass F ein Zerfallungskorper fiir D ist.
AuRerdem ist dann E/F, als F-Algebra aufgefasst, isomorph zu einem strikt
maximalen Teilkérper von D = End)(B). Um schlieflich eine zyklische Er-
weiterung E/F fiir die Endomorphismenalgebra End((C) zu erhalten, kon-
nen wir mit Korollar [[.3T] eine beliebige zyklische Erweiterung E/F mit
E C E und [E : F] = Deg(End}(C)) berechnen, welche dann ebenfalls
Zerfillungskorper fiir End)(C) ist.

Fiir Aussagen oder Definitionen in diesem Abschnitt verweisen wir auf
[Eic37], [Eic55], [Deu3d] und [Kir05]. Als letztes bendtigen wir noch Aussa-
gen iiber die Klassenzahl einer zentral einfachen Algebra A {iber F. Dazu
bendtigen wir eine Definition:

Definition 1.32. Sei F/Q endliche Erweiterung und A € &(F). Wir sa-
gen dann, dass A die FEichlerbedingungen beziiglich F' erfillt, wenn gilt:
Deg(A) > 2 oder nicht alle unendlichen Stellen von F in A verzweigen.

Der folgende Satz von Eichler (s. [Eic37, Satz 2, S. 192|) erklart, woraus
sich obige Definition ergibt.
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Satz 1.33. Sei F'/Q endliche Erweiterung von Q und A € G(F) mit Deg(A) =
n. Erfillt A die Eichlerbedingungen beziiglich F' und bezeichnet u das Pro-
dukt aller unendlichen Stellen von F, welche in A verzweigen, so ist die
Idealklassenzahl von A gleich der Strahlklassenzahl modulo u in F'.

Es sei noch bemerkt, dass Eichler den Begriff "normale und einfache” Al-
gebra benutzt, welcher gleichbedeutend mit “zentral einfach” ist. Satz [[.33]
lasst sich genau dann nicht anwenden, wenn A € &(F) eine Quaternionenal-
gebra iiber einem total reellen Zahlkorper F'ist. Diese Algebren entsprechen
genau den in Satz [[L2T] unter (i7) und (i9i) auftretenden Algebren. Mit der
Aufgabe der Berechnung der Klassenzahl solcher Algebren beschéftigte sich
M. Eichler in [Eicbd]. Allgemein gilt aber folgender Satz ([Deu3bl Satz 1, S.
90)):

Satz 1.34. Die Klassenzahl einer Algebra A iber Q ist endlich.

Des Weiteren betrachten wir ein A € &(F') und eine Maximalordnung M
von A. Ist a € A%, so ist a ' Ma =: M wieder eine Maximalordnung von A.
Wir sagen dann, dass M und M vom gleichen Typ sind. Die Anzahl der auf
diese Weise zueinander nicht-konjugierten Klassen von Maximalordnungen
ist ein Teiler der Klassenzahl von A (s. [Deu35l Abschnitt 2, S. 89]). Mit Satz
[L34] wissen wir dann, dass die Anzahl der Typen stets endlich ist.



Kapitel 2

Korrespondenzen

2.1 Algebraische Sicht der Korrespondenzen

2.1.1 Grundlagen

Ziel dieses Kapitels ist es, einen Uberblick {iber Deurings Theorie der Korre-
spondenzen zwischen algebraischen Funktionenkorpern zu geben. Samtliche
Aussagen sind, wenn diese nicht bewiesen werden, aus [Deud7|, [Deud0] oder
|[Eic63| entnommen.

Korrespondenzen induzieren Homomorphismen zwischen Divisorenklas-
sengruppen. Ein wichtiger Spezialfall ist der Folgende: Es seien zwei isomor-
phe, separable und algebraisch unabhéngige Funktionenkorper F; und F>
iber einem gemeinsamen Konstantenkérper K vorgegeben. Erweitern wir
den Konstantenkorper K von Fj zu Fy, so erhalten wir einen neuen Korper
FyFy/F5. Deuring zeigt in [DeudT, S. 188, unten| nun, dass es im Fall K = C
mittels der von ihm eingefithrten Theorie der Korrespondenzen maoglich ist,
den gesamten Endomorphismenring der Jacobischen von Fy/K zu beschrei-
ben. Dies gilt aber auch fir K = IF'T;, wie wir spater sehen werden. Hierbei
soll F, den algebraischen Abschluss von F,, bezeichnen. Die Korrespondenzen
entsprechen Divisoren von Fj Fy/F», und sémtliche Endomorphismen von C%Z
lassen sich mit Hilfe der Korrespondenzen von Fj Fy/F, darstellen.

Im Folgenden betrachten wir zwei Funktionenkérper Fy/K und Fy/K
mit dem gemeinsamen Konstantenkorper K, wobei Folgendes gelten soll:

K ist algebraisch abgeschlossen,
F1/K und F5/K sind algebraisch unabhéngig und (2.1)
Fi/K und F5/K sind regulér.

Wir erweitern nun den Konstantenkorper K von Fj zu F5. Bezeichnet F F5
das Kompositum von Fj und F5, so erhalten wir einen Korper L = F} F5 mit

41
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Konstantenkorper Fs. Es handelt sich um eine transzendente Erweiterung des
Konstantenkorpers K von Fj. Wir wollen einige Feststellungen im folgenden
Lemma festhalten:

Lemma 2.1. Seien F} = K(x1,y1) und Fy = K(x2,y2) zwei Funktionen-
kérper, welche die Bedingungen (21) erfillen. Ferner sei L = F1Fy das
Kompositum von Fy und Fs. Dann gilt:

(i) [L: Fa(x1)] = [F1 2 K(21)],

(i) L/F5 hat den genauen Konstantenkéorper Fo,

(iii) ek = I/ry

(iv) besitzt Fy die Erzeugung Fy = K(x1,y1) mit x1,y1 € F1, so ist L/ Fy =
Fy(z1,y1) und

(v) siamtliche Primdivisoren P € Pr p,, die diber Fy(z1)/Fy verzweigen,
sind konstant.

Beweis. Die Aussagen folgen aus Lemma [[.I8] O

Die obigen Aussagen gelten auch mit vertauschten Rollen von Fy und Fs,
d.h. man betrachtet L/F; statt L/F>. Wir wollen nun zeigen, wie man mit
Hilfe der Divisoren von L/Fs Homomorphismen zwischen den Divisorklas-
sengruppen von F5 und Fj konstruieren kann. Dazu betrachten wir folgendes
Diagramm, in dem P € Pp,/p, ein nicht-konstanter Primdivisor sein soll. Fiir
die bessere Lesbarkeit schreiben wir F, := Fy,,.

Op " . F,=FRFf Da

deg P

Tp
Fy A Ff 2 Np, /re(a) F,Da
(2.2)
Ein Divisor a € Dp, i wird mittels der Conorm in die algebraische Erweite-
rung F, zu a = Con Fp /P (a) hochgehoben. Anschliefend wird die Norm von
a tber F,/F} gebildet. Da P nach Voraussetzung nicht konstant ist, folgt,
dass 7, eingeschrankt auf Fj ein Isomorphismus ist. Der Korper F} soll der
zu Fy bezliglich der Restriktion von 7, auf Fy isomorphe Teilkorper von F),
sein. Schliefllich wenden wir auf N, P Py (a) das Inverse der eingeschriankten
Restklassenabbildung von wp an und erhalten einen Divisor von Fj. Diesen
wollen wir mit

P(a) =y, (NFP /e (Cong, (a)))
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bezeichnen. Fiir konstante Divisoren P € P/, definieren wir P(a) := dega-
p fir a € Pp, /i und p:= PN Fy.

Diese Vorschrift lasst sich auf die Divisoren von Dy, /p, fortsetzen. Fiir
einen Divisor D =} pnpP € D /p, und a € Dp, i bedeutet das

D(a):=Y _npP(a) € Dp k. (2.3)
p

Damit erhalten wir folgende Definition:

Definition 2.2. Seien D € Dr/p, und a € Dg, k. Ist D ein Primdivisor,
so heifit die oben definierte Abbildung a — D(a) Primkorrespondenz von
Fy nach F1, und fir einen beliebigen Divisor D nennen wir die Abbildung
a — D(a) eine Korrespondenz von Fy nach Fy. Die durch einen Divisor
D gegebene Korrespondenz wollen wir ebenfalls mit D bezeichnen.

Es gilt die Gradformel

degp, /x D(a) = (degL/Fg D) : (degFg/K a) ) (2.4)
und, wenn keine Missverstdndnisse zu erwarten sind, schreiben wir kurz

deg D(a) = deg D - dega. (2.5)

Der Begriff Divisor fiir ein Element D € Dy g, ist also doppeldeutig.
Zum Einem beschreibt D ein Element der freien abelschen Gruppe Dy p,,
zum Anderen eine Korrespondenz von Fy nach Fj oder einfach nur kurz eine
Korrespondenz von L/Fs. Wir wollen aber auf diesen Unterschied nicht jedes
Mal eingehen, wenn aus dem Zusammenhang hervorgeht, was gemeint ist.

Da sowohl die Conorm als auch die Norm additiv sind, d.h. die Reihen-
folge von Addition und Abbildung unerheblich ist, sind die Korresponden-
zen von L/F» Homomorphismen. Zuerst folgt némlich aus eben Gesagtem
und aus der Definition der Korrespondenzen D(a + b) = D(a) + D(b) fur
a,b € Dp, . Die wichtigsten weiteren Eigenschaften der Korrespondenzen
enthélt der folgende Satz [Deu3d7, S. 173, Satz 4 bis Satz 8].

Satz 2.3. Sei D € Dy, eine Korrespondenz. Dann gilt:

i) Ist a € Pp,/k, so gilt D(a) € Pp, k-

i) Es ist D =0 genau dann, wenn D(a) = 0 fiir fast alle a € Dy, /i gilt.
i11) D ist genau dann konstant, wenn D(a) = 0 fir fast alle a € D%2/K gilt.

w) Es ist D € Prp, genau dann, wenn D(a) € Pg /i fir fast alle a €
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v) D ist genau dann zu einem konstanten Divisor dquivalent, wenn D(a) €
Pr,k fir fast alle a € D%2/K gilt.

Die Aussage [l) von Satz 23] nennt man auch den Homomorphiesatz
und Aussage [v) das Additionstheorem fiir Korrespondenzen. Nun treffen
wir noch eine Verabredung.

Definition 2.4. Mit G < Dy g, wollen wir die Untergruppe von Dy,
bezeichnen, welche von den Klassen der Gruppen Cp g, und Prp, erzeugt
wird. Fiir eine Korrespondenz D € Dy g, bezeichne [D]c die Nebenklasse

von D in Dp g, /G und wir nennen [D]c die Korrespondenzklasse von
D.

Aus dem Homomorphiesatz fiir Korrespondenzen und der Gradformel

[24) folgt nun

Korollar und Definition 2.5. Die Korrespondenzen von L/Fy liefern Ho-
momorphismen zwischen den Klassengruppen C%Q und C%l. Auf den Korre-
spondenzklassen der Korrespondenzen ist in natiirlicher Weise eine Addition
mittels Divisoraddition definiert, d.h. die Korrespondenzklassen bilden eine
abelsche Gruppe. Diese wollen wir mit

Cor (Fy, Fy) := {[D]C | D e DL/F2}

bezeichnen.

Bemerkung 2.6. Haben wir einen Funktionenkérper F/K gegeben, so kon-
nen wir mit dem Satz von Riemann-Roch eine nicht-konstante Funktion
x € F\K so finden, dass die Stelle im Unendlichen in F/K (x) genau eine
Fortsetzung besitzt. Ist ndimlich P € Pp i Primdivisor und n € N genii-
gend grofs, so gibt es ein x € F und einen effektiven Divisor B € Dpx mit
() = B—nP. Als Folge ergibt sich, dass in F//K(x) ein Divisor genau dann
Hauptdivisor ist, wenn sein endlicher Anteil ein gebrochenes Hauptideal in
Op ist. Besitzt die unendliche Stelle in L/ Fy genau eine Fortsetzung, so las-
sen sich die Aussagen von Satz[2.3 von Divisoren auf gebrochene Ideale der
endlichen Mazimalordnung tbertragen.

Bemerkung 2.7. Die Reprasentanten der Divisorklassen von L/Fy stellen
die simtlichen Homomorphismen zwischen den Jacobischen von Fy/K und
Fy/K dar, wie wir spiter sehen werden. Fir Deurings Theorie der Korre-
spondenzen spielen die konstanten Divisoren keine Rolle. Als Homomorphis-
men zwischen den Divisorenklassen vom Grad Null sind sie nach Aussageliid)
in Satz[2.3 trivial. Sie werden hier nur deshalb eingefiihrt, weil wir sie spater
mm algorithmischen Teil dieser Arbeit bendtigen. Diejenigen Primdivisoren
von L/Fs, welche sich in Or/F, nicht als Ideale darstellen lassen, sind kon-
stant. Ist 0 # D € Cor (F», F1), so kénnen wir uns also statt der Divisoren
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auf die gebrochenen Ideale der endlichen Mazimalordnung beschrinken. Im
Diagramm (223) zur Definition der Korrespondenzen muss dann O, durch
Op [ K [z1]71] ersetzt werden.

2.1.2 Multiplikation der Korrespondenzen

Seien F; = K(zi,vyi) (i = 1,2,3) drei paarweise algebraisch unabhéngige
separable Funktionenkorper tiber K und P € Pg,p,/p, eine nicht-konstante
Primkorrespondenz. Wir wollen nun eine weitere Verkniipfung, eine Multi-
plikation, fiir Korrespondenzen einfithren. Dazu halten wir uns an [Eic63)
Kapitel V|. Wir gehen in mehreren Schritten vor.

1.) Fiir Primdivisoren P € Pp,p,/p, vom Grad eins betrachten wir den
Isomorphismus

T = 7TP|F2 ZFQ —>F3.

Ist nun Q € Ppg,p /p,, so definieren wir das Produkt Q - P := 7(Q) wie
in (LI4), welches ein Divisor in Dpyp /g, ist. Besteht der Divisor D =
Yo iniQi € Dpypy /F, Dur aus nicht-konstanten Primkorrespondenzen, so
definieren wir

D-P:= (Z an%> b= an (Q;-P) € Dpyry/ps-
i=1 i=1

2.) Sei P eine rein inseparable Primkorrespondenz, d.h. Fp/F3 ist eine
rein inseparable Erweiterung. Dann ist degp,p, /p, (P) = p™ mit n > 0. Er-
weitern wir F3 durch eine rein inseparable Erweiterung vom Grad p™ zu F3’,
so gibt es genau ein P’ € Dpyrp, /gy mit degpy g,y (P') = 1 und P = p" P
Wir setzen dann

D-P:=p"(D-P')e€Dprp p,

3.) Sei P eine separable Primkorrespondenz, d.h. Fp/F3 ist eine endlich
separable Erweiterung der Charakteristik p. Wir konnen eine endliche Erwei-
terung E/F3 so finden, dass Cong,p, (P) komplett zerféllt in ) 1" | Q'; mit
lauter Primkorrespondenzen Q'; € Dgp, /g vom Grad degpp, / 7, (Q) = 1.
Wir diirfen sogar 0.B.d.A. annehmen, dass E/F3 galoissch ist. In diesem Fall
setzen wir

D-P:=% (D-Q)) €Drp/p,

=1

4.) Ist P eine beliebige nicht-konstante Primkorrespondenz aus Pp, p, /5,
so bilden wir zuerst den separablen Abschluss E von F3 in Fp und betrachten
die ganze Situation zuerst in der Konstantenkorpererweiterung EFy/FE von
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F3F5/F5. Dann zerfallt wie in 3.)

n

Congp,/pym, (P) = ZQ/i (Q'; € Dgpyyp)
i=1
in lauter rein inseparable Korrespondenzen Q'; = p" P/, wobei P’ € D, p, /Fp.
vom Grad degp, f,/p, (P;') = 1 ist. Wir berechnen dann

D Congp,/p,pm,(P) = p"(D-P/) =) Dj (2.6)
i=1 i=1

wobei jeder Summand D; aus Dpp,,p kommt. Schlieklich setzen wir

C:=3(D-D)) (C€Drpr/r)
i=1

wiein 3.) und D - P :=C.

5.) Ist C € Dpypyyp, oder D € Dpyp, /p, konstant, so definieren wir
D-C=0.Fir C = Z;L m;C; € DFSFQ/Fg und D = Z?:l TZZQZ S DFQFl/FQ
beliebig definieren wir schliefslich

m
D.C:= Zmi(D -Cj)
i=1
mit 1.) bis 4.) und der Definition fiir konstante Divisoren. Das Produkt zweier
Korrespondenzen C € Hp,p, /g, und D € Hp, g, /p, hat den Grad

degF3F1/F3 C : D = degFQFl/FQ C : degFgFQ/Fg D

Die Verkniipfungen + und - von Korrespondenzen sind assoziativ und dis-
tributiv. Definieren wir die Verkniipfung - zwischen den Korrespondenzklas-
sen von Cor (Fy, F1), so ist diese unabhéngig vom Représentanten. Deshalb
kénnen wir die Multiplikation, genauso wie die Addition, auf den Korrespon-
denzklassen definieren.

Sind die Funktionenkérper F;/K (i = 1,2,3) nun zusétzlich alle K-
isomorph zueinander mittels 7; : F; — F3 (i = 1,2) und 7 : F} — Fj,
so definieren wir fir D, C' € Dy p, eine innere Verkniipfung durch

D.-C:= TQ(D) : Tl(C) S DL/FQ’
wobei 72(D) und 71 (C) wie in (II4)) definiert sind. Damit bilden die Korres-

pondenzen einen Ring. Fiir eine Korrespondenz D € Dyr,/p, definieren wir
nun
D:Dp,xk — Dgyx, ar— 1(D(a)) (2.7)

als Vorschrift fir die Divisoren von Dp, /-
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Definition und Satz 2.8. Seien Fi/K und F»/K wie in (21]) und K-
isomorph. Ferner sei

Cor (Fy) := {[Dlc | D € Dy p, } -
Dann wird durch die inneren Verkniipfungen
+ : Cor (F3) x Cor (Fy) — Cor (F2), ([A]e,[B]c) — [A+ Blc
und
-+ Cor (Fy) x Cor (F3) — Cor (F2),  ([A]c,[Blc) — [A- Ble

die Menge Cor (F) zu einem Ring (Cor (F3),+,-), dem Ring der Korres-
pondenzen von Fy. Wir wollen fiir (Cor (Fy),+,-) einfach nur Cor (Fy)
schreiben. Fir Korrespondenzklassen [A]c, [Ble € Cor (Fy) gilt dann mit

)
([Ale - [Blo)(a) = [Ale([Blc(a))  fir alle a € Dp,/xc.

Der Rosati

Durch das Vertauschen des Konstantenkorpers von L/ Fy mit Fj erhalten wir
zusétzlich einen Homomorphismus

*:L/Fy, — L/F, aw— .

Wenden wir diesen auf die Korrespondenzklassen an, so erhalten wir einen in-
volutorischen Isomorphismus zwischen den Korrespondenzklassen von L/Fj
und L/Fy. Das Bild fiir ein [A]c mit A € D/, bezeichnen wir dann mit
[A*]c+, wobei CF IR < Dr,r, die Untergruppe ist, welche von den Hauptdi-
visoren und konstanten Divisoren von L/Fj erzeugt wird. Fiir A, B € Dy, /Py
definieren wir dann A* - B := 175(A*) - B und A - B* := 11(A) - B*. Fiir den
Grad von A € Hy/p, und A* € Hy ), gelten

degL/F2<A*) = degL/Fl(A) und  degr (A%) = degr/p, (A).

Wir setzen nun F; und F5 als K-isomorph mittels 7 : F; — Fy voraus.
Ferner sei

¢ F Ok Fy — Fy @ Fy, a®gbr— 7 1(b) @k 7(a).

Fiir ein nicht-konstantes P € Py /p, ist Qo := (p(d1(Py))) ein Primideal
aus Op /g, [K[21]7"]. Hierbei ist & der Algebrenisomorphismus aus Lemma
Diese Abbildung setzen wir dann auf Dy, fort, und deren Bilder be-

zeichnen wir wieder mit A* € D/, fiir A € D/, Sind A und B Divisoren
aus D/, so gelten A - B* := p(A) - 7 (B*), A* - B := 79(A*) - 1(B) und
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A* - B* := 1p(A*) - 11 (B*). Damit wird aus der Abbildung * ein involuto-
rischer Antiautomorphismus auf den Korrespondenzklassen von L/Fy, der
sogenannte Antiautomorphismus von Rosati, mit den Eigenschaften

(A-B)* = B*- A* und (A + B)* = A* + B*

fir A,B € DL/FQ'

Die Einheits- und Frobeniuskorrespondenz

Sind Fy und F mittels 7 @ Fy — Fy, (x1,y1) — (22,y2) dann K-
isomorph, so gilt fiir den Divisor D € Dy p, mit dem endlichen Primideal
Dy = (r1 — x2,y1 — y2) in Zwei-Element-Darstellung D(a) = a fiir alle
a € Dp, k- Denn aus

Fl>|< = K(WD(xl)v 7"'D(yl))v

mit F} wie in (22), 7, (x1) = z2 und 7, (y1) = yo folgt F} = F». Damit
erhalten wir folgendes Korollar.

Korollar 2.9. Der Ring Cor (Fy) besitzt das eindeutige Einselement [D]c.

Die Korrespondenz D wollen wir Einheitskorrespondenz nennen. Sei
nun K = IFT,. Wir kommen nun zu der sogenannten Frobeniuskorrespon-
denz F. Wir nehmen an, dass die definierenden Gleichungen f(z;,y;) fur
die Funktionenkorper F;/K durch Vertauschen von x; mit zo und y; mit
1o auseinander hervorgehen und y; ganz iiber z; ist. Somit sind F; und F5
dann K-isomorph. Ist n minimal mit f; € Fpn(z,9;) (¢ = 1,2), so ist mit
q := p"™ der endliche Teil von F' € Dy /p, durch Fy = (x1—25, y1 —y3) in Zwei-
Element-Darstellung gegeben. Fiir den endlichen Teil des Rosati F* € Dy,
von F gilt Fy* = (2 — z2,y! — y1). Zudem gilt nach [Eic63, Kapitel V, Ab-
schnitt 7, S. 262|

F™ . (FY)" = (F*)" - F" = ¢"D. (2.8)

Inseparable Primkorrespondenzen kénnen wir wie folgt schreiben [Eic63, Ka-
pitel V, Abschnitt 7, S. 262|.

Lemma 2.10. Ist 0 # P € D p, eine inseparable Primkorrespondenz, so
lisst sich P als P = (F*)" - A mit einer Primkorrespondenz 0 # A € Dy,
und n € N geeignet schreiben. Fiir L/Fy und 0 # P € Dy, /g, gilt dann analog
P = B-F" mit einer Primkorrespondenz 0 # B € D, /g, undn € N geeignet.

Bemerkung 2.11. Aus Lemmal2.10 folgt, dass alle inseparablen Korrespon-
denzen A € Dy, g, in dem von F* erzeugten Rechtsideal und analog im Falle
Jfiir ein inseparables B € Dy p, in dem von F' erzeugten Linksideal liegen.
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2.1.3 Der Restidealsatz

Der Restidealsatz ist ein wichtiger Bestandteil im Beweis von Aussage (1v))
in Satz 23] Er ist aber auch hilfreich fiir eine vereinfachte Berechnung der
Bilder einer Korrespondenz A € Dp p,. In dieser Berechnung miissen bei
einer fest gewéhlten Idealbasis des Ideales Ay endlich viele Primdivisoren
aus Dp, /i ausgeschlossen werden. Da wir aber unsere Korrespondenzen als
Homomorphismen von 6%2 nach C%l betrachten, konnen wir fiir die Représen-
tanten der Elemente von C%Q immer Zahler- und Nennerdivisoren so finden,
dass in ihren Darstellungen keiner der endlich vielen Ausnahmedivisoren von

Dp, vorkommt.

Wie im letzten Abschnitt erwéhnt (Bem. [27), kénnen wir uns auf die
gebrochenen Ideale der endlichen Maximalordnungen beschrinken. Wir fi-
xieren nun jeweils eine Erzeugung F; = K(x;,y;) von F;/K (i = 1,2) sowie
von L/Fy = Fy(x1,y1) und eine Ganzheitsbasis Q) := {w1,...,wn} C Op /K
von Opp,. Sei by, ..., b, eine K[z1]-Basis von Op, /x mit [F @ K] = n. Wir
wissen bereits nach Lemma [[LT9 dass dann {by, ..., b, } ebenfalls eine Fy[z;]-
Basis von Op,/p, ist. Ferner sei A € Dy /g, und Ag der endliche Teil von A,
d.h. Ap ist ein gebrochenes Ideal von L/F5. Als Fy|xi]-Modul betrachtet,
besitzt Ag eine Basis der Form

Bi I:Z%jwj (2:1,,n)
Jj=1

mit G;;, G € Fy[zq] und G # 0. Das gebrochene Ideal Ay lésst sich dann als
By/G schreiben mit einem ganzen Ideal By, so dass G - Ag = By ist. Seien
p € Pp, K, Op C F» der zugehdrige Bewertungsring und

®:Op ®KF2_>OL/F2, a®br— ab

der K-Algebrenisomorphismus von Lemma [[.LI9 Ein Element o € Op/p,
heift p-ganz oder ganz beziiglich p, wenn ®~!(a) € Op, @k O, gilt. Wir
wollen eine Basis B := {B; | i = 1,...,n} von Ay ganz beziiglich p nennen,
wenn sowohl G als auch jedes Element von G - B ganz beziiglich p sind.
Ferner wollen wir B dann p-reguldr oder regulir beziiglich p nennen,
wenn B beziiglich p ganz ist und sowohl G als auch die Determinante F)
der Ubergangsmatrix von €) zur Basis G - B von By normierte Polynome in
Op|z1] sind. Wir bezeichnen dann die Basis mit BY),. Besitzt das Ideal Dy
eines Divisors D € Dy p, eine p-regulidre Basis beziiglich (2, so sagen wir
auch, dass D reguldr beziiglich p und € ist. Ist aus dem Zusammenhang
klar, was 2 ist, so sagen wir einfach, dass D regular beziiglich p ist.

Definition 2.12. Seien B € Dp g, mil endlichem Anteil By C Op/p,,
p € Pp, i sowie By, = {B; | i =1,...,n} eine p-requlire Basis von By. Dann



50 KAPITEL 2. KORRESPONDENZEN

wollen wir das Ideal
BO,BS = <(I)_1(BZ') ’ 1=1, ...,n>(9Fl®Kop
das p-regulire Ideal von By in O, @ O, beziiglich BY, nennen.

Wir definieren mittels p € Pp, ;¢ und der dazugehorigen Restklassenab-
bildung 7 : O, — K einen Ringhomomorphismus

IT: Op, ®x Op — Op, ®k K, a®br— a®m(b). (2.9)

Ist A € Dp/p, und besitzt der endliche Anteil Ag = By/G eine p-regulére
Basis BY), so setzen wir

B H(Bo,Bg)

- I(24(G))

Da By ein Ideal und II surjektiv ist, ist I isomorph zu einem gebrochenen
Ideal in Op,, welches wir wieder mit I bezeichnen wollen. Der endliche An-
teil Ag besitzt den Grad degy p, Ao = degp,(2,)/m, Ni/F,(Ao), Welcher auf
Grund der p-Regularitét von By, identisch mit degp, sk 1 = degpp, Ao ist.
Denn es werden alle p-ganzen Elemente von Ay durch p-ganze Linearkombi-
nationen der Basiselemente irgendeiner p-regulidren Basis B von Ag erzeugt
(s. [Deud?, S. 170, Mitte]). Weil F{, ein normiertes Polynom aus Op[z1] ist,
lasst sich I} als p-ganze Linearkombination jeder beliebigen p-reguléren Ba-
sis BY, von Ap darstellen. Somit ist ®~!(F}) in By gp enthalten, und die
Leitkoeffizienten von F}), und G kénnen modulo p nicht verschwinden. Es ist
klar, dass es zu einem gegebenen Ideal Ay nur endlich viele p € Pp, /i gibt,
fiir die Ay keine p-regulire Basis besitzt. Hat I die Faktorisierung [[i_; Q7
mit L;il(f)i) = Qio (P € Pp g, i =1,...,n) , so wollen wir

n
AP = Zeipi S DFl/K
=1

schreiben. Sind F} und F5 mittels 7 : F} — F5 isomorph iiber K, so setzen
wir noch
n
Ap =T (Zeﬂ%) € DFQ/K .
i=1

Mit Satz 216] zeigen wir, dass A” von der gewéhlten p-reguliren Basis
unabhéngig ist. Fiir Korrespondenzen D, C, D +C € Drp,, deren endlicher
Anteil jeweils eine p-regulédre Basis besitzt, gilt dann

D+C"=D"+C". (2.10)
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Denn allgemein ist stets D+ C" < D" + C” erfiillt. Auf Grund der p-
Regularitdt von C' + D folgt die Gleichheit. Ist 0 # P € Dy p, eine Prim-
korrespondenz, so betrachten wir folgendes Diagramm, in dem wiederum
F, = FQP ist:

F, =FF

PN

Fy Fy

(2.11)
Wir kénnen o.B.d.A. voraussetzen, dass bei den Funktionenkorpern F; =
K(zi,yi) (i = 1,2) jeweils y; ganz iiber K|[z;] ist. Bezeichnet m, die Rest-
klassenabbildung von P und ist z} = 7, (1) und y§ = 7,(y1), so gilt fiir den
Restklassenkorper F, = Fy (x7,y7). Da F}' = K(z7,y]) gilt, folgt hieraus
F, = F{(z2,y2). Ferner sehen wir, dass die Korpererweiterung Fp/F; end-
lich ist.

Wir benétigen fiir die anstehende Definition noch zwei Lemmata:

Lemma 2.13. Seien K /K und Ko/ K Zwischenkdrper des Funktionenkdr-
pers B = K1Ks. Dann kann E nicht iber K1 und Ko inseparabel sein.

Beweis. Ware E sowohl iiber K als auch iiber K5 inseparabel, so erhal-
ten wir K; C KEP C E. Dies ergiibe eine widerspriichliche Inklusionskette
K1Ky CKEP C E =K Ks. O

Nun miissen wir noch einige Primdivisoren aus F, herausnehmen, um
den Restidealsatz anwenden zu kénnen. Diese werden im folgenden Lemma
charakterisiert:

Lemma 2.14. Seien die algebraischen Funktionenkérper K1 /K und Ko/ K
Zwischenkdrper des Funktionenkérpers E = K1 Ky und 0.B.d.A. sei E sepa-
rabel iber Ky. Ferner sei A C Ko eine Basis von E/Ky. Dann gibt es in
Abhédngigkeit von A eine endliche Ausnahmemenge So von Stellen in Ko und
eine endliche Ausnahmemenge Sy von Stellen in Ky, so dass fir alle p ¢ S
und alle g ¢ Sy gilt:

(i) Sei Iy := Cong/k,(p) und iz := Ng/k, (I2). Ist a € Ky mit vp,(a) >
vp,(I2) fir P; € supp(l2), so gilt vp,(Ng/k, (@) > vy, (i2) fiir pi €
supp i und

(ii) ist I := Cong/g,(q) und iy = Np/g,(I1). Ist @ € Ko mit vg,(a) >
vQ, (1) fir Q; € supp(l1), so gilt vy,(Ng/k, () > vy, (i1) fir ¢; €
suppti.-

Beweis. S. Kapitel 5, Lemma [3.3] O
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Idealtheoretisch bedeutet zum Beispiel der 1. Fall in Lemma 2.14] Folgen-
des: Wenn ein Element o € K7, aufgefasst als ein Element in F, etwa im
Ideal I5 der endlichen Maximalordnung von E'/K; liegt, so soll neben o mit
n = [E : K;] auch « selbst in der Norm i9 von Iy liegen. Zwar liegt « stets
in I N K5, aber im Allgemeinen ist is # (Io N K7).

Das letzte Lemma motiviert folgende Definition:

Definition 2.15. Se: P € Dy p, eine nicht-konstante Primkorrespondenz
und Fy, Fy und F,, wie in (Z11) gegeben.

(1) Ist Fp/Fy separabel, so bezeichne A C FY eine Basis von F, /Fy. Mit
Apa C Pp, i sei die endliche Ausnahmemenge von Divisoren aus
Lemma im Fall (@), angewandt auf E = F,, K9 = F} und K; =
F5, bezeichnet.

(i1) Anderenfalls bezeichne A C Fy eine Basis von Fp/Fy. Mit Apa C
Pr, /i sei dann die endliche Ausnahmemenge von Divisoren aus Lemma
im Fall @), angewandt auf E = F,, Ky = Fy und K, = FY,
bezeichnet.

Der Restidealsatz von Deuring lautet nun in Divisorenschreibweise:

Satz 2.16. Sei0 # A € Dy, eine Korrespondenz der Gestalt A = Yo niQ;
mit nicht-konstanten Primdwisoren Q; € Pr/p,. Dann gilt

Alp) = A" = niQ =) niQi(p)
i=1 i=1

fiir alle p € P, /i, fir welche die Ideale Qio und Ao jeweils eine p-regulire
Basis B}y bzw. Ap besitzen und p ¢ S :=|J Ag, A gilt. Ferner ist P fiir ein
p-requlares P € Pr p, nicht abhdngig von der gewdhliten p-reguldren Basis
von Py.

Beweis. Wir werden die Aussage zuerst flir eine nicht-konstante Primkorre-
spondenz P € Dy, /p, zeigen. Dazu benutzen wir folgende abkiirzende Nota-
tion: Fiir einen Funktionenkorper F'/K, einen Divisor D € Dp/k und ein
Element o € F soll a € D bedeuten, dass v4(a) > v4(D) fiir alle ¢ € supp D
gilt.

Sei p € Pp, /i \Apa, und bezeichne B; := B;(x1,y1) die Elemente einer
p-reguldren Basis B, von Py (i = 1,...,n). Wir benutzen wieder die Bezeich-
nungen aus (2I1). Ferner sei Fy) die Determinante der Ubergangsmatrix der
Ganzheitsbasis €2 von Op /p, zur Basis B?,. Dann sind alle Koeffizienten von
F} € Fs[z1] nach Voraussetzung p-ganz, und der Leitkoeffizient von F§ ist
in O,. Das Element x7 geniigt in F), also einer normierten Gleichung, was
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bedeutet, dass x] p-ganz ist. Da y; ganz liber z; ist, ist auch y] ganz beziig-
lich p. Anders ausgedriickt heift dies, dass sowohl =7 als auch yj an allen
Q € Pp,/r, mit Q|p nicht-negative Ordnung vg(z}) > 0 und vg(y;) > 0
besitzen.

Sei m = [Fp : K{]. Mit [Deu3?, S. 170, Mitte| wissen wir, dass die
p-ganzen Elemente von Py alle Elemente o € Py sind, welche sich als p-
ganze Linearkombination der Basiselemente B; darstellen lassen. Ist a =
Yoy fi(z1)Bi(z1,y1) mit fi(z1) € Oplz1] (i = 1,...,n) ein beliebiges p-
ganzes Element von Py, so gilt

Bi=m(a) = 3 fi(w)Bi(ai.ui) = 0 € Fy.
=1

Da sédmtliche Koeffizienten von den B;(z1,y1) und f; nach Voraussetzung
p-ganz sind, konnen wir zu den Restklassen beziiglich p iibergehen, was die
Koeffizienten der f; und B; angeht. Wir erhalten ein Element 3 € F' ", mit

B' = Fi)B (et y0)

i=1
sowie B B
8= (8-F)+8 =0,
~——
::’Y
woraus v = —3 in F, folgt. Es gilt dafiir vp, () > e;, wenn die Conorm

von p die Gestalt ConFP/F2 (p) = >_ e; P; hat, da fiir die P;, wie oben bereits
ausgefiithrt wurde, vp, (27),vp, (y7) > 0 gilt. Daraus folgt also

vp, (") > e;. (2.12)

Da K algebraisch abgeschlossen ist, ist 3" sogar ein Element aus Fi =
K(z%,y7). Wenden wir nun auf ﬁp den Isomorphismus ’/TI_;.‘L an, so erhalten
1

WIr

ar = (B")=>_ Fi(z)B}(x1,51) =To® ' (a) € P,
=1

Daraus ersehen wir aber andererseits fiir ein Element o € F} mit o € P’
dass

TP F, (a) € Conpy,/p,(p)

gilt. Setzen wir I := mp (P”) und J := TP (P(p)), so erhalten wir als
Erstes

CODFP/FQ(p) < COHFP/Fl* (I) (2.13)
Wenden wir hierauf die Norm von Fp/F} an, so wird aus (2.13)) schlieklich

J = NFP/Fl* (CODFP/FQ(p)) S NFP/Fl* <COHFP/F1*(I)) =ml.
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Lésst sich der Divisor J als J = ) ¢; mit paarweise verschiedenen Primdi-
visoren ¢; € Prr /)¢ schreiben, so erhalten wir I > J. Aus der p-Regularitét
folgt, wie wir spater nochmal zeigen werden, nun aber

degps /i (I) = degpw /i (J),

d.h. es gilt also I = J und damit auch P(p) = P". Diese Situation entspricht
dem 1. Fall in Definition 215 d.h. wenn F,/F5 separabel ist. Ist F,/F»
inseparabel, so muss F, /F} nach Lemma 2. T3 separabel sein. Dies entspricht
dann dem 2. Fall in Definition Ein anderer Extremfall ist, dass F,/F>
rein inseparabel ist: Dann ist J von der Form J = lq mit [ € N geeignet.
Ist dann mI = jq mit j € N geeignet, so gilt wiederum J = I. In den
verbleibenden Féllen kénnen wir nicht hoffen, dass J die Gestalt > ¢; mit
paarweise verschiedenen Primdivisoren ¢; hat.

Wir behandeln im Folgendem zwei Fille gleichzeitig, namlich F,/F,
ist inseparabel oder F,/F} ist inseparabel. Aus der Voraussetzung p €
Pp,/k\Ap folgt dann mit (Z12) und Lemma 2.14]

B’ e Ng,/r; (COHFP/F2 (P)) .

Schliefllich wenden wir 7r;|1F1 auf 3" an und erhalten

Fi(z1)B} (z1,11) € P(p).

Mz

P =L (BP) =

o’ = 7rP| P (ﬁ ) =
i=1

Da « ein beliebiges p-ganzes Element von Py ist, folgt hieraus P(p) < P

Mit dem Gradsatz ([2.4]), der algebraischen Abgeschlossenheit von K und der

p-Regularitiat von P erhalten wir
deg, /i P(p) = degyp, P = degy,/p, Po = degp, /i P".

Aus 0 < P(p) < P’ und aus eben gesagten Gradgriinden erhalten wir dann
P’ = P(p). Weil wir im Beweis eine beliebige p-regulire Basis benutzt haben,
ist P’ somit unabhéingig von der gewihlten p-reguliren Basis.

n

Fiir eine Korrespondenz A = Y " | n;Q; wenden wir fiir p ¢ S obige
Vorgehensweise auf jeden Primdivisor ); an und erhalten mit Hilfe von (2.10)
die gewiinschte Gleichheit A(p) = A" = 31 0, Q. O

Im folgenden Spezialfall konnen wir wesentlich einfacher bestimmen, in
welchem Fall A” = A(p) gilt:

Korollar 2.17. Sind P € Py p, und p € Pp, /i jeweils Primdivisoren vom
Grad eins, so gilt P* = P(p), falls P regulir beziiglich p ist.
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Beweis. Ist P regulir beziiglich p, so konnen wir P’ berechnen, und es ist
degp /x P(p) =1= degFl/K(Fp), d.h. P(p) und P” sind Primdivisoren. Auf
Grund von I > .J erhalten wir hieraus P(p) = P". O

Bemerkung 2.18. Die Firierung einer festen Ganzheitsbasis aus Op, /g ist
notwendig, da ansonsten der Begriff der p-Reguldritdt nicht wohldefiniert ist.
Da wir spdter den Restidealsatz benutzen werden, um Bilder von Elementen
[a] = [ao — aco] € Cp,, zu berechnen und wir, wie bereits erwihnt, die Repri-
sentanten immer so abdndern konnen, dass keine der Ausnahmedivisoren in
ag oder as, vorkommen, spielt diese Abhdngigkeit von den gewdhlten Basen
Q und A keine Rolle. Denn eine Korrespondenz bildet Hauptdivisoren auf
Hauptdivisoren ab, und somit ist das Bild in C%l unabhdingig vom gewdhlten
Reprisentanten in [a] € Cf, .

2.2 Geometrische Sicht der Korrespondenzen

In diesem Abschnitt wollen wir eine kurze Einfiihrung in die geometrische
Sichtweise der Korrespondenzen geben und die wichtigsten Entsprechungen
sowohl in der algebraischen als auch in der geometrischen Sichtweise aufzei-
gen. Samtliche Aussagen sind, wenn sie nicht bewiesen werden, aus [Har77],
[Mil05], [Hin91], [Coh06], [Tat66] oder [Smi05] entnommen.

2.2.1 Grundlagen

Wenn nichts anderes gesagt wird, so bezeichnen X7, Xo und X3 immer redu-
zierte, irreduzible und nicht-singulére projektive Kurven iiber einem gemein-
samen algebraisch abgeschlossenen Grundkérper K. Zu den Kurven X7 und
X5 betrachten wir das Produkt X := X7 x X5, welches eine nicht-singulére
projektive Flache iiber K ist. Die Weil-Divisorengruppe von X, welche eine
freie abelsche Gruppe ist die von den Primdivisoren erzeugt wird, bezeichnen
wir mit Div(X). Mit 7; und 7y bezeichnen wir die jeweiligen Projektionen
m; : X — X;. Einem Morphismus ¢ : X; — X5 konnen wir eine Fortset-
zung (engl.: Pushforward) ¢, : Div(X;) — Div(Xs) mittels

6 (DomiR) = D nio(P)

und eine Zuriickziehung (engl.: Pullback) mittels ¢* : Div(X3) — Div(X1)

durch
o (m@i) =Y m > onde(ty)P

Ped=1(Qi)
zuordnen. Hierbei soll t,, eine lokale Uniformisierende beziiglich P sein. Fiir
einen Morphismus ¢ : X1 — Xp ist deg¢ = [K(X1) : K(X2)], wobei
K (X;) den Funktionenkorper von X; bezeichnet.
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Eine Korrespondenz der Kurven X; und X5 ist ein Divisor D von X
und heifst prim, wenn D ein Primdivisor ist, d.h. eine reduzierte und irre-
duzible Kurve in X. Ist P € Div(X) eine Primkorrespondenz, so definieren
die Projektionen ; eingeschrankt auf P jeweils Morphismen

Tip P—-X, (i=1,2).
Ist p; € X;, so ist m; *(p;) eine Primkorrespondenz von X. Korresponden-
zen, die Urbilder von Punkten sind, heifsen fibral und ihre Gesamtheit wird
mit Fib(X) bezeichnet. Die fibralen Divisoren bilden eine Untergruppe von
Div(X), und es gilt die Isomorphie Fib(X) = Div(X;) x Div(X3). Bezeich-
net Div(X)""® die von den nicht-fibralen Divisoren und dem Nulldivisor
erzeugte Untergruppe von Div(X), so gilt

Div(X) = Div(X)"""* (P Fib(X) .
Jede Korrespondenz D lasst sich dann eindeutig als Summe D = C + C’ von
Divisoren schreiben mit C' € Div(X)""%® und C’ € Fib(X).
Fiir eine Primkorrespondenz P € Div(X) gibt es zwei Grade

0 falls P fibral ist,
d;(P) :=

deg Tip sonst,

welche sich jeweils dann Z-linear auf Div(X) fortsetzen lassen. Die Fldchen
X1 x Xo und X5 x X7 sind in natiirlicher Weise isomorph zueinander. Das
Bild einer Korrespondenz C' € X; x X9 unter diesem Isomorphismus wollen
wir mit C? bezeichnen und Transponierte von C nennen. Ist X; = X, so
heift eine Korrespondenz C' € X; x X5 symmetrisch, wenn C = C? gilt.

Jedem Morphismus ¢ : X; — X5 konnen wir eine Korrespondenz
Dy = (Idx, x ¢)(X1) € X

zuordnen, wobei Idy, : X1 — X der Identitdtsmorphismus ist. Die Korre-
spondenz

AXl = Fldxl = (IXm X IdX1>(X1) - X1 X X1

heifst Diagonalkorrespondenz. Ist F, mit ¢ = p" der kleinste Korper, iiber
dem X definiert ist, so erhalten wir fiir » > 1 den Frobeniusmorphismus
FO i Xy — Xy, [xy 0 3y] — [x‘{r IV m}f] und die Frobeniuskorre-
spondenz §% =T z¢) = (Idx, x F")(X1).

Sei P € Div(X) eine Primkorrespondenz und 7; := m;|,, die auf P einge-
schriankten Projektionen. Wir erhalten dann einen Homomorphismus

¢p : Div(X;) — Div(X2), (2.14)
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(degd)m2(P)  sonst

und durch Z-lineare Fortsetzung einen Homomorphismus
U : Div(X) — Hom(Div(X}), Div(X2)) .
Diesem koénnen wir einen Homomorphismus
¢ : Div(X) — Hom(Jx,, Jx,) (2.16)

zuordnen, wobei Jx, und Jx, jeweils die Jacobischen von X; und X» sind.
Bezeichnet G ~die von Fib(X) und den Hauptdivisoren Prin(X) von X
erzeugte Untergruppe von Div(X), d.h. ist

Gy x, = (Fib(X), Prin(X)), (2.17)

so gilt die Isomorphie

Div(X)/Gy, x, = Hom(Jx,, Jx,)-

Gilt fiir zwei Korrespondenzen ®(D;) = ®(D3), so nennen wir diese ho-
momorph Aquivalent. Ist ®(D) = 0 fiir eine Korrespondenz D € Div(X),
so heifst D homomorph trivial. Zwei Korrespondenzen D und Dy sind
genau dann homomorph dquivalent, wenn sie sich um einen Divisor unter-
scheiden, der die Summe von Hauptdivisoren und fibralen Divisoren ist.

Haben wir zwei Korrespondenzen D; € Div(X; x X5) und Dy € Div(Xy x
X3), so konnen wir mittels der Homomorphismen ®(D;) und ®(D3) einen
Homomorphismus ¢ : Jx, — Jx, konstruieren. Dem Homomorphismus ¢
entspricht eindeutig eine Korrespondenzklasse [D] € Div(X1 x X3)/G «..
Betrachten wir nun den Spezialfall X = X; x X3, so ldsst sich auf
Div(X)/G, x, eine Multiplikation mittels [Dy] - [Dy] := [D] einfiihren. Las-
sen sich D1, Do und D durch Divisoren D; = Cy + C{, Dy = Cy + C4 und
D = C3+C} zerlegen, wobei keiner der Primdivisoren der C; = >, n; @) p; @)
in G liegt und die C/ in G sind, so definieren wir D; - Dy := C}-Cy := C3. So-
mit wird (Div(X), +, -) zu einem Ring mit Einselement Ax,, dem Ring der
Korrespondenzen. Fiir eine Korrespondenz D € Div(X) ist dann ®(D)
ein Endomorphismus von Jx, .

2.2.2 Die Schnitt- und Korrespondenzpaarung

Auf den Korrespondenzen ldsst sich nun eine eindeutige und bilineare Paa-
rung definieren. Sind C, D € Div(X) Korrespondenzen und ist P € C' N D
Schnittpunkt von C und D, so sagen wir C' und D schneiden sich transversal
an P, wenn die lokalen Gleichungen f von D und g von C an P das ma-
ximale Ideal mp von Ox p erzeugen. Damit konnen wir die Schnittpaarung
definieren:



o8 KAPITEL 2. KORRESPONDENZEN

Satz 2.19. Es gibt eine eindeutige bilineare Paarung
Div(X)? — Z, (C,D)+— C.D,
so dass gilt:

(i) Sind C und D nicht-singuldre Kurven und transversal zueinander, so
ist C.D = #(CND),

(ii) C.D = D.C,
(iii) (Cy + Cq)-D = C1.D + Co.D und

(iv) sind C1 und Cy linear dquivalent, d.h. ist C1 ~ Cy, so gilt C1.D =
Cs.D.

Sind C,C" € Div(X), so dass C.D = C".D fiir alle D € Div(X) gilt, so
nennen wir C' und ¢’ numerisch dquivalent. Sei C' eine irreduzible nicht-
singuldre Kurve von X und sei D eine Kurve von X, welche C transversal
schneidet. Dann ist [Har77, Lemma 1.3, p. 358|

#(C' N D) = dego(L(D) @ Oc),

wobei L(D) die zu D zugehorige invertierbare Garbe von X ist und degqo
den Grad von L£(D) ® O¢ bezeichnet, aufgefasst als Divisor von C. Jedoch
konnen wir auf die Eigenschaft von D, die Kurve C transversal zu schnei-
den, verzichten: Haben die Korrespondenzen C und D keine gemeinsame
irreduzible Komponente, so kénnen wir den Schnitt C.D mittels

C.D= Y (CD)p (2.18)

PeCND

definieren. Hierbei bezeichnet (C.D)p = dimy Ox p/(f,g) die Schnittmul-
tiplizitdt von C und D an P, wobei f und g lokale Gleichungen fiir C
und D an P sein sollen. Wir kénnen fiir eine Korrespondenz C' immer eine
linear aquivalente Korrespondenz C’ so finden, dass C' und C” keine gemein-
same Komponente haben, wie in [Sha72l Lemma 1, p. 194] gezeigt wird.
Fiir eine Korrespondenz C definieren wir dann den Selbstschnitt durch
Cc.C:=C.C.

Bis zum Ende dieses Abschnitts soll, wenn nichts Anderes gesagt wird,
i € {1,2} gelten. Im Folgendem fassen wir X; und Xs als abstrakte Va-
rietdten der Dimension eins auf (s. [Har77, Definition , p. 105]), d.h. wir
identifizieren insbesondere die Punkte der Kurven X; mit Bewertungsringen,
und die zu den Kurven zugehorigen reguléren und algebraisch unabhéngigen
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Funktionenkorper seien von der Gestalt F; = K(x;,y;) mit [F; : K(z;)] = n;.
Damit erhalten wir jeweils als offene Uberdeckungen

X, = Spec,, 4z (Cl(K[wi],Fi)> U Spec,, 4 (Cl(K[x;l],Fi)> .

g

::Uli :ZUQZ‘

Bezeichnen Oy, die jeweiligen Garben der Varietdt X;, so gilt Ox,(U1;) =
Cl(K[x;], F;) = Op, =: Ay; und Oy, (Uy) = CUK[z; '], Fi) = Op, o = Ag;.
Ist X = X7 x X3, so kénnen wir nach [Har77, Theorem 3.3, p. 87/,

J Spec(4j1 @k Ags) (2.19)
1<4,k<2

als offene Uberdeckung von X = X; x X5 wihlen.

Sei Q% = {wi1, ..., win, } eine Basis der endlichen Maximalordnung Op,
von F;/K und Q% := {11, ..., ftin, } eine Basis der unendlichen Maximalord-
nung O, _ von F;/K. Dann lassen sich genau die Polstellen von (z;) nicht
als Ideale in Op, darstellen, und umgekehrt sind es genau die Nullstellen von
(x;), welche sich nicht als Ideale in Op, o darstellen lassen. Jeder Divisor
von Fj besitzt dann eine Darstellung mit gebrochenen Idealen aus Of, und
Op, .. Mit [Hes02, Corollary 4.3 and Corollary 4.4, p. 6] wissen wir, dass wir
spezielle Basen Q) und Q¢ so withlen kénnen, dass die Ubergangsmatrizen
M; € K(x;)"*™ zwischen diesen beiden Basen jeweils Diagonalmatrizen und
die Diagonalelemente von der Form aszn” mit m;; € Z sind. Zwar wird hier
als unendliche Maximalordnung ein semi-lokaler Ring betrachtet, da aber
solch eine Ubergangsmatrix in Diagonalform die Ganzheit der Basiselemente
nur fiir die Null- und Polstellen des Hauptdivisors (x;) abéndert, kénnnen
wir die Aussagen leicht modifiziert auf unseren Fall anwenden.

Insgesamt erhalten wir vier Ringe 51 := Op ®k OF,, S2 = O QK
Opy,00: 93 := OF, . ®kx O, und Sy := OF, . ®k OF, . Um diese Ringe als
affine Varietdten zu erzeugen, konstruieren wir uns spezielle Ideale IQ(Z-) und
Iq;_. Fiir die Basis von O, erzeugen wir das Ideal

n;

IQ%') = (wijwik — Z)‘Z)]jlwil ’ k‘,j = 1, ...,TLZ‘>, (2.20)
=1

mit dem die Isomorphie Op, = K[z, w1, ..., Win,] /I% folgt, wobei hier mit
Rip = Klzi,wi1,...,win,] ein Polynomring in z;, w1, ...,w,, gemeint ist.
Analog erhalten wir

ng
Ioi = (e — Z%Zﬂil |k, j=1,....,m) (2.21)
1=1
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~

und die Isomorphie Op, oo = K[%,,u“, ...,umi]/IQéo sowie R; . Fiir den
Ring S; betrachten wir nun die Isomorphie

S1 = K[z1, w11, ..., Wing , T2, Wa1, ...,wgnz]/g%, IQg) , (2.22)

und Analoges gilt fiir die verbleibenden Ringe So, S3 und Sy.

Wir fassen nun die I% als Ideale der Polynomringe R; ¢ und die Ig; als
Ideale der Polynomringe R; o auf (i = 1,2). Die affinen Kurven

Cio = V(lg;) und Cioo 1= V(lg: )

sind jeweils nicht-singular, da per Konstruktion die lokalen affinen Koordi-
natenringe jeweils diskrete Bewertungsringe sind. Mittels [Har77, Theorem
6.9, p. 44| kénnen wir zeigen, dass es jeweils eine nicht-singulére projektive
Kurve X; gibt, welche C~’i70 und C’i,oo als offene Uberdeckung besitzt. Mit
[Har77, Corollary 4.5, p. 26| erhalten wir, dass die projektiven Kurven X;
und X; birational dquivalent sind, woraus folgt, dass die projektiven Fléchen
X7 x X9 und Xl X X'g birational aquivalent sind.

Sei nun C' € Div(X; x X3) eine Korrespondenz. Wir nutzen die Uber-
deckung (2I9) von X; x X5, mit deren Hilfe folgt, dass wir eine Korre-
spondenz C' in allen vier Ringen S; (j = 1,2, 3,4) als Verschwindungsmenge
C'S]_ = V(Ig;) jeweils geeigneter Ideale I, C S; darstellen kénnen. Um die
Ideale Ic; mit j = 1,2, 3,4 zu bestimmen, gentigt es z.B. eine Darstellung I¢,
von C' im Ring 57 zu kennen. Wollen wir dann /¢, berechnen, so betrachten
wir den Oberring S, , := S1[U; '] von Sy und S, wenn Us := {23 | j € Z=°}
die von z9 erzeugte multiplikative Halbgruppe ist. In diesem Ring ist auf
Grund unserer speziellen Wahl der jeweiligen Ganzheitsbasen sowohl das
Ideal I, als auch das Ideal I, enthalten. Wir berechnen dann I¢,, indem
wir I, als Ideal in Sy [U, '] auffassen und dann mit Sy schneiden. Véllig ana-
log kénnen wir Oberringe S;[U; '] mit Uy := {7 | j € Z2°} oder Sj[Ul_Ql]
mit Uyp = {x]zb | j,l € Z2°} betrachten. Ist zB. j gleich eins, so ist
S1[U; ] ein gemeinsamer Oberring von S; und S3 und S;[U; ;] ein Ober-
ring von Sy, So,S3 und Sy. Ist J C {1,2,3,4}, so bezeichnen wir mit S,
einen gemeinsamen Oberring der Ringe S; mit j € J. Um den Schnitt zweier
Korrespondenzen zu berechnen, bendtigen wir noch ein Korollar aus [Cox05,
Corollary 2.5, p. 150].

Korollar 2.20. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und I ein
nulldimensionales Ideal von R := K|x1,...,xy]. Sind Py, ..., Py, € V(I) paar-
weise verschieden und bezeichnen die O; die Lokalisierungen von R nach den
mazximalen Idealen I(P;), so gilt

dim K21, ..., z,]/T = dim 0;/10;.
=1
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Seien nun C, D € Div(X; x X2) ohne gemeinsamen Trager und j € J.
Wir wollen dann die K-Dimension von C'ND im Ring S, als affine Varietét
des Rings S; aufgefasst, mit

s, = dimg, (C'N D) := dimg S,/ (ch + ID].) (7€)

bezeichnen. Nun koénnen wir den Schnitt zweier Korrespondenzen wie im
folgendem Lemma berechnen:

Lemma 2.21. Sei X := X x Xy eine nicht-singuldre projektive Fldche und
C, D € Div(X) zwei Korrespondenzen ohne gemeinsamen Trager. Dann gilt

4
C.D= Z S{iy — (8{1,2} + 5{2,3} + 5(3,4} + 8{4,1}) + 8{1,2,3,4}- (2.23)
=1

Beweis. Wir machen zuerst die Annahme, dass C' und D Primdivisoren
sind. Da C und D keine gemeinsame Komponente besitzen, sind alle Di-
mensionen s; (I € {1,2,3,4}) endlich. Berechnen wir s{;y + s{ay, so zéhlen
wir die Schnittmultiplizitdt der Punkte in sg o) doppelt. Wir miissen also
s{1y + S{2) — S{1,2) berechnen, um die Schnittmultiplizitdt von C' und D in
V(51) UV(S2) zu erhalten. Als Niichstes addieren wir sy3) hinzu. Um nicht
wieder doppelt zu zéhlen, miissen wir s, 33 + s¢1 3} subtrahieren und s 5 33
wieder addieren und erhalten die Schnittmultiplizitét in U?zl V' (S;). Schlief-
lich addieren wir sg4), ziehen s3 43 + sy4.1} ab und addieren wieder sy 3 4}.
Damit erhalten wir unter der Beachtung, dass sgi 23} + S{134) — S{1,3) =
${1,2,34) ist, die Schnittmultiplizitdt von C und D auf U?Zl V(S); wie in
(223)). Sind nun C und D beliebige Divisoren ohne gemeinsame Komponen-
ten, so berechnen wir C.D durch Z-lineare Fortsetzung in beiden Eingéngen
der Paarung. O

Ist mindestens einer der beiden Korrespondenzen C und D in G, so wen-
den wir folgendes Lemma aus (JSmi05, Proposition 4.1.7]) an:

Lemma 2.22. Seien C, D € Div(X) Korrespondenzen. Ist C € G, wobei G
wie n [217 definiert ist, so gilt

C.D = dy(C)da(D) + do(C)dy (D). (2.24)

Mit Hilfe der Schnittpaarung kénnen wir eine weitere Paarung einfiihren,
die Korrespondenzpaarung, mittels

Div(X; x X5)? — Z, (2.25)

(C,D) — (C,D) := (d1(C)d2(D) + d2(C)d1(D) ) — C.D ,
fir die Folgendes gilt ([Smi05, Theorem 5.1.2]):
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Satz 2.23. Die Korrespondenzpaarung in (2.23) ist symmetrisch, bilinear
und invariant auf den homomorphen Aquivalenzklassen. Ferner wird durch
die Paarung auf der Menge der numerisch dquivalenten Korrespondenzklas-
sen eine positiv-definite Paarung definiert.

Fiir die Einheitskorrespondenz Ax, und die Frobeniuskorrespondenz g’
auf der Flache X = X7 x X hat der Selbstschnitt und die Korrespondenz-
paarung nun folgende Werte (s. [Smi05) p. 54 and p. 59-60)):

Lemma 2.24. Fir die Korrespondenzen Ax, und Ser mit r € Z2° erhalten
wir folgende Werte fiir die Schnitt- und Korrespondenzpaarung, wobei g =
gx, das Geschlecht von X1 bezeichnet:

(i) Ax,.Ax, =2—2g,
(1) (Ax,,Ax,) = 2g,
(iii) S&l.Axl =#X1(Fy),
(i) (%, x,) = 294",
(v) (8%, 8%,) =" + ¢ — ¢ #X(Fys—r), wobei s > r gilt und
(vi) (§x,,Ax,) =1+q" —#X(Fy),

wobei #X1(Fyr) die Anzahl der Fyr-rationalen Punkte von X1 /F, bezeichnet.

Als Néchstes wollen wir zeigen, wie wir nun eine Schnittpaarung auf
Dy,/, einfiihren kénnen. Sei P € Py, und U; := 1® K[x;]*. Dann erhalten
wir mittels der Einbettung

t:81 — Op @ Fy

die Tsomorphie S1[U; '] 2 Op, ® Fy von K-Algebren. Analog erhalten wir
mittels der Einbettung

loo : S3 —> OFl,oo ® Iy

die Tsomorphie S3[U; '] = Op, @ F. Seien die K-Algebrenisomorphismen
®:O0p @ Fo — OL/F2 und ¢ : Op, Qg Fr — OL/FMO wie in Lemma
.19 gegeben. Ist Py € Op/p, ein nicht-triviales Ideal, so definieren wir

Ip =1 Y (@1 (Py)) € Sy, (2.26)

wobei mit +~! das Urbild von ¢ gemeint ist. Ansonsten sei Py € Oy, /Fa,00 €10
nicht-triviales Ideal, und wir definieren

ng = Lil((I) 1(P0)) € Ss.

o0
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Damit kénnen wir, wie bereits erlautert wurde, die jeweils restlichen Ideale
Ip; mit j = 1,2, 3,4 berechnen. Bei beliebigen effektiven Divisoren von Dy, /,
wenden wir die Vorschrift auf jeden Primdivisor an. Sind nun A, B € Dy,
effektive Divisoren, so berechnen wir jeweils die Ideale I4; und Ip;. Damit
konnen wir auf Dy, /p, eine bilineare Paarung durch

4
AB = sy — (spoy + sy + 504 +51y) +50.234)
=1

wie in Lemma [2.2]] definieren, wenn wir zusétzlich noch A.(—B) := —(A.B)
und (—B).A := —(A.B) setzen.

Damit allerdings Hauptdivisoren (F') von L/F; auf Hauptdivisoren von
X1 X X5 abgebildet werden miissen wir noch einiges tun. Als erstes brauchen
wir noch einige weitere Einbettungen wie

k:S1 — F1 ® Op,
und
Koo : S92 — F1 ® Op,, .,

welche die Isomorphien $1[U;!] & F} ® Op, und So[U;'] = Fy ® OF,
von K-Algebren nach sich ziehen. Ausserdem benétigen wir noch die K-
Algebrenisomorphismen

I': QK OF2 —>OL/F1 undf:Fl XK OFz,oo —>OL/F1700 .

Sei F' € L/F, von der Form F = { mit f € Op/p, und s € Fy[z1] geeignet.
Wir betrachten nun den allgemeinen Fall, dass F} und F5 nicht isomorph
sind. Im Falle, dass F; und F5 isomorph sind, verlduft die Argumentation
ghnlich. Auf Grund der Isomorphie zwischen den Divisorengruppen

Div (X)) @ Div(X1)" @ Div(X;) @ Div(Xa)

und
Hyyp ®Hyp, ®Cryp, ® Crypy

ist sind die Divisoren A € D/, und A* genau dann Hautdivisoren von L/ Fy
und L/F;, wenn der zu auf der Fliche X zugehérige Divisor ein Hauptdivisor
ist. Besitzt also der Hauptdivisor (F') in L/F» bzw. in L/F; die Darstellung

mit lauter effektiven Primdivisoren, so erhalten wir also auf der Flache X
die Darstellung

(F) = (Z e; P — Zfi@i) + (7).
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Wir haben hier der Einfachheit wegen die Bezeichnungen fiir die Divisoren
der Flache X beibehalten. Hierbei soll (F*)" nur den fibralen Anteil des
Divisors (F*) von X' bezeichnen, welcher in Div(X5s) liegt. Fiir ein gegebenes
F € L/F; betrachten wir also jeweils (F')g und (F')* bzw. in L/F; dann (F)§
und (F)°* und machen (F)q und F*° wie oben gezeigt zu Idealen in S; und
Ss. Analog benutzen wir die oben definierten Einbettungen x und ke um
aus (F)§ und (F)°>°* dann Ideale in S7 und Sy zu erhalten. Damit konnen wir
dann (F) als Hauptdivisor auf X darstellen. Jedem Hauptdivisor (F') von
L/F, wird so ein Hauptdivisor auf X zugeordnet, welcher bis auf Isomorphie
aus den selben Primdivisoren besteht. Insgesamt folgt nun mit Lemma 2.22]
dass die so definierte bilineare Abbildung auf Dy, /g, eine bilineare Abbildung
der Divisorenklassen [A] und [B] ist (aber nicht der Korrespondenzklassen
[A]c und [B]¢).

Wir wollen nun zeigen, wie wir fiir eine Korrespondenz A € Dr,/p, den
Selbstschnitt A.A berechnen kénnen. Wir nehmen 0.B.d.A. dazu an, dass
A effektiv ist. Mittels des schwachen Approximationssatzes fiir den Funktio-
nenkorper L/F5 konnen wir ein Element F' € L/F5 so finden, dass vp(F) =
—vp(A) ist fir P € supp A. Damit ist dann supp(A + (F)) Nsupp A = 0,
und wir kénnen A.A mittels (A 4 (F')).A berechnen. Vorher miissen wir uns
aber noch iiberlegen, warum der Schnitt zweier verschiedener Primkorrespon-
denzen nur endlich viele Punkte enthéalt. Sind P und () zwei verschiedene
nicht-konstante Primkorrespondenzen aus Py /p,, so sind die Ideale Ip, und
I, ebenfalls prim zueinander. Wir kénnen nun V (Ip,) und V(lg,) als affi-
ne Kurven in V(S;) auffassen. Als Varietdten sind dann V' (Ip;) und V(Ig,)
jeweils irreduzibel. Sei U := V(Ip,) N V(lg,). Die Schnittmenge U muss
echt in V(Ip;) und V(Ig,) enthalten sein, ansonsten erhalten wir einen Wi-
derspruch. Damit ist aber U eine echte algebraische Teilmenge von jeweils
V(Ip,) und V(Ig,), was bedeutet, dass 1 = dimV(Ip;) > dimU = 0 ist
(IMil05, Proposition 2.26, p. 41]). Damit kann U nur endlich viele Punkte
besitzen.

Mit Hilfe des letzten Satzes und den vorangegangenen Aussagen kénnen
wir nun eine Korrespondenzpaarung auf den Korrespondenzklassen Dy p,
definieren:

Korollar 2.25. Auf der Menge der Korrespondenzklassen von Dy g, lisst
sich eine positiv definite bilineare Korrespondenzpaarung einfiihren.

Beweis. Ist P € P, nicht konstant, so berechnen wir das Ideal Ip, C S
und bezeichnen mit Cp € Div(X; x X3) den projektiven Abschluss von
V(Ip,) in X. Fiir die Grade d; und dy auf der Flidche X; x X gilt dann

d2(Cp) = degL/F2 P und dy(Cp) = degL/F1 P*.

Fiir eine beliebige Korrespondenz A € Dy, /g, mit Primdivisorzerlegung A =
S5 n;jP; ist dann dy(Ca) = deg;p, A und dy(Ca) = deg;p, A*. Damit
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ist fir A, B € Dpp, durch
(A,B) := deg A*deg B + deg A + deg B* — A.B

auf Grund von Lemma und Satz eine bilineare positiv definite
Paarung auf den Korrespondenzklassen [A]c und [B]c gegeben. O

2.3 Vergleich der Korrespondenzen

Jede Primkorrespondenz C' € Div(X)\Fib(X) lésst sich in S; mit einem
Ideal I, C S5 als irreduzible und reduzierte Varietat V(I cl) beschreiben.
Wenden wir darauf ® o+ an, so erhalten wir ein nicht-konstantes Primideal
Py =®o L(Icl) C Or/p, mit P € P p,. Ist andererseits P € Pr/p, ei-
ne nicht-konstante Primkorrespondenz, so kénnen wir das Ideal I, bilden.
Das Ideal I,, ist dann ein Primideal in S und der Abschluss C' € Div(X)
von V(I P1) ist dann eine nicht-fibrale Primkorrespondenz. Damit haben wir
folgende einfache Aussage, welche wir ohne Beweis im folgendem Lemma
festhalten wollen.

Lemma 2.26. Die nicht-konstanten und nicht-fibralen Primkorresponden-
zen entsprechen einander, d.h. ist P € Pr g, nicht konstant, so ist der pro-
jektive Abschluss C von V (Ip,) eine nicht-fibrale Primkorrespondenz. Ist an-
dererseits C eine nicht-fibrale Primkorrespondenz und V(Io,) C S1 eine af-
fine Darstellung von C in Sy, so ist ®(v(Ic,)) € D /p, eine nicht-konstante
Primkorrespondenz.

Ist P € P, p, eine nicht-konstante Primkorrespondenz, so betrachten wir
wieder das Diagramm

F,=F'F

PN

Fy Fy

(2.27)
in dem Fy, := Fy ist. Sei 7, die Restklassenabbildung des Primdivisors p; €
Pp, k- Der Einfachheit wegen nehmen wir an, dass y; jeweils ganz ist tiber x;
und die X; ebene nicht-singulire Kurven sind, d.h. es ist X; C P? mit affinem
Teil C; : fi(x;,y;) = 0, wobei f; € K[z;,y;] irreduzibel ist. Im Allgemeinen
darf die Kurve X; aber durchaus singulér sein. Der singulére Fall wiirde aber
nur ein Mehraufwand an Notation bedeuten. Ist p; € Pp, /g mit vp, (z;) > 0
und endlichem Primideal p; o = (z; —«;, y; — ;) in Zwei-Element Darstellung,
so konnen wir p; durch p; — (z;(ps), vi(p:))) = (i, B;) € K? in eindeutiger
Weise einen Punkt aus K? mit f;(cy, 3;) = 0 zuordnen. Die endlich vielen
Polstellen von z; lassen wir hier jeweils aufer Acht. Ist C' € Div(X) eine
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nicht-fibrale Primkorrespondenz, so betrachten wir die dazugehorige nicht-
konstante Primkorrespondenz P € Pr,p, mit Py = ® o (I ). Nun gilt fiir
ein py € P, g mit v, (z) >0

n

> (eai, Bui) = miyc, © o™ (w2(p2), Y2(p2))

=1

und weiter mit

ZPM = P(p2) = T‘-P‘Flil (NFP/Fl*(ConFP/FQ (P2))> (p1i € Ppy k)
i1

schlieflich

n n

> (@ipra) vi(p) = Do, Bui).

i=1 i=1
Die Zuriickziehung o)™ entspricht hier der Hochhebung Con Fp /P> und die
Fortsetzung 71|c, ist nichts anderes als die Norm Tp| F1*1 oN F,/F; Dass
jeweils fiir die Bilder vy, (z;) > 0 gilt, kénnen wir erreichen, indem wir den
Restidealsatz anwenden. Dabei miissen wir wieder endlich viele Primdivi-
soren aus jeweils Pr, /g ausschliefen. Per Definition sind dann die Bilder
Summen von Vielfachen von Primdivisoren aus F1, die sdmtlich keine Poldi-
visoren von z1 sind. Wir kénnen nun folgendes einfaches Lemma ohne Beweis
formulieren:

Lemma 2.27. FEine nicht-konstante Primkorrespondenz von L/Fy induziert
denselben Homomorphismus zwischen Jx, und Jx, wie die dazugehdrige
nicht-fibrale Primkorrespondenz auf X .

Dabei spielt es keine Rolle, dass wir jeweils endlich viele Primdiviso-
ren auker Acht gelassen haben, denn wir kénnen einen Reprisentanten von
C%i /K immer so abéndern, dass keiner der endlich vielen Ausnahmedivisoren
vorkommt. Jede Korrespondenz C' € Div(X; x X3) induziert also einen Ho-
momorphismus Jy, — Jx, von Jacobischen. Das Umgekehrte ist ebenfalls
der Fall ([Smi05, Lemma 3.3.11, p. 40]):

Lemma 2.28. Sei ¢ € Hom(Jx,, Jx,), dann ezistiert eine Korrespondenz
I'y aus Div(Xy x X2), so dass Tr,, © 71'2‘%* = ¢ ist.

Damit wissen wir auch, dass jeder Homomorphismus von Jy, nach Jx,
durch eine Korrespondenz [A]c € Cor (F, Fi) induziert wird. Wir kénnen
damit also samtliche Homomorphismen von Jx, nach Jx, mittels Korre-
spondenzklassen Cor (Fy, F1) beschreiben, wobei anzumerken ist, dass sich
die fibralen und die konstanten Divisoren entsprechen. Wir halten diese ein-
fache Feststellung im folgendem Lemma ohne Beweis fest.
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Lemma 2.29. Jeder Homomorphismus ¢ € Hom(Jx,, Jx,) wird durch eine
Korrespondenzklasse [A]c aus Cor (Fy, F1) induziert, d.h. es gilt $(p) = A(p)
fiir alle p € Jx,.

Sei k := [, ein endlicher Kérper. Mit X;(k) bezeichnen wir die k-rationalen
Punkte der Kurven X; und mit Jx, (k) die k-rationalen Punkte von Jx,. Sei
X1 = Xo, Xo/k Kurve iiber k, F5/k der Funktionenkérper von Xs/k und
K /k eine endliche Erweiterung. Mit

Endg (Jx,) := Cor (F2K/K)

bezeichnen wir die K-Endomorphismen der Jacobischen Jx,.

Prinzipale Polarisierung

Mit K sei wieder der algebraishe Abschluss eines endlichen Korpers bezeich-
net.Im Folgenden wollen wir kurz auf den Begriff der prinzipalen Polarisie-
rung eingehen. Seien A und B abelsche Varietdten. Fiir a € A definieren wir
die Abbildung ¢, : B — Ax B, b+— (a,b) und analog definieren wir fiir b €
B eine Abbildung ¢, : A — A X B, a — (a,b). Wir nennen A und B dual
zueinander, wenn es eine Divisorenklasse P € Pic(A x B) gibt, so dass die
Abbildungen A — Pic(B), a — ¢(P) und B — Pic’(A4), b — ;(P)
Bijektionen sind. Fiir die Existenz solcher dualen Varietdten und Divisoren-
klassen P siehe [Hin91]. Die zu A duale abelsche Varietét bezeichnen wir mit
A. Bezeichnen wir mit ¢ : A — A, x — x + a die Translation um a, so
definiert die Abbildung ®. : A — Pic%(A), a — t*(c) — ¢ mit ¢ € Pic(A)
einen Gruppenhomomorphismus. Wenn der Kern K (c) von @, endlich ist, so
induziert dies sogar eine Isogenie ®, : A — A. Solch eine Isogenie wollen
wir Polarisierung nennen. Gilt K(c) = 0, so sprechen wir von einer prin-
zipalen Polarisierung. Somit ist durch ¢ € Pic(A) mit ®.: A — A eine
prinzipale Polarisierung gegeben, wenn ®. ein Isomorphismus ist ([Hin91l, p.
130]).

Die Jacobische Jx einer Kurve X ist ein Beispiel fiir eine prinzipal po-
larisierte abelsche Varietit. Eine Kurve X vom Geschlecht > 1 kann immer
in ihre Jacobische Jy eingebettet werden, wenn es eine Stelle vom Grad eins
gibt, und zusitzlich gilt die Isomorphie Jx = Pic?(X). Die Jacobische Jx ei-
ner Kurve X hat die Dimension dim;, = g,, d.h. das Geschlecht der Kurve
ist die Dimension der zugehorigen Jacobischen.

Fiir einen gegebenen Homomorphismus ¢ : A — B gibt es einen dualen
Homomorphismus qAS :B — A.Sind \; : J x, — in die prinzipalen
Polarisierungen der Jacobischen Jx, und ¢ € Hom(Jx,, Jx,), so wollen wir
)\;(} opolx,: Jx, — Jx, den Rosati von ¢ nennen. Die Abbildung

t : Hom(Jx, , Jx,) — Hom(Jx,, Jx,), ¢ — Ayl 0o Ax,
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nennen wir Rosati-Involution. Durch die Transponierte C? einer Korre-
spondenz C' € Div(X; x X2) konnen wir eine Involution

b Hom(Jx,, Jx,) — Hom(Jx,, Jx,)

definieren, und es lisst sich zeigen, dass ¢! = {(¢) ist fiir ¢ € Hom(Jx,, Jx,)
(s. [Smi05, Proposition 3.3.17., p.42|).

Seien C, D € Div(X; x X1) und A, B € Dy /p, die C bzw. B entspre-
chenden algebraischen Korrespondenzen. Es ist nun moglich, die Werte der
Korrespondenzpaarung direkt zu berechnen durch

<C, AX1> = TrEnd(Jxl )®Q/Q (‘I)(C)) 5

der sogenannten Spurformel von C, wobei hier ® wie in (2.16) ist. Fiir die
Korrespondenzen C' und D lasst sich der Wert (C, D) mit Hilfe der Spurfor-
mel durch

(C, D) = Trgna(s, eo/0 (2(C) o ®(D)') (2.28)

berechnen, wie z.B. in [Smi05, Theorem 5.4.4.; p. 60| zu finden ist. Damit
erhalten wir dann

(A, B) = Trgna(s, )90/0 (@0 8%,

wobei wir die den Korrespondenzen A und B entsprechenden Endomorphis-
men mit « und § bezeichnet haben und £* der Endomorphismus ist, welcher
der Korresponenz B* entspricht.



Kapitel 3

Algorithmen fiir
Korrespondenzen

In diesem Kapitel werden die gesamten Aussagen, Bezeichnungen und No-
tationen der vorangegangenen Kapitel benutzt. Fiir die meisten Aussagen
die algebraische Geometrie und abelschen Varietédten betreffend stiitzen wir
uns auf [Har77|, [Mum?70| ,|Gee07], [Mil98], [Mil05], [Mil86], [Coh06] und
[Oor07]. Fiir die Algebrentheorie verweisen wir auf [Pie82] und [Deu3’). Fiir
die Idealtheorie in beliebigen Algebren verweisen wir auf [Irv03] und [Deu35].
Eine gute Einfithrung in die Theorie der Quaternionenalgebren gibt [Kir05].
In dieser Arbeit benétigen wir aber insbesondere die Idealtheorie in zentral
einfachen F-Algebren A, wobei F'/Q eine endliche Erweiterung von Q ist.

In diesem Kapitel sind C; und Co die zu den reguldren und algebraisch
unabhéngigen Funktionenkorpern F)/K und Fy/K dazugehorigen affinen
Kurven, die durchaus singulér sein konnen und K = [, mit ¢ = p". Wir
halten noch einmal die wichtigsten Eigenschaften der hier vorkommenden
Funktionenkorper fest und treffen, solange nichts Anderes festgelegt wird,
folgende Verabredung;:

1. K bezeichne immer einen endlichen Kérper Fyn, K’/K eine endliche
Erweiterung von K, und mit K bezeichnen wir den algebraischen Ab-
schluss von K.

2. Die definierenden Gleichungen fi(z1,y1) und fa(x2,y2) der Funktio-
nenkorper Fj und Fb5 sollen durch Vertauschen von x; mit x9 und ¥
mit yo auseinander hervorgehen. Insbesondere sind F; und Fy damit
K-isomorph mittels 7 : F} — Fy, (21,y1) — (22, 92).

3. Es sei immer y; ganz iiber 1 und yo ganz iiber xs.
4. Wir fixieren immer Erzeugungen F; = K (z;,v;) (i = 1,2) sowie L/ Fy =

F5(z1,y1) und eine Ganzheitsbasis Q = {wi,...,w,} C Op,/k von

69
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OL/F,- Wir definieren dann ausserdem Ny /g, := N/ p,(;,) und genau-
SO ]\/vL/F1 = NL/Fl(mQ)'

5. Fiir die Geschlechter gilt g, /5y

= gFl/K = gFQ/K

6. Fir einen Divisor a aus Dp, /i gilt immer
degy/p, Conpp, (a) = degp, /i a

7. Die unendlichen Stellen po; € F;/K und ConL/Fj (Pocyi) = Peo,i €
L/ Fj sollen jeweils total verzweigt sein. Daraus folgt dann fiir die Grade
degFi/KpOO,i =1= degL/Fj Poo,z’ (Zh] S {17 2}7Z 7é .7)

8. Insbesondere folgt aus [t Ist A € D% 7y SO gilt: A ist genau dann
Hauptdivisor, wenn der endliche Teil Ay ein gebrochenes Hauptideal

in OL/FQ ist.

9. Sdmtiche Ideale werden, wenn nichts anderes festgelegt wird, in Zwei-
Element-Darstellung angegeben.

3.1 Multiplikation der Korrespondenzen

In diesem Abschnitt widmen wir uns der Arithmetik der Korrespondenzen.
Fiir Korrespondenzen A, B € Dy p, ist die Addition nichts weiter als die
Addition von Divisoren. Nehmen wir an, dass F;/K und Fy/K nun mittels
T wie oben isomorph sind, so erhalten wir die definierende Gleichung fiir
F5 durch Austauschen von x1 mit xo und y; mit yo in der definierenden
Gleichung fiir F;. In diesem Falle ist der Rosati, angewandt auf ein Element
aus L/Fy, nichts weiter als das Vertauschen von x; mit z3 und y; mit yo.
Der Rosati, angewandt auf eine Korrespondenz A, ist dann nichts weiter als
der zugehorige Divisor des gebrochenen Ideales (A*)y von Op /Fy, das wir
erhalten, wenn wir den Rosati auf die Erzeuger von Ay anwenden. Aller-
dings miissen wir hier erst Ag als ein gebrochenes Ideal in Oy, /g, [K [z1]* 7]
auffassen, dann die Vertauschung der Variablen bei den Basiselementen von
Ag vornehmen und schlieflich Urbilder berechnen, so dass wir wieder ein
gebrochenes Ideal in Oy /p, haben. Das Produkt von A- B berechnen wir wie
folgt:

Sei (F') ein Hauptdivisor von L/F5. Aus Satz [2.3] wissen wir, dass fiir die
Korrespondenzen A € Dr,/p, nun [A - (F)|lc = [0]c und [(F) - Alc = [0]c
gilt. Ist nun P € Dy p, eine nicht-konstante separable Primkorrespondenz,
d.h. also Fp/F5 ist separabel, so betrachten wir den Zerfallungskorper F von
Fp/F> und bezeichnen mit L' den Kérper F E/E. Nun zerféllt Cony, /1, (P) =
>~; Qi in lauter Primkorrespondenzen vom Grad 1 in L’. Sei nun @ := @;
eine der in Cony, /1, (P) auftretenden Primkorrespondenzen. Wir wenden nun
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QR © 71 auf die Koeffizienten der Erzeuger des Ideales Ag an und erhalten

ein Ideal A; von Oy, /. Hierbeit ist 7 wie in (LI4]). Schlieflich bilden wir
das Produkt von Idealen I := [] A; und erhalten ein Ideal I C Oy, /Fy-

Ist P € Dr,/p, eine nicht-konstante inseparable Primkorrespondenz, so ist
nach Lemma 210 P = F*" - B mit einer Primkorrespondenz B und einem
geeigneten n € N. Hierbei ist F* der Rosati der Frobeniuskorrespondenz. Da
aber degy /g, (F*" - B) = q" degp,/p,(B) ist und P und B effektiv sind, gibt
es ein maximales m € N so, dass dann P = F*™ . B ist mit B € Dy, /F, effek-
tiv und separabel. Da samtliche nicht-konstante Primkorrespondenzen nach
Lemma [ I8 keine Differententeiler sein konnen, ist fiir eine nicht-konstante
inseparable Primkorrespondenz P der Restklassenkorper Fp := Op/P nicht
inseparabel iiber Fy[z1]/(G), wenn GY := Ny /i, (Py) ist und f der Tréigheits-
grad von P ist. Sei zp 1= 9\/x3. Zerlegt sich G in Fy(22)[z1] in das Produkt
G = H?" mit einem separablen Primpolynom H € Fy(22)[z1], so berechnen
wir den Zerfallungskorper E/F5(z2) von H. In L' := FyE/E zerlegt sich
dann P in Conp/ /1 (P) = ¢™ 22:1 Qi mit Grad degy/,5(Q;) = 1, wenn [ der
Separabilititsgrad von E/Fy und L = F1Fy ist. Wir erhalten dann A - B
durch die Berechnung von ¢ (>, A - Q;), wobei die Berechnung von A - Q;
der separable Fall ist.

Sind nun B = 2?21 e; P; mit P; und A gegeben, so berechnen wir dann
A-B =) ei(A-P;). Hierbei reicht es, sich auf effektive Korrespondenzen A
und B zu beschrinken, da z.B. in der Klasse [A]¢ ein effektiver Représentant
A so gefunden werden kann, das A = A + [P 1+ (F) mit einem geeigneten
l € Z und Hauptdivisor (F') von L/F,. Wir kénnen nun unseren Algorithmus
formulieren:
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Algorithmus 1: Produkt von Korrespondenzen

Input: Effektive Korrespondenzen A, B € Dy, /g, ohne konstante Kompo-
nenten

Output: D € [A-B]c mit D >0
1.) (Initialisierung)

i) Essei Ag = (G; | i = 1,...,|L : F3]), wobei G; = it I eine
(i) 9ijT1Y1
Fy[x1]-Basis von Ay aus K(z2,y2)[x1,y1] ist.

(ii) Mit F bezeichnen wir die Frobeniuskorrespondenz von L/F5, mit
Jo das Einsideal von Or,/p, und mit p die Charakteristik von K =
F, mit g = p".
2.) Berechne Zerlegung B = > ¢;P; in L/ F5.
3.) (Schleife iiber 7): Berechne Primpolynom H; € Fg(zéi))[xl] und die

Norm Np /g, (Pio) = (H; 7" € Fg(zéi))[xl] mit m; maximal. Ist
m; = 0, so gehe zu[l), ansonsten gehe zu[l).

4.) (Separabler Teil): Berechne Zerfallungskorper E/Fy von H und Zer-
legung P; = ZQ in ' := F1E/E. Bestimme fiir jedes j Restklas-
senabbildung 7 Q(” und Ideal

I](B = <<TQ§.i) OTl(Qz’j)) aflly{ ’ 1€ {1,..., [L : FQ]}>

in O/ und dann die Produkte von Idealen I HJ H 0 C Opr,
und setze Jy «— Jg - Io(z) . Gehe dann wieder zu BL).

5.) (Inseparabler Teil) Berechne Zerfallungskorper E / F2(22 )) von H. Be-
stimme die Zerlegung Conp, /1 (F;) = ¢™ Z Q und berechne dann

mlei

fiir alle 7 jeweils I (0 = A-Q; wie infl) und setze Jy «— JO(H] i O)
6.) (Ende Schleife tiber 7)

7.) Gib das Ideal Jy als Divisor von L/F5 zuriick und terminiere.
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3.2 Korrespondenzen als Homomorphismen

Wie zum Anfang des Kapitels erwéhnt, fixieren wir jeweils Erzeugungen der
Funktionenkorper Fi,F> und L/F5 und eine Ganzheitsbasis Q von Op, /Fy-
Fiir einen Représentanten a von [a] € C, schreiben wir a = ag — aeo mit
effektiven Divisoren ag, aso. In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, wie eine
Korrespondenz als Homomorphismus zwischen den Klassengruppen C%Z und
C%l operiert. Dazu verwenden wir den Restidealsatz Haben wir eine
Korrespondenz A gegeben, welche nur aus nicht-konstanten Primdivisoren
besteht, so betrachten wir den endlichen Teil Ag = % mit einem ganzen
Ideal Dy € O, /p, und G € Fy[z1] geeignet. Als Divisor in L/F» geschrieben
bedeutet das A = D +degyp, (G)oPoo,1 — (G) mit D > 0 und einem Haupt-
divisor (G) und daher [A]¢ = [D]c. Mit Satz[2.3] wissen wir, dass sich A und
D als Homomorphismen von C%Q nach C%l nicht unterscheiden. Wir kénnen
uns also immer auf effektive Korrespondenzen ohne konstante Komponenten
beschrinken. Konstante Korrespondenzen sind namlich per Definition trivi-
al auf den Klassengruppen vom Grad null, und eine Korrespondenz, welche
ein Hauptdivisor ist, bildet jeden Divisor auf einen Hauptdivisor ab und ist
somit trivial auf C%Q.

Sei nun P € Pr/p, ein nicht-konstanter Primdivisor. Nun betrachten
wir den endlichen Teil Py von P, welcher ein ganzes nicht-konstantes Prim-
ideal von Opp, ist. Sei n := [L : Fy]. Wir wihlen eine Basis von Py so,

"™ von Q zur Basis von Py Hermite-

dass die Ubergangsmatrix M € Fy[x;
Normalform hat. Zuséatzlich setzen wir noch voraus, dass die Diagonalelemen-
te von M normierte Polynome in Fs[z;] sind. Die so erhaltene Basis von Py
wollen wir mit B := {By | k = 1, ...,n} bezeichnen, wobei By = ZGZw’ly{
mit ij € F5 ist. Die Elemente ij konnen wir dann als ij = HZ / hfj schrei-
ben mit hfj € Klzg] und Hfj € Op,. Ist die Basis B dann p-ganz fiir einen
Primdivisor aus Dp, /k, so ist det(M) ein normiertes Polynom aus O,[z1]

und B ist damit p-regulér.

In einer geeigneten endlichen Erweiterung K'/K zerfallen dann die samt-
lichen Elemente hfj von jedem Basiselement By in K'[xs] in Primfaktoren
vom Grad 1. Der Divisor ¢ € Dp, i/ soll nun die Summe aller Primdivi-
soren von Fp K'/K' sein, die iiber einem solchen Primfaktor liegen. Schliefs-
lich definieren wir dann C' := ¢ + Conp,i7/p, (Po2)- Bei den Elementen
der Gestalt a = a9 — ax € C%Q konnen wir uns auf effektive Divisoren
a0, Goo € D,/ beschrénken mit

deng/K ao, degFg/K Qoo < Ipyyxc

Nun machen wir noch gegebenenfalls eine (degag)!-Erweiterung K" von K.
Dann zerfallen ap und as in FoK”/K” in lauter Primdivisoren vom Grad
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eins und wir definieren

C = {ConFQK///FQK/(p) |pe supp(é)} . (3.1)

Die problematischen Elemente a = ag — aoo € C%z sind dann diejenigen, bei
deren Zerlegungen Conp, g, (ao) = > pi und Cong,gr/m,(ae) = > i in
Stellen vom Grad eins ein Primdivisor aus C auftaucht. Wir kénnen aber
dann immer einen Représentanten by — boo € [ap — @0 SO finden, dass weder
in by noch in by, ein Primdivisor von ¢ auftaucht:

Lemma 3.1. Sei K = Fpn und F/K ein Funktionenkorper vom Geschlecht
g > 1 mit F = K(z,y). Sei C eine endliche Menge von Stellen in F/K.
Ferner sei [ag — aoo) € C% und a := ag — ac. Dann existiert ein by —bs € [a]
s0, dass (supp(bp) U supp(beo)) N C = 0 ist.

Beweis. Taucht weder in ag noch in as ein Primdivisor von C' auf, so ist
nichts zu zeigen. Andernfalls sei S := (supp(ap) Usupp(a)). Nun kénnen
wir mit Hilfe des schwachen Approximationssatzes ein Element f € F so
berechnen, dass v, (f) = 0 ist fir p; € C\S und v, (f) = —n;, wenn v, (a) =
n; ist fir p; € S. Damit ist a + (f) = by — boo mit effektiven Divisoren by
und be, aus F/K so, dass (supp(bg) U supp(beo)) N C = 0 ist. O

Ist A= ;€iPj € Dy, ein effektiver Divisor ohne konstante Kompo-
nente, so wenden wir eben Gesagtes auf jeden Primdivisor P; von A ein-
zeln an. Zu der berechneten endlichen Menge C' von Ausnahmedivisoren aus
K'/K kommen nun noch diejenigen aus Lemma[Z.14 hinzu. Dazu miissen wir
das folgende Lemma beweisen, damit wir wissen, wie wir diese Ausnahme-
divisoren berechnen kénnen. Wir setzen vorerst voraus, dass der Kon-
stantenk6rper K der Charakteristik p > 0 algebraisch abgeschlossen
ist. Wir betrachten nun wieder einen algebraischen Funktionenkorper E /K
und Zwischenkorper K1 /K und Ko/K mit F = K1K3 und E/K; separa-
bel. Ferner sei A := {6; | i = 1,...,m} C Ky eine Basis von E/K; mit
m := [E : Ki] und D bezeichne die Diskriminante D := det Trg/k, (:5;)
von A. Dann gilt:

Lemma 3.2. Set P € Pg/x, p1 € Pk, /x und pa € Py, /i mit Plp1 und
Plpy. Ferner C :=J, supp(di)oc U supp (D) und

I := Congyx, (p1) ZezQz und I := Cong)k, (p2) Zfz ;-

Wir definieren S := supp Is Nsupp I1 mit S := {P,..., P.}, wobei P, := P
sein soll, und einen Divisor

(p1,p2) Z min(v (12))P
P;eS

in E. Sind dann p1,p2 ¢ C, so gilt (p1,p2) = P.
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Beweis. Seien p1,ps ¢ C. Als erstes erhalten wir, dass die Hochhebung I; :=
Cong), (p1) = Y_ Q; mit paarweise verschiedenen Q;, da p; in E/K7 nicht
verzweigt. Damit ist (p1,p2) von der Form (p1,p2) = > p g P Wir wollen
nun zeigen, dass fiir ein P-ganzes Element z = ) a;0; € E mit a; € K
folgt, dass die a; stets pi-ganz sind. Daraus erhalten wir namlich, dass fiir
ein z € E dann vp(z) > 0 fiir VP, € S gilt, sobald v,(z) > 0 ist und
umgekehrt. Dies wiederum bedeutet

OP:mOPia

woraus dann P; = P fiir i = 1,...,r folgt, also (p1,p2) = P.

Wir zeigen nun, dass aus vp(z) > 0 dann v, (a;) > 0 folgt. Da die ¢;
nach Voraussetzung ps-ganz und damit P-ganz sind, ist z0; und §;0; stets
P-ganz. Damit sind Trg, g, (261) und Trg, g, (6;6;) ebenfalls p1-ganz. Mittels
der Matrix M := (Trg/k, (0;0;) und den Vektoren

b= (Trg/k, (201), ...,TrE/Kl(zém))t und a = (ay, ..., amy)"

erhalten wir ein Gleichungssystem b = Ma mit det M = D # 0. Ist M~ =
%u mit einer geeigneten m x m-Matrix M¥ und p;-ganzen Eintrigen, so
erhalten wir, dass die Ausdriicke Da; (i = 1,...,m) p1-ganz sind. Da p; nicht

in (D) aufgehen kann nach Voraussetzung, sind auch die a; stets p;-ganz. [

Lemma dient als technisches Hilfsmittel fiir das folgende Lemma [3:3]
Angenommen, wir haben Py, P, € Pg g mit Pi # P, und es gilt sowohl

Pi|p1, Pi|p2, P2|p1 und Pe|pz mit p; € Pk /g \C und pe,p2 € Pk, /x\C,
wobei C' wie in Lemma ist. Dann folgt mit Lemma B2 dass pa # po
gelten muss.

Nun konnen wir unser eigentliches Lemma formulieren und beweisen:

Lemma 3.3. Seien die algebraischen Funktionenkérper Ki/K und Ko/ K
Zwischenkdrper des Funktionenkérpers E = K1 Ko und 0.B.d.A. sei E sepa-
rabel iber K. Ferner sei A C Ko eine Basis von E/K;, [E : Ki] = n und
[E : K3] = m. Dann gibt es in Abhdngigkeit von A eine endliche Ausnah-
memenge So von Stellen in Ko und eine endliche Ausnahmemenge S1 von
Stellen in K1, so dass fir alle p ¢ Sy und alle g ¢ Sy gilt:

(i) Sei Iy := Congyr, (p) und iz := Ng/f, (I2). Ist o« € K1 mit v, (a) >
Vp, (I2) fiir P; € supp(12), so gilt vp,(a) > vy, (i2) fiir p; € supp iz und

(ir) ist I := Congr, (q) und iy := Np/x,(I1). Ist @ € Ko mit v, (o) >
Vo, (I1) fiir Q; € supp(l1), so gilt vg,(a) > vg,(i1) fir ¢; € supp i1.
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Beweis. Zum Beweis der ersten Aussage definieren wir

So 1= NE/KQ(ConE/Kl(SUPp(D))) U USUPP((Si)oo

und betrachten dann ein p € Pg, /i \Ss. Fiir Ir = Cong/k, (p) = 22:1 e;Q;
mit paarweise verschiedenen @; und ein p1; € Py, /g mit Qi[p1; liegt die
Situation von Lemma[B.2lvor, da p;; € supp iy gilt und supp isNsupp(D) = 0
ist. Damit ist pj; unverzweigt in E/K; und wir erhalten (py;,p) = @Q; mit
paarweise verschieden pi;. Auflerdem erhalten wir io = 2221 e;p1;. Flr ein
a € K mit obigen Eigenschaften erhalten wir zuerst v, (o) > v, (i2) fir
pi € suppiz = {p1; : i = 1,...,1}. Wir wollen jetzt zeigen, dass unter den
gemachten Voraussetzungen auch v, (o) > v, (i) gilt. Es reicht, die Aussage
fir ein @Q; und p1; mit Q;|p;1 zu zeigen. Wir betrachten die unverzweigte
Zerlegung Cong g, (p1i) = Z;-:l R; mit Ry := @;. Nach Voraussetzung ist
a € e;Ry. Betrachten wir die Galoissche Hiille H von E /K7, so gilt ebenfalls
a € o(e;R1) = ¢;R; mit 0 € G(H/K;) und j € {1,...,1} geeignet. Da in
der rechten Seite der letzten Gleichung alle R; (j € {1,...,1}) vorkommen
miissen, folgt also

l
a € e; ZRj = e;Cong /i, (p1:)
=1

und vg;(a) > e;. Damit folgt dann vy, (o) > €; = vy, (i2) und somit die
Behauptung. Nun sei

S1 :=supp(D) U Usupp NE/KI(COHE/KQ (0i)0)

und q € Pr,/\S1. Nach Voraussetzung ist dann I := Cong g, (¢) = > Q:
unverzweigt, und mit Lemma [3.2] folgt dann, dass (q,p2;) = @Q; ist mit po; €
Pp,/kx und Q;|pa;. Somit sind also die pa; paarweise verschieden und es gilt
i1 = Y po2i. Daraus ergibt sich die Behauptung. O

Idealtheoretisch gesprochen soll z.B. der erste Fall in Lemma [3.3] einfach
nur Folgendes bedeuten: Wenn ein Element o € Ky, aufgefasst als ein Ele-
ment in F, z.B. im Ideal Iy der endlichen Maximalordnung O/, liegt, so
soll neben o™, wobei n = [E : Kj] ist, auch « selbst in der Norm is von
I5 liegen. Zwar wissen wir, dass a € Iy N K7 ist. Aber im Allgemeinen ist
io2 # (I2N K7). Wenn aber iy = ngl q; mit paarweise verschiedenen Idealen
q; aus O, /i ist, so gilt @ € ¢; (1 = 1,...,t) und damit a € 4. Um solch eine
Zerlegung in paarweise verschiedene Ideale von K zu erhalten, benutzen wir
Lemma

Jetzt sei K wieder K = Fpn. Die Aussagen von Lemma lassen sich
auch im nicht algebraisch abgeschlossenen Fall anwenden, da wir die gan-
ze Situation stets in K einbetten konnen. Dies bedeutet aber, dass wir bei
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unseren Berechnungen fiir die Ausnahmedivisoren geeignete endliche Erwei-
terungen K’ von K machen miissen, damit diese in Grad 1 Primdivisoren
zerfallen. Haben wir eine Primkorrespondenz P € Dy, /g, vorliegen, so be-
trachten wir wieder die folgende Situation wie in 2.11]

F, = FiF,
I £
(3.2)
Ferner sei 7,(x1) =: 2§ und 7,(y1) =: yj. Dann ist Fp = Fy(x7,y]) =

Ff(x2,y2) und F}" = K(x7,y]). Somit haben wir als Erzeugendensystem von
Fp/F, eine Menge von eventuell gemischten Potenzen von z7 und yj, aus der
wir eine Basis A C FY fiir Fp/F» erhalten konnen. Ist F'p/F5 nicht separabel,
so betrachten wir als Erzeugermenge die eventuell gemischten Potenzen von
xo und y2 und erhalten daraus eine Basis A C F; fiir Fp/F;. Nun kénnnen
wir unseren Algorithmus formulieren:

Algorithmus 2: Korrespondenz als Homomorphismus

Input: 1) Ein A € Dy, /F, = 0 frei von konstanten Komponenten
2) azao—aooec%2
3) Eine Basis 2 von O/,

Output: Ein Repriisentant in [A(ao — aco)] € CP,

1.) (Initialisierung) Setze C' := ).
2.) Faktorisiere Ag zu Ag =[], P

3.) (Schleife iiber i) Berechne fiir P; o eine Basis B; C Op p, bzgl. Q , so
dass die Ubergangsmatrix von 2 zu B; eine untere Dreiecksmatrix ist
und normiere ggf. die Diagonalelemente.

4.) Berechne fiir B; wie in (B.I]) eine geeignete endliche Erweiterung K;/K
und Menge Cj, so dass C; aus Primdivisoren vom Grad 1 aus FyKj;
besteht.

5.) Berechne gemeinsamen endlichen Oberkorper K "/K mit K; C K’ fiir
alle K; und C «— CUU{Conp, k' m,k, (i) | pi € Ci}.

6.) Sei P; mit P bezeichnet. Ist Fp/F; separabel, so bestimme Basis

. * *m l m, xl *
A .= {1,%1, ...7x1 ,...,yT ,...,{ET yl } g Fl
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von Fp/Fy mit m,l € N20 geeignet. Berechne Diskriminante D € I
von A und (z7)eo und (y;)eo. Bestimme

S 1= supp (D) U supp N, (Cong /s (#7)oo + (91)0) ) -

Berechne gegebenenfalls endliche Erweiterung K” von K', so dass alle
Divisoren von Sz in Primdivisoren vom Grad eins zerfallen. Mache

Divisoren in Sy und C zu Divisoren S und C' von F,K"/K"” und

bilde Vereinigung C' «— C' U S U C.
7.) Anderenfalls sei F'p/Fy nicht separabel. Bestimme Basis
A= {129, ...,25, ... yb, ..., 28yb} C Fy von Fp/Fy}

mit m,l € N20 geeignet. Berechne Diskriminante D € Fj von A.
Bestimme

Sy :=supp Np,,p,(Conp,/px((D))) U supp ((22)oo + (¥2)o0) -

Berechne gegebenenfalls endliche Erweiterung K" von K’, so dass alle
Divisoren von Sz in Primdivisoren vom Grad eins zerfallen. Mache

Divisoren in S und C zu Divisoren S5 und C von F,K"/K"” und
bilde Vereinigung C «— C U S U C.

8.) (Ende Schleife tiber i)

9.) Berechne wie in Lemma B.] mit Hilfe des schwachen Approximati-
onssatzes ein b := by — by € [a] mit effektiven Divisoren bo, b auS
FB,K"/K"”, so dass supp(?)o) U supp(boo) N C = () gilt. Setze anschlies-
send bo = NFQK///F2 (bo) und boo = NFQK”/Fz (boo)

10.) (Schleife tiber i) Berechne endliche Erweiterung K" /K, so dass sich

COHFQK’”/FQ (bo) = E Di und COHFQK’”/FQ (boo) = Z q; in FQKI” in
Primdivisoren vom Grad eins zerlegen.

11.) Bette Basis B; in F\F}/F} ein mit F) := F> K" und berechne D; :=
> j P — P% wie beim Abschnitt iiber den Restidealsatz.

12.) (Ende Schleife iiber 7)

13.) Gib ) e;D; € D,/ zuriick und terminiere.

Die Berechnung der Ausnahmemenge S; im obigen Algorithmus wird
mit groker werdendem Grad einer Primkorrespondenz P komplizierter. Im
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Fall, dass F7 und F5 isomorph iiber K sind, kénnen wir eine algorithmisch
einfachere Variante der Operation der Korrespondenzen als Endomorphis-
men auf der Jacobischen angeben. Wir betrachten dazu eine nicht-konstante
Primkorrespondenz P € Dy p,. Ist Py reguldr beziiglich einem p € P, /x
mit degp, kP =1 und zudem P separabel, so konnen wir P’ berech-

nen. Sei nun P’ = >oi_1 ¢ > 0 mit paarweise verschiedenen ¢; € Pp, /K
und p ¢ supp disc(F,/Fy). Da p ¢ supp disc(F,/Fs) gilt und Py be-
ziiglich p regulér ist, konnen wir im Restidealsatz Satz folgern, dass
P” > P(p) > 0 gilt, da dann in der Zerlegung von P(p) jeder Primdivi-
sor nur einfach vorkommt. Auf Grund der p-Regularitit von Py gilt dann
degp, /i P’ = degp, /i P(p), und somit wissen wir bereits, dass P(p) = P’
gelten muss. Wir konnen dann in der Klasse [a] einen geeigneten Repré-
sentanten by — bsy € [a] so suchen, dass in P;” und P;” wie in 10) von
Algorithmus 2 jeweils sdmtliche Primdivisoren nur einmal vorkommen und
die p; und ¢; nicht im Tréger von disc(F, /F3) sind.

Ist schlieflich P inseparabel, so folgt durch mehrmalige Anwendung von
Lemma 210 dass P die Gestalt P = (F*)" B mit einer separablen Primkor-
respondenz B € Pp/p, besitzt. Sei a € Pp,/x vom Grad eins und P regulér
beziiglich a. Wir berechnen dann zuerst b := B(a). Fir P(a) = (F*)™(b)
erhalten wir dann die Darstellung (F*)"™(b) = (p™™)c mit einem geeigne-
ten Divisor ¢ € Dp,, wobei p die Charakteristik von K = Fp» ist. Besteht
fiir ¢ eine Darstellung der Gestalt ¢ = )., ¢; mit paarweise verschiedenen

-—a

Primdivisoren ¢; und ist a ¢ supp disc(F,/F3), so gilt wieder P(a) = P

Algorithmus 3: Korrespondenz als Endomorphismus

Input: 1) Ein A € Dy,/p, > 0 frei von konstanten Komponenten
2) a:ao—aooec%z
3) Eine Basis 2 von Op,/p,

Output: Ein Reprisentant in [A(ao — aco)] € CP,

1.) Sei I := 0 der Nulldivisor von F5/K. Berechne dhnlich wie in Al-
gorithmus B Faktorisierung von Ay = HPfB und die Menge C der
Ausnahmedivisoren fiir das Ideal Ay wie in (3.]).

2.) (Schleife iiber i) Berechne (G;)9"f = Np/p,(Pi0) mit m; > 0 maximal
mit dieser Eigenschaft, f bezeichne den Tragheitsgrad von P; und ¢ =
p" mit p = char K. Setze C; «— C Usupp disc F, /F5, wobei P; =
(F*)™i B; ist. '

3.) Berechne einen zufilligen Représentanten b von [a] € C,, so dass
suppb N C; = ) ist. Mache gegebenenfalls eine geeignete endliche Er-
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weiterung K’ von K, so dass by, by und samtliche Divisoren von C;
in Divisoren vom Grad eins zerfallen.

4.) Sei by = >, eip; und b = Y, rig; mit jeweils degp; = 1 = degg;.
Sind sémtiche Exponenten in der von jedem Summanden von ), PP
und ), P" vorkommenden Zerlegung in Primdivisoren identisch mit
p"™i | 8o setze

7

I—1I+e¢ (ZE’“ - ZP@'%) :
i
Ansonsten gehe zu 3.).

5.) (Ende Schleife tiber i)

6.) Gib I zuriick und terminiere.

Bemerkung 3.4. Die Anzahl der Primdivisoren p von Fy, fir die P(p) nicht
von der Gestalt P(p) = > q; mit paarweise verschiedenen Primdivisoren
q; 1ist, ist endlich. Ist Py requldr beziiglich p, so reicht es sogar aus sich
darauf zu beschrinken, dass p nicht im Triger der Diskriminante von F|,
vorkommt. Da wir immer geeignete Erweiterungen K'/K so machen kénnen,
gibt es beliebig viele Stellen p vom Grad eins, die geeignet sind, bis auf die
endlich vielen Stellen, die im Triger der Diskriminante F, /Fy vorkommen.
Die Wahrscheinlichkeit, dass wir eine Stelle vom Grad eins zufillig wdihlen
und diese im Triger der Diskriminante F', |/ Fy ist, ist verschwindend gering.

3.3 Die Schnitt- und Korrespondenzpaarung

Die Funktionenkorper F; und F5 miissen in diesem Abschnitt nicht isomorph
sein. Wir wollen nun zeigen, wie wir den Schnitt zweier Korrespondenzen
berechnen kénnen. Dazu gehen wir in zwei Schritten vor. Im ersten Schritt
zeigen wir, wie man den Schnitt zweier Korrespondenzen ohne gemeinsamen
Tréger berechnen kann. Im zweiten Schritt werden wir dann zeigen, wie wir
die Korrespondenzklasse so geschickt abandern kénnen, dass wir den Selbst-
schnitt berechnen koénnen. Im letzten Teil dieses Abschnitts widmen wir uns
dann der Schnittpaarung. Fiir den Index ¢ gilt, wenn nichts anderes festgelegt
wird, im gesamten Abschnitt ¢ € {1, 2}.

Wir stiitzen uns hier u.A. auf die Bezeichnungen wie sie im zweiten Ka-
pitel gemacht wurden. Insgesamt benotigen wir vier Ringe, wie im Lemma
22Tl bereits erwdahnt wurde. Die beiden Funktionenkorper F; = K (x;,y;) sei-
en jeweils durch Gleichungen f;(x;,y;) = 0 mit f; € K(x1)[T] erzeugt. Mit
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C; C K? bezeichnen wir dann die durch f; gegebene affine Kurve und mit
X; jeweils den projektiven Abschluss der C;.

Nun betrachten wir jeweils eine Basis Q% = {wit, ..., win, } der endlichen
Maximalordnung O, von F;/K und eine Basis der Qf)o = {1, -, fin, } der
unendlichen Maximalordnung Op, . von F;/K. Dann lassen sich genau die
Polstellen von x; nicht als Ideale in Op, darstellen, und umgekehrt sind es
genau die Nullstellen von x;, welche sich nicht als Ideale in O, darstellen
lassen. Jeder Divisor von F; besitzt dann eine Darstellung mit Idealen aus
OF, und Op, . Dies ist auch der Grund, warum wir die Wechselsumme aus
Lemma [2.27] berechnen miissen. Mit [Hes02, Corollary 4.4 und Corollary 4.4
| wissen wir, dass wir die Basen Q) und Q% so wiithlen konnen, dass die
Ubergangsmatrizen M; € K (x;)"*™ zwischen diesen beiden Basen jeweils
Diagonalmatrizen und die Diagonalelemente von der Form :L'Zm” mit m;; € Z
sind.

Insgesamt erhalten wir vier Ringe, mit deren Hilfe wir, wie in Lemma
2.21] ausgefiihrt, den Schnitt berechnen kénnen: S; := Op, ®k Of,, S =
OFl RK OF27007 S3 = OFhoo RK OF2 und Sy = OF1,oo QK OF2700' Um diese
Ringe als affine Varietéten zu erzeugen, konstruieren wir uns spezielle Ideale
Igi und Iq; . Fiir die Basen Q4 und QL von Op, bzw. OF, « betrachten wir
die I% bzw. Ig:  wieder als Ideale der Ringe R;o bzw. R; o wie in 220)

und (2:27]).

Wir betrachten nun zwei nicht-konstante Primkorrespondenzen A, B €
P /p, ohne gemeinsamen Trager. Die dazugehorigen Ideale Ag und By be-
sitzen jeweils Fy[x;]-Basen

A= {ah ---aan} und B := {bl, ,bn}

in Or,/p,. Fiir die a und by, schreiben wir

ay = k0 ynd by, = bko (3.3)
Tk Sk

mit jeweils ry, sp € K[xo] fiir k = 1,...,n2. Nun nutzen wir die Isomorphie
Sl = K[.’L‘l,bdll, ey Wing, L2, W21, "'7w2n2]/<IQ(1)a IQg> (34)

aus und schreiben wieder S fiir den rechten Ring in (84). Fiir ein Element
aro schreiben wir nun

ni ni
aro = Z ijwlj und ka == Z ijwlj

j=1 j=1
mit Gyj, Hy; € Fo[xq]. Die Gij und Hy; lassen sich wiederum als

ng n2
kj kj
G = Zgl( ])(JJQZ und Hj; = Zhl( ])wgl
=1 =1
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mit gl(kj), hl(kj) € K|[xg] schreiben. Sei U := K[x2]*. Wir betrachten nun die
K-Algebrenisomorphie ¥ : Op, ® Fy — S1[U~!] und die Einbettung

Ly St — S U], ar— %.
Sei dann ¢ wie in Lemma Behalten wir fiir die eingebetteten Basisele-
mente o ®!(a;) und ¥o®~1(b;) die Bezeichnungen bei, so berechnen wir
fiir die Ideale (ag | k = 1,...,n1) C S1[U"Hund (b | k =1,...,n1) C S1[U7]

dann jeweils die Urbilder
Ta, = Ll_; ({(ak | k=1,...,n1)) C S,

und
Tp, = L:ol (b, | k=1,...,n1)) C S1.

Dazu machen wir einen Zwischenschritt: Erst betrachten wir die Einbettung
von S1[V 7] in S1[U~!] mit einer geeigneten multiplikativen Untergruppe
V C Klxg] und dann von S; in S1[V~!]. Dazu definieren wir V als die
von den Elementen {a,b; | 7 € {1,...,n}} in B3] erzeugte multiplikative
Halbgruppe von K[z;], machen die Ideale A und B zu Idealen von S1[V !
und bezeichnen diese mit 4, bzw. Ip,. Schlieflich berechnen wir Ideale

IAl N K[xlvwlla cey Wing, X2, W21, ---7w2n2] — IA1

und
Ip, N K[z1,wi1, ..., Wing, T2, W21, -, Wan,| = LB,

mittels Eliminationsidealen und definieren dann

dimgl (A, B) = diHlS1 (IAl +IB1) =dimg Sl/(IAl +IB1)-

Um die affine Darstellung von 74, und Zp, in den restlichen Ringen Ss, S3
und Sy4 zu erhalten, benutzen wir die Ubergangsmatrizen M; € k(x;)™*™ in
Diagonalform. Diese seien so gewéhlt, dass (wit, ..., win; ) M; = (fi1y -+, fin,)
gilt, d.h. also wijx;n“ = pij mit r;; € Z=9 geeignet. Wir zeigen nun, wie wir
die Darstellung von A und B in S; berechnen koénnen. Fiir die Ringe S
und S3 verlduft der Vorgang dann dhnlich. Besitzen die Ideale 74, und Zp,
jeweils Erzeuger {a; | i € {1,...,t1}} € Sy und {5; | i € {1,...,t2}} C 51, so
betrachten wir die Lokalisierung

L2181 — S1[UL'] = S

wobei Uja die von der Menge {z1,z2} erzeugte multiplikative Halbgrup-
pe in K[z, z2] sein soll. Ferner bezeichnen wir mit U; die von der Men-
ge {z;} erzeugte multiplikative Halbgruppe in K|z, x3]. Da die Erzeuger
a; und (3; in Sy liegen, konnen wir sie in S [U1_21] wieder als K[z, z2]-
Linearkombinationen der Basen ) darstellen. Der Ring S; [U,'] enthilt nun
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sowohl eine Darstellung von A bzw. B in Sy als auch in Sy, da beide Basen in
ihm enthalten sind. Deshalb kénnen wir bei den Erzeugern der Ideale 12(Z4,)
und t2(Zp, ) jeweils die Basiselemente w;; durch ,uijxi_ "ij ersetzen, da sich in
S1[U;5!] die Basiselemente w;; und j;; nur um eine Einheit unterscheiden.

Schlieftlich berechnen wir die Schnittideale
Lg(ZAl)ﬁ&l :2IA4 und LQ(IBl)ﬁS4 = IB4

der so modifizierten Ideale und erhalten so Darstellungen von A und B
in S4. Dazu benutzen wir wieder die Eliminationsideale, die wir mit Hilfe
von Grobnerbasen berechnen konnen. Die restlichen Oberringe sind dann
Sy = S1[U5 1, S13) = S1[U7 "] und S(12,34) = 52,3y = S{1,4) sowie
Spay = Suzy

Nun berechnen wir wie in Lemma [2.21] die Schnittmultiplizitat von A und
B, wobei wir bei der jeweiligen Bestimmung der Dimensionen noch geeignete
endliche Erweiterungen K’ von K so machen miissen, dass Komponenten der
endlichen vielen Punkte eines jeweiligen Schnittes in K’ liegen.

Fiir den Selbstschnitt einer Primkorrespondenz P € P, g, wenden wir,
wie bereits im zweiten Kapitel erlautert, den schwachen Approximationssatz
an. Sind nun A, B € Dy, Korrespondenzen mit A = > 1", e;P; und B =
> r—y [xQk, wobei die Primdivisoren Pj,Qy € Py, /F, jeweils nicht-konstant
sein sollen, so berechnen wir die Schnittpaarung durch

(AB)=>_ > (P, Q) .
ik

Auf Grund der Eigenschaften A.(—B) = —(A.B) und (A, —-B) = —(A, B)
der Schnitt- und Korrespondenzpaarung fiir effektive Divisoren A, B € Dy, /p,
reicht es aus, den Algorithmus nur fiir effektive Korrespondenzen zu formu-
lieren:

Algorithmus 4: Schnitt- und Korrespondenzpaarung

Input: Zwei effektive Korrespondenzen A, B € Dy, /p,
Output: Der Schnitt A.B € Z und die Korrespondenzpaarung (A, B) € Z
1.) Berechne Darstellungen A = Ay + Ac und B = By + Be. Dann ist
A.B=Ay.By+ Ayg.Bc + Ac.By + Ac.Be
und mit Lemma erhalten wir dann

Ac.Bc =0, Agc.By= degr/pm, Ao - degr/p, By =: s
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und
Ap.Be = degy,p, Bo - degp p Al =: s2.
Bezeichne mit S := s1 + s und setze A := Ay und B := Bpy.

Bestimme Ganzheitsbasen Q) und Q% mit jeweils Ubergangsmatrix
M, = (m% € k(z;)™*™ von Qé nach Qloo in Diagonalform, so dass
myj) = azzn” ist mit my; € VA

Bestimme

fa.p = Res(Np/py(21)(A0)s N1/ (1) (Bo))-
Ist faB # 0, so gehe zu 5), ansonsten zu 8).

Berechne Basen Ag = (ag | k=1,....,n1}) und By = (b | k =1,...,n1)
und Ideale

Ta, = Li(l) (<\II o® (ap) | k=1, ...,nl))
und
1 -1 _
Ip, =115 ((Vod (b)) | k=1,..,m}))

mittels Eliminationsidealen und Vi := V(Z4,,Z5,).

Konstruiere Oberringe Sy 2y = S1 U571, Sqi,3 = 51 (U7 und Sty =
Si[U7,'].

(Schleife iiber j) Mache Z4, und Zp, zu Idealen von Si ;. Berech-
ne mittels Eliminationsidealen 7, A; und IBj und schliefslich V; :=
V(Za,, Ip,), wobei j = 2,3,4 ist.

Berechne gemeinsamen Oberkorper K'/K, so dass alle Komponenten
der Punkte der Varietidten Vi, Vs, V3, Vy in K’ liegen. Schlieflich be-
rechne

dimg S,/ (Za, +Ip,) (i€ J)

mit J € {{1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2},{2,3}, {3,4}, {4, 1}, {1,2,3,4}} und
dann Wechselsumme ¥ wie in Lemma [2.23] Gib Wechselsumme X + S
und

degL/F2 AdegL/Fl B* + degL/FQ BdegL/Fl A* — (E + S)
zurlick und terminiere.

(Selbstschnitt) Bestimme A = Y e, P; und B = ) f;QQ; und dann
mittels schwachen Approximationssatz ein F' € L/F; mit vp (F) =
—e; und vg,(F) = 0. Berechne A := A 4 (F) und setze A := A.
Schreibe A = A; — Ay mit effektiven Divisoren Ay, A2 € Dy, , fithre
Berechnungen fiir A;.B und As.B wie in den Schritten @) - [1) aus

und terminiere.
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Wenn gewisse Voraussetzungen erfiillt sind, kénnen wir die Schnittzahl
wesentlich effizienter berechnen. Die Hauptdivisoren (x;) von F; /K schreiben
wir in der Form (x;) = 0 — 0. Ist p € IP’FQ/K\ SUpp 2,00 vom Grad 1
und P € Pp 5, effektiv, so sei

Pp)=> ejqi+ > frrr >0

mit ¢; € Pp, K\ SUpPp 21 00 und 7; € SUPP Z1,00. Fiir die endlichen und un-
endlichen Anteile der Primdivisoren kénnen wir

Po = <x2 - 507("}21 - ﬁl; “'7w2n2 - ﬁn2>7

qj,0 = (T1 — 00, w11 — 61, -, Win; — Gjny)
und

Thioo = (21 = Mk0s 411 = Mkls -or My — Mhny )
mit 3;, nxj, 051 aus K und 3711 = z1 schreiben. Bildet die Korrespondenz P den
Primdivisor p auf P(p) ab, so konnen wir dies auch mit geeigneten Elementen
aus den Varietdten V(Za,) bzw. V(Z4;) ausdriicken. Sei p € Pp,/x und
q € Pp/x mit degp jgp = 1. Ist p ¢ Apa und P reguldr beziiglich p, so
gilt

q; € suppP(p) = Pp <= (6j075j17 ...,(Sjnl,ﬁg, ...,ﬁnQ) € V(IAI)

und

Tk S suppP(p) = Fp — (nkOaT/kla "‘717167117/30)’")5712) S V(ZAg)

Ist Q := {1, ...,w,} C F} eine Ganzheitsbasis von Op, ik und Qo = {1, ...}
mit r; € Z=° und v;z; "= w; eine Ganzheitsbasis von Op p, , so betrach-
ten wir den Isomorphismus

p:L/Fy — L/F>, (1,...,wn)— (1,...,9m2; ™)

und dann die Ideale p(P)p. Analog kénnnen wir dann obigen Sachverhalt
auch fiir einen Primdivisor p mit v,(x2) < 0 ausdriicken. Nun gilt folgendes
Lemma:

Lemma 3.5. Sei A eine effektive und nicht-konstante Korrespondenz von
Dy, Gilt

A" = A(p) und supp A(p) Nsupp 1,00 =0 Vp € supp zap
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als auch

(4)

1 = A(p) und supp A(p) Nsuppz1o =0 Vp € suppz2 o,

d.h. insbesondere, dass A bzw. u(A) jeweils reguldr beziglich p ist, so ist
A.B = s1+ 84 — s14 fir alle effektiven B € Dy p,. Anders ausgedriickt:
Bildet A Polstellen nicht auf Nullstellen und Nullstellen nicht auf Polstellen
ab, so reicht es, die Schnittmultiplizitdt nur in S1 U Sy zu berechnen.

Beweis. Die Bedingungen sagen nichts Anderes, als dass die zu den Primdi-
visoren ¢; des Bildes A(p) = ) e;q; gehorigen Punkte alle schon in V(Z4,)U
V(Za,) liegen. Damit liegen aber erst recht die Punkte von V(Za, +Zp;) mit
j=1,2,3,4in V(Za,) UV (Z4,). Deshalb geniigt es, die Schnittmultiplizitét
in S US4 zu berechnen, und dies bedeutet dann A.B = s1 + s4 — s14. O

3.4 Bemerkungen zu den Laufzeiten

Wir wollen noch einige Bemerkungen zu den Laufzeiten der Algorithmen
dieses Kapitels machen und beginnen mit einigen Aussagen zur Arithmetik
der Korrespondenzen. Bezeichne B = {Bjy,..., B,} eine Fy[x;|-Basis einer
Korrespondenz B € Dy p,, wobei [L : Fy] = n ist. Mit groker werden-
der Charakteristik werden in der Regel die Grade der Polynome in zs der
Koeffizienten der Erzeuger B; grofter, wodurch die Idealarithmetik schwer-
falliger wird. Allerdings konnen wir wie in (48]) mit Hilfe der Spurformel
versuchen, Elemente in der Endomorphismenalgebra zu finden, fiir die der
Wert in (£8) minimal wird. Dadurch kénnen wir die auftretenden Grade
der Koeffizienten iiberblicken. In Algorithmus [ zur Berechnung des Pro-
duktes zweier Korrespondenzen miissen wir den Zerfallungskorper eines Po-
lynoms F' € Fy[x;]| berechnen. Bevor wir das Produkt A - B zweier effek-
tiver Korrespondenzen A und B aus Dy /g, berechnen, empfiehlt es sich,
die Korrespondenz B bezliglich dem Primdivisor POo 1 zu einem effektiven
Divisor B zu reduzieren, um ein Ideal By mit deg By < gr/K Zu erhalten.
Um ein Polynom F € Fy[x;] zu faktorisieren, reicht es aus, die Polynom-
norm f := N(F) € K(xz2)[x2] in Fy(x2)[x;] faktorisieren zu kénnen. Aus
[Bel07] entnehmen wir zum bivariaten Faktorisieren in [Fg[xo][z1] die Lauf-
zeitabschiitzung (¢ min(n, p)n®*1)log(g min(n, p)n®t1)°M  wobei n der To-
talgrad von f ist, fiir die Resultante beziiglich 9 dann Res(f, N (0) # 0
gilt und 2 < w < 3 ist. Sei K = F, und K /K eine endliche Erweiterung
von K. In Algorithmus 2l und B, welche die Operation einer Korrespondenz
auf der Klassengruppe vom Grad null von F»/K als Homomorphismus bzw.
Endomorphismus berechnen, ist der aufwendigste Teil die Bestimmung der
Hochhebung von Divisoren von Fy/K nach Fy/K’, was auf das Faktorisieren
von Polynomen in K[z1] zuriickgeht. Der Aufwand hierfiir wird in [Gat99]
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mit O(nM (n)log(gn)) angegeben, wobei hier M (n) die Multiplikationszeit
fir Polynome in K[z;] und n der Grad des zu faktorisierenden Polynoms
ist. In Algorithmus [ zur Berechnung der Werte der Korresponenzpaarung
sind vor allem die Berechnung der Eliminationsideale und die Berechnung
der Dimensionen von Varietaten am aufwendigsten, da dies mittels Grébner-
basen geschieht. Die Berechnung von Grobnerbasen hat im schlimmsten Fall
exponentielle Laufzeit, siehe dazu auch [Gat99].
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Kapitel 4

Berechnung von
Endomorphismenringen

In diesem Kapitel gelten wieder, wenn nichts anderes festgelegt wird, samt-
liche Bezeichnungen und Aussagen aus den vorherigen Kapiteln. Wir wollen
in diesem Abschnitt eine kleine Anderung der Notation einfiihren: mit k be-
zeichnen wir einen Korper k = F, und K/k soll eine endliche Erweiterung
sein. Die Funktionenkorper F; und die dazugehorigen affinen Kurven C; sollen
dann tber k definiert sein.

4.1 Einfiihrung

In diesem Abschnitt wollen wir uns dem Hauptanliegen dieser Arbeit wid-
men: Der Berechnung des Endomorphismenringes Endg (Jx,) der Jacobi-
schen Jx,. Ist Jx, nun K-isogen zu dem Produkt [T A}* von Potenzen einfa-
cher abelscher Varietéaten iiber K, so wissen wir bereits aus Kapitel 1, dass
fiir F,. := End%(Jyx,) die Isomorphie

t
= H End (A7)

gilt. Wir wollen nun annehmen, dass Jx, ~x A" mit einer einfachen abel-
schen Varietdt A iiber K gilt. Das bedeutet, dass Jx, elementar und E,
eine zentral einfache F-Algebra ist, wenn F' = Z(F, ) das Zentrum von F,
bezeichnet. Haben wir umgekehrt das charakteristische Polynom f := fr.
des Frobeniusendomorphismuses einer abelschen Varietdt A gegeben und ist
f == g¢" mit g € Z][t] irreduzibel, so kénnen wir mit Hilfe von [Tat66, Theorem
2, p. 140] schliefsen, dass A ~x B" mit einer einfachen abelschen Varietét
B iiber K ist (r € Z>°). Zudem wissen wir dann auch, dass End% (A) eine
zentral einfache F-Algebra mit F' = Q(n, ) ist. Aus der Einfachheit von B

89
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folgt, dass D := End%(B) ein Schiefkbrper ist. Letztlich ist End} (A) =
M, (D) eine Matrixalgebra vom Grad Deg(Endg(A)) = r - Deg(D) mit
Deg(End%(A)) - [F : Q] = deg frx = 29, wenn g die Dimension von A
ist. Im Falle 7 = 1 ist End%(A) also ein Schiefkérper. Aus Satz wis-
sen wir, dass End%-(A) eine zyklische Algebra (F, o, a) ist, und mit Lemma
folgt 7 = 1 genau dann, wenn ein @ € F* /Ng,p(E*) mit der Ordnung
Deg(End% (A)) existiert.

Bezeichnet Endj(A) den Endomorphismenring einer abelschen Varietét
A tber k, so kénnen wir den Endomorphismenring Endg (A) betrachten,
wobei K /k eine endliche Erweiterung ist. Die Endomorphismen entsprechen
dann wieder den Korrespondenzklassen in L/F> K, und wir konnen Endy(A)
in Endg(A) einbetten. Jetzt kann aber durchaus der Fall eintreten, dass
Endg(A) € Endg(A) ist, wie wir spéter an einem Beispiel sehen werden. Es
gilt ndmlich das folgende Lemma (s. [Oor07, Proposition 5.11|, proposition
5.11):

Lemma 4.1. Sei K/k eine endliche Erweiterung von k mit [K : k] = n
und A eine abelsche Varietdt iber k. Bezeichnet mr den Frobeniusendo-
morphismus von A ® K, so gilt 1 = 7 und die Aquivalenz Endy(A) C
Endy(A ® K) & Q(x") ¢ Q(r,).

Mit Lemma aus [Oor07, Lemma 5.10] kdnnen wir sogar den Endomor-
phismenring {iber dem algebraischen Abschluss K bestimmen:

Lemma 4.2. Sei F = Q(w) endliche Erweiterung und F' = Q'(w) die ga-
loissche Hiille von F. Bezeichnen {m® | i =1,...,e} die verschiedenen Kon-
jugierten von w in F' mit 7V := 7, so gilt (mit 1 # z € Q'(x)):

Q™) CQ(n) e 3z,4,j: 1<i<j<e z"=1, 70 /z() = 2,

Indem wir also F” wie im Lemma und die Torsionseinheiten von F’ be-
rechnen, konnen wir leicht feststellen, ob wir bereits den vollen Endomor-
phismenring iiber K berechnet haben.

4.2 Der Divisor C'(A) der Korrespondenzklasse [A]¢

Als Néchstes benotigen wir einige Aussagen iiber die Korrespondenzen. Wir
schreiben fiir den Divisor pu 2 kurz po, und wollen nun zeigen, dass es in jeder
Korrespondenzklasse [A]c mit A € Dy,p, eine Korrespondenz A’ € [A]¢ so
gibt, dass A'(peo) = lpoo + (f) ist mit 1 < [ < 91/, €inem geeignetem
Hauptdivisor (f) € Pp,/x und aukerdem A’ > 0 ist mit degy, /By A = 1. Mit

g bezeichnen wir das Geschlecht g, . =g, . von L/F5.
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Satz 4.3. Sei A € Dy p,. Dann gibt es in [A]c eine eindeutige effektive
Korrespondenz A" vom Grad I mit 1 <1 < g so, dass A'(poo) = Ipoo + (f)
ist mit (f) € Pp, /K-

Beweis. Ist A € Dy p, eine Korrespondenz, so sei A(p) = b € Dp, /- Sei
B := Cony,p, (r71(b)). Dann ist B ein konstanter Divisor von L/F, mit
BN F, = 77Y(b), und wir definieren A := A — B mit effektiven Divisoren
A und B. Da nach der Gradformel 2.4 nun degp, /K Poo = 1 und damit
degp,/x b= degy /g, A gilt, erhalten wir mit Satz [L.I0

degL/F2 B = degFl/KT_l(b) = degF2/Kb = degL/F2 A .

Denn nach Voraussetzung sind F; und F5 algebraisch unabhéngig iiber K,
und K ist der genaue Konstantenkorper von Fy/K. Da zudem Fi/K als
separabel vorausgesetzt ist, folgt dann, dass F} und F5 auch linear disjunkt
iiber K sind. Nun gilt A(ps) = b — degp, /i Poo - T(B N F1) = b— B(b) =
b—b = 0. Als Néchstes konnen wir den Divisor A maximal entlang Py
reduzieren und erhalten einen effektiven Divisor A’ € Dy, /F, it

A=A — 1Py, +(F), (4.1)

wobei 1 < < g und (F) ein geeigneter Hauptdivisor von L/F3 ist. Dadurch
erhalten wir mit [Hes02, Proposition 8.2, S.14] dann [A’ — [Py 1] = [A] mit
einem eindeutigen und effektiven Divisor A’ € Dy, /F, vom Grad 1 <[ <g.
Schlieflich gilt A'(peo) = Ipec + (f) mit (f) € Pp,/k geeignet.

Wir miissen nun noch zeigen, dass A’ in seiner Korrespondenzklasse [A']¢
cindeutig ist. Ist B € [A]¢ mit B = B’ — 7Py + (G) wie in (@I)), so
erhalten wir als Erstes B = A+C + (H) mit einer konstanten Korrespondenz
C vom Grad null. Wir reduzieren C' entlang P ; maximal und erhalten
dann B = A + C — 5Py + (H) mit einer effektiven Korrespondenz C
und 1 < s < g. Bilden wir ps beziigliche B ab, so erhalten wir schliefslich
C(poo) — 8poo + (h) = 0, d.h. also C(poo) = 8P und somit C' = sPa 1.
Ingesamt erhalten wir nun B = A+ (H) und kénnen mit [Hes02, Proposition
8.2, S.14] dann auf A" = B’ schliefien. O

Ist A€ Dy/p, und A" wie in Lemma A3 mit mindestens einem insepara-
blen P € supp(A’), so folgt mit Hilfe von Lemma [ZT0, dass A’ = F*™- B mit
m € N maximal und einer separablen effektiven Korrespondenz B € Dy, /p,
ist. Fiir ein inseparables A’ ersetzen wir dann A’ durch B.

Definition 4.4. Sei A € Dy ,p,. Dann wollen wir den wie in Lemma [{.5
bezeichneten effektiven Divisor A" mit C(A) := A’ bezeichnen, wenn A’ se-
parabel ist. Ansonsten setzen wir A’ = B und und C(A) := B.
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Betrachten wir Elemente [ag — ax] € C%Z /Ko SO koénnen wir uns immer
auf effektive Divisoren ag, o € Dp, /i mit

degp,/k a0, degp, /K oo < g

beschrinken. Wenn nichts Anderes festgelegt wird, so wollen wir dann fiir
ein [a] € Cgb j immer solch einen Représentanten in der Form a = ap — ao
wahlen. Das folgende Lemma ist spéter fiir die Interpolation der Norm einer
Korrespondenz wichtig.

Lemma 4.5. Sei A € D/, und p € Pg, mit p # ps vom Grad eins und
C(A)(p — po) = C(A)(p) — lpeo + (f), wobei g, ,,c > 1 = degC(A) und
(f) € Pr, ist. Ferner sei fir den entlang poo mazimal reduzierten Divisor
C(A)(p) dann C(A)(p)~lpsc = bo—Ipec+(f) mit gy, ,,c > L und (f) € Pryk-
Ist 1 =1, so gilt C(A)(p) = bo.

Beweis. Als Erstes sehen wir, dass [p — pao] € 0?72 K ist. Daraus folgt zuerst
[C(A)(p — pso)] = [C(A)(p) — lpso] € C%Z/K mit | = degy,/p, C(A). In dieser
Klasse konnen wir nach [Hes02, Proposition 8.2, S.14] und Bemerkung kurz
vorher, einen eindeutigen effektiven Divisor by € D, so finden, dass

C(A)(p) - lpoo = bO - ipoo + (f)

mit degp, /x bo = [ <1< gund dim, £(by) < 1 ist. Gilt nun [ = I, so ist
C(A)(p) =bo+ (f), und da by effektiv ist und dim, L£(by) < 1 gilt, erhalten
wir C'(A)(p) = bo. O

4.3 Nachweis der Existenz einer geeigneten p-re-
gularen Basis

Sei C(A) = > ; e;P; mit P; € Pr/p,. Wir wollen nun die Frage kléren, welche
Anforderungen wir an p € Pp,/k stellen miissen, so dass wir jeweils eine
p-regulére Basis von P; o finden konnen. Dazu sei P € Pr/p, eine separable
Primkorrespondenz. Dann erhalten wir folgendes Diagramm:

Op " L F, = FFy
deg P

™
Pir

Fy FY Fy

(4.2)
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Bezeichnet 7, wieder die Restklassenabbildung von P, so soll F} :=
7o (F1), 27 = mp(x1) und yf := 7, (y1) bezeichnen. Damit ist F}* dann K-
isomorph zu F; und die definierenden Gleichungen fiir 7 und F}* gehen durch
Vertauschen von x; mit ] und y; mit y] auseinander hervor. Auf Grund
unserer Annahmen fiir F; /K ist dann (z7) = r — np}, mit einem geeigneten
effektiven Divisor r € Dpw /i und n = [F} : K(27)] = [F} : K(21)], d.h. die
unendliche Stelle p% ist in F}" wieder total verzweigt. Seien (27) = x] o —27
und (1) = 47 — Ui oo~ Sei

C1 == supp Np, /g, (Cong, /px (2] o)) U Npp /1y (Conpy, /e (Y1 o0)

und Cy := supp disc(Fp/Fy). Wir definieren nun C' := C1UCy C D, /i und
zeigen nun, dass die p-Regularitit von P fiir ein p € Pp,/ vom Grad eins
bereits aus p ¢ C' folgt:

Satz 4.6. Sei P € P, separabel und nicht-konstant sowie p € Pr, ;¢ vom
Grad eins. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt poo ¢ supp P(p) und P(p) = >_;_, ¢i mit paarweise verschiede-
nen q; € Pp, g (i=1,..,7).

(i) Es gilt p ¢ C, P ist p-regulir und P* = P(p).

Beweis. Gelte po ¢ supp P(p) und P(p) = Y, ¢; mit paarweise verschie-
denen ¢; € Pp, /g (i = 1,..,7). Wire p € C, so folgte entweder, dass p
Diskriminantenteiler von Fp/Fy ist oder es gilt

supp Cong, /1, (p) (1 supp(ai o0 + yf o) # 0.

Im ersteren Falle konnten dann aber die g; nicht paarweise verschieden sein,
und im zweiten Falle wiirde dann im Widerspruch zur Voraussetzung ps €
supp P(p) gelten. Das zeigt p ¢ C. Nun ist 2] ganz beziiglich p genau dann,
wenn

vQ (COHFP/Ff(($T)> >0 VQ € Pp,/p mit Qlp

gilt, was wiederum genau dann der Fall ist, wenn p, ¢ P(p) ist. Dies be-
deutet also, dass ] ganz beziiglich p ist. Ist Ny /p, (Po) = f" mit f € Fy[1]
Primpolynom, so haben wir mit f das Minimalpolynom von z} in Fp ge-
funden, wenn wir f noch normieren. Bezeichnen wir das eventuell normierte
Primpolynom wieder mit f, so muss f € Op[z1] gelten, da wir ansonsten
einen Widerspruch zur Ganzheit von x] beziiglich p erhalten.

Sei nun B = {By,...,B,} C Py eine Basis von Py mit QM = B und
Q = {w1,...,wn} C F1 Ganzheitsbasis mit n = [Fy : K(x2)]. Ferner sei

7 = [F, : Fy(x})] < n. Wir schreiben 7, (y]) = yi’/ und 7, (w;) = wj und
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erhalten dann

F—1 deg f—1 7—1 deg f—1
Yl Py = @ wiztd (4.3)
i=0 ;=0 =0 j=0

Auf Grund von (.3)) ist es nicht schwer einzusehen, dass 7 = r mit Ny /5, (Fo) =
[ gilt. Ferner sei M € Fy[x1]"*™ obere Dreiecksmatrix in zeilenreduzier-
ter Hermitenormalform und Q 0.B.d.A., so dass mit J C {1,...,n} dann
{mp (wj) | j € J} genau dann unabhéngig iiber Fy(x}) ist, wenn es {yt9|j e
J} ist. Gegebenenfalls normieren wir die Diagonalelemente von M und be-
zeichnen die so erhaltene Matrix wieder mit M und die Basis wieder mit

B.

Unsere Matrix M hat nun die Eigenschaft, dass die Eintrdge von M von
der Form m;; = f und mj = 0 sind, wenn ¢ = 1,...,rund j = 1,...,i — 1
fiir 7 > 1 ist. Dies bedeutet also fiir unsere Basis By, dass die Elemente B;
mit 7 = 1,...,7 von der Form fwl sind. Die restlichen Elemente sind dann
von der Gestalt B =w; + Z _ mjiwj fir i = (r +1),...,n, wobei mj; = 0
fir j > r ist, ansonsten ist mj; € Fy[z1] mit degm;; < deg f. Das bedeutet
also, dass die Elemente B; mit ¢ > r von der Form B; = w; + Z;Zl M jiw;
sind, wobei degm;; < deg f ist. Wenden wir nun auf diejenigen B; mit ¢ > r
die Restklassenabbildung 7, an, so erhalten wir mit m}, = 7, (mj;) und
7, (Bi) = 0 schliefslich

r degf—1

—w —Zm w :Z Z )\ji,kx’{kw;. ()\ji,kEFg)
— j=1 k=1

Jetzt argumentieren wir wie folgt: Zuerst ist —w; ganz beziiglich p wegen
Poo & P(p), und die Elemente z**w wj bilden eine Ba81s von F,. Nun ist aber
nach Voraussetzung p ¢ C, was die Tatsache nach sich zieht, dass p kein
Diskriminantenteiler von disc(F, /F3) ist. Damit konnen wir wie in Lemma
argumentieren, dass die Koeffizienten Aj;, ganz beziiglich p sind, d.h.
wir haben Aj; i € Op. Aus m,(\j;x) = Ajix erhalten wir schlieflich, dass
auch die mj; € Op[r1] sind. Damit ist B dann p-regulér, und es ist p € Apa,
wenn A := {y}" xlj |7=0,...,deg f—1,i=0,..,r — 1} ist, woraus aus Satz
6l schlieklich P = P(p) folgt.

Ist umgekehrt p ¢ C und P reguldr beziiglich p, so ist per Definition
Poo ¢ supp P(p) wegen P’ = P(p) und ]4318 € Op, k- Auberdem sind die
auftretenden Primdivisoren ¢; € Pp,/k in P(p) = Y i_; ¢; paarweise ver-
schiedenen, da p ¢ Apa mit A C {239yi" | i,5 € {0,...,[Fp : Fy] — 1}}
ist. O

Sei A € Dy, p € Ppyx vom Grad eins und C(A) = > e; P mit
separablen P; € Ppp,. Gilt C(A)(p) = > e;P;(p), wobei P;(p) = >, qij
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sein soll mit paarweise verschiedenen Primdivisoren g¢;; aus Fb, und po ¢
supp C'(A)(p), so folgt aus Satz 8 die Gleichheit C'(A)(p) = 3 e; P;. AuRer-
dem ist Np/p, (C(A)o) = [I; No/m(Pi0)® € Oplr1] normiert, wenn wir fiir
die Primideale P, jeweils die Basen aus Satz nehmen. Daraus erhalten
wir dann aber

Npy/x ((C(A)(p))o) = H Np, x(Pho) =7(Nyp, (C(A)0)"), (4.4)

wobei wir mit Ny, /g, (C(A)o)" dasjenige normierte Polynom in K[z1] meinen,
dass wir erhalten, wenn wir auf die Koeffizienten des normierten Polynoms
Np/k,(C(A)o) € Oplz1] die Restklassenabbildung 7 : O, — K anwenden.
Aukerdem kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass Np,,x(C(A)(p)o) € Klx2]
normiert ist. Haben wir also gentigend geeignete Stellen p € Dp, ks vom
Grad eins in einer geeigneten endlichen Erweiterung K’/K, so konnen wir
die Korrespondenz C(A) rekonstruieren, indem wir seine Norm durch eine
Interpolation rekonstruieren und dann die Hochhebung nach Op, /g, berech-
nen.

4.4 Die obere Schranke fiir die Anzahl der Stellen
vom Grad eins

Als Néchstes brauchen wir eine Aussage iiber eine obere Schranke s € N
fur die benotigte Anzahl der Stellen vom Grad 1 in F5/K'. Dazu dient das
folgende Lemma:

Lemma 4.7. Sei A € Dy, /g, ohne konstanten Triger und effektiv und weiter

r—1
Np/p,(Ao) = 27 + Zazﬁﬁ (reN)
i=0 v

mit g; € K|xs] und f; € K|xa,y2]. Dann gilt:

Vpe (90)]: [Vp (fi)] < 1* degrym, A (fi #0)

wobei n = [F : K(x1)] ist.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung zuerst fiir einen nicht-konstanten Prim-
divisor P € Py /p,. Seien f =P, N Ffz] und §:= Pr N F3[z1]. Dann sind
f und g irreduzibel in Fy[x1]. Seien nun hq, hy € K[xa| so, dass f‘hl,ghg €
K[z, z2,y2] gilt. Wir setzen dann f := hif und g := hag . Auf Grund unse-
rer Voraussetzung an die Funktionenkorper F /K und Fy/K ist der Rosati,
angewandt auf f und g, nichts weiter als das Vertauschen von x1 mit xs und
Y1 mit yo.
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Sei E; die normale Hiille von F;/K(z;). Fir f = Y, flxé € Fjlxzj]
definieren wir dann o(f) := >, U(fl)xé- fir ein 0 € G (E;/K(x;)). Wir

bezeichnen dann mit n; jeweils die Polynomnorm

ni : Flo] — K(@i)[z;], fr— 11 a(f)

o€GK (B /K(x;))
wobei 7,5 € {1,2} mit ¢ # j ist. Fiir ein o € L/F; setzen wir noch
dega = —vp_ () (4.5)

und den Grad in Fy[x1] bezeichnen wir mit degp,(,,;. Nach Voraussetzung
sind f und g irreduzibel in Fy[z1]. Wir unterscheiden nun zwei Falle: Sind
f und g beide in K[z1,x2] C Fy[z1], so erhalten wir aus f* € Py als erstes
f* = gs mit einem geeigneten s € K[x1,x3]. Da f irreduzibel ist, muss s in
K liegen, woraus dann deg f* = deg g folgt.

Im anderen Fall, wo mindestens f oder g nicht in K[z1,z2] aber in Fy[x;]
liegt, betrachten wir die Polynomnorm ny(f) = f - f@. ) = py o und
na(g) = g- g@ ... g™ = hy - t, wobei hy, ho,rt € Klzy,x2] und hq, hs
irreduzibel mit f|h; und g|he sind und wir noch fO = fund ¢ =g
gesetzt haben.

Aus h} € Pj erhalten wir dann g|h} und daraus folgt na(g) - s = A"
mit s € K[z, x2] geeignet. Schlieklich erhalten wir hj|hy und dann h} =
hs. Wollen wir nun den Grad von f* bestimmen, so bendtigen wir die in
(D) definierte Gradfunktion, da durchaus f* ¢ Fylx;| gelten kann. Damit
erhalten wir wegen f|h; und h} = hy die folgende Abschétzung

deg f* < degh] = deghy < degns(g) =n-degyg .
Insgesamt erhalten wir nun deg f* < n - deg g, woraus dann
deg (7' - Ny, (P,)") = deg f*! < n* - degyp, P* (4.6)

mit [ < n folgt, wobei [ der Relativgrad von L, ist. Ist nun

|
—

r

[f=21+) x

,_sk
SNt

s
Il
o

so wahlen wir als hy :=kgV({g1, ..., 9r}) und erhalten dann ein f = hja’ +
Silalf; € Klwy,y, w9, dh. es ist f; € K[z, o). Aus ([@B) folgt nun,
dass max{deg h¥,deg ff,...,deg f ;} < n? degy /p, P* ist, woraus wir dann
wiederum |v,_ (fi)l, V.. ()] < n? degy /p, P* erhalten (f; # 0). Fiir ein
effektives A € Dp/pm, mit A = ) e;P; wenden wir die Aussage dann auf
jedes P; an und erhalten somit die Behauptung. O
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Bemerkung 4.8. Ist [F; : K(z;)] = 2, so vereinfacht sich ({{.0) zu

deg (hfl Ny (P 0)*> <n-degy/p P,

da 1m Falle, dass der Trdgheitsgrad gleich 2 ist, der Primdivisor P ein Haupt-
divisor ist und somit eine triviale Korrespondenz darstellt. Damit werden in
diesem Falle die Grade degp, |, gi und degp,[,,) fi nur durch degy /g, A* be-
stimmd.

x1]

Um den Grad des Rosati C'(A)* abschétzen zu kénnen, bedienen wir uns
folgendem Lemma:

Lemma 4.9. Sei g > 1, A € Dy, effektiv, ohne konstanten Triger und
vom Grad degy /p, i A = g. Ferner sei a € Endg(Jx,) der zur Korrespon-
denzklasse [A]c entsprechende Endomorphismus und E, = End%(Jx,).
Dann gilt
*
Trp,jolac®)
2 Y

wobei Trg g die Spur von E. bezeichnet und * der Rosati von E ist.

deg,/px A* <

Beweis. Mit der Spurformel ([2Z.28)) wissen wir, dass
TrEK/Q(aa*) = (A, A) = 2degy /p, Adegyp, A*—AA>0

gilt. Aus [Eic63, Kapitel 5, S. 310 ff.] folgt (A, A) > 2degy,/p, A*, wenn A
den Voraussetzungen des Lemmas geniigt und g > 1 ist. Daraus erhalten wir
dann die gewiinschte Abschétzung. O

4.5 Algorithmus zum Interpolieren der Norm einer
Korrespondenz

In diesem Abschnitt soll D die Einheitskorrepondenz und F' die Frobeni-
uskorrespondenz in Dy, bezeichnen. Sei nun Jx, ~x B" mit einer iiber
K einfachen abelschen Varietdt. Wir betrachten die zentral einfache Alge-
bra F, = End%(Jx,) mit Zentrum F := Z(F,.), wobei F' = Q(r,.) mit
[F: Q] =1, d:= Deg(E,) und e := d?l ist. Sei O C E,. eine Ordnung,
Bi,...., e € E, eine Z-Basis von O und oo = Y ;_; A5 € O mit \; € Z so,
dass die den Elementen [3; entsprechenden Korrespondenzen B; € Dp g,k
bereits berechnet wurden. Mit I' = Ele \; B; bezeichnen wir dann die dem
Element « entsprechende Korrespondenz. Wir nehmen nun an, wir haben ein
m € N so, dass = ganz iiber Z ist. Wir wollen nun testen, ob & € Endx (Jx,)
liegt.
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Ist = € Endg(Jx,) und bezeichnet [A]c die zu = gehorige Korrespon-
denzklasse, so ist C(A) effektiv und vom Grad < g. Sei A’ € [4]¢ wie in
Lemma@3mit A" =} e; P, und P; € Pp/p, . Ist P; inseparabel, so erhalten
wir aus Lemma[2.10, dass es ein maximales s; € N so gibt, dass P, = (F*)% 4,
mit einer separablen Primkorrespondenz A; ist. Insgesamt erhalten wir dann
ein maximales s € N, so dass A’ = F*°. B vom Grad ¢°t mit effektivem und
separablem B € Dy p, vom Grad t ist (¢ 1 t). Wir haben dann in Defi-
nition 4] C'(A) = B gesetzt. Fiir das der Korrespondenz A’ entsprechende
Element = gilt dann = = 7*°3 mit einem geeigneten § € Endg (Jx,), wenn
7 € Endk(Jx,) das der Frobeniuskorrespondenz F' € Dy p, entsprechende
Element ist. Aus (Z.8) folgt aber, dass F* - F** = ¢® mit ¢ = p" ist, was
gleichbedeutend ist mit 7° - 7*° = ¢° in Endg(Jx,). Der Korrespondenz
C(A) entspricht also das Element § = (7°a)/(mgq®) und ist g = ¢"t mit p 1 ¢,
so haben wir s < r.

Im inseparablen Fall testen wir dann also, ob (7°«)/(mq¢®) € Endg (Jx,)
ist, und wir setzen dazu IV := F*.T und m' := mq® mit s < r. Der Test,

ob 8 € Endg (Jx,) liegt, verlauft dann genauso wie im separablen Fall. Der
Einfachheit halber wollen wir deshalb annehmen, dass A’ separabel ist.

Um die Notation zu vereinfachen, setzen wir 0.B.d.A. voraus, dass die
Korrespondenz C(A) den Grad g besitzt und bezeichnen mit ¢ € Ef den
von I induzierten Endomorphismus. Ferner sei n := [Fy : K(x2)]. Zudem
soll C(A) noch eine Primkorrespondenz sein. Spater werden wir sehen, wie
wir den allgemeinen Fall behandeln. Bezeichne

g—1
f=x9+ xlﬁ
=7 E 1

=0 I

die Norm von C(A)p mit f; € K[za,y2] und g; € K[xa].

Auffinden von geeigneten Stellen

Mit IP}( bezeichnen wir die Stellen p € Pp, ;¢ vom Grad 1. Ist p € }P’}{, SO
betten wir mittels

®:Py —Ch, P—DP— P

die Stellen von Pl in C%Q ein. Sei nun p; € PL und P := ®(p;) mit
ggT(ord(P),m) = 1. Als erstes erhalten wir

m - C(A)(P) = ¢(P) und ggT(ord(C(A)(P)),m) =1, (4.7)

da die Ordnung des Bildes C'(A)(P) des von der Korrespondenz C(A) indu-
zierten Endomorphismuses auf 6%2 /i ein Teiler von ord(P) ist. Nun be-

rechnen wir ein ¢ € N mit ¢ - m = 1 mod ord(P). Daraus folgt dann
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t-m =1 mod ord(¢(P)), da ¢ ein Endomorphismus von C%2/K ist und somit
ord(¢(P))|ord(P) gilt, und schlieklich erhalten wir C(A)(P) =t-¢(P) =: Q
mit eindeutigem () auf Grund von ggT (ord(P), m) = 1. Dann reduzieren wir
Q beziiglich ps zu einem Qe C%Q/K, wobei Q = a — rpa mit 0 < r < g und
a € Dp, i effektiv ist. Ist r = g und a = >~ ¢; mit paarweise verschiedenen
¢i € Pp, /K, so bedeutet das C(A)(p) = a wegen LemmaL3und p ¢ supp a.
Also kénnen wir auf die P; von C'(A) = e; P; Satz 1.6l anwenden.

Bezeichnen wir fiir solch ein p mit 7, die Restklassenabbildung O, — K
und mit o = my(x2), B := my(y2), so erhalten wir mit

g—1 '
Nry/ i (CA)P)0) = 2§+ cjiah = 7 (N, (C(A))") € Kl
j=0

wie in (@A) schlieklich

& &)
x%—i—Zcﬁx; :mg—i-z Il
= = 9i(a)

Dabei ist zu beachten, dass g;j(a) # 0 gilt, da C(A)p nach Voraussetzung
p-regulér ist.

Abschitzung der Grade der Polynome in z,

Mit Lemma 7 und Lemma erhalten wir die Abschétzung

Trg jo(aa)
(Ol (0] <220 ) )
wobei hier n = [Fy : K(x2)] ist. Nach [Hes02| existieren Ganzheitsbasen
Q = {wi,..,wn} und Qoo 1= {Weo1, -y Woon} von Op,x und Op, /., SO

dass wj = x 4 Woo; Mit ganzen Zahlen dy > ... > d, gilt und die Basis {24
beziiglich ps reduziert ist. Dies bedeutet, dass fir f; € K[xe,y2] C Or/K
eine Darstellung

—dj\ d; —d;
=) miiw; = ) (wjizy ey wi = Y (1ity ™ Jwoo;

mit pj; € K[zo] existiert und unter der Voraussetzung d; < 0 erhalten wir
[Vpoo (fi)l = max [vp,. (jiy “wooj)| - (fi # 0)- (4.9)

Anderenfalls miissen wir beide Seiten in ([A9) mit einer geeigneten Potenz
x% so multiplizieren, dass jeweils die Ausdriicke i ;x5 4 xh in K[zg] liegen.
Daraus erhalten wir aber in jedem Fall eine obere Schranke fiir die Grade der
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Polynome pj; und damit eine obere Schranke 7 € 7>9 fiir die auftretenden
Polynome in der folgenden Darstellung von f; durch

n—1 T
fi= Zy%hg-z) mit hg-z) = Z )\gjz.):clz , (4.10)
j=0 1=0

wobei Aj; € K. Die Nenner g; € K|[xo] besitzen die Gestalt

s/n

g9i =Y puith . (4.11)
=0

Aufstellen des Gleichungssystemes

Auf Grund unserer Voraussetzungen ist |1, (22)| = n und |y, (y2)| =7 >
0. Fiir jedes f; benotigen wir also hochstens St und fiir jedes g; maximal Sy
Koeffizienten, insgesamt also S := &1 + Sa, wobei

n—1

Sy= Y _|[(T = jy)/n] + 1] = Zs], und Sy :=(5+1)  (4.12)

7=0

ist mit 5 := s/n ist. Um f; und g; zu berechnen, miissen wir schliefslich das
Gleichungssystem M v; = 0 mit M, :=

( Pt 5?_1 5? ! in ! —Cji T e —Cjiﬂ;—l )
1oar oo @l LRt grladnTt e —cjiap .. —cjaltt
(4.13)
und
R () €] () €] t
vy _( 6o - Ashy e G /\SJW in—1 K0P - K ) (414)

l6sen, wobei 0 < j < g — 1 und die Eintrage /\l(g), Wiy wie in (4.10) und (4.11))
sind. Da getestet werden soll, ob = ein Endomorphismus aus Endx (Jx,) ist,

kénnen wir uns auf Losungen aus K¢ beschréinken.

Um aber geniigend Elemente P € C%Q mit der Eigenschaften wie in (A7)
zu erhalten, miissen wir eventuell eine endliche Erweiterung von K vorneh-
men. Da die zugehorigen Ideale zu den Korrespondenzen allesamt durch Ter-
me aus K (z2,y2,x1,y1) beschrieben sind, kénnen wir diese auch als Korre-
spondenzen von FjFy/F) auffassen, wenn Fj = F>K’ mit einer endlichen
Erweiterung K'/K ist.

Auffinden geeigneter Erweiterungsgrade von K'/K

Sei C(A) =>_t_, e;Pi, My :=|J Ap, und
My := {p € P,/ | P; ist nicht p-ganz fiir ein i € {1,...,t}}.
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Dann ist M := MUM5 endlich. Da die Untergruppe der mgq®-Torsionspunkte

in ngf s endlich ist, konnen wir genligend Punkte p — poo € ngﬁ s mit
pE IP’IF finden, so dass sowohl
p ¢ M als auch ggT(ord(p — pso), mq) =1 (4.15)

gilt. Daraus folgt, dass wir stets eine geeignete endliche Korpererweiterung
K'/K bestimmen koénnen, so dass wir geniigend viele geeignete Elemente
P € 6%2, K mit der Eigenschaft ([AI5]) vorliegen haben. Um eine Aussage

iiber das Verhalten der Ordnung von Elementen in C%é im Vergleich zu C%Q
zu machen, bendtigen wir eine Definition:

Definition 4.10. Seil eine Primzahl undl # p = char(K). Dann ist d(l) :=
kgV(1—1,...,129=1). Ist | = p, so definieren wir l(p) := kgV (I—1,...,19—1).

Mit h(K') wollen wir die Klassenzahl von C%z Kk k0 Pezeichnen. Ist L K (t)
das L-Polynom von Fy/K, so erhalten wir h(K') = Lg/(1) = fr, (1),
wenn fr,, das charakteristische Polynom des Frobeniusendomorphismus von
Endg/(Jx,) bezeichnet. Wir wollen bei Bedarf endliche Konstantenkérperer-
weiterungen Fh K'/K' von Fy»/K bilden, so dass in der Klassenzahl hgr mog-
lichst wenig Primteiler von mg® vorkommen. Dafiir sind folgende Aussagen
von Nutzen ( [Ros73, Corollary 1, Proposition 3 und Proposition 4, p. 289

D)

Satz 4.11. 1. Seil eine Primzahl. Gilt l|h(K) und l|n mitn = [K' : K],
so folgt I| (h(K")/h(K)).

2. Angenommen 1 ist eine Primzahl mit | { h(K) und ggT'(d(l),n) = 1.
Dann gilt 11 h(K'), wobei [K': K] = n ist.

3. Seil eine Primzahl. Ferner sein minimal mit l[|h(K') und [K': K] =
n. Dann gilt n|d(l).

Um moglichst zu vermeiden, dass Teiler von mg® = [[p;* in hg auftre-
ten, wihlen wir dann n € N minimal mit ggT'(n, mq) =1 = ggT(n, [[1(pi)).
Wir wissen aber, dass nur endlich viele solcher Erweiterungen noétig sind.

Eindeutigkeit der Losung

Da die Norm f von C(A)q beziiglich unserer Ganzheitsbasis 2 als normiertes
Polynom eindeutig ist, miissen je zwei Losungen aus K denselben rationalen
Ausdruck f;/g; ergeben, wenn = € Endg (Jx,) ist. Sind etwa v, w € ker M;,
dann ergibt sich f;, = fi - hy, und ¢;» = ¢i - hy bzw. fiw = fi - hy und
Giw = Gi - hy also jeweilige Losungen fiir f; und g; durch die Koeffizienten
von v bzw. w, wobei hier noch h,, hy, € K'[22,ys] sind und K’ eine endliche
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Erweiterung von K ist. Damit erhalten wir f; y1w = fi(hy+hy) und giyiw =

Gi(hy + hy), d.h. also fiv/giv = fiw/Giw = fiwtv/Giwto- Es reicht also ein
nicht-triviales Element aus ker M; zu bestimmen.

Haben wir nun das Polynom f = z¥ + Z?;é(fl/gl)wi bestimmt, so
berechnen wir die Hochhebung fOp/p, = [[iL; Py mit P; € Pr/p, und
e; > 0. Ist fOr g, kein Hauptideal, so konnen wir mit Hilfe der Korre-
spondenzpaarung eine effektive Korrespondenz B berechnen, welche dem
Element fng;; entspricht: Ist etwa P; = >} qxi By mit qr; € Q, so er-
halten wir (P;, Bj) = pij = Y p—1 Qki{Bk, B;) und losen dann das Glei-
chungssystem N¢; = m; mit N := ((B;, Bj))1<ij<n, ¢ = (g1, - - - ,qm)t und
m; = (14, . - -, pni) fir ¢ = 1, ..., n. Damit kénnen wir den Korrespondenzen

P, Elemente aus Endg (Jx,) zuordnen und eine Darstellung B = [}, P}
jusde
maqs

mit e, € Z=Y geeignet und e; > e > 0 beziiglich berechnen.

Der Grad von C(A)

Im Allgemeinen wissen wir nur, dass 1 < degC(4) < Ir, i 8ilt. Des-
halb beginnen wir mit der Annahme, dass 1 < degC(A4) = [ < Ir, )k
ist. Sei die Stelle p eine geeignete Stelle vom Grad eins. Wir reduzieren
dann C(A)(p) maximal entlang po, zum effektiven Divisor by. Gilt nun
C(A)(p — Ipss) = C(A) — Ipso = by — Ipoo + (f) und ist [ > I, so haben wir
einen Widerspruch erhalten und wissen, dass die Korrespondenz C(A), so-
fern sie iiberhaupt existiert, mindestens den Grad I haben muss. Im weiteren
Verlauf des Algorithmus kénnen wir uns dann auf deg C'(A) > [ beschriinken.
Anderenfalls versuchen wir, geniigend viele geeignete Stellen vom Grad eins
zu finden. War die Berechnung erfolglos, so gehen wir zum néchsthéheren
moglichen Grad iiber.

Das Zerlegungsverhalten von C(A)(p)

Zudem kommt noch, dass wir keine genaue Aussage iiber das Zerlegungsver-
halten von C(A) machen kénnen. Ist C'(A) = ) e;P;, so konnen wir aber
0.B.d.A. p € PL so wihlen, dass supp P;(p) N supp Pj(p) = 0(i # j) und
Poo & supp Pj(p) gilt sowie dass die Primdivisoren g;; in der Darstellung
Pi(p) = >_; ¢ij paarweise verschieden sind. Wenn mindestens fiir einen der
Exponenten e; > 1 gilt, so miissen wir dies im Bild C'(A)(p) beriicksich-
tigen, da wir in diesem Fall niemals erreichen konnen, dass C(A)(p) von
der Form C(A)(p) = >_, ¢ ist mit paarweise verschieden g;. Unter den ge-
machten Voraussetzungen gehen wir nun folgendermafen vor: Wir machen
eine Fallunterscheidung fiir die endlich vielen Moglichkeiten der Zerlegung
von C(A) in Primdivisoren. Auf Grund unserer speziellen Wahl von p &t
sich das Zerlegungsverhalten im Bild C(A)(p) wiederfinden, d.h. also aus
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C(A) = > e;P; folgt C(A)(p) = > e;Pi(p), wobei > Pi(p) = > ¢ aus

paarweise verschiedenen Primdivisoren besteht. Wir miissen hier aber noch
darauf achten, dass eventuell auch Diskriminantenteiler der F, auftreten
konnen. Insgesamt miissen also die endlich vielen Moghchkelten einer Zer-
legung von C(A) in Primdivisoren durchtesten. Wir kénnen nun unseren
Algorithmus formulieren:

Algorithmus 5: Approximation

Input: 1.) Oy /p, und g,
2.) d:=Deg(E,) und [ := [F : Q]
3.) eine Z-Basis {01, ..., 8421} € E einer Ordnung O C E,,
4) a = Z?:l i € O mit \; € Z,
5.) Korrespondenzen By, ..., B, C Dy, die jeweils (i, ..., 342 entspre-
chen,
6.) ein m € N so, dass - ganz iiber Z ist

Output: Das Tupel (B, ;%%), wobei B eine effektive Korrespondenz B €
Drr, ohne Konstanten Triger ist, welche % entspricht, falls = W €
Endg(Jx,) ist, anderenfalls false

1.) (Initialisierung) Setze [ := g — 1,4 := 0,7 := 1,k := 0 und ¢ sei
der durch I := Z?Zl AiB; induzierte Endomorphismus auf Jx,. Setze
KO := K §:=0 und T := 0. Setze

fi=Nyp(CA) ="+ > 2i2 (fi € Klva,32], i € Klza]),

berechne r € ZZ° mit ¢ = ¢"t und p t ¢ und d(mq ) = []d(p:)
mit mq® = [[p{’ und d(p;) wie in Definition ELI0l Berechne 2 € Z=2
minimal mit ggT(z,d(mgq®)) = 1 = ggT(z, mq®).

2.) (Schleife iiber k) Setze m/ := mg¢F, T' := F*T' und ¢/ = 7¥¢ €
Endg (Jx,) bezeichne den durch I'" induzierten Endomorphismus.

3.) (Schleife iiber [) Berechne

TrE /0@ +1)o (¢ +1)
2m/?

und S wie in ([@I2)

4.) Bezeichne Z Menge aller unterschiedlicen Moglichkeiten der Zerlegun-
gen von C(A) in Primdivisoren, wobei hier deg C'(A) = g — [ ist.
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5.)
6.)

10.)

11.)

12))

(Schleife iiber § € Z)

(Schleife iiber j) Fiir p; € }P’}{(i) berechne o; := ord(®®(p;)) und teste
p;j auf folgende Eigenschaft:

(i) Priife, ob ggT(0j,m') = 1 ist. Wenn ja, berechne ¢(®®(p;)) =
aj —TrPoo+ (f) mit 1 <r < gunda; € Dy, k) effektiv vom Grad
T’

(i) berechne ¢t; € N mit t; - n = 1 mod o sowie tj(a; — rPpes) =
bj — (9 — l)poo + (f) und teste dann, ob die Zerlgegung von b; in
Primdivisoren der Zerlegung ¢ entspricht und ob ps ¢ supp(b;)
gilt. Uberpriife, ob (p;,b;) ¢ S und degb; = g — [ gilt.

War der Test erfolgreich, so setze S «— S U {(p;,b;)}. Ist |S| =S, so

gehe zu®). Ist j < ]]P’%((i)\, so setze j «— j + 1 und gehe zu[d).

Ist degb; > g — [, so gehe zu[l4l). Entspricht Zerlegung von Primdivi-
soren von b; nicht der Zerlegung 6, so gehe zu[[21). Anderenfalls setze
i «— i+ 1 und berechne K® /K(=1) mit [K® : K(=D] = 2. Bette
Divisoren von S in K ein und gehe zuBl).

(Ende Schleife tiber j)

Sei S = {(p;,b;) | j € {1,...,|S|}}. Berechne fiir alle j € {1,...,|S|}

dann
g—l—1

Npyr(bjg) = v+ Z cijrh € Klws)
=0

und a; 1= 7, (72) und F; := m,, (y2). Setze
T := {<<Cg—1—l7i7 ceey COz‘>a <Oéz,ﬁz>> ’ = 1, ceny |S|} .

Berechne fiir jedes j € {0, ..., g—I—1} Matrix M; wie in (£13]) mit Hilfe
von 7" und jeweils eine nicht-triviale Losung w; € K¢S von Mjv; =0,
wobei vj wie in ({14 ist. Berechne fiir w; jeweils f; und g;. Ist g; # 0,
so gehe zu [[1l). Anderenfalls gehe zu [14])

Setze f := xf_l —1—2?;6_1 fi/gj-Ist fOr,m, Hauptideal, so gehe zu 9.).
Anderenfalls berechne fOrp, = [[i; Py mit P; € Pr,p,. Berechne
mit Hilfe der Korrespondenzpaarung und Basiselementen {4, ..., 842}
Elemente «; € Endg(Jx,), die jeweils den Korrespondenzen P; ent-

sprechen. Entspricht ™o der Korrespondenz By := [[;", Pfé mit e, €

m/

720 geeignet und e; > e} > 0 , so gib (B, T-*) zuriick und terminiere.

Ist Z # 0, so setze Z « Z\6 und § € Z beliebig und gehe zu[fl).
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13.) (Ende Schleife iiber ¢)

14.) Ist I > 0, so setze | «— [ — 1 und gehe zu[3).

16

)
)

15.) (Ende Schleife tiber 1)
) Ist k < rso, k«— k+ 1 und gehe zu 1.)
)

17

Gib false zuriick und terminiere.

Bemerkung 4.12. Es hat sich in der Praxis gezeigt, dass bei Geschlecht
g < 4 die C(A)(p) fast immer von der Gestalt C(A)(p) = >, ¢ mit paar-
weise verschiedenen Primdivisoren q; sind. Dies bedeutet, dass in der Zerle-
gung C(A) = 31" | e;P; die Primdivisoren P; alle nur einfach vorkommen,
d.h. also es gilt e; = 1. Meistens waren die Divisoren C'(A) sogar Primkor-
respondenzen. Das Auffinden geeigneter Stellen vom Grad eins hat sich in
der Praxis als unproblematisch erwiesen, wenn die Klassenzahl teilerfremd
2u m' war. Allerdings war es oft unmdglich, die Hochhebung der Norm zu
brechnen. Der Algorithmus zur Berechnung der Hochhebung hat nicht termi-
niert, wenn die in der Norm auftretenden Grade der Polynome in xa oder
der Korpergrad [Fa : K(x2)] zu grofi wurden.

4.6 Berechnung von Orthogonalen Korresponden-
zen

Fir die Jacobische Jx, betrachten wir eine isogene Zerlegung in paarweise
nicht-isogene und einfache abelsche Varietdten A; iiber K mit

¢
-
T~ T[AF (2 1),
=1
woraus dann, wie wir bereits wissen, die Isomorphie

t
Endf(Jx,) = [ [ Endk (A})
=1

folgt (s. (LI5) und (LIG)). Da wir nun die Korrespondenzen aus Dy, /g, als
K-Endomorphismen von C%Q? fis auffassen, schreiben wir fiir Korrespondenz-
klasse [D]c einfach nur D mit D € Dy, /p,. Die Matrixalgebren M., (End% (4;))
sind jeweils einfach, da die Algebren End% (4;) Schiefkérper sind (s. [Pie82,

Section 1.4, Lemma, p. 9|).
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Nach [Zar05, Remark 1.4, p. 192] kénnen wir in End%(Jx,) eine ortho-
gonale idempotente Zerlegung der Eins bestimmen, d.h. es gibt Elemente
D; e End%(JXQ), so dass D = Zle D; mit Di2 = 1 und D;D; = §;; gilt,
wobei mit &;; das Kroneckersymbol gemeint ist. Mit F; € End% (A}?) be-
zeichnen wir dann das Element D;F' € End(;((A?). Damit ordnen wir jeder
abelschen Varietiit A} ein Endomorphismenpaar (D;, F;) aus End% (A7) zu.

Im Allgemeinen entsprechen die Elemente D; und F; keinen Korrespon-
denzen, jedoch ist leicht zu sehen, dass es jeweils ein n; € N geeignet gibt,
so dass n; D; und n; F; sogar Endomorphismen sind und somit durch Korre-
spondenzen dargestellt werden konnen. Allerdings kénnen wir dann nicht den
vollen Endomorphismenring von Endg (Jx,) berechnen, sondern diesen nur
von R := End;(Jx,)®Z[1/[]ni]. Die Berechnung von R erfolgt dann durch
die einzelnen Berechnungen der Endomorphismenringe Endg (A}*) ® Z[1/n;]
mit dem jeweiligen Frobeniusendomorphismus n;F; und Einselement n;D;.

Algorithmus 6: Orthogonale Korrespondenzen

Input: 1.) Das charakteristische Polynom f =[[;_, g* € Z[t] des Frobeni-
usendomorphismus
2.) Die Frobeniuskorrespondenz F'

Output: Ein Tupel (D, , ..., D,) von orthogonalen Korrespondenzen

1.) (Initialisierung): Setze i := 1

2.) (Schleife tiber i) Berechne mittels chinesischen Restsatzes Elemente
d; € Q[t] mit d; =0 mod gjj fir j #4iund d; =1 mod g;j fir j =1
und j =1,...,7r.

3.) Berechne n; € Z, so dass n;d; in Z[t] normiert ist
4.) Berechne (n;d;)(F) =: n;D; mit Hilfe von Algorithmus [I]
5.) (Ende Schleife tiber 7)

6.) Gib (n;D1,...,n,D,) zurlick und terminiere.
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4.7 Die Berechnung des kommutativen Teils eines
Endomorphismenringes

Im Folgendem wollen wir den Endomorphismenring End% (Jx,) der ele-
mentaren Jacobischen Jy, ~x A" berechnen, wobei A eine einfache abel-
sche Varietdt iiber K ist (r > 0). Um Endg(A") zu berechnen, bestim-
men wir zuerst das Zentrum der Q-Algebra E, = End% (A"), d.h. also
Z(Ey) = Q[r], wenn 7, den Frobenius von A" bezeichnet. Ist fr = grrts
so gilt I':= Z(Ey) = Q(m), wobei gr  das Minimalpolynom von m, ist.

Fiir eine abelsche Varietit A™ mit zugehoriger Endomorphismenalgebra
E, = End%(A") gehen wir nun in zwei Schritten vor, um Endg(A") zu
berechnen: Zuerst miissen wir eine Ordnung O in der Maximalordnung O
so berechnen, dass Endg (A") N F = O gilt und O maximal mit dieser Ei-
genschaft ist. Aus [Deudd, Satz 7, S. 71|, folgt ndmlich, dass Op und damit
auch O in jeder Maximalordnung von E,  enthalten ist.

Wir wollen nun zuerst den Algorithmus zu Berechnung von O formulie-
ren. Dazu fassen wir die fiir uns wichtigsten Gegebenheiten und Definitionen
zusammen, wobei 7 := 7, sein soll:

(1) Vorgegeben ist ein Zahlkérper F' = Q(m) vom Grad [F' : Q] = [, die
Gleichungsordnung Z[n] C O und die Maximalordung O von F. Es gilt
also Z[r] C O C Op.

(2) Sei 00 C Op (i > 0) eine Teilordnung von O mit O® C 0. Dann gibt
es Basen A®) = {59, s 59} von O® und Basen Q) := {wy), ...,wﬁf)}
von O, so dass 5]@ = mg?wj(-z) mit mg.zj) € 7709 und

m{jm$]...[m )

gilt (j = 1,...,n). Die Existenz einer solchen Basis folgt aus Lemma 1.6,
[Poh93, Lemma 1.1, p 34].

(3) Sei A®) := H?:ﬂ_(mg? — 1)(m§lj) —1)]. Ein Element von A®) bezeich—
nen wir mit A, und mit 0 bezeichnen wir das Element (0,...,0) € A,

Wir gehen nun folgendermafsen vor, um den vollen Endomorphismenring
zu berechnen: Wir gehen davon aus, dass wir einen Algorithmus A haben,
welcher bei Eingabe eines Elementes h(m) mit h € Z[t] vom Grad < [ und
m € Z=% bestimmen kann, ob h(7)/m ein Endomorphismus ist und gege-
benenfalls die zugehorige Korrespondenz berechnet. Ist a € O, so besitzt «
eine Darstellung

l n n 1 5(3)

_ ) _ N~ A0 2i=1 250
a=) Awi' =) it = T
=1

j=1 mjj nn
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mit Aj, A € Z. Aus 5J(-i) € 0 folgt, dass ord([a])]m%% in 0/0W gilt, wenn

[a] die Nebenklasse von a in @/O® bezeichnet. Nun durchléuft A nach-
einander alle Elemente aus A\{0} und fiir jedes solche A¥) = ()\gi), vy AU ))
bilden wir das Element a := ) )\;I)w](z) € Op und testen mit dem gegebenen
Algorithmus A, ob a € O gilt. Ist dies der Fall, so gibt der Algorithmus
A eine Korrespondenz B € Dy, /p, zuriick, fiir welche [B]c dem Element
entspricht. Dann berechnen wir O+ := O[], Basen Q@ und A® wie
in @) und AGFY. SchlieRlich speichern wir das Tupel (a, B) in einer Liste
L und verfahren dann weiter wie oben. Am Ende gibt der Algorithmus die
Liste L aus, welche zusammen mit der Menge {D, F, ..., F"~!} ein Erzeu-
gendensystem von O ist. Nun kénnen wir unseren Algorithmus formulieren:

Algorithmus 7: Kommutativer Endomorphismenring

Input: 1.) Einen Zahlkérper F : Q mit [F : Q] = [ und F = Q(n), die
Maximalordnung Op
2.) Orp, und das Geschlecht g von L/Fy
3.) Die Frobeniuskorrespondenz F' und Einheitskorrespondenz D von L/ F

Output: Den vollen Endomorphismenring Endg (Jx,) = O € Op und die
Liste L

1.) (Initialisierung): Setze O := Z[z], berechne Basen Q) und A
sowie mg-[j)-) wie in ([2)). Setze i := 0 und L := 0.

2.) Berechne A®) wie in (3)
3.) (Schleife iiber A®) Fiir 0 #£ A? € A® berechne

NG -1 ()
i) (i A Do My T i
0= AP = 3 L0 ke (W € z)
=1 =1"j;

4.) Rufe Algorithmus Approximation mit Parametern
(i) Or/p, und g,
(i) d =1 und [,
(i) {1,7,..., 771},
(iv) 5o my .

(v) {D,F,..,F'=1},
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(vi) m

auf. Gibt der Algorithmus ein Tupel (B, ) mit B € Dy /g, zuriick, so
setze L «—— LU {(B,a)}, O := 00[a] und i «— i+ 1.

5.) Teste dann, ob [Op : O¥] = 1 ist. Wenn ja, gib L und Op zuriick und
terminiere. Andernfalls berechne Q@ A® und mg? wie in (2), A wie

in ([B)) und gehe zu[3)
6.) (Ende Schleife iiber A(®))

7.) Gib L und O zuriick und terminiere.

4.8 Berechnung eines nicht-kommutativen Endomor-
phismenringes

Sei nun End% (Jx,) = End%(A") = E,.. Da das charakteristische Polynom
von fr - von der Form fr = g;’l’: ist, wissen wir nach [Tat66, Theorem
2, p. 140], dass E,, = M, (D) eine zentral einfache F' = Q(m, )-Algebra
ist mit n = Deg(E, ) = rm, wobei D = Endg(A) ein Schiefkérper und
m = Deg(D) = Ind(E)) ist. Da D ebenfalls in &(F') liegt, erhalten wir
das Zentrum von M, (D), in dem wir F' = Z(D) mittels Diagonalmatrizen
isomorph in End%(A") einbetten. Mit Satz und Lemma folgt nun,
dass E, einen strikt maximalen und zyklischen Teilkérper E/F vom Grad
n = [E : F] = Deg(E, ) enthilt. Damit bekommen wir eine Darstellung von
E

« in der Form

(i) By = @0§j<n W E,
(i) u~'du = o(d) fiir alle d € E und

(iii) " =a € F*,

wobei G(E/F) = (o) und a € F*/Ng,p(E*) mit ord(a) = m ist (s. Lemma
[L.27). Wir miissen also sowohl E als auch a finden, um eine Darstellung von
E,. zu bekommen. Den Index m = kgV(m,,) = Ind(E,) bestimmen wir
mit Hilfe von Satz Schliefslich berechnen wir mit Hilfe eines geeigneten
Strahlklassenkorpers ein Korpererweiterung E/F', so dass F/F galoissch und
zyklisch ist und zuletzt ein Element a € F* mit ord(aF"™ /Ng,/p(E*)) = m.
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Sei B = F(f) mit E = ZZ-L:_Ol FB'. Wir kénnen o0.B.d.A. voraussetzen,
dass f und a ganz tiber Z sind mit o(8) € Op[3]. Somit erhalten wir einen
Op-Modul © vom Rang m?, erzeugt durch die Elemente

B:={uf |i,j=0,..,m—1}. (4.16)

Mittels Induktion erhalten wir u‘Bu’ = u'*7o7 () fiir i, j € {0, ...,m—1}.
Daraus und aus o(3) € Op[f] folgt dann fir zwei Elemente §,a € O mit
B=>,u\unda = > w1y (Niy p; € Op[B]) dann B-a, -8 € O. Somit ist
9 eine Op-Ordnung von E . Insbesondere konnen wir aber auch O als eine
Ordnung vom vollen Rang [F : Q]m? iiber Z auffassen. Damit ist die Z-Basis
von 9 auch eine Q-Basis von End% (A"). Dies bedeutet insbesondere, dass fiir
jedes o € End) (A") ein minimales n € N existiert, so dass na € Endg (A")
gilt, denn Endg(A") ist ebenfalls eine Ordnung in End% (A").

Als Erstes berechnen wir mit Algorithmus[7] den kommutativen Teil O =
Endg(A") N F des Endomorphismenrings. Gegebenenfalls d&ndern wir a mit
einem geeigneten Element n aus Z N Ng,p(E*) so ab, dass na € O liegt,
bezeichnen aber na wieder mit a. Sei nun fz =), b;jt* € Z[t] irreduzibel mit
f8(8) = 0. Ziel ist es, Korrespondenzen B,U € Dy, s0 zu bestimmen, dass
[fa(B)lc = [0]¢c und [U™ — A]c = [0]¢ gilt, wobei A eine Korrespondenz ist,
die dem Element a entspricht. Dazu berechnen wir zuerst die Klassengruppe
G = C?,Q/K vom Grad Null. Ist etwa

t
G, =[][z/m5z
i=1

und B € Dp, /g, so induziert B einen Endomorphismus B : G, — G,
da per Definition B(G,) C G, gilt. Wir kénnen nun B auf G, durch
eine geeignete Matrix M € Z!*! darstellen, wobei die Eintrige der Spalten
zwischen 0 und p{* sind und fz(M) = 0 ist. Von solchen Matrizen, die wir
als Endomorphismen von G, auffassen, gibt es nur endlich viele und diese
wollen wir mit

M(B) :={M = (my;) € Z"", M #0|0 < m;; <p;’ und fz(M) = 0},
(4.17)
bezeichnen. Nun berechnen wir fiir 5 den Wert

s =nTrp,_/o(B6")

wie in (L) und S wie in ([EI2). Bezeichnet ® : PL. — G, wieder die
Einbettung der Stellen vom Grad eins von F3/K in G, so bestimmen wir
den Wert

T, = miin{ [{@(Pk)}\ ker M;}| }. (4.18)
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Ist T, < S, so nehmen wir eine endliche geeignete Erweiterung K’/ K so vor,
dass dann § < T, ist, bezeichnen diese aber wieder mit K. Insbesondere
miissen wir eventuell noch durch geeignete Erweiterungen K'/K sicherstel-
len, dass die Multiplikation mit by, wobei by € Z der konstante Koeffizient
von fg ist, und A nicht auf G, verschwinden. Wir setzen also voraus, dass
wir geniigend Stellen vom Grad eins in ]P’}{ haben um die Norm der den
Matrizen eventuell entsprechenden Korrespondenzen zu interpolieren. Mit
Hilfe der Matrizen M; € M(B) kénnen wir nun alle in Frage kommenden
Endomorphismen ¢ € Endg(A"), d.h. diejenigen mit fg(¢) = 0, eindeu-
tig beschreiben. Denn wir wissen, dass ¢ eine Korrespondenz in Dp, /f ist
und somit einem Ideal Ay in Op,p, entspricht, welches als Korrespondenz
aufgefasst ¢ induziert. Auf Grund unserer Voraussetzungen haben wir aber
geniigend Stellen in Pk, so dass die Norm N, /i (C(A)o) dann eindeutig be-
stimmt ist. Gibt es also einen solchen nicht-trivialen Endomorphismus ¢ in
Endg(A"), so muss er sich eingeschrankt auf G, durch eine der Matrizen
M; € B(M) beschreiben lassen. Gibt es keinen, so wissen wir, dass ein m € N
mit m¢ € Endg(A") existieren muss, d.h. also, dass wir im erfolglosen Fall
ein minimales m € N so bestimmen miissen, das m¢ ein Endomorphismus
ist. Analog gehen wir vor, um ein U mit U" = A € O zu bestimmen.

Die zu den so berechneten Korrespondenzen B und U dazugehorigen
Elemente von F,. bezeichnen wir mit 3 bzw. mit u. Wir erhalten somit eine
Ordnung

n—1
D= @(’)[ﬁ]u’ = (b1, ..., bn),

i=1

wobei by, ...,b, C Endg(A") eine Z-Basis von ®, aufgefasst als Z-Ordnung,
ist. Nun berechnen wir die Diskriminante d := disc(®) = [[, p;" € Z. Aus
[Mum70, Corollary 1, p. 178] wissen wir, dass Endx(A") eine endlich er-
zeugte Z-Ordnung ist. Deshalb kommen fiir einen eventuellen Aufstieg nur
die quadratischen Diskriminantenteiler von disc(®) in Frage. Wir berechnen
zuerst die endlich vielen Konjugationsklassen von Maximalordnungen und
dann die Diskriminante d := disc O7. Dabei merken wir an, dass sidmtliche
Maximalordnungen von E . die selbe Diskriminante besitzen. Ist dann ® eine
Maximalordnung, so muss d = d gelten. Nun gilt mit [Deu35, Satz 6, S.70],
dass ® C vO;y~! mit v € EY und i € {1,...,t} geeignet ist. Daraus folgt,
dass ® genau dann maximal ist, wenn d = d gilt. In diesem Fall haben wir
bereits den vollen Endomorphismenring berechnet. Um zu testen, ob d = d
ist, bendtigen wir auflerdem nur eine Maximalordnung. Nun miissen wir al-
le Moglichkeiten eines eventuellen Aufstiegs, dhnlich wie im kommutativen
Fall, durchprobieren.

Algorithmus 8: Nicht-kommutativer Endomorphismenring
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Input: 1.) Das Zentrum F = Q(7,.) = Z(End%(A")) mit [F : Q] =, OF
und fr
2.) Op)p, und das Geschlecht g von L/Fy
3.) Die Frobeniuskorrespondenz F' und Einheitskorrespondenz D von L/ F

Output: Der Endomorphismenring Endx (A")

1.)

Bestimme mittels Algorithmus[7] den kommutativen Teilring O := F'N
Endg (A7), d.h. Liste L = {{(A;,q;) | i =1,...,1} mit A; € D/, und
a; € F.

Berechne fr = ger mit 29 = rmdeggr, , s = rm und g, irreduzi-
bel.

Bestimme die endlich vielen Invarianten

. Ay
1anj (ij ® D) =L (ggT(a’Uj7m’Uj) = 1)
My,
von Endg (A") = M, (D) wie in Satz und setze m := kgV(my,)
sowie 7 1= s/m.

Berechne zyklische Galoiserweiterung E/F mit [E : F| = m, E = F((3)
und 8 ganz, so dass e(p;) f(p;) = my; ist, wenn p; € Op Primideal zu
v; ist mit p;|p und [E,,; : F,;] = 2, wenn v; eine reelle Stelle von F ist.
(s. dazu Abschnitt [LH)

Berechne a € O* mit ord(aNg/p(E*)) = m in F*/Ng,p(E>) so,
dass v mit v = a die Bedingungen in Lemma [[.26] erfiillt. Bezeichne
mit A € Dy, /p, eine a entsprechende Korrespondenz.

Bezeichne f3 = >, b;t' € Z[t] das Minimalpolynom von 3 in E. Be-
rechne K'/K und G := C%z /K7 SO dass die Multiplikation mit by und A
auf G nicht verschwinden. Berechne dann M(B) wie in (£I7) und T,

wie in (AI8)) und mache eventuell wieder eine geeignete Erweiterung
K" von K’ und setze K := K".

Berechne B und U durch jeweils Interpolation der Norm und Hochhe-

bung, und seien 3 bzw. v die B und U in E, entsprechenden Elemente.
Definiere

s21
D =P ols’
=1

mit Z-Basis (b1, ..., bs2;) und berechne d := disc®.
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8.)

9.)

10.)

BerNechne eine Maximalordnung O; von E,, d := disc Oy und m :=
d/d = a®b mit a,b € Z und b quadratfrei.

Ist m = 1, so gib {(By,b;) | i = 1,..., %1} zuriick, wobei B; € Dy p,
die dem Element b; € Endg(A") entsprechende Korrespondenz ist.

Anderenfalls berechne mit Algorithmus [B] den maximalen Aufstieg R
C Endg(A") von ® in Endg(A") fiir alle Teiler von a, d.h. also eine
Ordnung R := {(c1, ..., cs2;), und gib {(Cy,¢;) | i = 1, ..., 8%} zuriick,
wobei C; € Dp/p, die dem Element ¢; € Endg(A") entsprechende
Korrespondenz ist.

4.9

Bemerkungen zu den Laufzeiten

Wir wollen in diesem Abschnitt noch einige Bemerkungen zu den Laufzeiten
der in diesem Kapitel vorgestellten Algorithmen machen. Dazu zdhlen wir
zunéchst die wichtigsten Berechnungen auf.

Die Berechnung der Klassengruppe vom Grad null von Fy /K,

die Reduktion von Divisoren entlang eines Divisors vom Grad eins,
die Berechnung des L-Polynoms von Fy /K,

die Bestimmung der Ordnung eines Elements aus C%Q,

die Berechnung der Stellen vom Grad eins von Fy/K,

die Berechnung des Kerns von Matrizen mit Eintrégen aus [Fy,

die Berechnung der Operation der Korrespondenzen auf C%Q mittels
Algorithmus [B]

die Berechnung einer Maximalordnung eines Zahlkorpers oder einer Al-
gebra

die Berechnung der Endomorphismenalgebra im nicht-kommutativen
Fall und

die Berechnung einer Q-Basis der Endomorphismenalgebra im nicht-
kommutativen Fall.
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Sei Ly[u,v] = exp(v(logn)*(loglogn)'~*) und g = 9ry/ Kk mit K = F,

mit ¢ = p”. Der Aufwand fiir die Arithmetik in der Klassengruppe vom Grad
null eines Funktionenkorpers Fy /K ist bei geeigneter Darstellung von Fy/K
polynomiell in gloggq. Die Laufzeit zur Berechnung der Klassengruppe Cp,
sowie zur Reduktion verhélt sich fiir festes ¢ und g — oo nach [Hes99] unter
bestimmten Annahmen wie Lgg (%,c) mit einer Konstanten ¢ € RZ°. Fiir
festes g und ¢ — oo hat nach [Coh93| das Berechnen der Klassengruppe
den Aufwand O(q?). Die Berechnung des L-Polynoms von Fy/K ist nach
[Lanu02] polynomiell in p?d*n?, wobei d den Totalgrad des definierenden Po-
lynoms von Fy/K bezeichnet. Der Aufwand zur Bestimmung der Ordnung
eines Elementes von C%2 ist im Wesentlichen durch die Arithmetik in Cp, /g
bestimmt. Der Aufwand fiir die Berechnung von Stellen vom Grad eins lasst
sich auf den Aufwand zum Faktorisieren von univariaten Polynomen iiber
endlichen Korpern zuriickfithren, sieche dazu Abschnitt 3.4l Dasselbe gilt fir
den Aufwand zur Berechnung der Operation der Korrespondenzen auf C%Q
mittels Algorithmus Bl Der Aufwand fiir die Berechnung des Kerns einer
Matrix M € F*™ ist O(nm?), wie wir aus [Coh93] entnehmen kénnen.
Die Komplexitat fiir die Berechnung von Maximalordnungen in Zahlkérpern
oder Algebren wird im Wesentlichen von der Faktorisierung der Diskrimi-
nante beeinflusst, siehe dazu [Fri00] und [Poh93].

Fiir die Berechnung der zyklischen Erweiterung in Korollar [L31] gibt es in
der Literatur keine Aufwandsabschétzung. Im wesentlichen miissen wir die
Maximalordung des Zentrums F' = Z(Eg) der vorgegebenen Algebra Ex
berechnen, dann Strahlklassengruppen, deren Strahlklassenkorper und von
diesen den Fiihrer berechnen. Der Grad von F'/Q ist nach oben durch das Ge-
schlecht g beschrankt. Zudem kommt nocht die Berechnung der Normgruppe
F*/Ng/p(E*), welche isomorph zu G(E/F) ist nach dem Artinschen Rezi-
prozititsgesetz (s. [Pie82, Chapter 18, Section 7, p. 362]).

Die Berechnung einer Q-Basis der Endomorphismenalgebra im nicht-
kommutativen Fall hitte im schlimmsten Fall exponentiellen Aufwand, da
dann alle in Frage kommenden Matrizen, welche einen Endomorphismus von
C%Q darstellen konnten, getestet werden miissten.

4.10 Vergleich mit anderen Verfahren

Wir wollen das in dieser Arbeit entwickelte Verfahren zur Brechnung des En-
domorphismenringes Endr, (Jx,) vergleichen mit denen, die in [Fre07] und
[Koh96] angegeben werden. In [Fre(7] geht es um die Bestimmung des vollen
Endomorphismenringes von Kurven X,/F, vom Geschlecht zwei mit pro-
babilistischen Methoden. Dabei wird noch vorausgesetzt, dass die Jacobi-
sche Jyx, der Kurve iiber [F,, einfach ist. In diesem Fall wissen wir, dass der
Endomorphismenring in einem CM-Koérper F/Q mit [F : Q] = 4 enthal-
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ten ist. Bezeichnet Z[r] die vom Frobenius von Endr, (Jx,) erzeugte Glei-
chungsordnung, so sind es die Primteiler | des Index [OF : Z[r]], die als
Nenner in einem Endomorphismus von der Form o = f(m)/I% ¢ Z[x] mit
f € Z|z] vom Grad deg f < 3 vorkommen kénnen, wobei hier [ # p sein
muss. In [Fre07] wird gezeigt, dass solch ein Endomorphismus genau dann
existiert, wenn f(7) auf der 1%-Torsionsuntergruppe Jy,[I¢] der Jacobischen
Jx, verschwindet. Das bedeutet, dass wir in einer geeigneten Erweiterung
k' := Fpn von k := F, so, dass Jx,[1% C Jx,(K') ist, testen, ob ¢(p) = 0
fiir alle p € Jy,[19] gilt. Der Aufwand fiir solch einen Test wird dort mit
O(n3logn(log® p)l*~*4(—1log€)) angegeben, wobei ¢ € (0,1) und s € Z=°
der maximale Exponent mit [*m = #Jx, (k') ist. Der Test ist dann mit der
Wahrscheinlichkeit 1 — € erfolgreich. Die Schwierigkeit hier ist also vor allem
die Berechnung eines minimalen n, so dass Jx,[l9] C Jx,(Fpn) gilt, was bei
grossen Indexteilern [ erwartungsgemaft sehr aufwendig ist.

In dem in dieser Arbeit vorgstellten Verfahren zur Berechnung des En-
domorphismenrings im kommutativen Fall ist ein grofes [ mit o = f(m)/l
von Vorteil, weil dadurch der Ausdruck Trp/q(ea*)/l* wie in (EB) mini-
miert wird. Bezeichne C'(A) € Dy, /p, die eindeutige Korrespondenz zur dem
Element « entsprechenden Korrespondenzklasse, wobei hier der Funktionen-
korper K(X2) = Fy von der Form Fy = F,(x2,y2) ist. Mit der positiven
ganzen Zahl s := Trp/g(aa*)/I? konnen wir die in der Norm der Korrespon-
denz C(A) vorkommenden Grade der Polyome in x2 nach oben beschrénken.
Ist s klein, so benotigen wir wenig Stellen zur Interpolation der Norm von
C(A). Allerdings miissen die Punkte der Klassengruppe vom Grad null von
der Form p—p € C%Q mit deg p = 1 eine zu [ teilerfremde Ordnung besitzen,
wodurch eventuell eine geeignete Erweiterung F,» betrachtet werden muss,
so dass in der Jacobischen Jx, (Fp») geniigend Punkte vorkommen.

Bezeichne S die benétigte Anzahl der Stellen vom Grad eins. Im Fall, dass
[ by und fiir die Anzahl NV der Stellen vom Grad eins nach der Hasse-
Weil Schranke ([Sti93, Theorem V.2.3., p. 170]) noch N > —2¢,/g+q—1> S
mit g = p" gilt, ist der Aufwand im Wesentlichen nur durch die Reduktion
bestimmt. Im kommutativen Fall hat der Algorithmus dann, abgesehen von
der Berechnung der Maximalordnung und des L-Polynoms, einen Aufwand
von O(q9/2 + 8911 + poly(p>d*n?) + poly(glog q), wobei poly(r) polynomiell
in r im Aufwand bedeuten soll.

In [Koh96] wird ein Verfahren vorgestellt, um den Endomorphismenring
einer elliptischen Kurve X5 /IF, zu berechnen. Vom Prinzip her ist die Vorge-
hensweise dhnli ch wie oben, da auch hier versucht wird mittels Indexteiler
von [OF : Z[r]] einen eventuellen Aufstieg der Gleichungsordnung Z[r] zu be-
rechnen. Hier ist F'/Q eine imaginér-quadratische Erweiterung. Im kommuta-
tiven Fall werden dabei geeignete Isogenien konstruiert, welche isogene ellip-
tische Kurven als Bild und Urbild mit demselben Endomorphismenring und
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Frobeniusendomorphismus besitzen. Die Isogenien werden nach bestimmten
Vorschriften solange konstruiert, bis kein Aufstieg des Endomorphismenrings
mehr moglich ist. Der wesentliche Aufwand ist hier das Faktorisieren von an
einer Variable ausgewerteten Modulpolynomen, d.h. das Faktorisieren von
Polynomen {iber endlichen Korpern. Insgesamt ist dieser unter gewissen Vor-
aussetzungen in O(g'/3%€) fiir beliebiges ¢ > 0. Allerdings bereitet hier die
Berechnung des [-ten Modulpolynomes bei grofer Primzahl [ Probleme, da
die Koeffizienten sehr grofs werden. Im Falle, dass das Geschlecht der Kurve
Xy /Fy eins und F; wie oben ist, lassen sich alle Elemente p — po € C%Q mit
einem Primdivisor p € Dp,p, vom Grad degp = 1 darstellen. Damit ste-
hen uns wesentlich mehr Punkte zur Interpolation der Norm der gesuchten
Korrespondenz zur Verfiigung. Ansonsten verhélt sich der Aufwand wie im
obigen Fall beschrieben.

Im nicht-kommutativen Fall wird in [Koh96] ein Algorithmus vorgestellt,
mit dem es moglich ist, eine (-Basis der Endomorphismenalgebra, bestehend
aus Endomorphismen, zu berechnen. Anschlieffend wird gezeigt, dass unter
bestimmten Voraussetzungen die von der Q-Basis erzeugte Ordnung in der
Endomorphismenalgebra bereits der gesuchte Endomorphismenring ist. Der
Aufwand zur Berechnung dieser Q-Basis wird in [Koh96] mit O(p?/3+¢) an-
gebeben, wobei € > 0 ist. Bei dem in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmus
zur Berechnung des Endomorphismenrings im nicht-kommutativen Fall ist
der Aufwand zur Berechnung einer Q-Basis im schlimmsten Fall exponenti-
ell, wie bereits erwdhnt. Haben wir aber eine Q-Basis berechnet, so konnen
wir mit unserem Algorithmus den vollen Endomorphismenring berechnen.

Das in [Koh96| vorgestellte Verfahren lésst sich nur mit grofsem Aufwand
auf ein hoheres Geschlecht iibertragen, da hierfiir die Verallgemeinerung der
j-Invariante notig ist. Der in dieser Arbeit vorgestellte Algorithmus ist auf
beliebige Kurven mit beliebigem Geschlecht anwendbar.



Kapitel 5
Beispiele

In diesem Kapitel wollen wir Beispiele angeben, um zu zeigen, wie die im
vorherigen Kapitel entwickelten Algorithmen angewendet werden. Es gel-
ten die Voraussetzungen und Bezeichnungen der vorangegangenen Kapitel.
Wir betrachten Funktionenkorper F'/K {iber einem endlichen Konstanten-
korper K = F, sowie deren zugehérigen projektiven Abschluss X;/K der
affinen Kurven C(F;/K) = C;/K. Ein Ideal in Oy /g, bzw. OF, /i schreiben
wir als Fy[z1]- bzw. K[z;j]-Modul mit jeweils einer Fy[z1]- bzw. K |[x;]-Basis
(j = 1,2). Punkte von affinen Kurven C/K mit definierendem Polynom
f(z,y) € K(z)[y] schreiben wir in der Form (o, 3) € K mit fla, ) = 0.
Fiir eine Korrespondenz A € Dy, bezeichnen wir den auf C%QX induzierten

Endomorphismus wieder mit A. Mit IP’}( bezeichnen wir wieder die Stellen
vom Grad eins in F5/K. Alle hier vorkommenden Funktionenkorper sind se-
parabel. Der Polstellendivisor des Hauptdivisors (z) des Funktionenkorpers
F ist stets total verzweigt und damit vom Grad eins. Somit wissen wir zu-
dem, dass die Funktionenkorper F'// K reguléar sind. Mit Hilfe von Lemma [£.2]
konnen wir leicht zeigen, dass in den Féllen, in denen das Geschlecht eins
ist, die vollen Endomorphismenringe berechnet wurden. Dies gilt auch in den
Féllen, in denen das Geschlecht drei ist. Im Beispiel fiir das Geschlecht zwei
lafst sich dann ebenfalls zeigen, dass der nicht-kommutative Endomorphis-
menring der Endomorphismenring iiber dem algebraischen Abschluss ist.

5.1 Geschlecht g =1

5.1.1 Ein Analogon zu Vélu
In diesem Abschnitt wollen wir uns zusétzlich an [Sil86] halten, sofern die

dortige Notation mit unserer vertraglich ist. Wir beginnen bei Geschlecht
gr/k = 1. Die Darstellung von Endomorphismen der Jacobischen einer el-

117
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liptischen Kurve als Isogenien war schon Vélu bekannt, siehe [VéI71]. Wir
werden sehen, dass die entlang dem Divisor P, 1 maximal reduzierten Prim-
divisoren P € P, /g, der Darstellung von Vélu entsprechen. Die meisten der
hier im elliptischen Fall gemachten Berechnungen sind schon bekannt mittels
Isogenien. Allerdings eignet sich der elliptsiche Fall besonders gut, um die
grundlegenden Eigenschaften der Korrespondenzen aufzuzeigen.

Mit Lemma [£3] wissen wir, dass in jeder Korrespondenzklassse [A]¢ #
[0]c mit A € Dy/p, ein eindeutiger effektiver Divisor C'(A) vom Grad g = 1
liegt. Das heift insbesondere, dass C(A) eine Primkorrespondenz ist. Da die
Endomorphismen von Endg/(Jx,) mit [K' : K] < n eindeutig den Kor-
respondenzklassen von L/FyK’ entsprechen, konnen wir uns also im Falle
nicht-trivialer Endomorphismen auf effektive Divisoren vom Grad eins be-
schrinken, welche nicht konstant sind. Nun gilt folgendes Lemma:

Lemma 5.1. Sei A € Dy g, mit [Alc # [0lc, C(A) = P € Py, und
degr/p, (P) =1. Ferner seip € ]P’}(. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) P(p) = peo,
(ii) P(p — poo) =0, d.h. also p — pso € ker P und

(iii) P ist nicht p-regqulir.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt P(ps) = Poo, d.h. also P(p) = po <
P(p — pso) = 0. Das zeigt [{l) += (). Die Aquivalenz () < () folgt aus
Satz und Korollar 2Tt Denn wenn P reguldr beziiglich p ist, so folgt
P(p) = P" nach Korollar 217, und per Definition ist dann P(p) # peo. Gilt
andererseits P(p) # Poo, S0 wissen wir mit Satz 4.0l dass P reguldr beziiglich
pist und P’ = P(p) # poo gilt. O

Um festzustellen, ob P fiir ein p € Pp,/x nicht p-regulér ist, benutzen
wir das folgende Lemma:

Lemma 5.2. Sei [L : Fy(z1)] = 2, P € P g, nicht konstant vom Grad
degy/pm, P =1 und By C Py C Op, eine Fa[z1]—Basis von Py, so dass die
Ubergangsmatriz M € Fy[x1])?*? mit QM = By in zeilenreduzierter Hermite-
Normalform mit normierten Diagonalelementen ist. Ferner sei p € Pp,

vom Grad eins. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) P ist p-reguldr,
(ii) By ist p-regulir,

(11t) det M € Op[xq].
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Beweis. Sei P regulér beziiglich p. Dann gibt es insbesondere eine p-ganze
Basis By o von P und eine Ubergangsmatrix N € Fp[z1]"*" mit NQ = By q,
so dass f := det N € Op[x;1] normiert ist. Nach Voraussetzung ist auch
g = det M ein normiertes Polynom in Op[z1], und somit gilt f = g. Sei nun
Q= {1,(4)1} und By = {vafl + fgwl} mit f; € FQ[CEl] (Z = 0,1,2). Nach
Voraussetzung sind fp und fo normierte Polynome in O,[x1], da M von der

Form
fo S >
M —
< 0 fo
ist. Aus degy/p, P = 1 folgt, dass f irreduzibel in Fy[z;] ist, und somit
erhalten wir fy = f und fo = 1 mit deg fy = 1.

Ist nun f; = 0, so ist By regular beziiglich p, da die Elemente von 2 C Fy
immer p-ganz sind. Ansonsten ist f; # 0 mod fp mit deg f1 < deg fy, also
f1 € F»>. Genauso konnen wir voraussetzen, dass w; ¢ Py ist. Das bedeutet
aber, dass mp(w;) Nullstelle des normierten Polynomes F'(T') := T —7np(f1) €
F5[T] ist. Da nach Voraussetzung wy ganz beziiglich p ist, muss wp(f1) in
O, liegen, d.h. also fi ist p-ganz. Damit ist By ganz beziiglich p und somit
p-regulér, d.h. wir haben ([{l) = (@) und () = (@) gezeigt. Die Richtung (i)
= (@) ist trivial, ebenso () = (). O

5.1.2 Der kommutative Fall

Die zu den Funktionenkérpern F; vom Geschlecht eins dazugehorigen affinen
Kurven FE; seien durch

E;: yf + a1x:y; + azy; = x? + aﬂ? + a4x; + ag

(a; € K, i =1,2) in Weierstraknormalform gegeben. Wiren die FE; singulir,
so wiirden wir wie in Kapitel 4 die Normalisierungen der projektiven Ab-
schliisse der Kurven E; betrachten. Der Einfachheit halber aber nehmen wir
an, dass die F; nicht-singulér sind. Ist der endliche Teil von C(A) durch

CAy=(z1—f, y2—9) (f,g9€F)

gegeben, so definieren wir mittels

¢:Ey — By, o: fi1]— [f(e, 8) 1 g(a, 8) : 1] (5.1)

einen Morphismus auf Fy. Umgekehrt ist durch einen Morphismus ¢, welcher
durch (B.I)) gegeben ist, eine Korrespondenz aus Dy, definiert. Denn ist
C(A) regulér beziiglich p mit pg = (x2—«, y2 —3), so erhalten wir C'(A4)(p) =

C(A)" mit Korollar 217 was [f(c, 8) : g(a, 3) : 1] = ¢(p) entspricht und ist
P nicht p-regulér, so ist C(A)(p) = poo, d.h [0:1:0] = ¢(p).

Da wir hier [F; : K(x;)] = 2 haben, greift also Lemma Insbesondere
wissen wir, dass poo genau dann auf p., abgebildet wird, wenn det M mit M
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wie in Lemma 5.1 nicht poo-ganz ist, was gleichbedeutend ist, dass [0 : 1 : 0]
auf [0 : 1 : 0] abgebildet wird. Dies bedeutet wiederum, dass wir aus einer
nicht-konstanten Primkorrespondenz C(A) fiir A € Dy, /p, dann eine Isogenie
¢ 1 Ey — Ey erhalten, wenn C(A) nicht poo-reguldr ist, oder, was mit
Lemma [B.] gleichbedeutend ist, dass C(A)(poo) = Poo gilt. Letzteres gilt
aber per Definition von C(A).

Seinun ¢ = 5, d.h. also K = F5, und f1(z1,y1) = y3—(z3+21) € K[z1,91]
und fo(z2,92) = y3 — (23 + 22) € K[x2,ys). Fiir die Ganzheitsbasis von
Op/r, wihlen wir Q := {1,y1}. Mit Co/K = E : y3 = x3 + 3 bezeichnen
wir die zu F5 dazugehorige affine Kurve. Mittels des L-Polynoms von Fy
berechnen wir das charakteristische Polynom fr, (t) = t* — 2t +5 = (t —
(1 + 2i))(t — (1 — 24)) € Z[i][t] des Frobenius 7, von Endg(Jy,) mit i2 =
—1. Fir die bessere Lesbarkeit wollen wir X := z1,Y := y; und x := x9
und y := yy setzen. Die Frobenius-Korrespondenz von L/F, lasst sich dann
in der endlichen Maximalordnung Oy, /g, als Fz[z1]-Modul mit den beiden
Basiselementen

F=(X-2° Y—¢°)

beschreiben. Der Endomorphismenring Endg (Jx,) ist eine Ordnung in der
Maximalordnung von Q(m ), da fr,_(t) irreduzibel und Jx, iiber K einfach
ist. Fiir die Korrespondenz F'ist dann fr, (t) das charakteristische Polynom.
Die Korrespondenzklasse [A]c mit A := F — D entspricht dem Element

+24. Dies konnen wir testen, indem wir das Produkt B := A - A mittels
Algorithmus [I berechnen und {iiberpriifen, ob [B]c = [-4D]¢ gilt. Dazu
berechnen wir C(A)p =
(a!+32241) (42°+1)
<X*%»Y*m> (5.2)

und mit hy(z) = % € K(z) und ho(z,y) = % € K(z)[y]
erhalten wir dann C(B)g = (X — h1(hi(x)),Y — ha(h1(z), he(x,y))) =

X — 216432124 3284324 +1
2154213 43294327423+

Y — 22443222 42204 4218 4 4216 1 3214 1 4212 4 32104 428 4 426 4 2 4 32241
Yt P 0 9 T8 L 45 164 9214+ 37124+ 4 104 325+ 420 + 303 + 42

Fiir die Multiplikation mit 4, d.h. der Korrespondenz 4D, berechnen wir
C(4D)y =

X — 2164321243284 324 +1
215413 43294327423+

Y + 22443222 42204 42184 4210 4 3014+ 4212 4+ 32104 428+ 420 4224 4+ 322+ 1
y 124+2I22+x20+2I18+4$16+2I14+3112+I10+3I8+4I6+3I4+4I2 9

und aus

16 12 8 4
(D) +C(B) = (X ~ et )
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sehen wir, dass C(4D) + C(B) ein Hauptdivisor ist. Daraus folgt mit Satz
23] dass [4D]c + [B]e = [0]¢ ist, wenn wir die ganze Situation in L/FyK
betrachten. Es sei hier noch nebenbei bemerkt, dass wir die Darstellung der
Multiplikation mit n mittels Divisionspolynomen einfach dadurch erhalten,
in dem wir den Divisor nD entlang P, 1 maximal reduzieren. Dies gilt auch
im Falle g > 2.

Wir kénnen nun in (5.2) den Kern von C'(A) direkt ablesen: Fiir die Norm
berechnen wir

f = Ny, (C(A)) = X — M’

34+

und da Y ganz iiber X ist, reicht es nach Lemma [£.2 diejenigen p € IP%
zu bestimmen, fiir die f nicht p-ganz ist. Sind p1, = (z,y),p2, = (z +
2,y) und p3, = (z + 3,y) die zu den Punkten (0,0),(3,0) und (2,0) €
K? dazugehorigen Primideale in Op, /K> 50 bilden die dazugehorigen Punkte
Pi = pi —Poo € C%z (i = 1,2, 3) zusammen mit 0 € C% die 2-Torsionsgruppe
in Cp, /K, welche isomorph zu Z/27 x Z./2Z ist. Aus 2° + 2 = z(z +2) (v +3)
ersehen wir, dass C'(A) fiir genau die Primdivisoren pi, p2, p3 und ps, nicht
ganz ist. Es gilt also ker A = {0, Py, P2, P3}. Der endliche Teil des Rosati A*
von A ist ein Primideal

Ay =(X*—aX?—2X% —2X — 4, (5.3)
X3 3Xx2 4X 1
Y-y <x3+x + z2+1 + z3+1 + a:2+1)> (54)

mit degy/m C(A)* = 4 = |ker A|. Wie bereits erwiihnt, konnen wir die
Primkorrespondenzen P € P, mit Py = (X — f,Y —g) und f, g € Fy auch
als Isogenien

¢CQ(F) —)CQ(F)’ (:‘Cay) — (f(:v,y),g(ﬂc,y))

mit f,g € F/K interpretieren und umgekehrt. Der Grad einer Isogenie
¢ (z,y) — (f(z,y),g9(x,y)) ist dann der Grad des Rosati P*, wenn Py =
(X — f,Y — g) ist. Mit Blick auf (2] heifst das deg ¢ = [Fp : FY].

Offensichtlich haben 2D und A denselben Kern. Fir C(2D) erhalten wir

C(2D>O:<X_M7Y_M> ’ (5.5)

3+ x0+224+22

und setzen wir A := 1 und B := 0, so erhalten wir fiir die Divisionspolynome

(s. [SiI86, p. 105))

Lotho =0, 1 =1, ¢y = 2y, ¥g = 30" + 62 — 1,¢py = 4y(2b + 5a?* —
522 — 1),
2. ¢ = 2(2y)? — 31 = 2(2y)? — (32* + 622 — 1) und

2 2
3. wy = 77/)4%41}%% = 2%+ 4.
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Damit ldsst sich die Multiplikation mit 2, als Isogenie geschrieben [2] :
Cy/K — Co /K, wie folgt darstellen:

w -2

wobei hier
y(22543)

$2 _ 4x?420°44 _ylex +9)
204224 +22

P T adta

ist, d.h. also aus (5.5]) wird dann

und 2 =
o

- _ b2y w2
C(2D)o = (X = &,V — 2.

Betrachten wir nun C'(2D) als Endomorphismus von C%,, und ist Q € CY,
2 2

kein 2-Torsionspunkt, so kénnen wir den Restidealsatz anwenden, um das

Bild C'(2D)(Q) zu berechnen. Dazu betrachten wir K'/K mit [K' : K] =

2, K’ = K(a) und Minimalpolynom ¢? + 4t + 2 € Fs[t] von «a sowie den

Primdivisor p € Dp, g/ und das Ideal py := (x — o,y — a?l) C Ork'/K'-

Das Element P := p — p/_ € C%QK'/K' mit p,, = Conp,k/k, (Psc) besitzt

Ordnung 8. Ferner léasst sich die Klassengruppe C%Q K' /K’ berechnen:

Chyx i = LJAL X L/8L.
Da P ¢ ker C(2D) ist, ist C(2D) mit Lemma [5.1] p-regulér. Das bedeutet
C(2D)(p) = C(2D)" =

<X _ Uali20®Hd) e 7a21(2a6+3)> =(r—-1,y—a'®) =g

ad+a ab+2at+a?

d.h. also nach Voraussetzung an C(2D) erhalten wir C(2D)(Q) = q — p,
ein Element der Ordnung vier. Insbesondere entspricht die Anwendung des
Restidealsatzes auf eine Korrespondenz P vom Grad eins und einem Punkt
P dann dem Bild von P unter der P entsprechenden Isogenie.

Wir betrachten nun noch den Fall der Multiplikation mit p = char K. Der
Isogenie [p] = [5], also die Multiplikation mit 5, entspricht die Korrespondenz

X (4x25+x15+1‘5)
- 120+1‘10+4 ’

Y y(2x36 F4x34 4203242226 4 42244 9222 4 3216 4 144 3412 +4m6+3x4+4x2)
- 23044220 4+27104-2

mit 220 + 219 + 4 = (22 4 3)!%. Daraus kénnen wir wiederum ablesen, dass
| ker[5]| = 5 ist.

Mit Hilfe von Algorithmus [l berechnen wir nun den vollen Endomorphis-
menring Endg(Jx,) = Z[i]. Die dem Element ¢ entsprechende Korrespon-
denzklasse ist die Klasse [B]¢ mit

C(B)y = (X —4x,Y — 2y).

Wir wollen hier nicht auf die Details der Berechnungen eingehen, da wir das
in den anderen Féllen, in denen g > 2 ist, bereits tun werden.
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5.1.3 Das charakteristische Polynom

Im elliptischen Fall lasst sich das charakteristische Polynom eines Endomor-
phismus direkt berechnen: Ist P eine nicht-konstante Primkorrespondenz
vom Grad eins, so gilt P*P(p) = (degr/p, P*)p fiir alle p € PL, wie man
recht schnell mit Hilfe von (£.2)) sehen kann. Denn P* P(p) ist nichts Anderes
als

Conpy,/ps (Nppyps(p)) = [Fp : F{'lp = (degppm, P*)p.
Aus

(P+D)(P+D)=(P+D)(P*+D)=PP*+P+P“+D
erhalten wir
[P+ P*]¢ = [C(P+ D)C(P + D)* — PP* — D]¢,
d.h. mit ag := degy/p, P* und a1 := deg,/p, C(P + D)* — degp/p, P* — 1

erhalten wir als charakteristisches Polynom fp(t) := t* —ait + ag von P mit
[P?2—ay P+aoD] = [0]¢. Fiir die Korrespondenz A erhalten wir C(A+ D)} =

5 _ .5 _oyX* yXx®  3yx? 3y
<X Y z2+1 a34+z z2+1 + z2+1

und degy,/p, C(A + D)* = 5. Daraus berechnen wir mit (£.3) nun ap = 4
und a7 =5 —4 — 1 = 0. Fiir das charakteristische Polynom von A erhalten
wir damit fa(t) = t> + 4, [A]c entspricht also 42i, was wir bereits festge-
stellt haben. Des Weiteren sehen wir, dass [AA*] = [Ng(x, )/0(a)D]c gilt,
wenn o € OQ(”K) das der Korresponenzklasse [A]c € D /p, entsprechende
algebraische Element ist.

Es gibt aber noch eine weitere Moglichkeit, das charakteristische Polynom
zu bestimmen: Ist A € D/, und @ € O das der Korrespondenzklasse [A]c
entsprechende algebraische Element, so gilt a = (20 + 217, )/n mit n € N
geeignet und zp, 21 € Z. Nach [Sil86], Corollary 6.3, p. 88] ist durch

(,):End(F) x End(E) — Z,

(¢,1)) — deg(¢ +¢) — deg ¢ — deg )

eine positiv definite Bilinearform auf dem Produkt End(E) x End(E) von
Isogenien gegeben. Mit Korrespondenzen ausgedriickt bedeutet das:

(,):Drym, XDy, — Z,

(B1, B2) — degp g, C(B1 + B2)" — degp ), C(B1)" — degyp, C(B2)"
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Nun berechnen wir fiir unsere anfangs gewéhlte Korrespondenz A die Werte
(A,D) = 2(D,D) + 2(F,D) =5—-4—1=0und (A, F) = 2(D, F) +
A(F,F) = 17 -4 -5 = 8 und weiter (D,D) =4—-1-1=2,(F,F) =
20—-5—-5=10und (D,F) =8 —-1—-5 = 2. Um nun z; := z;/n und
X9 := 2zp/n zu berechnen, 16sen wir das Gleichungssystem

(o) (2)-()

und erhalten 1 = —1,29 = 1. Dies bedeutet also A = F' — D, was wir ja
bereits schon festgestellt haben.

5.1.4 Verschiedene Darstellungen der Korrespondenzen

Die Tatsache, dass z.B. ker C(A) = {0,Q1,Q2,Qs} ist, konnen wir auch
mit Hilfe des Restidealsatzes direkt nachrechnen, wenn wir eine Darstellung
von C(A)o in Op/p, . benutzen. Wir setzen Z := + und V = XL und
betrachten den Fh-Isomorphismus
p:L/Fy — L/Fy, (X,Y)r— (%, %),

welcher auf Fy eingschrénkt einen K-Isomorphismus (i := pp, von Fi nach
Fy mit V2—(Z3+ Z) = 0 induziert. Die Maximalordnung OL/Fy, besitzt als
K[+]-Modul die Ganzheitsbasis €; := {1, 35 }, und fiir Oy /p, ist @ = {1,Y}
eine Ganzheitsbasis. Nun vermittelt x4 einen Isomorphismus zwischen den
nicht-konstanten Idealen von Op g, und Op g, , da ein Primdivisor von
L/F5 genau dann in beiden Ringen eine Darstellung als Primideal besitzt,
wenn dieser weder ein Pol- noch Nullstellendivisor von X ist. Die Pol- und
Nullstellen von X € L/F5 sind aber allesamt konstante Divisoren.

Wir wollen nun C(A)g als Ideal in Oy /p,  darstellen. Wir setzen noch

(i) fi(z):=a*+32% + 1,
(ii) g1(2) = 2"+,
(iii) fo := (42® + 1) und
(iv) go(x) := a8 + 221 + 22,

wobei die fi1, g1, f2, g2 € F5[z] sind. Fiir C(A)p hatten wir C'(A)y =

f f: o (x*+322+1) y(428+1)
<X—g%v Y—%>—<X—W» Y—m>

berechnet. Wir behaupten nun, dass das Ideal u(C(A))o von der Gestalt
p(C(A))o =

2
<Z -4, V-t (g > (5.7)
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ist, d.h. also

. 1'3+;p o y(4x4+4x2+4)
<Z (z1+322+1)° 4 26+2x44+322+4 < OL/FE’OO

gilt. Zuerst bilden wir die Erzeuger von C'(A)y ab und erhalten ein Ideal

per Definition von p(C(A)) (s. (ILI4)). Dies ldsst sich dann weiter umformen

zZu
_h _yf2 2
1912V 92Z — Z—QJV—@Z2
7 ’ 72 fl’ g2 9

und aus Z2 = (g1/f1)? erhalten wir dann eine Darstellung wie in (5.7), da
wir nun dieses Ideal auch als Ideal in O /p,  auffassen konnen.

Das Ideal u(C(A))p ist regulédr beziiglich p;, wenn Q; = p; — poo ist
(i = 1,2,3) mit

p1, = (z,y), D2, = (r+2,y) und p3, = (z +3,y),

denn es ist 20 +224 + 322 +4 = (2+1)3(x+4)3, 244322 +1 = (z+1)%(z+4)?,
und die Norm von u(C(A))g ist Z — (23 +x)/(x* 4322 +1). Daraus erhalten
wir dann mit dem Restidealsatz und Korollar 217

— TP
p(C(A)(pi)o = m(C(A))y =(Z,V) € OF .
Wenden wir darauf nun 7 := 7o 4! an, so erhalten wir v(u(C(A))(p;)o) =
<%, m%>, was nichts Anderes als die Darstellung von p als Ideal in der unend-
lichen Maximalordnung von F5 ist. Das Ideal u(C'(A))o ist aber auch regulér
beziiglich pso: Wir kénnen (23 + z)/(z* + 322 + 1) umformen zu

1 1H()?
x (1+3%+(§)4> € Ope
und analog y(4z* + 422 + 4) /(2% + 22* + 322 + 4) zu

y (AP
z? (1+2(%)4+3(%)3+4(%)6> € Op..-

Daraus konnen wir dann ersehen, dass ebenfalls (u(C’ (A)g") = (1 %)

gilt, womit wir also mit Hilfe des Restidealsatzes direkt verifiziert haben,

dass ker C(A) = {0, Q1, Q2,Q3} ist.
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5.1.5 Der nicht-kommutative Fall

Wir wollen nun noch ein Beispiel fiir den nicht-kommutativen Fall bringen.
Sei dazu ¢ = 19, d.h. also K = Fyig, und fi(z1,y1) = 2 — (23 + 21) €
K[z1,y1] sowie fa(wa,y2) = y5 — (¥3 + 22) € K[z2,ys]. Dann sind Fy und
F5 wieder separable Erweiterungen mit genauem Konstantenkérper K und
der Unendlichdivisor ist jeweils total verzweigt. Fiir die Ganzheitsbasis von
Or/r, wihlen wir Q := {1,y }.

Mit Co/K = E : y3 = x3+x2 bezeichnen wir die zu F, dazugehérige affine
Kurve. Mittels des L-Polynomes von F5 berechnen wir das charakteristische
Polynom fr,. (t) = t> + 19 € Z[t] des Frobenius 7, von Endg(Jx,), d.h.
also Z(E,) = Q(mg) =: F. Fiir die bessere Lesbarkeit schreiben wir wieder
X :i=x,Y :=y; und z := xo und y := yo.

Algorithmus [7] berechnet fiir Endg (Jx,) = Z[r,]. Setzen wir nun K’ :=
Fig2 mit K’ = () mit a Nullstelle des irreduziblen Polynoms 2+ 18t+2 €
Fi9[t], so ist fro = (z + 19)%. Damit ist mit £_, := End}(Jy,) dann
E, ., @R =H. Fir £ konnen wir E = F setzen. Denn fiir die Invarianten von
Satz[L30sind inv, (Fy,®D) = % fiir v = yp und vo = |+|. Da [Ey, : Q] =2
und £/Q total-imaginér ist, zerféllt also E, iiber F, und aukerdem ist £/Q
zyklische Galoiserweiterung von Z(E ) = Q mit G(E/Q) = (o). Damit
ist insbesondere Ind(£,,) = 2. Als Element u € Q* mit ord(u) = 2 in
Q*/Ngo(E™) kénnen wir u = —1 wihlen.

Algorithmus [§ berechnet dann die Korrespondenzen

B = <X - :1:19,Y — y19>
und
U:=(X+zY +a"%)

mit U2 = —D und B? = —19D, wobei hier D die Einheitskorrespondenz
D = (X — z,Y — y) bezeichnen soll. Damit haben wir bis auf Isomorphie
End%. (Jx,) & (E,0,—1), wobei (E, 0, —1) eine Quaternionenalgebra iiber
Q mit der Q-Basis (1,7, u, 7u) ist und den Relationen 72 = —19,u? = —1
und 7u = —ur oder u 'ty = —7 = o(x). In E,, kdnnen wir zwei Kon-

jugationsklassen {[O1], [O2]} von Maximalordnungen berechnen, welche als
Z-Moduln von der Form

1 2 3 2 7 3
Ol — <1,u7 u+27ru’ 42r7r> und (92 — < +ujlr 7ru’ 7r+u4+ 7ru7 u+27ru’2ﬂ_u>

mit jeweils Diskriminante disc@; = 19 (i = 1,2) sind. Fiir die Ordnung
D = (1,7, u,mu) C Endg/(Jx,) berechnen wir disc® = 22 - 19. Algorithmus
Rl berechnet nun die Korrespondenzen

L 455 4+03024 11323+ 15022 f £ 4210
Al = <X + 25+ o303 1922 a0, +7 )

y 4

a150x6+2x5+a190x4+4x3+a70x2+12x+a90)
1"3+o¢23015+3z4+a23oz3+5m2+a350m+18
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und

51 ,210,.4 3, ,330,.2 30
Ao = ( X 15z° 4+« z +6x°+a° P +18x+«
2 (X + 24405023 4922405047

8z6+o<290z5+13174+o¢310z3+10x2+a210x+1) >
)

)

y + U

26 +04230$5 +3a:4+o¢230x3 _;'_5:02 +Ol35050+18

wobei A7 dem Element % und Ay dem Element H% entspricht. Die Ord-

nung Os := (1,7, %, 1) jst maximal und somit ist Endg(Jx,) = Os.

2

Bemerkung 5.3. In [Deujl] zeigt Deuring, dass im nicht-kommutativen
Fall der Endomorphismenring einer elliptischen Kurve tuber einem endli-
chen Kérper der Charakteristik p isomorph zu einer Maximalordnung in der
Algebra Qo p ist.

5.2 Geschlecht g =2

5.2.1 Der kommutative Fall

Wir betrachten nun ein Beispiel fiir Geschlecht ¢ = 2. Sei K = F3 und
Fi/K = K(zi,y) mit y? — (af + 2} + 23 + 222 + 2;) = 0 (i = 1,2) mit
dazugehorigen affinen Kurven C;.

Wir schreiben wieder X := x1,Y := y1,2 := z1 und y := y;. Wir setzen
Q :={1,Y}, und fiir das charakteristische Polynom des Frobenius berechnen
wir mittels des L-Polynoms von Fy nun fr, = t* — 2t + 9 € Z[t], wobei
fry irreduziebel ist. Fiir das Zentrum erhalten wir also F' = Q(mg). Mit
(LI7) wissen wir, dass mit Er := End%(Jx,) und [Ex : Q] = 4 dann
FEx = F gilt, d.h. also Ex ist ein Kérper. Wir wollen nun die einzelnen
Schritte der Algorithmen [B und [ nachvollziehen und zeigen, wie wir den
vollen Endomorphismenring in Ex berechnen kénnen.

Wir bezeichnen mit 7 wieder 7, und setzen O©) := Z[x]. Mit den Be-
zeichnungen von Satz[[. 2] erhalten wir F' = Q(7), und F besitzt einen total-
reellen Teilkorper Fy = Q(8) von F, wobei fo(t) := t?—8t+8 € Q[t] das Mini-
malpolynom von 3 ist. Schlieflich ist F' = Fy(7y) mit g(t) := t2—(B+4)t+3 €
Fy[t] als Minimalpolynom von  eine imaginidrquadratische Erweiterung von
Fy. Damit liegt also der letze Typ von Endomorphismenring in Satz[L.21] vor,
und Spur und Norm der Endomorphismenalgebra Fx sind die gewShnliche
Spur und Norm von F. Auferdem ist unsere Involution, der Rosati, nach
Satz [L21] die komplexe Konjugation. Wir berechnen nun Basen

0) _ 1472 94+7m+3m2+ns
Q()—{l,ﬂ', 271' ’ 7r127r s

von Op und
AO =11, 7,1+ 72,9+ 77 + 372 + 73}
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von Z[r| mit mﬁ) = mgg) =1, mé%) =2 und mflz) = 12 und schlieflich

A® = {0} x {0} x {—1,..,1} x {—11,..,11}.

Der Algorithmus [7 durchlauft nun alle 2D e A@ mig A\ # 0 und bildet
jedesmal ein Element

. . @ . -1 (i) _j .
! Y ok ™
o= el =5l Sael) = ==t T (WY e 2),
77
das nun mit Hilfe von Algorithmus Bl daraufhin getestet werden soll, ob es

eine Korrespondenz B € Dy p, so gibt, dass [B]¢ dem Element a als Endo-
morphismus entspricht. Ist nun A = (0,0,1,0), so erhalten wir a = %

Da hier g # char(K) ist, kann der inseparable Fall nicht auftreten, d.h. al-
so k = 0 mit den Bezeichnungen von Algorithmus [, den wir nun mit den
Parametern

1. Or/p, und g = 2,
2.d=1und !l =4,

w

der Basis {1, 7,72, w3} von Z[x],

-

14 72,
5. D,F,F% F3 und
6. m=2
aufrufen. Der Endomorphismus ¢ ist der durch die Korrespondenz D + F?

induzierte K-Endomorphismus auf C%,, und [D+ F?]¢ entspricht 1472 = ¢.
2
Fiir den Wert s erhalten wir mit [ =0, m’ = m und 2 = [F, : K(x2)] dann

Trp/g(¢od*)  Trp,o(pog™)
2-4 - 4

Weiter ist mit § =6 und y=5dann §; = (6+ 1)+ (3+1)=11und S, =7
sowie § = 51 + S» = 18. Wir benétigen also 18 Stellen py, ..., p1g C IP)FQ/K@)

vom Grad eins von Fy/K () mit eventuell einer geeigneten Konstantenkor-
pererweiterung K ( wobei dieses i das von Algorithmus [ ist) von K, die
den folgenden Bedingungen geniigen: (mit den Bezeichnungen von Algorith-

mus [5])
(i) pj 7 Poo,
(i) ggT(05,2) =1,

(ili) ¢(pj — P) = @j — TPoo + (f) mit a; € Dp, i) effektiv vom Grad
1<r <2,
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(iv) tj(a; — rpoc) = bj — 2pse + (f) mit t;m =1 mod o;, wobei b; =", ¢
ist mit ¢ € Pp, /) paarweise verschieden und poo ¢ supp(b;).

Die Klassengruppe CF k= = 7)2LX 1) 27 x Z |27 enthélt nur 2-Torsionspunkte.
Der Algorithmus findet aber in CFQK'/K' = 7/27 x Z]27 x Z/146427 mit
[K' : K] =5 die gesuchten 18 Punkte. Fiir T erhalten wir mit K/ = K(«)

dann T =

{<< 202>’<O[27O[189>>7 <<a26 202>7<a2’a68>> << ,04122), a6’a204
(@, a'2), (% a®)), ((2®,1), (0™, 2)), (o™, 1), (™,

<< 234,a124>,<a18 a128>> << 234 124>7< 18 >> <<a4 1

(o, 1), (a®,1)), ;<a21 a0y (a5 142>>7 << 218 130
{

<<a38, 152>’< 122 a209> <a38 132>,<C¥122 >> << 114 154> ><04124 143
1)

(o't a™) (' a®)) ((o'2,1), (o, 2)) << 1), (@, 1)) }

und erstellen dann die Matrizen My € Fg5'818 und M; € Fys'8*18 Der
Kern ker My N F3 wird durch die Zeilen der folgenden Matrix Nj :=

2 211 2 00001O0O02¢0°O00O0
0 2 2 11 0 000O0O1O0O0Z2T00

erzeugt, und ker M1 N3 wird von den Zeilen der Matrix N7 :=

N DO
N O

000200O0O0O0OO0O0O1O0O02TO0O00
000020O0O0O0OO0O0OO0OT1TO0O02Q00
0000O0O2O0O0O0O0O0OO0OO0OT1TO0O0Z2@O0
000200200O0O01O00O0O0O0O0 2

erzeugt. Sei
f=Npp(C(B)) = X* + X% + 2%

mit f17f0 € K[‘T?y] und g1, 90 € K[CL’] und

k
fr=yht? + n6? mit A = S5 AP al und A = 530 N !

sowie
gk = 30 o mort  (k=0,1).

Fiir die erste Zeile von Ny erhalten wir z.B.
h(()o) =2+ 2z + 22 + 23 + 22 4 22° + 05, hgo) =0und go = 1 + 223

Fiihren wir dasselbe mit der zweiten Zeile von Ny durch, so erhalten wir
héo) = 2(2 4 2z + 2% + 2322 + 22°), hgo) =0 und gg = x(1 + 22?). Daraus
ersehen wir, dass der Quotient fy/gp unabhéngig von der Wahl des nicht-
trivialen Elements aus dem Kern sind. Derselbe Sachverhalt lésst sich fiir
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den Quotienten fi/g; feststellen. Schlieflich erhalten wir die eindeutigen

Losungen
fo _ zP4a*42234222fa41

Lo _a®
go 342 und g1 x342°

d.h. also fiir die Norm erhalten wir

3 5 4 3 2
f — NL/FQ(C(B)O) = X2 4 xgc+2X Lz +x +23§5++22I tatl

Nun kénnen wir die Hochhebung fOp p, berechnen und erhalten die beiden
Primideale Py :=

2 x3 2o+t 2234222 4a+1
<X + x3+2X + x3+2 ’

Y + y(2x* a3 +a+1) X + y(x®+2x4 4202 4-21)
o4z +a342x2 42242 ottt 3422242242

und Qo :=

2 a3 xS+t 22342222 +1
<X + x3+2X + x3+2 ’

y(xt4-2234224-2) y(2x5 a2’ 4x)
Y+ J:5+x4+a:3+2x2+2x+2X + P +at4+a34+2224+22+2

Da weder Py noch )y Hauptideale sind, haben wir also nicht-triviale Korre-
spondenzen berechnet. Um schliefslich zu bestimmen, welcher der Divisoren
P und @ der gesuchten Korrespondenz B € Dy, p, entspricht, benutzen wir
die Korrespondenzpaarung. Wir wissen zumindest, dass Q = —P ist, da

Q + P = <X2 + ;p?iniQX + m5+x4+2;33j_2212+x+1) c PL/FQ
gilt, d.h. also [@ + P]c = [0]c¢. Somit entspricht eine der Korrespondenzen
P und @ dem Element (1 + 72)/2, die andere dann —(1 + 72)/2.

Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass die Kurve C3/K an der unendlichen
Stelle eine Singularitit besitzt. Da wir aber die jeweiligen affinen Kurven mit
Hilfe der endlichen bzw. unendlichen Maximalordnung darstellen, handelt es
sich hier, wie in Kapitel 2 bereits ausgefiihrt, um normalisierte Kurven, d.h.
bei der Korrespondenzpaarung betrachten wir nicht-singuldre Kurven, die
birational dquivalent zu den Ausgangskurven sind.

Wir fassen die Korrespondenzklasse [P]¢ bzw. [Q]¢ als Element von F//Q
auf und bezeichnen dieses mit ¢ bzw. 1. Beide Elemente lassen sich als Q-
Linearkombination { = Z?:o ¢ und n = Z?:o riwt darstellen. Mit Hilfe
der Bilinearitéat der Korrespondenzpaarung (s. Korollar 2:25) konnen wir die

Koeffizienten durch den Ansatz

<P7 F]> - Z?:O Qi<Fi7Fj> =5j (.] =0, 17273) (58)
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bestimmen, indem wir mit Hilfe von Lemma [2.24] eine symmetrische Matrix

M der Gestalt M =

(D,D) (D,F) (D,F? (D,F3) 4 0 4 0
(F,D) (F,F) (F,F% (FF3 | |0 12 0 12
(F?2. D) (F* F) (F? F?) (F? F3) 4 0 3 0
(F3,D) (F3 F) (F3 F?) (F3 F3) 0 12 0 108

berechnen und dann das Gleichungssystem M (qo, g1, 42, g3)! = (S0, 51, 52, 83)°
16sen. Fiir (s, s1, 82, 83)¢ berechnen wir nun (s, s1, s2, 83)¢ = (—4,0, —20,0)
und dann (qo, q1, g2, q3)! = (—%, 0, —%, 0)!, d.h. also die Korrespondenzklasse
[P]c entspricht dem Element —(1+ 72)/2. Damit wissen wir bereits, dass Q
die gesuchte Korrespondenz ist.

Nun berechnen wir die Ordnung O := Z [w][#] und Basen

2 2,3
A(l) — {1,7_‘_7 1—1-27r 79—1—77r—‘,—§7r 47 }

und

1) 1472 9+7m+3n2 473
QW = {1,m, L2, 94Tty

mit mgll) = m%) = m%) =1 und mgl) = 6. Als Letztes berechnen wir

AN = {0} x {0} x {0} x {=5,...,5}.

Fiir das Element \(V) = (0,0,0,1)! erhalten wir a = %, d.h. wir

rufen den Algorithmus [ mit den vorgenannten Parametern aufter m = 12
auf. Der Algorithmus berechnet dann die Norm f = Ny, (C(B)o) =

X2 4 x5+m4+x2+212+2X 4 R e I B B o )
T

x5 9

und damit gilt diesmal fir die Hochhebung fOp/p, = RoSo mit Sp :=

<X2 + x5+r4+x§+2x2+2X 4 B i i A )
T

5 )

y(2z8 22 422 42241 y(ab+ad4a+1

und Ry :=

2 | ad+at4rd422249 4224203 4 a? fa 42
<X + x X :5 T X _"_ T X ;75 T T ,

8

Y + y(a:6+:c4+ga:2+x+2)X + y(2m6+2x3+2z+2)>
ps .

Wir berechnen dann fiir das der Klasse [R]c entsprechende Element ¢ =
Z?:o ¢ den Vektor (qo,q1,q2,q3) = (%, %, %, %), d.h. also R ist die ge-
suchte Korrespondenz gewesen. Schlieflich gibt der Algorithmus die Liste

b= ({7 ()

zuriick. Damit haben wir den vollen Endomorphismenring Endg (Jx,) = Op
berechnet.
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5.2.2 Der nicht-kommutative Fall

Jetzt betrachten wir E_, = End}(Jx,) = End}(A") mit r < 2 und K’ =
K (a), wobei o Nullstelle des irreduziblen Polynoms #2 4 2t + 2 € K[t] und
A einfache abelsche Varietit tiber K” ist. Fiir das charakteristische Polynom
des Frobenius 7, erhalten wir fr ., (t) = (t*—2t+9)? € Z[t]. Daraus ersehen
wir, dass FE,, nicht mehr kommutativ und Deg(F,,) = 2 ist. Das Zentrum
Z(E,,) = F = Q(r,,) ist eine imagindr-quadratische Erweiterung von Q.
Indem wir den Index d = Ind(E,,) = Deg(D) berechnen, wobei hier D
ein Schiefkérper D € G(F') mit D = End} (A,,) sein soll, konnen wir
bestimmen, ob E _, = My(F') oder E,, = D gilt. Fiir den Index berechnen
wir mit Satz [[30] nun inv, (Fy, ® D) = 1 fiir v; € S(F) mit v;|p. Da F
total-imaginér ist, erhalten wir d = 1, d.h. also E_, = My(F'), r = 2 und
dimA,, =1.

Nun bestimmen wir eine zyklische Galoiserweiterung F/F’. Das Zentrum
F = Q(n,) € E,, enthdlt F' als Teilkérper mit [F' : F'] = Deg(E,,) = 2.
Wir erhalten F' = F'(3) mit 3 Nullstelle des irreduziblen Polynoms f(t) =
t* — 7., € F'[t]. Damit haben wir ein geeignetes E mit G(F/F') = (o
bestimmt und wir setzen E := F. Aus

8%=5)6+3(3-82)\ _
Ng/p (%) -1

ersehen wir ord(—1) =1 =Ind(E,,) in F*/Ng,p(E*). Damit wissen wir,
dass E,, = (I, 0, —1) gilt. Fiir die dem Element 3 entsprechende Korrespon-
denz B koénnen wir B = (X — 2P, Y — yP) wéhlen. Algorithmus [§ findet fiir
u € (E,0—1) mit u? = —1 die Korrespondenz U = (X +x+1, Y +aSy). Zur
Verifikation berechnen wir mit Algorithmus [[ldann U? = (X + 2z, Y +y) =
—D und UB = —BU, wobei D = (X + 2z,Y + 2y) hier die Einheitskorre-
spondenz bezeichnen soll.

Die Algebra (E, 0, —1) ist eine Quaternionenalgebra tiber F’ mit der F’-
Basis (1,7, u, mu) und den Relationen 72 = T u? = —1 und v tru = —.

Wir erhalten nun folgende Z-Ordnung ® C End K/(Af(,) mit der Z-Basis

3 13 , U, ur,

(B2 4+1)u 3(ﬁ2+3)u7(ﬂ2+7)7ru>
2 ’ 12

<1 o B 3(8243)+(B32+7)m

sowie der Diskriminante disc® = 4. Aus hpr = 1 folgt, dass es in (E,0,—1)
nur eine Konjugationsklasse gibt. Eine Maximalordnung O von (E, o, —1) ist
durch die Z-Basis

(15334 7, G0N oy, R0,

34r+3utru  (82+1)(3+m+3utmu) >
2 ) 12
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mit disc O = 1 gegeben. Algorithmus [§] berechnet nun fiir das Element

= 52+1+27r+(f2+1)u—27ru ¢ D

die Korrespondenz

<X2 + a2w4+o¢2x3+a6x2+x+a5X + (2x5+abzt+abrl+alr?4r+aT)

z+1 (z+1) ’
y(azt+adr?+adr+a) y(a32®+224+a 23 +abx? +ax+ad)
Y+ x24+2z+1 X+ x2+2z+1 :

Die Ordnung @’ := D[] ist maximal, es gilt sogar ®" = O, und somit ist D’
der volle Endomorphismenring von A%{,.

5.2.3 Beispiel zur Berechnung des Selbstschnittes

Wir wollen nun noch einen genaueren Blick auf die Berechnung der Schnitt-
zahlen in (5.8]) werfen. In den Eingéngen der Korrespondenzpaarung ist hier-
bei der Divisor im rechten Eingang immer von der Form F7 mit j = 0, 1,2, 3.
Die Divisoren D und FJ geniigen aber den Bedingungen von Lemma 3.5
denn zum Einen sind diese sdmtlich vom Grad eins, daher konnen wir nach
Lemma 17 den Restidealsatz anwenden, wenn die Divisoren F7 regulir
beziiglich einem p € P,/ vom Grad eins sind. Andererseits besitzt der
endliche Teil jeweils eine Fh[z1]-Basis

Fl=(X -2, Y —y”), (j=0,1,2,3),

weil [L : Fy(x1)] = 2 ist. Daher sind die Divisoren F7 reguliir fiir jedes p #
Poo, also fiir alle Primdivisoren von F /K, welche keine Polstellen von x5 sind,
was gleichbedeutend damit ist, dass Nullstellen von z9 auf Nullstellen von xo
abgebildet werden. Aufserdem erhalten wir mittels des Fb-Isomorphismuses
p:L/Fy— L/F, (X,Y)r— (Z,V)mit Z =% und V =35

ur = (2 (1) v - (@),

Daraus ersehen wir aber, dass die u(F7)y beziiglich ps, ganz sind, d.h. also
Polstellen von x2 werden wieder auf Polstellen abgebildet. Somit brauchen
wir nur die Schnittmultiplizitdt auf S;USy = Op, ®x O, UOF, @k OF,,
mittels s; 4+ s4 — s14 zu berechnen. Insgesamt erhalten wir fiir Q dann Q.D =
9+11-9=11, QF=9+11-9=11, Q.F?> =41+ 43 — 41 = 43, und
Q.F? =57+59—57 =59. Fiir R erhalten wir R.D =3+3-3=3, R.F =
343-3=3 RF?=11+11—-11=11und R.F> =43 +43 — 43 = 43.

Wir wollen nun zuletzt noch zeigen, wie wir den Selbstschnitt anhand
eines einfachen Beispiels berechnen kénnen. Wir wissen bereits aus Lemma
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2.24] dass D.D = 2 — 2g = —2 sein muss. Mit dem schwachen Approximati-
onssatz berechnen wir ein F' € L/Fy mit

F = 2Y + X (2®+2x3+222 +2x+1)+ (225 + 224 +-22+1)
- X+2x (r5+x4+x3+2xz+r) (5 +zt+23+222+2)+ (2t +23+22+22+1)
und vp(F) = —1. Der Hauptdivisor (F) € Pr/p, hat dann die Gestalt

(F) = A— (3Px1 + D), wobei A effektiv mit D ¢ supp(A) ist. Fiir die
Grade von A erhalten wir Grad degy /p, (A) = 4 und degy /p, (A*) = 10. Die
den auf der Flache entsprechenden Divisoren bezeichnen wir wieder gleich,
auer dass D = Ay, ist. Auf der Fléche besitzt nun (F') die Gestalt (F) =
A — (3Px1 +9Px 2+ Ax,), da ja (F) als Hauptdivisor der Flache sowohl
beziiglich d; als auch dy den Grad null haben muss. Aus d;(F) =10 — (9 +
1) = 0 und do(F) = 4 — (3+ 1) = 0 sehen wir, dass unser so definiertes
(F) ein Hauptdivisor ist. Den Schnitt Ay, .A konnen wir aber mit unserem
Algorithmus @l berechnen, da Ax, und A keine gemeinsame Komponente
haben und dieser nichts Anderes ist als D.A. Wir erhalten dann Ax,.A = 10.
Schlieflich haben wir Ay, + (F) = A — (3Pso,1 — 9P 2), und mit Hilfe von
Lemma erhalten wir

AXl-(AXl + (F)) = AXl-A — AX1-3P00,1 — AX1'9P00,2 =10-3-9=-2,

d.h. also Ay, .Ax, = —2, was ja auch, wie wir bereits wissen, das Ergebnis
sein soll.

5.3 Geschlecht g =3

5.3.1 Ein hyperelliptischer Fall

Wir betrachten die Funktionenkorper F; /K mit F; = K(z;,y;) und fi(z;,y;) =
y? — (z] + 52z* + ¥ + 4) mit K = F;. Fiir das irreduzible charakteristische
Polynom des Frobenius berechnen wir

Frp (£) = 15 4+ 485 4 17t 4 48¢3 + 1192 + 196t + 343 € Z[t]

und F = Q(7,). Mit (LIT7) wissen wir, dass mit Ex := End%(Jx,) und
[Ex : Q] = 6 dann Fx = F gilt, d.h. also Ef ist ein Korper. Wir wollen
wieder 7, = m und X := 21,Y = y1,x := x2 und y := yo schreiben.
Als Erstes berechnen wir Q) = {wi(o) | i = 1,...,6} mit (in der selben
Reihenfolge)

Q(O) =11 1472 w47 214207r+1072+4m3+7? 217 +4872 46673 +4rt+7°
R A R R R 28 ; 196

und A© = {59 |i=1,.,6} mit A® = {1,x 2w§°),2w(°) 280" ,196w(0)}
(Wleder in der selben Relhenfolge) sowie mi1 = Moy = 1,m33 = Mmyy =
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2, ms5 = 28, mgg = 196. Dann berechnen wir

AO = {0}x {0} x{—1,..., =1} x{—1,..., =1} x{-27,..., 27} x {~195, ..., 195}.

Fiir das Element A = (0,0,0,0,1,0)" erhalten wir die Korrespondenz
A:=D+ B mit B=

(X?+ Xz +3)+ (2® +3x+4), Y +6y),

und es gilt Z[r][a] = Op, d.h. der Endomorphismenring ist isomorph zur
Maximalordnung von F.

5.3.2 Ein nicht-hyperelliptischer Fall

Wir betrachten nun noch ein nicht-hyperelliptisches Beispiel. Die Funktio-
nenkérper F;/K mit F; = K (z;,v;) und f;(zi,9:) = yi + (2 + 1)y; + 23 + 2
mit K = [F3 haben das Geschlecht Ik, = 3, sind aber nicht hyperelliptisch.
Fiir das irreduzible charakteristische Polynom des Frobenius berechnen wir

fric () =1 — 7 — 9t +27 € Z|[t]

und F = Q(r,.). Mit (LIT7) wissen wir, dass mit Ex := End%(Jx,) und
[Ex : Q] = 6 dann Fx = F gilt, d.h. also Ef ist ein Korper. Wir wollen
wieder m,, = m und X := 21,Y = y;,z := x2 und y := y schreiben. Als
Erstes berechnen wir

0) _ 2 2m2473 wt42n? 6ni42nt4n®
Q()—{ljﬂ',w, 3, 5 9

)

und

AO) — {1,71-7 72, 2n% + 73, nt 4 202, 6m2 + 27t + 7r5}
mit mq1 = moy = ma33 = 1, mys = mss = 3, mes = 9. Dann berechnen wir
A = {0} x {0} x {0} x {—2,...,2} x {~2,...,2} x {-8,...,8}.

Fiir das Element A = (0,0,0,0,—1,1)" berechnet Algorithmus [7] einen Auf-

stieg, d.h. also dass a := —wéo) + wéo) = ”5;# einer Korrespondenz ent-

spricht. Aus Darstellungsgriinden berechnen wir die dem Element 6 := a—1
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entsprechende Korrespondenz B € Dy, p,, ndmlich By =

3 2y° 2 y y° y(2a+2) 2
<X + :L‘z—i-z—i-lX + r24x+1 + z24z+1 + 442234 22+1 + z+2 X+
4 v (22 +et+l) | y(@+20%+e) | 202 to42
z2tx+1 4223 422+1 42234 22+1 z+2
3 2 2 4 3
y y*(2z°42x+42) y(z*+2z°+22+1) z+2 2
Y+ <m6+m3+2 x0+x34-2 + 208+342 + x6+x34-2 X7+
2y3 + y2 2zt 4234222 42) +
442234222+ 1 2042244223+ 22 +-22+1
y(2224-2x) 22+1
+x4+213+212+m+1 + 442234202 4241 X+
y3 (28224 4223 + 22 4-2242) + y2 (225 224 4-2+2) 4
8 +aT+ab+ad+ai+a3+222+22+2 1 28 +a7+ab+ab+at 423422242042

y(zt+223+2242) 4 224w
x0+23+2 2642342

in 2-Element-Darstellung. Dann berechnen wir

AW = {1, m,w2,2m2 + 73, 212 + 714, 76W3+2§r4+7r5 }

1) _ 2 2r2473 2m247t 6nd42nt4n®
Q( ) - {1,7‘(,7‘( ) 3 ) 3 M 9 .

Algorithmus [7 findet keinen weiteren Aufstieg, und damit ist Endg (Jx,) =
O = (AM), wobei [OF : O] = 3 ist.
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5.4 Tabelle mit Beispielen

In diesem Abschnitt wollen wir Berechnungen von Endomorphismenringen
samt Laufzeit auffithren. Wir wollen fiir den Funktionenkorper F einfach
nur F' schreiben, und der Konstantenkorper sei mit K bezeichnet. Dabei soll
max S die wiahrend der Berechnung des Endomorphismenringes maximal auf-
getretene Anzahl der notwendigen Stellen vom Grad eins sein. Mit max s ist
die grofite obere Schranke fiir die Grade der in der Norm der berechneten
Korrespondenzen auftretenden Polynome in zo bezeichnet. Analog dazu ist
max xo der maximale Grad der Polynome in x9, welche bei den Normen der
berechneten Korrespondenzen auftreten. Die benotigte Laufzeit T ist in Se-
kunden angegeben. Zusétzlich werden noch unter Anderem die berechneten
Korrespondenzen als algebraische Elemente angegeben. Mit O haben wir
den Endomorphismenring bezeichnet. Der Algorithmus fiir den kommuta-
tiven Fall wurde noch dahingehend optimiert, dass fir die positiv definite
Form

¢ : Endg (Jx,) x Endg (Jx,) — Q°,

(a, O[*) — TrEnd]%q (ng)/Q(O‘a*)

eine geeignete positive definiete Matrix M berechnet wurde mit der Eigen-
schaft

(o, a*) = ' M,

wenn « = » . xib, © = (z1,...,2,) € Q" und b; eine fest gewdhlte Q-
Basis von End%q(J X,) ist. Mittels einer LLL-Reduktion suchen wir dann
diejenigen ganzen Elemente o aus Endg,(Jx,) und geeignete Vielfache von
diesen, fiir die ¢(«, @*) minimal ist, und testen zuerst diese Elemente durch.
Dann geht der Algorithmus den in dieser Arbeit beschriebenen Rechenweg
durch. Die Berechnungen wurden mit dem Computeralgebrasystem Magma
V2.14-14 auf einem Rechner mit einem Core-Duo-Prozessor mit 1998 MHz
durchgefiihrt.

L) [OF : O] =3

K=Fm 9r/k =1

F =y — (2% 4 702 + 137) [K':K]=3

hpyr = 223478779 +r13

maxS = 1652 maxs = 90 maxdegxzo =45 T = 153.9
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2) Or=0
K =TFs3 gr/x =1
F=y*—(z*+2+2) [K': K] =3
hpk =2%.32.1039 j:”T’l
maxS =20 maxs =26 maxdegzo =3 T =0.13
3.) O = Zr]
K =TFj3 gr/k =1
F=9—(234+2+2) [K': K] =3
hpygr = 2% - 3% 139
max S = 62 T =0.54
4.) Or=0
K=Tn gr/k =1
F=9?—(234+2+2) [K': K] =3
hpgr =24 79 +rH
maxS =14 maxs=4 maxdegzs =2 T =0.10
5.) Or=0
K =T3 9F/K =2
F=y?—(25+1) [K': K] =3
hF/K’ —924.71.778201 :l:37r3+437r227—2i;27ﬂ'—279
maxS =19 maxs =26 maxdegzo =1 T =048
6.) Or=0
K =T 9F/K =2
F=y’+ (@ +22+x+1) [K':K]=5

hp/gr =2°-3-41- 6654971

+ 34812 —127433 + —m3 4372 —107+22
22 ) 11

maxS =295 maxs =90

maxdegzo =44 T =21.49
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7.)
K =TF¢
F=9?— (254 2%+ 234222 +2)

139
Or=0
9r/K =2
K" K] =3

hpyir = 2%+ 13219 - 937 - 1069

+ w3422 4451 + w3 —5972 44573111
b

122 244
maxS = 751 maxs = 250 maxdegxo =122 T =1121.81
8.) Or=0
K = T3 ‘ 9r/Kk =2
F=y?— (@ +az*+22+222+2) [K':K|=3
hprr = 2% - 47 - 691 - 159544531 o8 A5 92

4 3% —n?+45m—207
92
maxS =121 maxs =40 maxdegzo =19 T =6.3
9.) Or=0
K=TFn 9r/Kk =3
F=9—(2"+1) [K':K]=5

hpygr =2°-7-23-71- 45678945211

3 5 2
=11 —m°+447
+ 22 * 121

maxS = 198 maxs = 66 maxdegze =23 T =119
10.) Or=0

K =To 9r/Kk =3

F=92—(2"+1) [K':K]=5

hpygr =20-7-43- 17875327

+ 75 —1297% —41073 4250272418277 —91669

53824
maxS =102 maxs =34 maxdegze =1 T = 27.59
K =T3 9r/k =3
F=y*+(@x+1y+2+2 [K': K] =11
hpjir =237 312304602522287 £ 19

9

maxS =460 maxs = 36

maxdegzo =4 T = 320.31

Es folgen nun einige nicht-kommutative Beispiele fiir Geschlecht eins und
zwei. Der Algorithmus geht hier davon aus, dass bereits eine (Q-Basis der
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Endomorphismenalgebra berechnet wurde, welche aus Endomorphismen be-
steht. Die Kurven sind so gewahlt, dass wir neben dem Frobenius « von
Endp, (Jx,) noch mindestens einen nicht-trivialen Automorphismus des Funk-
tionenkorpers F'/IF,2 erhalten. Dieser induziert eine nicht-triviale Korrespon-
denz, die nicht mit 7 kommutiert. Bezeichnet u das zu dieser Korrespondenz
dazugehorige Element in der Endomorphismenalgebra, so wird 7 so gewéhlt,
dass mu = —ur ist. Im Fall, dass das Geschlecht zwei ist, haben wir zuerst
den Endomorphismenring iiber F, berechnet. Die Basis des Endomorphis-
menrings haben wir benutzt, um eine Z-Basis einer Ordnung des Endomor-
phismenrings mit moglichst kleiner Diskriminante zu erhalten. Von dieser
Ordnung aus starten wir unsere Suche nach einem mdéglichen Aufstieg des
bereits berechneten Endomorphismenrings.

12.) Q3,00
K =3 gr/x =1
F=y?— (23 +1) [K': K] =3

hprr =24 72

0 = (1,447, u, i)

(myu) = (—3,-1)

maxS =26 maxs=38

maxdegzys =2 T =6.63

13.)
K — ]F192
F=9y%— (234 0)

QlQ,oo
gr/k =1
[K': K] =3

hpyr =24 5276

0= (l,u,—HT”,—“JF%>

(myu) = (—19,-1)

maxS =122 maxs =40

maxdegzy =10 T = 62.67

14.) Q11,00

K =Ty gr/x =1
F=y’+y—a3 [K':K]=3

hprr =24 34372 O = (1, =4 u, - 17),

(m,u) = (—11,-3)

maxS =290 maxs =96

maxdegzy =48 T = 166.23
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15.)
K:F?)Q
F=1924+225 + 224 + 223 + 22 + 22

End’ (Jy,) = Ma(Q(7,))
9r/K = 2
[K': K] =5

O ist eine Maximalordnung

hF/K/ =20.73212 _ 1+7T+2u7ﬂ'u7 B (”2+3)+4(pi2+3)u
(m2,-1)

maxS =37 maxs =12 maxdegzy =3 T =29.54

16. Endy (Jx,) & Ma(Q(y))

K =Fs 9F/Kk =2

F=y’+ (@ +a'+a®+d2+2) [K:K]=5

hpygr = 20-3%-11% - 3361

O ist eine Maximalordnung
w2+ 14474270

(2 1)

]F37

maxS = 163 maxs = 32

max deg zo = 10

T = ca.3600
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Zusammenfassung

Seien F7/K und F»/K zwei algebraisch unabhéngige und reguldre Funk-
tionenkorper iiber dem endlichen Korper K. Ferner bezeichne X;/K je-
weils die dazugehorige projektive, irreduzible und reduzierte Kurve vom
Geschlecht g, . Wir konstruieren wichtige Algorithmen fiir die Arithmetik
von Korrespondenzen aus L / F> zwischen den Funktionenkérpern £ /K und
F,/K, deren Wirkung auf den Jacobischen Jx, der Kurven X;/K sowie eine
Schnitt- und Korrespondenzpaarung. Mit Hilfe dieser grundlegenden Algo-
rithmen kénnen wir die Korrespondenzen als Homomorphismen zwischen den
Jacobischen Jx, und Jyx, operieren lassen. Auferdem lésst sich im Fall, dass
die Korrespondenzen Endomorphismen auf der Jacobischen Jx, induzieren,
das charakteristische Polynom des der Korrespondenz entsprechenden Endo-
morphismus mit der Korrespondenzpaarung bestimmen.

Im Falle, dass die Funktionenkoérper F; und F5 isomorph iiber K sind,
induzieren die Korrespondenzen Endomorphismen von Jx,. Das Hauptergeb-
nis ist ein Verfahren, mit dem wir den Endomorphismenring einer beliebigen
Kurve iiber einem endlichen Korper mit irreduzibler Jacobischen berechnen
kénnen. Wir beweisen, dass unter gewissen Annahmen in jeder Korrespon-
denzklasse [A]¢ eine effektive Korrespondenz C'(A) vom Grad < g, mit
der Eigenschaft C(A)(pso) = lpoo + (f) existiert, welche innerhalb der Kor-
respondenzklasse mit diesen Figenschaften eindeutig ist. Bezeichne Ex :=
End% (Jx,) die Endomorphismenalgebra von Jy, iiber K und o € Ex das
der Korrespondenz C(A) entsprechende Element. Wir beweisen, dass sich
die Grade der in der Norm von C(A)q auftretenden Polynome in xo durch
die Spur mittels der Groke Trg, /g(a*)(n/2) beschrinken lassen, wobei a*
der Rosati von o und n = [Fh : K(x2)] ist. Haben wir mit Hilfe dieser obe-
ren Schranke geniigend viele geeignete Stellen vom Grad eins bestimmt, so
konnen wir die Norm von C(A)g interpolieren. Dazu beweisen wir ein Kri-
terium mit dem wir feststellen konnen, ob fir eine Stelle p € Dp,/ vom
Grad und eine Zerlegung C(A4) = ) e;P; mit P; € Pp, /i jeweils p-regulére
Basen von P existieren, so dass C(A)(p) = Zeiﬁ-p gilt. Ist das Element
a kein Endomorphismus, so existiert keine Losung beim Versuch, die Norm
zu interpolieren. Damit sind wir in der Lage, den Endomorphismenring zu
bestimmen.

Den Abschluss bilden einige Beispiele. Wir zeigen, wie wir mit Hilfe der in
dieser Arbeit entwickelten Algorithmen sowohl im Fall eines kommutativen
Endomorphismenrings wie auch im nicht-kommutativen Fall den Endomor-
phismenring berechnen kénnen.
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