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Einleitung

Im Jahr 1937 legte M. Deuring mit seiner Arbeit „Arithmetische Theorie
der Korrespondenzen algebraischer Funktionenkörper”, [Deu37], gefolgt von
einem zweiten Teil [Deu40] um 1940, den Grundstein für seine arithmeti-
sche Theorie der Korrespondenzen. Mit Hilfe der Korrespondenzen lassn
sich sämtliche Homomorphismen zwischen den Jacobischen zweier nicht-
singulärer projektiver Kurven beschreiben. Korrespondenzen von Funktio-
nenkörpern positiver Charakteristik haben in den letzten Jahren an Inter-
esse gewonnen, weil es mehrere Anwendungen in der Kryptographie gibt:
Zum Einen können wir mittels geeigneter Korrespondenzen die ganzzahlige
Multiplikation auf den Jacobischen von Kurven beschleunigen. Zum Anderen
zeigen sie Wege auf, wie man das Diskrete Logarithmusproblem, im Folgen-
den mit DLP abgekürzt, von hyperelliptischen Kurven vom Geschlecht drei
auf nicht-hyperelliptische Kurven vom selben Geschlecht übertragen kann.
Dies ist deshalb von Interesse, weil in der Arbeit [Die05] gezeigt wird, dass es
möglich ist, das DLP in den Jacobischen letzterer Kurven effizienter zu lösen
als in den Jacobischen hyperelliptischer Kurven vom Geschlecht drei. Und
schließlich interessieren wir uns dafür, den Endomorphismenring der Jacobi-
schen einer Kurve berechnen zu können, da er zu den wichtigsten Invarianten
gehört.

Erst die algorithmische Betrachtung von Korrespondenzen zwischen Funk-
tionenkörpern macht es möglich, nicht-triviale Beispiele von Endomorphis-
men berechnen zu können. Dabei fallen eine Reihe von aufwendigen Berech-
nungen an, wie zum Beispiel die Berechnung der Klassengruppe vom Grad
null eines Funktionenkörpers F/Fq, die Berechnung der Ordnung von Punk-
ten in der Klassengruppe vom Grad null von F/Fq sowie die Faktorisierung
von univariaten Polynomen, deren Koeffizienten in F/Fq liegen. Methoden
zur Lösung dieser Probleme beherrscht man erst in jüngerer Zeit algorith-
misch. Dies ist ein Grund, warum bislang kein algorithmischer Fortschritt
bei der Berechnung von Korrespondenzen stattfand.

In dieser Arbeit konstruieren wir neue Algorithmen zur Berechnung des
Endomorphismenrings einer beliebigen Kurve über einem endlichen Körper.
Wir führen im ersten Kapitel zunächst in die Theorie der transzendenten
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8 Einleitung

Konstantenkörpererweiterungen, abelsche Varietäten sowie zentral einfache
Algebren ein. Viele Aussagen für die transzendenten Konstantenkörperer-
weiterungen bleiben dieselben wie im klassischen Fall. Allerdings müssen wir
vom gewohnten Differentenbegriff abrücken und diesen neu definieren, da nun
auch solche Primdivisoren Differententeiler sein können, die nicht verzweigen,
deren Relativerweiterung aber inseparabel ist. Außerdem leiten wir wichtige
Aussagen über das Verhalten der Dimension des Riemann-Roch-Raums, des
Geschlechts und der Differente bei einer transzendenten Konstantenerwei-
terung her. Im Abschnitt über die abelschen Varietäten führen wir kurz in
die Theorie der abelschen Varietäten über einem endlichen Körper Fq sowie
deren dazugehörigen Endomorphismenringe ein. Schließlich skizzieren wir,
wie eine Endomorphismenalgebra einer einfachen abelschen Varietät durch
ihr Zentrum F/Q schon bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Es zeigt
sich, dass alle zentral-einfachen Algebren über einem Zahlkörper zyklisch
sind. Diese Eigenschaft werden wir ausnutzen, um den vollen Endomorphis-
menring zu berechnen.

Im zweiten Kapitel beschäftigen wir uns mit den verschiedenen Sichtwei-
sen auf die Korrespondenzen: Die algebraische Sicht und die geometrische
Sicht. Im ersten Teil behandeln wir die Theorie der Korrespondenzen von
M. Deuring, stützen uns aber auch auf M. Eichler. Im Fall, dass die re-
gulären und algebraisch unabhängigen Funktionenkörper Fi/K (i = 1, 2)
isomorph sind, induzieren die Korrespondenzen Endomorphismen zwischen
den Klassengruppen vom Grad null von F1/K und F2/K . Auf den Korre-
spondenzen lässt sich dann zusätzlich zur Addition noch eine Multiplikation
einführen, womit diese dann einen nullteilerfreien Ring mit Einselement bil-
den. Im letzten Abschnitt des ersten Teils leiten wir den zentralen Satz von
Deurings Theorie der Korrespondenzen her, nämlich den Restidealsatz. Im
zweiten Teil dieses Kapitels stellen wir die Theorie der Korrespondenzen aus
geometrischer Sicht dar. Daran anschließend führen wir eine Korrespondenz-
paarung ein, die eine symmetrische positiv definite Bilinearform auf den Kor-
respondenzen induziert. Betrachten wir Endomorphismen, so ist es mit Hilfe
der Korrespondenzpaarung möglich, das Minimalpolynom des einer Korre-
spondenz entsprechenden algebraischen Elements aus der Endomorphismen-
algebra zu berechnen. Um die Anzahl der Schnittpunkte zweier Primkorre-
spondenzen mit Vielfachheit zu zählen, verwenden wir sogenannte Wechsel-
summen.

In seiner Arbeit [Deu40] zeigt Deuring, dass es möglich ist, Korrespon-
denzen zwischen den Funktionenkörpern F2/K und F1/K durch geeignete
Matrizen darzustellen. Diese Matrizen mit Einträgen aus Fq beschreiben ei-
ne lineare Abbildung zwischen den Differentialen erster Gattung, s. [Kux04]
und [Smi05]. Mit Hilfe solcher Matrizen können wir dann das charakteristi-
sche Polynom des der Korrespondenz entsprechenden Elements in der En-
domorphismenalgebra berechnen. Damit dies funktioniert, müssen wir diese
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Matrizen noch p-adisch liften, siehe dazu [Ver03]. Da wir in dieser Arbeit aus-
schließlich mit der Korrespondenzpaarung arbeiten, werden die Differentiale
erster Gattung vernachlässigt.

Im dritten Kapitel werden verschiedene wichtige neue Algorithmen für
die Korrespondenzen vorgestellt, hauptsächlich für den Fall, dass die Funk-
tionenkörper isomorph sind, die Korrespondenzen also Endomorphismen in-
duzieren. Zuerst konstruieren wir Algorithmen für die grundlegende Arith-
metik, d.h. die Multiplikation der Korrespondenzen (s. Algorithmus 1). Dann
stellen wir neue Algorithmen vor, die eine Korrespondenz als Homomorphis-
mus oder Endomorphismus auf der Klassengruppe vom Grad null wirken las-
sen, siehe dazu Algorithmus 2 und 3. Anschließend zeigen wir, wie wir mit
einem neuen Verfahren den Schnitt zweier Korrespondenzen mit Vielfach-
heit berechnen können (s. Algorithmus 4) und machen einige Bemerkungen
zu den Laufzeiten der hier entwickelten Algorithmen.

Mit Xi/K bezeichnen wir die zu Fi/K gehörigen nicht-singulären pro-
jektiven, irreduziblen und reduzierten Kurven vom Geschlecht gXi

(i = 1, 2).
Die Funktionenkörper sollen hier die definierenden Polynome fi(xi, yi) ∈
K(xi)[yi] besitzen, welche durch Vertauschen der Variablen auseinander her-
vorgehen. Die nicht-trivialen Korrespondenzen entsprechen dann unter ge-
wissen Voraussetzungen an die Funktionenkörper Fi bestimmten nicht-trivi-
alen Idealklassen der endlichen Maximalordnung von F1F2/F2. Im vierten
Kapitel stellen wir ein neues Verfahren vor, wie mit Hilfe der bereits entwi-
ckelten Algorithmen der volle Endomorphismenring der Jacobischen JX2 be-
rechnet werden kann, und zwar sowohl im kommutativen mittels Algorithmus
7 als auch im nicht-kommutativen Fall mit Algorithmus 8. Allerdings muss
dazu die Jacobische JX2 der Kurve Fq-isogen zur Potenz einer einfachen abel-
schen Varietät A sein, d.h. JX2 ∼K Ar. Anderenfalls wenden wir Algorithmus
6 an, mit dessen Hilfe wir sogenannte orthogonale Korrespondenzen berech-
nen können. Mit Hilfe dieser orthogonalen Korrespondenzen können wir dann
die Berechnung des Endomorphismenrings tensoriert mit Z[1/n] und einem
bestimmten n ∈ N. Die Endomorphismenalgebra EK := End0

K(JX2) ist dann
eine zentral-einfache Algebra über einem Zahlkörper und der gesuchte En-
domorphismenring R ⊆ EK eine Ordnung darin. Sowohl im kommutativen
Fall als auch im nicht-kommutativen Fall gilt, dass die Ordnung R in einer
Maximalordnung O von EK enthalten ist.

Als Erstes berechnen wir eine Ordnung D ⊆ R. Da in jedem Fall disc(D)
= adisc(O) ∈ Z gilt, steckt also im quadratischen Anteil von a ∈ Z die Infor-
mation zu einem möglichen Aufstieg von D zur Ordnung R. Wir müssen also
testen, ob Elemente von der Form α/m mit m2|a und α ∈ R⊗Q Endomor-
phismen sind. Um dies zu tun, beweisen wir in Satz 4.3, dass unter gewissen
Annahmen an die Funktionenkörper Fi in jeder Korrespondenzklasse [A]C
eine eindeutige und reduzierte Korrespondenz C(A) vom Grad kleiner gleich
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gX2
mit bestimmten Eigenschaften existiert. Die in der Norm der gesuchten

Korrespondenz C(A) auftretenden Grade von Polynomen in der Variable x2

lassen sich durch den positiven Ausdruck TrEK/Q(αα?) nach oben beschrän-
ken, was wir aus Lemma 4.7 und Lemma 4.9 folgern können. Hierbei soll
α ∈ EK das der Korrespondenz C(A) entsprechende Element sein und α?

sein Rosati. Wenn wir genügend geeignete Stellen p ∈ DF2/K vom Grad eins
gefunden haben, interpolieren wir die Norm der dazugehörigen Korrespon-
denz mittels Algorithmus 5. Da dieser Algorithmus den Restidealsatz 2.16
benutzt, müssen wir an eine solche Stelle p ∈ DF2/K vom Grad eins noch
die Anforderung stellen, dass für C(A) =

∑
eiPi mit Pi ∈ PF2/K jeweils

p-reguläre Basen von Pi,0 existieren, so dass C(A)(p) =
∑
eiPi

p gilt. Dieses
Problem lösen wir mit Hilfe von Satz 4.6.

Wenn es einen Endomorphismus gibt, welcher einem ganzalgebraischen
Element α ∈ EK entspricht, so können wir die Norm und die Hochhebung
der Norm der dazugehörigen Korrespondenz berechnen. Anderenfalls erhal-
ten wir keine Lösung. Anschließend können wir im erfolgreichen Fall mit Hil-
fe der Korrespondenzpaarung ermitteln, welche der durch die Hochhebung
erhaltenen Korrespondenzen unserer gesuchten Korrespondenz entspricht.
Am Ende dieses Kapitels machen wir dann noch einige Bemerkungen zu
den Laufzeiten der hier vorgestellten Algorithmen und stellen Vergleiche zu
bereits bestehenden Verfahren zur Berechnung des Endomorphismenringes
einer Kurve an. Hierbei wird sich herausstellen, dass das in dieser Arbeit
vorgstellte Verfahren im Gegensatz zu den bereits bestehenden Verfahren
ohne Schwierigkeiten zur Berechnung des Endomorphismenrings beliebiger
Kurven von beliebigem Geschlecht herangezogen werden kann.

Im letzten Kapitel wollen wir anhand einiger Beispiele die gesamte Theo-
rie der Korrespondenzen noch einmal Revue passieren lassen. Um die grund-
legenden Eigenschaften der Korrespondenzen an Beispielen aufzuzeigen, eig-
nen sich die Korrespondenzen von elliptischen Funktionenkörpern am bes-
ten. Anschließend geben wir kommutative Beispiele für Geschlecht zwei und
drei, wobei wir im Fall von Geschlecht drei sowohl ein hyperelliptisches als
auch nicht-hyperelliptisches Beispiel zeigen. Im Fall gX2 = 1 und gX2 = 2
zeigen wir, wie wir auch im nicht-kommutativen Fall den Endomorphismen-
ring berechnen können. Abschließend folgt eine Tabelle mit Beispielen der
Berechnungen des Endomorphismenrings der Klassengruppe vom Grad null
über K für kommutative sowie nicht-kommutative Fälle.
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Kapitel 1

Grundlagen

In diesem Kapitel werden die Grundlagen für die folgenden Kapitel geschaf-
fen. Sämtliche Aussagen sind aus [Hes99], [Sti93], [Deu73], [Art67], [Sal06]
oder [Eic63] entnommen und sollen hier, wenn sie nicht bewiesen werden, in
knapper Form dargestellt werden.

Sei K ein Körper. Unter einem algebraischen Funktionenkörper F über
K, kurz Funktionenkörper, wollen wir immer eine endlich erzeugte Erwei-
terung über K vom Transzendenzgrad eins verstehen. Sei F/K ein Funk-
tionenkörper. Aus der Definition folgt, dass es ein über K transzendentes
x ∈ F gibt, so dass F eine endliche algebraische Erweiterung von K(x) ist.
Der Körper K eines Funktionenkörpers F/K wird Konstantenkörper ge-
nannt. Stimmt K mit seinem algebraischen Abschluss K∩F in F überein, so
nennen wir K den genauen Konstantenkörper des Funktionenkörpers F/K.
Ein Funktionenkörper F/K heißt regulär, wenn K der genaue Konstanten-
körper von F und F/K separabel ist.

Über die gesamte Arbeit wollen wir bei der Angabe eines Funktionen-
körpers F/K stets voraussetzen, dass K, sofern nichts anderes deklariert
wird, der genaue Konstantenkörper von F ist. Ist F/K durch F = K(x, y)
gegeben, so soll in der gesamten Arbeit y stets separabel über K(x) sein.

1.1 Bewertungen, Stellen und Divisoren

Ein Bewertungsring eines Funktionenkörpers F/K ist ein Teilring O ⊆ F
mit den Eigenschaften K ( O ( F und z ∈ O oder z−1 ∈ O für alle z ∈ F .
Solch ein Ring ist lokal mit dem maximalen Ideal P = tO, wobei t ∈ P
geeignet gewählt ist. Die Einheiten von O werden mit O× bezeichnet. Wir
wollen dann P Stelle von F/K und t Primelement zu P nennen. Mit PF/K
bezeichnen wir die Gesamtheit aller Stellen von F/K. Den zu einer Stelle P
zugehörigen Bewertungsring bezeichnen wir mit OP . Unter einer diskreten

13
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Bewertung oder Exponenten-Bewertung von F/K verstehen wir eine
Abbildung v : F −→ Z ∪ {∞} mit den folgenden Eigenschaften:

(i) v(x) =∞⇔ x = 0 (x ∈ F ),

(ii) v(xy) = v(x) + v(y) für alle x, y ∈ F ,
(iii) v(x+ y) ≥ min{v(x), v(y)} für alle x, y ∈ F ,
(iv) es existiert ein Element z ∈ F mit v(z) = 1 und

(v) v(a) = 0 für alle Konstanten aus K×.

Aus (ii) und (iv) folgt, dass v surjektiv ist. Wir ordnen nun jeder Stelle
P ∈ PF/K durch vP : F −→ Z ∪ {∞}, z = tnu 7−→ n (z ∈ F×) und
vP (0) :=∞ eine diskrete Bewertung zu, wobei u ∈ O×P , t ein Primelement zu
P und n ∈ Z ist. Die Darstellung z = tnu ist eindeutig bis auf Einheiten und
die Definition von vP hängt nur von P ab. Für solch eine diskrete Bewertung
gilt OP = {z ∈ F | vP (z) ≥ 0}, O×P = {z ∈ F | vP (z) = 0} und P =
{z ∈ F | vP (z) > 0}. Ist umgekehrt eine diskrete Bewertung v gegeben,
so ist durch P := {z ∈ F | v(z) > 0} eine Stelle von F/K und durch
OP := {z ∈ F | v(z) ≥ 0} der zugehörige Bewertungsring bestimmt. Eine
diskrete Bewertung v von F/K mit v(x) = 0 für alle x ∈ F\K heißt trivial.
Stellen und Bewertungen entsprechen sich gegenseitig in eindeutiger Weise,
und ein Funktionenkörper besitzt unendlich viele Stellen. Für eine Stelle P ∈
PF/K bezeichne FP den Restklassenkörper OP /P . Die Restklassenabbildung
x 7−→ FP , welche K in FP kanonisch einbettet, wird durch x 7−→ FP ∪ {∞}
auf ganz F fortgesetzt. Wir nennen degP := [FP : K] denGrad von P . Der
Grad einer Stelle eines Funktionenkörpers ist stets endlich. Sei x ∈ F ein über
K transzendentes Element mit F = K(x). Der Funktionenkörper F/K wird
dann rationaler Funktionenkörper genannt. Sämtliche Stellen P ∈ PF/K
eines rationalen Funktionenkörpers F/K haben entweder ein Primpolynom
oder 1/x als Primelement. Die zum Primelement 1/x gehörige Bewertung ist
die durch v∞(f(x)/g(x)) := deg g − deg f definierte Gradbewertung, wenn
f, g ∈ K[x] sind. Die Stellen P ∈ PF/K vom Grad eins eines rationalen
Funktionenkörpers F/K entsprechen in eindeutiger Weise den Elementen
aus K ∪ {∞}.

Divisoren und Klassengruppen

Die von den Stellen P ∈ PF/K erzeugte freie abelsche Gruppe heißt Diviso-
rengruppe und deren ElementeDivisoren. Sie wird mit DF bezeichnet und
für ihre Gruppenoperation verwenden wir die additive Notation. Ein Divisor
der Form D = P heißt Primdivisor, und jedes Element D ∈ DF besitzt
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die eindeutige Darstellung D =
∑

P∈PF/K
nPP , wobei die nP ganze Zahlen

sind, welche fast immer nP = 0 erfüllen. Die Bewertung einer Primstelle
P kann mittels vP (D) := nP auf die Divisorengruppe übertragen werden.
Die Addition in DF wird koeffizientenweise durchgeführt, und das neutrale
Element ist 0 :=

∑
P∈PF/K

nPP , wobei nP = 0 für alle nP gilt. Für zwei
Divisoren D1 und D2 können wir durch D1 ≤ D2 :⇔ vP (D1) ≤ vP (D2) für
alle P ∈ PF/K eine partielle Ordnung definieren. Ein Divisor D ∈ DF mit
D ≥ 0 heißt effektiv oder positiv. Der Grad eines Divisors D ∈ PF/K
ergibt sich durch degF/K D :=

∑
P∈PF/K

vP (D) · degP . Ist aus dem Zu-
sammenhang klar, in welchem Funktionenkörper der Grad eines Divisors
gebildet wird, so schreiben wir kurz degD. Für einen Divisor D ∈ DF mit
D =

∑
P∈PF/K

nPP bezeichnet suppD := {P ∈ PF/K | nP 6= 0} den
Träger von D. Allgemein können wir für einen Divisor D ∈ DF immer eine
DarstellungD = D0−D∞ mit effektiven DivisorenD0, D∞ ∈ DF finden, wo-
bei D0 Nullstellendivisor und D∞ Polstellendivisor genannt wird. Ein
Hauptdivisor (x) = (x)0−(x)∞ hat nur endliche viele Pol- und Nullstellen,
und ist x ∈ F\K, so gilt stets deg (x)0 = deg (x)∞ = [F : K(x)]. Für einen
Hauptdivisor (x) mit x ∈ F× ist deg (x) = 0 und es gilt x ∈ K× ⇔ (x) = 0.
Die Menge der Divisoren vom Grad n bezeichnen wir mit DnF . Die Di-
visoren vom Grad null bilden eine Untergruppe von DF , und diese wird
mit D0

F bezeichnet.

Zwei DivisorenD1, D2 ∈ DF nennen wir äquivalent, wennD1−D2 = (x)
ist mit x ∈ F× und schreiben dafür D1 ∼ D2. Mit PF := {(x) | x ∈ F×}
wollen wir die Untergruppe der Hauptdivisoren von F/K und mit der Fak-
torgruppe CF := DF /PF die Divisorenklassengruppe bezeichnen, deren
Elemente wir Divisorenklassen nennen wollen. Die Elemente der Faktor-
gruppe schreiben wir in der Form [D], wobei D ein Vertreter der jeweili-
gen Restklasse sein soll. Die Gradfunktion auf einer Divisorenklasse [D] ist
wohldefiniert durch deg [D] := degD. Mit CnF ⊂ CF sind dann die Diviso-
renklassen vom Grad n gemeint. Speziell ist C0

F = D0
F /PF die Divisoren-

klassengruppe vom Grad Null von F/K, und die eventuell unendliche
Zahl h := |C0

F | nennen wir dieKlassenzahl von F/K. Einen Zusammenhang
zwischen Divisorenklassengruppe und Divisorenklassengruppe vom Grad null
sowie eine Aussage über die Klassenzahl gibt die folgende Proposition [Hes99,
Proposition 1.1, S. 3].

Proposition 1.1. (i) Für die Divisorenklassengruppe eines Funktionen-
körpers F/K gilt CF ∼= C0

F ⊕ Z.

(ii) Die Klassenzahl eines Funktionenkörpers F/K über einem endlichen
Körper K ist endlich.
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Der Satz von Riemann-Roch

Sei F/K ein Funktionenkörper. Für einen DivisorD ∈ DF bezeichne L(D) :=
{x ∈ F× | (x) + D ≥ 0} ∪ {0} den Riemann-Roch-Raum zu D. Die-
ser ist ein K-Vektorraum von endlicher Dimension dimD. Äquivalente Di-
visoren D,D′ ∈ DF/K mit D = D′ + (f) besitzen isomorphe Riemann-
Roch-Räume, d.h. insbesondere ist dimD = dimD′. Sind D,D′ Divisoren
mit D′ ≤ D, so gilt L(D′) ⊆ L(D) und dimL(D)/L(D′) ≤ deg(D) −
deg(D′). DasGeschlecht eines Funktionenkörpers F/K kann durch g

F/K
:=

max { degD − dimD + 1 | D ∈ DF } definiert werden und ist stets eine nicht
negative Zahl. Der Satz von Riemann-Roch trifft eine genaue Aussage über
die Dimension eines Divisors. Wir fassen kurz alle wichtigen Aussagen im
folgenden Satz zusammen [Sti93, p. 28-29].

Satz 1.2. Sei F/K Funktionenkörper vom Geschlecht g. Dann gibt es eine
eindeutige Divisorklasse [W ] ∈ CF , so dass für beliebiges D ∈ DF und jedes
W ∈ [W ]:

dimD = degD + 1− g
F/K

+ dim(W −D)

ist. Die Elemente aus [W ] nennen wir kanonische Divisoren. Für einen
kanonischen Divisor W von F/K gilt stets

degW = 2g
F/K
− 2 und dimW = g.

Ist D ∈ DF mit degF/K D ≥ 2g − 1, so gilt

dimD = degF/K D + 1− g.

1.2 Erweiterungen von Funktionenkörpern

Sämtliche Aussagen in diesem Abschnitt sind aus [Deu73] entnommen. Unter
einer Erweiterung von F/K versteht man einen Funktionenkörper F ′/K ′

mit F ⊆ F ′ und K ′ ∩ F = K. Ist P ′ ∈ PF ′/K′ eine Stelle von F ′ mit
v

P ′ (z) = 0 für alle z ∈ F×, so heißt v
P ′ trivial auf F . Die Restriktion von

v
P ′ auf F definiert eine Bewertung vP mit P ∈ PF/K auf F , da v

P ′ trivial
auf K ′ und somit auf K = K ′ ∩ F ist. Ist v

P ′ nicht trivial auf F , so wollen
wir eine solche Stelle konstant nennen . Wir sagen dann P ′ liegt über P ,
kurz P ′|P , und definieren die positive ganze Zahl e(P ′|P ) durch die geltende
Beziehung v

P ′ (z) = e(P ′|P )vP (z) für alle z ∈ F . Die Zahl e(P ′|P ) wollen
wir Verzweigungsindex von P ′ über F nennen. Den Restklassenkörper FP
können wir kanonisch in den Restklassenkörper F ′P ′ einbetten. Ist F ′/K ′

Erweiterung von F/K und liegt die Stelle P ′ ∈ PF ′/K′ über P ∈ PF/K , so
wollen wir die endliche Zahl f(P ′|P ) := [F ′P ′ : FP ] den Relativgrad von P ′
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über P nennen. Es gilt dann die Beziehung

f(P ′|P ) =
[F ′P ′ : K ′] · [K ′ : K]

[FP : K]
=

degF ′/K′ P ′

degF/K P
· [K ′ : K].

Algebraische Erweiterungen

Eine Erweiterung F ′/K ′ von F/K heißt algebraisch, wenn F ′/F algebra-
isch ist, und endlich, wenn F ′/F endlich ist. Ist F ′/K ′ eine algebraische
Erweiterung von F/K, so ist für eine Stelle P ′ ∈ PF ′/K′ die korrespondie-
rende auf F eingeschränkte Bewertung niemals trivial. Die Aussage P ′ liegt
über P ist gleichbedeutend damit, dass OP in OP ′ enthalten ist. Endliche
und algebraische Erweiterungen lassen sich wie folgt charakterisieren [Deu73,
Chapter IV, p. 93 ].

Lemma 1.3. Ist F ′/K ′ eine Erweiterung von F/K, so sind folgende Aus-
sagen äquivalent:

(i) K ′/K ist algebraisch (endlich).

(ii) F ′/F ist algebraisch (endlich).

(iii) Liegt P ′ ∈ PF ′/K′ über P ∈ PF/K , so ist F ′P ′/FP algebraisch (endlich).

Ist F ′/K ′ algebraische Erweiterung von F/K, so liegt jede Stelle P ′ ∈
PF ′/K′ über genau einer Stelle P = P ′ ∩ F ∈ PF/K , und über jeder Stelle
P ∈ PF/K liegt immer mindestens eine, höchstens aber endlich viele Stellen.
Genaueres besagt folgender Satz [Deu73, Chapter IV, p. 97].

Satz 1.4. Ist F ′/K ′ eine algebraische Erweiterung von F/K und die Men-
ge {P ′1, ..., P ′m} ⊆ PF ′/K′ die Gesamtheit aller über der Stelle P ∈ PF/K
liegenden Stellen von PF ′/K′, so gilt

m∑

i=1

eifi = [F ′ : F ],

wobei ei und fi die jeweiligen Verzweigungsindizes beziehungsweise Relativ-
grade der P ′i (i = 1, ...,m) bezeichnen.

Norm und Conorm

Für eine Erweiterung F ′/K ′ von F/K und einer Stelle P ∈ PF/K bezeichnet
ConF ′/F (P ) :=

∑
P ′|P e(P

′|P ) · P ′ die Conorm von P , wobei über alle
P ′ ∈ PF ′/K′ summiert wird, die über P liegen.
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Die Conorm lässt sich zu einem additiven Homomorphismus von DF nach
DF ′ fortsetzen durch ConF ′/F (

∑
nP · P ) :=

∑
nP ·ConF ′/F (P ), und für den

Funktionenkörperturm F ⊂ F ′ ⊂ F ′′, welcher aus sämtlich endlichen Erwei-
terungen besteht, gilt ConF ′′/F (A) = ConF ′′/F ′

(
ConF ′/F (A)

)
mit A ∈ DF .

Außerdem bildet die Conorm Hauptdivisoren auf Hauptdivisoren ab und
lässt sich daher zu einem Homomorphismus CF −→ CF ′ fortsetzen. Eine
wichtige Aussage über das Verhalten des Grades eines Divisors beim Über-
gang in eine Erweiterung gibt uns folgender Satz und eine Folgerung aus
[Deu73, Chapter IV, p. 106].

Satz 1.5. Ist F ′/K ′ eine Erweiterung von F/K, so existiert eine positive
rationale Zahl λF ′/F so, dass für beliebiges D ∈ DF

degF ′/K′ ConF ′/F (D) =
degF/K D
λF ′/F

gilt. Ist F ′/F endlich, so ist

λF ′/F =
[K ′ : K]
[F ′ : F ]

.

Sei F ′/K ′ eine endliche Erweiterung von F/K und E/F die kleinste
normale Erweiterung von F , welche F ′ enthält. Sei G := G(E/F ) die Ga-
loisgruppe von E über F und H ≤ G die Untergruppe, die aus allen Auto-
morphismen von E besteht die F ′ fix lassen. Für einen Divisor D ∈ DF ′ ist
dann die Norm über F durch

NF ′/F (D) = [F ′ : F ]i ·
∑

σ∈G/H
σ(D)

definiert, wobei [F ′ : F ]i den Inseparabilitätsgrad von F ′/F bezeichnet. Die
Norm ist ein additiver Homomorphismus zwischen den Klassengruppen DF ′
und DF . Die wichtigsten Eigenschaften werden im folgendem Satz aufgezählt
[Deu73, Chapter IV, p. 108/109].

Satz 1.6. Sei F ′/K ′ eine endliche Erweiterung von F/K. Dann gelten fol-
gende Aussagen:

(i) Liegt P ′ ∈ PF ′/K′ über P ∈ PF/K , so gilt NF ′/F (P ′) = f(P ′|P )P .

(ii) Ist z ∈ F ′, so ist NF ′/F ((z)) = (NF ′/F (z)), wobei auf der rechten Seite
der Gleichung ein Hauptdivisor aus DF steht.

(iii) Für D ∈ DF gilt NF ′/F (D) := NF ′/F (ConF ′/F (D)) = [F ′ : F ]D.

(iv) Ist F ⊆ F ′ ⊆ E ein Körperturm von Erweiterungen algebraischer Funk-
tionenkörper, so gilt NE/F (D) = NF ′/F

(
NE/F ′(D)

)
für D ∈ DE.

(v) Für D ∈ DF ′ ist degF/K
(
NF ′/F (D)

)
= [K ′ : K] degF ′/K′(D).
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Konstantenkörpererweiterungen

Eine Erweiterung F ′/K ′ von F/K heißt Konstantenkörpererweiterung,
wenn F ′ das Kompositum von F und K ′ ist. Wir stellen uns folgende Fra-
ge: Wenn wir einen Funktionenkörper F/K und eine Erweiterung E von K
gegeben haben, gibt es dann eine Konstantenkörpererweiterung F ′/K ′ von
F/K, so dass E und K ′ isomorph über K sind?

Dies ist nicht immer der Fall. Es gilt jedoch folgender Satz [Deu73, Chap-
ter IV, p. 114].

Satz 1.7. Sei F/K ein algebraischer Funktionenkörper und E eine Erweite-
rung von K. Dann existiert eine Erweiterung F̃ /K̃ von F/K mit folgenden
Eigenschaften:

(i) Es existiert ein Teilkörper Ẽ von K̃ mit K ⊆ Ẽ und ein
K-Isomorphismus λ : Ẽ −→ E.

(ii) Es gilt F̃ = FẼ.

(iii) K̃ ist eine rein inseparable Erweiterung von Ẽ.

Ist F ∗/K∗ eine andere Erweiterung von F/K mit einem Teilkörper Ẽ∗ ⊆ K∗

und einem K-Isomorphismus λ∗ : Ẽ∗ −→ E, und erfüllt diese die Bedingun-
gen (i) und (ii), so gibt es einen K-Isomorphismus ρ : F ∗ −→ F ′ so, dass

ρ|Ẽ∗ = λ−1 ◦ λ∗

gilt.

Seien nun F/K und E/K Funktionenkörper. Aus Satz 1.7 folgt, dass es
bis auf Isomorphie eine Erweiterung F ′/K ′ von F/K gibt, so dass F ′ = FE
mit K ′/E algebraisch gilt, woraus F ′ = FE = FK ′ folgt. Somit ist F ′/K ′

eine Konstantenkörpererweiterung von F/K. Es stellt sich die Frage, wann
der Fall E = K ′ eintritt. Nach dem folgenden Satz aus [Deu73, Chapter IV,
p. 124] ist dies der Fall, wenn F und K ′ linear disjunkt sind:

Satz 1.8. Sei F/K Funktionenkörper und F ′/K ′ eine Konstantenkörperer-
weiterung von F , d.h. F ′ = FK ′. Ferner sei E/K eine Erweiterung von K
mit F ′ = FE. Dann sind folgende Bedingungen äquivalent:

(i) F und K ′ sind linear disjunkt über K.

(ii) Jeder über K endlich erzeugte Teilkörper Ẽ ⊆ E ist bereits der volle
Konstantenkörper von FẼ.

Sind obige Bedingungen erfüllt, so gilt (ii) für jeden (nicht notwendigerweise
endlich erzeugten) Teilkörper Ẽ von E, insbesondere für E selbst, d.h. also
K ′ = E.
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Für den Nachweis von E = K ′ gibt es aber auch ein einfacheres Kriteri-
um, um dieses festzustellen [Deu73, Chapter IV, p. 126].

Korollar 1.9. Ist entweder F oder E separabel erzeugt über K, so gilt K ′ =
E.

Die in Satz 1.5 eingeführte Konstante λF ′/F für eine Erweiterung F ′/K ′

von F/K hat nun folgende Bedeutung [Deu73, Chapter IV, p. 126].

Satz 1.10. Sei F/K Funktionenkörper und F ′/K ′ eine Konstantenkörperer-
weiterung von F sowie E ein Körper mit E ⊆ K ′ und F ′ = FE. Ferner sei
λF ′/F die positive rationale Konstante mit

λF ′/F degF ′/K′(ConF ′/F (D)) = degF/K(D)

für einen beliebigen Divisor D ∈ DF . Dann ist λF ′/F eine Potenz der Cha-
rakteristik von K mit nicht-negativem Exponenten im Falle char(K) > 0.
Ansonsten gilt λF ′/F = 1. Es ist λF ′/F = 1 genau dann, wenn F und K ′

linear disjunkt über K sind.

Der verallgemeinerte Differentensatz

Sämtliche Aussagen in diesem Abschnitt sind aus [Deu73] und [Sal06] ent-
nommen. Da in dieser Arbeit oftmals Funktionenkörper betrachtet werden,
welche einen nicht-vollkommenen Konstantenkörper besitzen, benötigen wir
eine Verallgemeinerung des Differenten- und Diskriminantenbegriffs wie wir
ihn zum Beispiel aus [Sti93] kennen. Folgender Satz aus [Sal06, Theorem
5.6.1, p. 148] liefert eine Grundlage für diese Definition.

Satz 1.11. Sei F ′/K ′ eine endliche separable Erweiterung eines Funktio-
nenkörpers F/K, P ′ ∈ PF ′/K′ und P ∈ PF/K mit P ′|P . Dann existiert eine
ganze Zahl m ≥ 0 so, dass wenn x ∈ FP ′ der Bedingung v

P ′ (x) ≥ −m ge-
nügt, dann vP

(
TrFP ′/FP

(x)
) ≥ 0 gilt. Genauso existiert ein x0 ∈ FP ′ mit

v
P ′ (x0) < −m und vP

(
TrFP ′/FP

(x0)
)
< 0.

Sei F ′/K ′ eine endlich separable Erweiterung eines Funktionenkörpers
F/K, P ′ ∈ PF ′/K′ und P ∈ PF/K mit P ′|P . Die maximale positive gan-
ze Zahl, die den Bedingungen von Satz 1.11 genügt, bezeichnen wir mit
m(P ) und nennen sie den Differentialexponenten von P ′ bezüglich F .
Nun können wir die Verallgemeinerung des Dedekindschen Differentensatzes
formulieren [Sal06, Theorem 5.6.3, p. 148]:

Satz 1.12. Sei F ′/K ′ eine endlich separable Erweiterung des Funktionen-
körpers F/K, P ′ ∈ PF ′/K′ und P ∈ PF/K mit P ′|P . Dann gilt stets

m(P ′) ≥ e(P ′|P )− 1. (1.1)
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Außerdem ist
m(P ′) > e(P ′|P )− 1 (1.2)

genau dann, wenn mindestens eine der beiden Bedingungen erfüllt ist:

(i) e(P ′|P ) ist durch char(K) teilbar

(ii) FP ′ ist inseparabel über FP .

Für fast alle Stellen P ′ ∈ PF ′/K′ ist m(P ′) = 0. Die Summe aller Stel-
len P ′ mit Exponenten m(P ′) liefert daher einen Divisor, die sogenannte
Differente:

Definition 1.13. Sei F ′/K ′ eine endlich separable Erweiterung eines Funk-
tionenkörpers F/K. Den Divisor

Diff(F ′/F ) :=
∑

P ′∈PF ′/K′

m(P ′)P ′

wollen wir Differente von F ′/F und dessen Norm

disc(F ′/F ) := NF ′/F
(
Diff(F ′/F )

)

die Diskriminante von F ′/F nennen. Seien P ′ ∈ PF ′/K′ und P ∈ PF/K
Stellen mit P ′|P . Die Stelle P ′ heißt unverzweigt, wenn e(P ′|P ) = 1 ist,
andernfalls heißt P ′ verzweigt. Die Stelle P ′ heißt total verzweigt in
F ′/F , wenn e(P ′|P ) = [F ′ : F ] gilt. Die Stelle P ′ heißt relativ insepa-
rabel, wenn F ′P ′/FP inseparabel ist.

In Körpertürmen erfüllt die Differente folgende Eigenschaft [Sal06, Theo-
rem 5.7.15, p.157].

Korollar 1.14. Für einen Körperturm F ⊆ F ′ ⊆ F ′′ von endlichen und
separablen Funktionenkörpererweiterungen gilt

Diff(F ′′/F ) = ConF ′′/F ′(Diff(F ′/F )) + Diff(F ′′/F ′).

Einen wichtigen Zusammenhang zwischen Geschlecht und Differente gibt
folgender Satz, die sogenannte Riemann-Hurwitzsche Geschlechtsfor-
mel [Sal06, Korollar 9.4.3, p. 309]. Sie gilt auch für Körper mit nicht-
vollkommenem Konstantenkörper.

Satz 1.15. Sei F ′/K ′ eine endliche separable Erweiterung des Funktionen-
körpers F/K. Dann gilt

g
F ′/K′ = 1 +

[F ′ : F ]
[K ′ : K]

(g
F/K
− 1) +

1
2

degF ′/K′ Diff(F ′/F ).
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Verhalten von Geschlecht, Dimension und Differente

Sei F ′/K ′ eine Konstantenkörpererweiterung des Funktionenkörpers F/K.
Wir wollen Aussagen über das Verhalten des Geschlechts von F ′/K ′, sei-
ner Differente und der Dimensionen des Riemann-Roch-Raumes L(D) eines
Divisors D ∈ DF machen. Dazu zitieren wir folgenden Satz aus [Deu73,
Chapter IV, p. 132 ].

Satz 1.16. Sei F ′/K ′ eine Konstantenkörpererweiterung des Funktionen-
körpers F/K mit λF ′/F = 1, was nach Satz 1.10 gleichbedeutend damit ist,
dass K ′ und F linear disjunkt über K sind. Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Für die Geschlechter besteht die Ungleichung g
F ′/K′ ≤ gF/K

.

(ii) Ist D ∈ DF ein beliebiger Divisor, so lässt sich die K-Basis von L(D)
zu einer K ′-Basis von L(ConF ′/F (D)) ergänzen, und somit gilt

dimD ≤ dimConF ′/F (D).

Ist K ′ separabel erzeugt über K, so ist jede K-Basis des Riemann-Roch-
Raumes L(D) eineK ′-Basis des Riemann-Roch-Raumes L(ConF ′/F (D)) und
die Geschlechter von F ′/K ′ und F/K sind identisch. Insbesondere ist dann

dimD = dimConF ′/F (D).

Es gilt aber auch die Umkehrung [Deu73, Chapter IV, p.144 ].

Satz 1.17. Seien F ′/K ′ eine Konstantenkörpererweiterung des Funktionen-
körpers F/K und D ∈ DF beliebig. Ist g

F ′/K′ = g
F/K

und λF ′/F = 1, so ist
jede K-Basis des Riemann-Roch-Raumes L(D) eine K ′-Basis des Riemann-
Roch-Raumes L(ConF ′/F (D)). Insbesondere gilt

dimD = dimConF ′/F (D).

Wir wollen jetzt Überlegungen anstellen, welche Gestalt die Differente
von Konstantenkörpererweiterungen hat. Dazu betrachten wir zwei separa-
bel und endlich erzeugte Funktionenkörper F1/K und F2/K, welche alge-
braisch unabhängig über K sind. Das Kompositum F1F2 über F2 in einem
geeigneten gemeinsamen Oberkörper bezeichnen wir mit L. Wir wollen nun
zeigen, dass dann F2 der genaue Konstantenkörper von L ist, was insbeson-
dere bedeutet, dass wir L dann als Konstantenkörpererweiterung von F1/K
auffassen können.

Lemma 1.18. Seien F1/K und F2/K jeweils zwei endlich erzeugte, sepa-
rable und algebraisch unabhängige Funktionenkörper. Ferner sei L := F1F2

das Kompositum von F1 und F2 in einem geeignetem Oberkörper und es gelte
F2 ⊆ K ′, wobei K ′ den genauen Konstantenkörper von L bezeichne. Dann
gelten:
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(i) F2 ist genauer Konstantenkörper von L, d.h. es gilt K ′ = F2.

(ii) Die Geschlechter g
L/F2

und g
F1/K

stimmen überein.

(iii) Die Körpergrade [L : F2(x1)] und [F1 : K(x1)] stimmen überein. Ist
außerdem F1 = K(x1, y1), so gilt L = F2(x1, y1).

(iv) Für die Differente gilt Diff(L/F2) = ConL/F1
(Diff(F1/K)).

(v) Für P ′ ∈ PL/F2
und P ∈ PF1/K mit P ′|P gilt F

P ′ = FPF2, d.h. FP ′ ist
das Kompositum von FP und F2.

Beweis. Die Aussage (i) folgt aus Korollar 1.9, da nach Voraussetzung F2/K
separabel erzeugt ist. Andererseits gilt die lineare Disjunktheit von F1 und
F2 über K wegen der algebraischen Unabhängigkeit und Regularität von F1

und F2. Damit folgt λL/F1
= 1 aus Satz 1.10 und Aussage (ii) mit Satz 1.16

auf Grund der Separabilität von F1 und F2. Aus der linearen Disjunktheit
von F1 und F2(x1) über K(x1) und der Endlichkeit von F1/K(x1) folgt,
dass [L : F2(x1)] = [F1 : K(x1)] ist. Daraus erhalten wir L = F2(x1, y1),
weil das Minimalpolynom von y1 über K(x1) auf Grund der algebraischen
Unabhängigkeit von F1 und F2 über F2(x1) irreduzibel bleibt. Für den Be-
weis der Aussage (iv) bemerken wir, dass eine Stelle P ∈ PF1/K , die in F1/K
verzweigt ist, auch in L/F2 verzweigt ist, d.h. wir haben

ConL/F1
(Diff(F1/K)) ≤ Diff(L/F2). (1.3)

Betrachten wir die Erweiterungen L/F2(x1) vom Grad [L : F2(x1)] = n und
setzen in der Situation von Satz 1.15 F ′ = L, F = F2(x1) und K = F2 = K ′,
so erhalten wir einmal

g
L/F2

= 1 +
[L : F2(x1)]

[F2 : F2]
(g

F2(x1)/F2
− 1) +

1
2

degL/F2(x1) Diff(L/F2). (1.4)

Mit F ′ = F1, F = K(x1) und K ′ = K erhalten wir ebenso

g
F1/K

= 1 +
[F1 : K(x1)]

[K : K]
(g

K(x1)/K
− 1) +

1
2

degF1/K(x1) Diff(F1/K). (1.5)

Mit den Gleichungen (1.4) und (1.5) sowie

g
L/F2

= g
F1/K

, [L : F2(x1)] = [F1 : K(x1)] und λL/F1
= 1

folgt dann mit Satz 1.5

degL/F2
Diff(L/F2)) = degL/F2

(ConL/F1
(Diff(F1/K)) .

Da die Differente ein effektiver Divisor ist, folgt aus (1.3) die Gleichheit

Diff(L/F2(x1)) = ConL/F1
(Diff(F1/K(x1))) .

Die Aussage (v) folgt aus [Deu73, Chapter IV, p.128].
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1.3 Ringe und Algebren

Sämtliche Aussagen in diesem Abschnitt stützen sich auf [Mil05], [Poh89]
oder [Hes06], wenn diese nicht bewiesen werden. Die in diesem Kapitel be-
handelten Ringe sind, wenn nichts Anderes gesagt wird, Integritätsringe. Sei
F/K ein separabler Funktionenkörper. Wie fixieren eine Erzeugung F =
K(x, y) und definieren die zwei Ringe

OF := Cl(K[x], F ) =
⋂

v
P

(x)≥0

OP

und
OF,∞ := Cl(K[x−1], F ) =

⋂

v
P

(x)≤0

OP

mit P ∈ PF/K . Hier soll Cl(K[x], F ) bzw. Cl(K[x−1], F ) den ganzalgebrai-
schen Abschluss von K[x] bzw. K[x−1] in F bezeichnen. Unsere Definition
von OF und OF,∞ sind also abhängig von der gewählten Erzeugung von
F/K. Um die Notation so einfach wie möglich zu halten, haben wir eine
fixierte Erzeugung von F/K vorausgesetzt. Die Ringe OF und OF,∞ sind
Dedekindringe, welche als endlich erzeugte K[x]- bzw. K[x−1]-Moduln eine
Ganzheitsbasis besitzen. Wir wollen OF die endliche Maximalordnung
und OF,∞ die unendliche Maximalordnung nennen. Die Differente von
OF ist dann durch

Diff(OF ) :=
∑

ν
P

(x)≥0

νP (Diff(F/K(x)))P

und die Diskriminante durch

disc(OF ) := NF/K(Diff(OF ))

definiert. Analog machen wir diese Definition für die unendliche Maximalord-
nung. Für eine Stelle P ∈ PF/K mit vP (x) ≥ 0 betrachten wir die Einbettung

ιP : OF −→ OP (1.6)

und für eine Stelle P ∈ PF/K mit vP (x) ≤ 0 die Einbettung

ιP,∞ : OF,∞ −→ OP . (1.7)

Bei Stellen P mit vP (x) = 0 können wir sowohl OF als auch OF,∞ in die Stel-
lenringe OP einbetten. Die Anzahl der Stellen mit vP (x) > 0 bzw. vP (x) < 0
ist endlich. Durch die Urbilder der Inklusionen werden die maximalen Ideale
der Bewertungsringe OP auf Primideale der jeweiligen Dedekindringe ab-
gebildet. Jedes gebrochene Ideal von OF oder OF,∞ lässt sich bis auf Rei-
henfolge eindeutig als Produkt von Primidealen darstellen. Die jeweiligen
Idealgruppen wollen wir mit IOF

und IOF,∞ bezeichnen.



1.3. RINGE UND ALGEBREN 25

Einem Divisor D =
∑n

i=1 niPi ∈ DF/K können wir einen endlichen Teil

D0 :=
∏

vPi
(x)≥0

ι−1
Pi

(Pi)ni ∈ IOF
(1.8)

und einen unendlichen Teil

D∞ :=
∏

vPi
(x)≤0

ι−1
Pi,∞(Pi)ni ∈ IOF,∞ (1.9)

zuordnen. Jeder Divisor besitzt dann eine Darstellung mit Idealen aus dem
endlichen und unendlichen Teil. Definieren wir den unendlichen Teil von D
wie folgt zu

D∞ :=
∏

v
Pi

(x1)<0

ι−1
Pi,∞(Pi)ni ∈ IOF,∞ , (1.10)

so lässt sich dann jeder Divisor D durch D0 und D∞ eindeutig darstellen.
Den Restklassenkörper OF /P0 eines Primideales P0 = ι−1

P (P ) ∈ OF wollen
wir mit FP bezeichnen. Der Körper K lässt sich in FP einbetten und der
Grad eines Primideals P0 = ι−1

P (P ) ∈ OF ist durch

degF/K P0 = [FP : K]

gegeben. Analoges erhalten wir fürOF,∞ . Ein beliebiges Ideal eines Dedekind-
ringes lässt sich dann in Primidealpotenzen faktorisieren, und der Grad eines
Ideals wird ähnlich wie bei Divisoren als Summe der Grade aller beteiligten
Primideale mit Vielfachheit definiert. Der Conorm für Divisoren entspricht
die Hochhebung des entsprechenden endlichen und unendlichen Teils in den
jeweiligen Dedekindringen.

Als Nächstes wollen wir den Fall betrachten, dass F1/K und F2/K zwei
separable und algebraisch unabhängige Funktionenkörper mit Kompositum
L := F1F2 über dem genauen Konstantenkörper F2 sind. Wir wollen uns mit
der Frage beschäftigen, wie jeweils die endliche und unendliche Maximalord-
nung von L/F2 beschaffen ist.

Lemma 1.19. Seien F1 = K(x1, y1) und F2 = K(x2, y2) zwei separable
und algebraisch unabhängige Funktionenkörper. Ferner sei L = F2(x1, y1)
ein Funktionenkörper mit genauem Konstantenkörper F2.

(i) Sei OF1 aufgefasst als K[x1]-Modul 〈b1, ..., bn〉K[x1]. Für die endliche
Maximalordung OL/F2

gilt dann

OL/F2
= 〈b1, ..., bn〉F2[x1].

(ii) Die Abbildung

Φ : OF1 ⊗K F2 −→ OL/F2
, a⊗ b 7−→ ab

ist ein K-Algebrenisomorphismus.
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(iii) Sei U := K[x1]×. Der Ring

OL/F2

[
U−1

]

ist wieder ein Dedekindring und die Abbildung

Φ̂ : F1 ⊗K F2 −→ OL/F2

[
U−1

]
, a⊗ b 7−→ ab (1.11)

ein K-Algebrenisomorphismus.

(iv) Sei Φ wie in (ii) und U := Φ−1 (K[x1]). Dann lässt sich OF1 ⊗K F2

mittels der Abbildung

ιU : OF1 ⊗K F2 −→ F1 ⊗K F2, α 7−→ α

1

in F1 ⊗K F2 einbetten. Ist P Primideal in F1 ⊗K F2, so ist das Urbild
bezüglich dieser Einbettung ebenfalls ein Primideal.

(v) Es gilt
(
F1 ⊗K F2

)
/P ∼=

(OF1 ⊗K F2

)
/P ∗, wobei P ein Primideal von

F1 ⊗K F2 und P ∗ das Urbild von P bezüglich der Einbettung ist.

(vi) Sei P Primideal von F1 ⊗K F2. Dann lassen sich F1 und F2 in die K-
Algebra F1 ⊗ F2 und in den Restklassenring

(
F1 ⊗K F2

)
/P einbetten.

(vii) Sämtliche Aussagen dieses Lemmas gelten auch, wenn man OF1 durch
OF1,∞ und OL/F2

durch OL/F2,∞ ersetzt. Analog gelten sämtliche Aus-
sagen, wenn wir L als eine Konstantenkörpererweiterung von F2 be-
trachten.

Beweis. (i) Sei b1, ..., bn ∈ F1 eine Basis des K[x1]-Moduls OF1 und R :=
〈b1, ..., bn〉F2[x1] der von b1, ..., bn erzeugte F2[x1]-Modul. Da F1/K und
F2/K algebraisch unabhängig und jeweils regulär sind, bilden die Ele-
mente b1, ..., bn eine F2[x1]-Basis von R und es ist disc(OF1) = disc(R).
Aus Lemma 1.18 folgt

Diff(L/F2) = ConL/F1
(Diff(F1/K))

und damit die Gleichheit

disc(L/F2) = disc(F1/K)

von Divisoren von F2(x1). Das Polynom f := disc(OF1) teilt dann
das Polynom F := disc(OL/F2

) in F2[x1]. Da deg(f) = deg(F ) gilt,
haben wir F = uf mit u ∈ F2 geeignet. Somit unterscheidet sich die
Übergangsmatrix vom F2[x1]-Modul OL/F2

zu R nur um eine Einheit
in OL/F2

, und die Basis von R ist auch eine Basis von OL/F2
. Daraus

folgt dann OL/F2
= R als F2[x1]-Moduln.
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(ii) Sei T eine K-Algebra. Wir betrachten folgendes Diagramm, in dem nur
K-Algebrenhomomorphismen auftauchen:

OF1

ιOF1 //

α

""DD
DD

DD
DD

DD
DD

DD
DD

DD
OL/F2

γ

²²

F2

ι
F2oo

β

}}{{
{{

{{
{{

{{
{{

{{
{{

{{

T

(1.12)

Hierbei sind ιOF1
und ιF2

jeweils Einbettungen. Es ist nicht schwer
nachzuweisen, dass γ durch α und β eindeutig festgelegt ist, wobei
γ◦ιOF1

= α und γ◦ιF2
= β ist. Auf Grund der universellen Eigenschaft

des Tensorproduktes gibt es einen K-Algebrenisomorphismus

Φ : OF1 ⊗K F2 −→ OL/F2

mit den gewünschten Eigenschaften.

(iii) Dass OL/K2
[U−1] wieder ein Dedekindring ist, folgt aus der Tatsache,

dass die Lokalisierung eines Dedekindringes wieder ein Dedekindring
ist. Die Lokalisierung einer K-Algebra ist ebenfalls wieder eine K-
Algebra. Ersetzen wir im Diagramm (1.12) den Ring OF1 durch F1

und den Ring OL/F2
durch OL/F2

[U−1], so folgt wie in (ii) aus der
universellen Eigenschaft des Tensorproduktes, dass die Abbildung

Φ̂ : F1 ⊗K F2 −→ OL/F2
[U−1], a⊗ b 7−→ ab

ein K-Algebrenisomorphismus ist.

(iv) Mit
ιU : OF1 ⊗K F2 −→ F1 ⊗K F2, α 7−→ α

1
erhalten wir die gesuchte Einbettung. Dass ι−1

U (P ) ein Primideal in
OF1 ⊗K F2 ist, ist klar.

(v) Sei U := K[x1]× ⊗K 1 und bezeichne

πP ∗ : OF1 ⊗K F2 −→ (OF1 ⊗K F2)/P ∗

die kanonische Restklassenabbildung. Wir erhalten

πP ∗(U) ⊆ ((OF1 ⊗K F2)/P ∗) [πP ∗(U)−1]× ,

und da wir die Reihenfolge von Lokalisierung und Faktorisierung ver-
tauschen dürfen, folgt mit (iii):

((OF1 ⊗K F2)/P ∗) [πP ∗(U)−1] ∼= (F1 ⊗K F2)/P.
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Da P ∗ = ι−1
U (P ) und P ∩ ιU (U) = 0 gilt, erhalten wir sogar

πP ∗(U) ⊆ ((OF1 ⊗K F2)/P ∗)× ,

woraus mit der universellen Eigenschaft für Lokalisierungen die Isomor-
phie

(F1 ⊗K F2)/P ∼= (OF1 ⊗K F2)/P ∗

folgt.

(vi) Mit ιF1
: F1 −→ F1 ⊗K F2, α 7−→ α ⊗K 1 erhalten wir eine Einbet-

tung für F1 und analog für F2 eine Einbettung ιF2 . Da die eingebette-
ten Elemente aus F1 und F2 in F1 ⊗K F2 Einheiten sind, gilt mit der
Restklassenabbildung π : F1 ⊗K F2 −→

(
F1 ⊗K F2

)
/P , dass π ◦ ιFi

eingeschränkt auf Fi eine Injektion ist (i = 1, 2).

(vii) Diese Aussage ergibt sich aus der Tatsache, dass sämtliche Argumenta-
tionsketten der vorangegangenen Beweise sich ohne weiteres auf diese
Fälle übertragen lassen.

Den Funktionenkörper L/F2 können wir einmal als algebraische Erwei-
terung des rationalen Funktionenkörpers F2(x1) oder als Konstantenerwei-
terung von F1/K zu L/F2 betrachten. Im ersten Fall gibt es nur konstante
Stellen, und im zweiten sind genau die Stellen P ′ ∈ PL/F2

konstant, für die ein
P ∈ PF1/K mit P ′|P existiert. Wenn wir im Folgenden von konstanten
Stellen von L/F2 sprechen, so meinen wir immer konstant in Be-
zug auf die Konstantenkörpererweiterung L/F2 von F1/K. Konstante
Divisoren sind dann solche, deren Träger nur aus konstanten Primdivisoren
bestehen. Die Gesamtheit aller konstanten Divisoren von DL/F2

bildet eine
Untergruppe CL/F2

≤ DL/F2
.

Mit PR wollen wir die Menge aller Primideale eines Ringes R bezeichnen.
Sei ιP die Einbettung von (1.6). Ein Primideal P0 ∈POL/F2

heißt konstant,
wenn es ein P ∈ PL/F2

gibt, so dass für das Urbild ιP (P )−1 = P0 gilt und
P konstant ist. Ein gebrochenes Ideal I ∈ IOL/F2

, das aus lauter konstan-
ten Primidealen besteht, wollen wir konstantes Ideal nennen und deren
Gesamtheit mit COL/F2

bezeichnen. Für ein nicht-konstantes Primideal P0

aus OL/F2
werden wir eine besondere Darstellung benutzen, die sogenannte

Zwei-Element-Darstellung. Das ist diejenige Gestalt eines Primideales,
die man gewinnt, wenn man den Kummerschen Zerlegungssatz anwenden
kann, um die Hochhebung eines nicht-konstanten Primpolynomes aus F2[x1]
nach OL/F2

zu berechnen. Da die nicht-konstanten Primdivisoren P ∈ DL/F2

keine Differententeiler sind, können wir nicht-konstante Ideale stets in der
Zwei-Element-Darstellung angeben.
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Seien nun S := OL/F2

[
K[x1]−1

]
und ι : OL/F2

−→ S die Einbettung von
OL/F2

in S. Wir betrachten die Abbildung

Ψ : POL/F2
−→PS , P0 7−→ ι(P0).

Bezeichnet P0 := ι−1(P̂0) das Urbildideal von P̂0 ∈PS , so definieren wir

A := {P ∈ PL/F2
| ∃P̂0 ∈ S mit P0 = ι−1(P̂0)}

und bezeichnen mit HL/F2
die von den Primdivisoren von A erzeugte freie

abelsche Untergruppe von DL/F2
. Wir können nun die Divisoren von DL/F2

eindeutig durch einen konstanten und nicht-konstanten Divisor beschreiben:

Lemma 1.20. Jeder Divisor D ∈ DL/F2
lässt sich eindeutig schreiben als

D = DH+DC mit einem konstanten Divisor DC ∈ CL/F2
und einem Divisor

DH ∈ HL/F2
ohne konstanten Träger, d.h. es gilt DL/F2

= CL/F2
⊕HL/F2

.

Beweis. Wir betrachten die Abbildungen β : DL/F2
−→ HL/F2

, D 7−→ DH

mit DH 0
= ι−1(ι(D0)) und α : CL/F2

−→ DL/F2
, D 7−→ D sowie die kurze

exakte Sequenz

0 // CL/F2

α // DL/F2

β // HL/F2
// 0 . (1.13)

Mit τ : HL/F2
−→ DL/F2

, D 7−→ D erhalten wir βτ = idHL/F2
, woraus die

Behauptung folgt.

Wir betrachten nun den K-Isomorphismus τ : F1 −→ F3 von sepa-
rablen Funktionenkörpern Fi = K(xi, yi) mit genauem Konstantenkörper
K (i = 1, 2, 3). Ferner seien die Funktionenkörper F1, F2 und F3 paarweise
algebraisch unabhängig und Ui := K[xi]×. Mit Φ̂12 und Φ̂23 bezeichnen wir
die jeweiligen Algebrenisomorphismen

Φ̂12 : F1 ⊗K F2 −→ OF1F2/F2
[U−1

1 ]

und
Φ̂23 : F3 ⊗K F2 −→ OF3F2/F2

[U−1
3 ]

wie in Lemma 1.19. Außerdem benötigen wir noch den Algebrenisomorphis-
mus

α : F1 ⊗K F2 −→ F3 ⊗K F2, a⊗ b 7−→ τ(a)⊗ b.
Ist nun P ∈ PL/F2

, so definieren wir

Q0 := Φ̂23

(
α

(
Φ̂−1

12 (ι−1
P (P ))

))

und
τ(P ) := ιQ(Q0), (1.14)
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wobei Q0 ein Primideal in OF2F3/F2
[U−1

3 ] ist. Mit Q bezeichnen wir dann
denjenigen Primdivisor in PF2F3/F2

mit Q0 = ι−1
Q (Q), wobei hier

ιQ : OF2F3/F2
[U−1

3 ] −→ OQ

die Einbettung von OF2F3/F2
[U−1

3 ] in den Bewertungsring OQ von F2F3/F2

ist. Diese Vorschrift setzen wir dann auf DL/F2
fort und erhalten einen

Isomorphismus von DL/F2
nach DF2F3/F2

, d.h. also insbesondere τ(A) ∈
DF2F3/F2

für A ∈ DL/F2
. Im Falle eines Isomorphismus τ : F2 −→ F3 ge-

hen wir völlig analog vor, wobei hier dann τ(A) ∈ DF3F1/F3
für A ∈ DL/F2

ist.

1.4 Abelsche Varietäten über endlichen Körpern

In diesem Abschnitt wollen wir eine Übersicht über die Theorie der abelschen
Varietäten geben. Dazu halten wir uns an [Mil98], [Mil86], [Har77], [Eic63],
[Mum70] und [Oor07]. Da für uns die abelschen Varietäten über endlichen
Körpern oder deren algebraischer Abschluss von Hauptinteresse sind, wollen
wir mit k immer einen endlichen Körper und mit k seinen algebraischen
Abschluss bezeichnen.

Als Gruppen-Varietät über k bezeichnen wir eine Varietät über k, de-
ren Punkte eine Gruppe bilden und deren Gruppenoperationen k-Morphismen
sind. Eine Abelsche Varietät ist eine projektive Gruppen-Varietät. Da die
Gruppenstruktur einer abelschen Varietät abelsch ist, werden wir diese im-
mer additiv schreiben. Ein Homomorphismus zwischen abelschen Varietäten
über k ist ein Morphismus, der ein Homomorphismus von abelschen Gruppen
ist. Ist α : A −→ B ein Homomorphismus von abelschen Varietäten über k,
so ist das Bild α(A) eine abelsche Teilvarietät von B, und der Kern von α
ist ein Untergruppenschema von A. Für abelsche Varietäten A und B über k
ist die Menge aller Homomorphismen von A nach B ein freier Z-Modul von
endlichem Rang, der durch

Rg (Hom(A,B)) ≤ 4 dimAdimB

nach oben beschränkt ist, siehe [Mum70, Corollary 1, p. 178]. Eine Isogenie
von abelschen Varietäten über k ist ein endlicher und dominanter Homomor-
phismus abelscher Varietäten. Existiert zwischen zwei abelschen Varietäten
A und B über k eine Isogenie, so nennen wir A und B isogen über k, kurz
A ∼k B, und sagen A und B sind k-isogen. Damit zwei abelsche Varietäten
A und B isogen sind, muss notwendiger Weise dimA = dimB gelten. Für
eine gegebene Isogenie α : A −→ B ist der Kern A[α] ein endliches Unter-
gruppenschema der Ordnung degα. Mit dem Hauptsatz für endlich erzeugte
abelsche Gruppen folgt dann A[α] ∼= Z/n1Z × ... × Z/nrZ mit ni+1|ni für
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1 ≤ i ≤ r−1. Ist α eine separable Isogenie, so nennen wir α auch (n1, ..., nr)-
Isogenie. Ein Endomorphismus einer abelschen Varietät A über k ist ein
k-rationaler Homomorphismus α : A −→ A. Die k-rationalen Endomorphis-
men von A über k bilden einen Ring, den wir mit Endk(A) bezeichnen. Mit
End0

k(A) meinen wir das Tensorprodukt Endk(A)⊗Q. Jede abelsche Varietät
A besitzt Multiplikationen mit n ∈ N, die durch die Endomorphismen

[n]A : A −→ A, P 7−→ P + ...+ P︸ ︷︷ ︸
n mal

gegeben sind. Dadurch besitzt jede nicht-triviale abelsche Varietät einen zu
Z isomorphen Teilring in End(A). Die Multiplikation mit n ist eine Isogenie.
Betrachten wir eine abelsche Varietät A über einem endlichen Körper k und
eine algebraische Erweiterung K von k, so ist die unter dieser Erweiterung
erhaltene abelsche Varietät A′ über K dann k-isogen zu A⊗kK, d.h. A′ ∼k
A ⊗k K. Eine abelsche Varietät über k wollen wir k-einfach nennen, wenn
sie keine nicht-trivialen abelschen Untervarietäten enthält. Weiter nennen
wir eine über k definierte abelsche Varietät A dann k-elementar, wenn sie
k-isogen zur Potenz einer einfachen abelschen Varietät B über k ist, d.h.
A ∼k Bm. Jede nicht-triviale abelsche Varietät über k ist zu einem Produkt

t∏

i=1

Arii (1.15)

abelscher Varietäten k-isogen, wobei die Ai einfach und verschiedene Ai und
Aj paarweise nicht k-isogen sind, siehe [Gee07, Corollary 12.4, Chapter XII].
Für abelsche Varietäten A ist End0

k(A) eine endlich-dimensionale Q-Algebra
und wenn A einfach ist sogar ein endlich-dimensionaler Schiefkörper über
Q. Für eine beliebige abelsche Varietät A über k mit A ∼k

∏n
i A

ri
i besitzt

die Endomorphismenalgebra End0
k(A) die folgende Zerlegung in ein direktes

Produkt ([Gee07, Corollary 12.6, Chapter XII]):

End0
k(A) ∼=

t∏

i=1

Mri

(
End0

k(Ai)
)
, (1.16)

wobei Mri

(
End0

k(Ai)
)
der Ring der ri × ri-Matrizen über End0

k(Ai) ist. Die
Endomorphismenringe von einfachen abelschen Varietäten lassen sich wie
folgt charakterisieren ([Mum70, Theorem 2, p. 201 and remark], [Ung05, p.
7-8]):

Satz 1.21. Sei A eine einfache abelsche Varietät über k der Dimension g und
D = End0

k(A). Auf D sei eine Involution ′ gegeben, so dass TrD/Q(xx′) > 0
ist für alle x ∈ D×. Bezeichne F das Zentrum von D mit [D : F ] = m2 und
[F : Q] = e. Ferner sei F0 der Teilkörper von F mit e0 := [F0 : Q], bestehend
aus allen Elementen von F , die von der Involution gefixt werden. Dann ist
D einer der folgenden Typen:
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(i) D = F = F0 ist ein total reeller algebraischer Zahlkörper und die
Involution ist die Identität. Es gilt e|g.

(ii) F = F0 ist ein total reeller Zahlkörper, und D ist eine Quaternionen-
algebra über F , so dass die R-Algebrenisomorphie

R⊗σ(F ) D ∼= M2(R)

gilt, wobei M2(R) die Menge aller 2× 2-Matrizen mit Einträgen aus R
bezeichnet und σ : F −→ R eine Einbettung von F ist. Die Involution
ist durch (

α β
γ δ

)
7−→

(
δ −β
−γ α

)

gegeben mit α, β, γ, δ ∈ F . Ferner gilt 2e|g.
(iii) F = F0 ist ein total reeller algebraischer Zahlkörper und D ist eine

Quaternionenalgebra über F , so dass die R-Algebrenisomorphie

R⊗σ(F ) D ∼= H

gilt, wobei H die gewöhnliche Quaternionenalgebra ist und σ : F −→ R
eine Einbettung von F ist. Die Involution ist durch

α+ βi+ γj + δk 7−→ α− βi− γj − δk (α, β, γ, δ ∈ F )

gegeben. Ferner gilt e|g.
(iv) F0 ist ein total reeller algebraischer Zahlkörper, F ist eine imaginär-

quadratische Erweiterung von F0, und D ist ein Schiefkörper mit end-
licher Dimension m2 über F . Es gilt die C-Algebrenisomorphie

R⊗σ(F ) D ∼= Mm(C),

wobei Mm(C) die Menge aller m × m-Matrizen mit Einträgen aus C
und σ : F −→ C eine Einbettung von F ist. Die Involution ist durch

(aij ) 7−→ (aji)

gegeben. Es gilt e0m|g.

Sei p eine Primzahl und q = pn, sowie A eine abelsche Varietät der
Dimension g über k = Fq. Eine q-Weil-Zahl ist eine ganzalgebraische Zahl
ω, so dass für jede Einbettung ψ : Q(ω) −→ C dann |ψ(ω)| = √q gilt. Für
den Frobeniusendomorphismus πk bezüglich k von A ist das charakteristische
Polynom fπk

in Z[t], da Endk(A) ein endlich erzeugter freier Z-Modul ist
und somit das charakteristische Polynom fα für α ∈ Endk(A) ein normiertes
Polynom mit Koeffizienten in Z ist. Ist fπk

das charakteristische Polynom
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des Frobeniusendomorphismus von Ak bezüglich k, so ist jede Nullstelle von
fπk

eine q-Weil-Zahl. Sei A eine abelsche Varietät der Dimension g. Ist A
dann k-einfach, so hat fπk

den Grad 2g, und fπk
= gmπk

ist eine Potenz des
Minimalpolynoms gπk

∈ Z[t] von πk (s.[Tat69, Théorème 1 et Remarques, p.
96]). Ist A ferner k-isogen zum Produkt von Varietäten

∏
iA

ri
i über k wie

in (1.15), so ist fπk
das Produkt

∏
i f

ri
i charakteristischer Polynome über Z

von Frobeniusendomorphismen der jeweiligen abelschen Varietäten Arii mit
deg f = 2g, was aus [Tat66, Theorem 1, p. 139] folgt.

Eine weitere Charakterisierung von Endomorphismenringen abelscher Va-
rietäten über endlichen Körpern k erfolgt in [Tat66]: Bezeichnet πk den Fro-
beniusendomorphismus von A bezüglich k mit charakteristischem Polynom
fπk

=
∏
gei
i ∈ Z[t], dann definieren wir r(fπk

, fπk
) :=

∑
e2i deg gi. Nun ist

Q[πk] eine endliche Q-Algebra, und für die endlich-dimensionale Q-Algebra
Ek := End0

k(A) einer abelschen Varietät A der Dimension g gilt

2g ≤ [Ek : Q] = r(fπk
, fπk

) ≤ (2g)2,

F = Z(Ek) = Q[πk],

2g = [Ek : Q[πk]]
1
2 · [Q[πk] : Q] und

fπk
= gmπk

mit m = [Ek : Q[πk]]
1
2 ,

(1.17)

wobei Z(Ek) das Zentrum von Ek bezeichnet und die letzten beiden Aussagen
nur gelten, wenn A einfach ist. Betrachten wir nun wieder Satz 1.21 unter
der Beachtung von (1.17), so erhalten wir folgendes Lemma:

Lemma 1.22. Sei A eine einfache abelsche Varietät über k. Dann gilt: Gibt
es eine Einbettung ψ von Q(πk), so dass ψ(πk) ∈ R ist, so muss dimA = 1
oder dimA = 2 sein.

Beweis. Ist ψ(πk) ∈ R, so gilt |ψ(πk)| =
√
q = pn/2. Ist n gerade, so ist

ψ(πk) = ±pn/2 ∈ Q, was F ∼= Q bedeutet. Ansonsten haben wir F ∼= Q(
√
p),

aber in jedem Fall haben wir [Q[πk] : Q] ≤ 2 und E kann nicht vom letzten
Typ in Satz 1.21 sein, d.h. also [Ek : F ] ≤ 4. Daraus folgt aber mit (1.17)
dann

2g = [Ek : Q[πk]]
1
2 · [Q[πk] : Q] ≤ 4,

d.h. also g = 1 oder g = 2.

Damit erhalten wir folgendes Lemma:

Lemma 1.23. Seien k = Fpn , A eine abelsche Varietät der Dimension g über
k und fπk

das charakteristische Polynom des Frobeniusendomorphismus von
A. Ferner sei πk ∈ C mit fπk

(πk) = 0 und Ek := Endk(A)⊗Q. Dann gilt:
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(i) Ist n = 1 sowie A einfach und besitzt Q(πk) keine reellen Einbettungen,
so ist Ek = F , und F ist eine imaginär-quadratische Erweiterung eines
total-reellen Zahlkörpers über Q vom Grad g.

(ii) Ist A einfach und g ≥ 3, so besitzt Q(πk) keine reelle Einbettung und
somit kann nur der letzte Typ der Q-Algebren von Theorem 1.21 für
Ek vorliegen.

(iii) Ist n = 1 und g ≥ 3, so gilt: A ist einfach ⇔ fπk
ist irreduzibel.

Beweis. Aus [Wat69, Theorem 6.1, p. 550] folgt, dass wenn n = 1 ist und
Q(πk) keine reelle Einbettung besitzt, der Endomorphismenring Ek kommu-
tativ ist, was m = 1 nach sich zieht. Damit ist fπk

irreduzibel, und mit
Satz 1.21 ist Ek eine imaginär-quadratische Erweiterung eines total-reellen
Zahlkörpers über Q vom Grad g. Die zweite Aussage folgt aus Lemma 1.22.

Sei n = 1 und g ≥ 3. Ist fπk
irreduzibel, so gilt mit [Tat66, Theorem 2,

p. 140], dass Ek = Q(πk) ein Körper ist. Wäre A nicht einfach, so hätte Ek
entweder Nullteiler oder Ek wäre nicht kommutativ, was beides auf einen
Widerspruch führt. Ist A einfach, so folgt aus den ersten beiden Aussagen
dieses Lemmas, dass Ek ein Körper ist, und damit muss m = 1 sein, d.h. fπk

ist irreduzibel.

Wir erhalten nun folgende Aussagen über Endomorphismen-Algebren von
einfachen abelschen Varietäten über endlichen Körpern:

Lemma 1.24. Sei k = Fpn und A eine einfache abelsche Varietät der Di-
mension g über k sowie Ek := Endk(A) ⊗ Q. Dann treten folgende Typen
von Endomorphismenalgebren auf:

(i) g = 1: Quaternionenalgebra über Q oder imaginär-quadratischer Zahl-
körper.

(ii) g = 2: Schiefkörper der Dimension 16 über Q, eine Quaternionen-
algebra über einem reell-quadratischen Zahlkörper oder eine imaginär-
quadratische Erweiterung eines total-reellen quadratischen Zahlkörpers.

(iii) g ≥ 3: Hier kann nur noch der letzte Typ aus Satz 1.21 auftreten.

Beweis. Im Falle g = 1 zeigt ein Blick auf Satz 1.21, dass nur die letzten
beiden Typen in Frage kommen, und das ist eben eine Quaternionenalgebra
oder ein imaginär-quadratischer Zahlkörper. Im Falle g = 2 kommen alle
Typen bis auf den ersten Typ in Frage, was zu den besagten Möglichkeiten
führt. Ist g ≥ 3, so folgt die letzte Aussage mit Lemma 1.23.
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1.5 Zentral einfache Algebren

Die meisten Aussagen in diesem Abschnitt wurden aus [Pie82] entnommen,
wenn nichts anderes gesagt wird. Da wir an der Berechnung von Endo-
morphismenringen interessiert sind, benötigen wir zusätzliche Informatio-
nen über die Darstellung von Schiefkörpern und Matrixalgebren über einem
Zahlkörper F . Eine F -Algebra wollen wir einfach nennen, wenn sie nur
triviale Ideale besitzt. Ist das Zentrum Z(A) einer F -Algebra A gleich F ,
so nennen wir A zentrale Algebra. Ist A sowohl einfach als auch zentral,
dann sagen wir kurz, dass A zentral einfach ist. Die Menge aller über F
endlich-dimensionalen und zentral einfachen F -Algebren bezeichnen wir mit
S(F ). Für A ∈ S(F ) ist die Vektorraumdimension [A : F ] = m2 und mit
Deg(A) := [A : F ]

1
2 = m bezeichnen wir den Grad von A. Ein Teilkör-

per von A ∈ S(F ) ist eine Teilalgebra E von A, so dass E ein Körper ist.
Die Dimension [E : F ] ist ein Teiler von m. Gibt es keinen Teilkörper K
von A ∈ S(F ), so dass E ( K gilt, so nennen wir E einen maximalen
Teilkörper von A und ist [E : F ] = Deg(A), so wollen wir E einen strikt
maximalen Teilkörper von A nennen. Ist A ein Schiefkörper, so ist jeder
maximale Teilkörper von A auch strikt maximal.

Mit dem Struktursatz von Wedderburn für halb-einfache Algebren folgt
unter Anderem, dass für jedes A ∈ S(F ) die Isomorphie A ∼= Mn(D)
mit einem Schiefkörper D besteht, wobei Mn(D) die Menge aller Matrizen
aus Dn×n bezeichnet. Für den Grad von A erhalten wir dann Deg(A) =
nDeg(D). Den Grad Ind(A) := Deg(D) nennen wir den Index von A,
und offensichtlich ist ein A ∈ S(F ) genau dann ein Schiefkörper, wenn
Ind(A) = Deg(A) gilt. Für ein A ∈ S(F ) ist Ind(A) ein Teiler von Deg(A).
In unserem Fall ist der Index also, wie der Grad, stets endlich.

Seien A,B,D ∈ S(F ) und D ein Schiefkörper. Wir sagen, dass A und B
äquivalent sind, kurz A ∼ B, wenn es m,n ∈ Z≥1 so gibt, dass A ∼= Mn(D)
und B ∼= Mm(D) gilt. Die Äquivalenzklassen bezeichnen wir mit [A]. Damit
können wir die sogenannte Brauer-Gruppe definieren:

B(F ) := {[A] | A ∈ S(F )},

wobei [A] · [B] := [A⊗ B] für [A], [B] ∈ B(F ) gilt, [F ] das Einselement von
B(F ) ist und [A]−1 = [A?] ist. Dabei bezeichnet für A ∈ S(F ) die Algebra
A? ∈ S(F ) eine solche, welche als F -Vektorraum mit A übereinstimmt. Die
Multiplikation für x, y ∈ A? ist dann durch x ◦ y := y ·x definiert, wenn y ·x
das Produkt in A ist. Zwei Algebren A,B ∈ S(F ) sind genau dann isomorph,
wenn [A] = [B] und Deg(A) = Deg(B) gilt. Mit Exp(A) bezeichnen wir die
Ordnung oder den Exponenten von [A] in B(F ). Für A ∈ S(F ) ist Ind(A)
stets ein Exponent von A, d.h. Exp(A) teilt Ind(A). In unserem Falle hat
also jedes A ∈ S(F ) stets den endlichen Exponenten Exp(A).
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Sei E/F eine algebraische Erweiterung von F und ι : F −→ E eine
Einbettung. Durch diese Einbettung wird eine Abbildung

ι∗ : B(F ) −→ B(E), [A] 7−→ [A⊗ E]

mit A⊗E in S(E) induziert. Der Kern von ι∗ wird mit B(E/K) bezeichnet,
und es ist B(E/F ) := {[A] ∈ B(F ) | [A⊗ E] ∼ [E]}. Wir sagen, A zerfällt
über E oder E ist ein Zerfällungskörper für A, wenn A ⊗ E ∼= Mr(E) ist.
Damit ist klar, dass B(E/F ) genau aus denjenigen [A] ∈ B(F ) besteht, für
die A über E zerfällt. Ferner gilt

B(F ) =
⋃

E/F galoissch

B(E/F ) .

Ist E/F endlich mit [E : F ] = n, so ist n Exponent für alle [A] ∈ B(E/F ),
d.h. insbesondere ist dann B(E/F ) eine Torsionsgruppe. Ist die Erweiterung
E/F zusätzlich noch zyklisch, d.h. also E/F ist galoissch mit zyklischer
Galoisgruppe G(E/F ), so gilt sogar die Isomorphie

B(E/F ) ∼= F×/NE/F (E×).

Wir wollen nun zeigen, dass ein A ∈ S(F ) durch F bereits vollständig
beschrieben wird. Die Theorie, die wir dafür heranziehen, beruht unter an-
derem auf Klassenkörpertheorie. Wir wollen aber nicht zu sehr in die Tiefe
dieser Theorie gehen, da wir hier nur spezielle Algebren betrachten und auch
nur solche, deren Zentrum ein algebraischer Zahlkörper ist. Bezeichnet v eine
Stelle von F , so soll Fv die Vervollständigung von F bezüglich v sein. Der In-
dex Ind(A⊗Fv) ist die Ordnung eines bestimmten Elements in Q/Z, welches
wir mit invv(A⊗Fv) bezeichnen wollen. Auf die Bedeutung von Ind(A⊗Fv)
gehen wir später genauer ein. Wir betrachten nun die exakte Sequenz von
Gruppenhomomorphismen

1 −→ B(F ) −→ I(F ) −→ Q/Z −→ 1,

wobei I(F ) :=
⊕

v∈S(F ) Iv(F ) ist. Hierbei soll S(F ) die Menge aller Stellen
von F bezeichnen und Iv(F ) = (1

2)Z/Z sein, wenn v reell ist, Iv(F ) = 0,
wenn v komplex ist, und ansonsten ist Iv(F ) = Q/Z. Die dort auftretenden
nicht-trivialen Homomorphismen sind durch

B(F ) −→ I(F ), [A] −→ (invv(A⊗ Fv))v∈S(F )

und
I(F ) −→ Q/Z, (..., tv, ...) 7−→

∑

v∈S(F )

tv

gegeben. Für die Wohldefiniertheit des zweiten Homomorphismus bemer-
ken wir, dass invv(A ⊗ Fv) = 0 für fast alle v ∈ S(F ) ist. Es gilt sogar
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∑
v∈S(F ) invv(A ⊗ Fv) = 0. Andererseits kann man zeigen, dass für ein Ele-

ment ξ = (..., tv, ...) ∈ I(F ) mit
∑

v tv = 0 ein A ∈ S(F ) existiert mit
(..., invv(A⊗ Fv), ...) = ξ.

Die Frage ist nun, wie wir entscheiden können, wann eine Erweiterung
E/F ein Zerfällungskörper einer gegebenen Algebra A ∈ S(F ) ist. Dazu
stellen wir zuerst fest, dass für ein w ∈ S(E) und v ∈ S(F ) mit w|v die
Tatsache invw(A⊗Ew) = [Ew : Fv]invv(A⊗Fv) gilt. Dann benutzen wir das
lokal-global-Prinzip: E/F ist genau dann Zerfällungskörper von A ∈ S(F ),
wenn für alle v ∈ S(F ) und alle w ∈ S(E) mit w|v gilt, dass

invw(A⊗ Ew) = [Ew : Fv]invv(A⊗ Fv) = 0

ist. Können wir also zu vorgegebenen A ∈ S(F ) und endlich vielen Werten
invv(A ⊗ Fv) eine endliche Erweiterung E/F so konstruieren, dass für die
lokalen Grade [Ew : Fv]:

[Ew : Fv]invv(A⊗ Fv) ∈ Z
gilt, so ist E ein Zerfällungskörper von A.

Wir wollen hier einen Einschub machen und interessieren uns nun für
spezielle zentral einfache F -Algebren A. Eine Algebra A ∈ S(F ) heißt zy-
klisch, wenn es einen strikt maximalen Teilkörper E von A gibt, so dass
E/F zyklisch ist. Nun gilt folgender Satz:

Satz 1.25. Sei F ein algebraischer Zahlkörper und A ∈ S(F ). Dann ist A
zyklisch und es gilt Ind(A) = Exp(A).

DesWeiteren erhalten wir, dass, wennA ein Schiefkörper ist mit Deg(A) =
m, dann A einen zu F (a

1
m ) isomorphen maximalen Teilkörper enthält mit

a ∈ F . Die gesamte Situation lässt sich nun durch folgendes Lemma beschrei-
ben.

Lemma 1.26. Sei E/F eine zyklische Erweiterung mit G = G(E/F ) und
G = 〈σ〉 mit |G| = m. Ist A ∈ S(F ) und E ein strikt maximaler Teilkörper
von A, so existiert ein u ∈ A× mit

(i) A =
⊕

0≤j<m u
jE,

(ii) u−1du = σ(d) für alle d ∈ E und

(iii) um = a ∈ F×.

Die Darstellung von A in Lemma 1.26 können wir als Verallgemeine-
rung der Quaternionenalgebra über F auffassen. Ist A ∈ S(F ) zyklisch, so
schreiben wir für A auch (E, σ, a). Wir werden später bei der Berechnung von
Endomorphismenringen sehen, dass dieses Lemma sehr hilfreich ist. Um fest-
zustellen, ob die zyklische und zentral einfache F -Algebra A ein Schiefkörper
ist, ist folgendes Lemma von Nutzen (s. [Has32, Theorem 5’, S. 180].
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Lemma 1.27. Sei F/Q endliche Erweiterung von Q und A = (E, σ, a) ∈
S(F ) vom Grad Deg(A) = n. Dann ist der Index Ind(A) die Ordnung von a
in F×/NE/F (E×), wobei wir hier F× und NE/F (E×) als multiplikative Un-
tergruppen von F auffassen. Insbesondere ist A genau dann ein Schiefkörper,
wenn die Ordnung von a in F×/NE/F (E×) gleich n ist.

Kennen wir Ind(A) für ein A ∈ S(F ), so können wir ein a ∈ F× bestim-
men, für das a ∈ F×/NE/F (E×) die Ordnung Ind(A) hat. Da wir die Endo-
morphismenringe bis auf Isomorphie bestimmen wollen, spielt es nach dem
folgendem Lemma keine Rolle, welches Element wir in [a] ∈ F×/NE/F (E×)
wählen:

Lemma 1.28. Sei E/F zyklische Erweiterung vom Grad n mit G(E/F ) =
〈σ〉 und a, b ∈ F×. Dann gilt (E, σ, a) ∼= (E, σ, b) genau dann, wenn b/a ∈
NE/F (E×) ist.

Wir kommen nun wieder auf die Charakterisierung einer zentral einfachen
Algebra durch sein Zentrum zurück. Das folgende Korollar macht deutlich,
warum wir an einem Zerfällungskörper von A ∈ S(F ) interessiert sind:

Korollar 1.29. Sei A ∈ S(F ) und E/F eine endliche Erweiterung mit
[E : F ] = Deg(A). Dann ist E genau dann ein Zerfällungskörper von A,
wenn E als eine F -Algebra isomorph zu einem strikt maximalen Teilkörper
von A ist.

Haben wir eine abelsche Varietät der Form C ∼k Br mit B einfach über
k gegeben, so gilt für die Endomorphismenalgebra von C dann End0

k(C) ∼=
Mr(D), wenn D die Endomorphismenalgebra von B bezeichnet, welche ein
Schiefkörper sein muss. Die Bestimmung von End0

k(B) läuft also darauf hin-
aus, den Schiefkörper D bis auf Isomorphie zu bestimmen. Für die Berech-
nung von Ind(D) = m benutzen wir unter anderem den folgenden Satz
([Mil91, Theorem 16.9, p. 62]).

Satz 1.30. Sei B eine einfache abelsche Varietät über k = Fq, D = End0
k(B)

und π
k
∈ D der Frobeniusendomorphismus von B. Dann gilt:

(i) Das Zentrum F von D ist F := Q(π
k
) und D ist ein Schiefkörper mit

D ∈ S(F ).

(ii) Für v ∈ S(F ) bezeichne iv := invv(D ⊗ Fv). Dann gilt ‖π
k
‖v = q−iv ,

oder äquivalent dazu ist:

invv(D ⊗ Fv) =
ordv(πk

)
ordv(q)

[Fv : Qp] für v|p ,

invv(D ⊗ Fv) = 1
2 , wenn v eine reelle Stelle ist und ansonsten ist

invv(D ⊗ Fv) = 0.
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Aus dem letzten Satz folgt, dass für alle Stellen v außer den archime-
dischen und denjenigen, die über p liegen, iv = 0 ist. Außerdem ist D in
S(F ), d.h. D ist zyklisch und somit von der Form D = (E, σ, a), woraus
wir zusätzlich Exp(D) = Ind(D) = Deg(D) = m erhalten. Schreiben wir die
invvj

(D ⊗ Fvj ) in der Form

invvj
(D ⊗ Fvj ) =

avj

mvj

+ Z (ggT(avj ,mvj ) = 1),

so ist nach [Mil91, Theorem 16.8., p. 62] dann m = Ind(D) = kgV(mvj ). Die
zyklische Erweiterung E lässt sich mittels Klassenkörpertheorie bestimmen,
indem wir ein Korollar des Grundwald-Wang-Theorems auf unsere Situation
anwenden: (s. [Mil08, Corrollary 2.5, p. 226])

Korollar 1.31. Sei S = {v1 , ..., vl
} eine endliche Menge von Stellen von

F = Z(D) und mvj ∈ Z>0 (j = 1, ..., l), wobei mvj ∈ {1, 2} geeignet ist,
wenn vj archimedisch ist. Dann existiert eine zyklische Erweiterung E/F
vom Grad [E : F ] = m = kgV(mvj ) (j = 1, ..., l), so dass für den lokalen
Grad jeweils [Ewj

: Fvj ] = mvj für alle wj ∈ S(E) mit wj |vj gilt.

Haben wir also einen Schiefkörper D ∈ S(F ) wie in Satz 1.30 mit den
endlich vielen Werten mvj > 1 vorgegeben, so existiert nach dem letzten
Korollar eine zyklische Erweiterung E/F mit den jeweils lokalen Graden
[Ewj

: Fvj ] = mvj für wj ∈ S(E) und vj ∈ S(F ) mit wj |vj , was also

invwj
(D ⊗Ewj ) = [Ewj

: Fvj ]invvj
(D ⊗ Fvj ) = 0

bedeutet und dies wiederum heißt, dass E ein Zerfällungskörper für D ist.
Außerdem ist dann E/F , als F -Algebra aufgefasst, isomorph zu einem strikt
maximalen Teilkörper von D = End0

k(B). Um schließlich eine zyklische Er-
weiterung Ẽ/F für die Endomorphismenalgebra End0

k(C) zu erhalten, kön-
nen wir mit Korollar 1.31 eine beliebige zyklische Erweiterung Ẽ/F mit
E ⊆ Ẽ und [Ẽ : F ] = Deg(End0

k(C)) berechnen, welche dann ebenfalls
Zerfällungskörper für End0

k(C) ist.

Für Aussagen oder Definitionen in diesem Abschnitt verweisen wir auf
[Eic37], [Eic55], [Deu35] und [Kir05]. Als letztes benötigen wir noch Aussa-
gen über die Klassenzahl einer zentral einfachen Algebra A über F . Dazu
benötigen wir eine Definition:

Definition 1.32. Sei F/Q endliche Erweiterung und A ∈ S(F ). Wir sa-
gen dann, dass A die Eichlerbedingungen bezüglich F erfüllt, wenn gilt:
Deg(A) > 2 oder nicht alle unendlichen Stellen von F in A verzweigen.

Der folgende Satz von Eichler (s. [Eic37, Satz 2, S. 192]) erklärt, woraus
sich obige Definition ergibt.
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Satz 1.33. Sei F/Q endliche Erweiterung von Q und A ∈ S(F ) mit Deg(A) =
n. Erfüllt A die Eichlerbedingungen bezüglich F und bezeichnet u das Pro-
dukt aller unendlichen Stellen von F , welche in A verzweigen, so ist die
Idealklassenzahl von A gleich der Strahlklassenzahl modulo u in F .

Es sei noch bemerkt, dass Eichler den Begriff ”normale und einfache” Al-
gebra benutzt, welcher gleichbedeutend mit ”zentral einfach” ist. Satz 1.33
lässt sich genau dann nicht anwenden, wenn A ∈ S(F ) eine Quaternionenal-
gebra über einem total reellen Zahlkörper F ist. Diese Algebren entsprechen
genau den in Satz 1.21 unter (ii) und (iii) auftretenden Algebren. Mit der
Aufgabe der Berechnung der Klassenzahl solcher Algebren beschäftigte sich
M. Eichler in [Eic55]. Allgemein gilt aber folgender Satz ([Deu35, Satz 1, S.
90]):

Satz 1.34. Die Klassenzahl einer Algebra A über Q ist endlich.

Des Weiteren betrachten wir ein A ∈ S(F ) und eine MaximalordnungM
von A. Ist α ∈ A×, so ist α−1Mα =: M̃ wieder eine Maximalordnung von A.
Wir sagen dann, dassM und M̃ vom gleichen Typ sind. Die Anzahl der auf
diese Weise zueinander nicht-konjugierten Klassen von Maximalordnungen
ist ein Teiler der Klassenzahl von A (s. [Deu35, Abschnitt 2, S. 89]). Mit Satz
1.34 wissen wir dann, dass die Anzahl der Typen stets endlich ist.



Kapitel 2

Korrespondenzen

2.1 Algebraische Sicht der Korrespondenzen

2.1.1 Grundlagen

Ziel dieses Kapitels ist es, einen Überblick über Deurings Theorie der Korre-
spondenzen zwischen algebraischen Funktionenkörpern zu geben. Sämtliche
Aussagen sind, wenn diese nicht bewiesen werden, aus [Deu37], [Deu40] oder
[Eic63] entnommen.

Korrespondenzen induzieren Homomorphismen zwischen Divisorenklas-
sengruppen. Ein wichtiger Spezialfall ist der Folgende: Es seien zwei isomor-
phe, separable und algebraisch unabhängige Funktionenkörper F1 und F2

über einem gemeinsamen Konstantenkörper K vorgegeben. Erweitern wir
den Konstantenkörper K von F1 zu F2, so erhalten wir einen neuen Körper
F1F2/F2. Deuring zeigt in [Deu37, S. 188, unten] nun, dass es im Fall K = C
mittels der von ihm eingeführten Theorie der Korrespondenzen möglich ist,
den gesamten Endomorphismenring der Jacobischen von F2/K zu beschrei-
ben. Dies gilt aber auch für K = Fp, wie wir später sehen werden. Hierbei
soll Fp den algebraischen Abschluss von Fp bezeichnen. Die Korrespondenzen
entsprechen Divisoren von F1F2/F2, und sämtliche Endomorphismen von C0

F2

lassen sich mit Hilfe der Korrespondenzen von F1F2/F2 darstellen.

Im Folgenden betrachten wir zwei Funktionenkörper F1/K und F2/K
mit dem gemeinsamen Konstantenkörper K, wobei Folgendes gelten soll:

K ist algebraisch abgeschlossen,
F1/K und F2/K sind algebraisch unabhängig und
F1/K und F2/K sind regulär.

(2.1)

Wir erweitern nun den Konstantenkörper K von F1 zu F2. Bezeichnet F1F2

das Kompositum von F1 und F2, so erhalten wir einen Körper L = F1F2 mit

41
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Konstantenkörper F2. Es handelt sich um eine transzendente Erweiterung des
Konstantenkörpers K von F1. Wir wollen einige Feststellungen im folgenden
Lemma festhalten:

Lemma 2.1. Seien F1 = K(x1, y1) und F2 = K(x2, y2) zwei Funktionen-
körper, welche die Bedingungen (2.1) erfüllen. Ferner sei L = F1F2 das
Kompositum von F1 und F2. Dann gilt:

(i) [L : F2(x1)] = [F1 : K(x1)],

(ii) L/F2 hat den genauen Konstantenkörper F2,

(iii) g
F1/K

= g
L/F2

,

(iv) besitzt F1 die Erzeugung F1 = K(x1, y1) mit x1, y1 ∈ F1, so ist L/F2 =
F2(x1, y1) und

(v) sämtliche Primdivisoren P ∈ PL/F2
, die über F2(x1)/F2 verzweigen,

sind konstant.

Beweis. Die Aussagen folgen aus Lemma 1.18.

Die obigen Aussagen gelten auch mit vertauschten Rollen von F1 und F2,
d.h. man betrachtet L/F1 statt L/F2. Wir wollen nun zeigen, wie man mit
Hilfe der Divisoren von L/F2 Homomorphismen zwischen den Divisorklas-
sengruppen von F2 und F1 konstruieren kann. Dazu betrachten wir folgendes
Diagramm, in dem P ∈ PL/F2

ein nicht-konstanter Primdivisor sein soll. Für
die bessere Lesbarkeit schreiben wir FP

:= F2P .

OP πP // FP = F2F
∗
1

degP

NNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNN
⊇ ã

F1

π
P|F1 // F ∗1 ⊇ NF

P
/F ∗1 (ã) F2 ⊇ a

(2.2)
Ein Divisor a ∈ DF2/K wird mittels der Conorm in die algebraische Erweite-
rung FP zu ã = ConF

P
/F2

(a) hochgehoben. Anschließend wird die Norm von
ã über FP /F

∗
1 gebildet. Da P nach Voraussetzung nicht konstant ist, folgt,

dass πP eingeschränkt auf F1 ein Isomorphismus ist. Der Körper F ∗1 soll der
zu F1 bezüglich der Restriktion von πP auf F1 isomorphe Teilkörper von FP

sein. Schließlich wenden wir auf NF
P
/F ∗1 (ã) das Inverse der eingeschränkten

Restklassenabbildung von πP an und erhalten einen Divisor von F1. Diesen
wollen wir mit

P (a) := πP |F1

−1
(
NF

P
/F ∗1 (ConF

P
/F2

(a))
)
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bezeichnen. Für konstante Divisoren P ∈ PL/F2
definieren wir P (a) := deg a·

p für a ∈ PF2/K und p := P ∩ F1.

Diese Vorschrift lässt sich auf die Divisoren von DL/F2
fortsetzen. Für

einen Divisor D =
∑

P nPP ∈ DL/F2
und a ∈ DF2/K bedeutet das

D(a) :=
∑

P

nPP (a) ∈ DF1/K . (2.3)

Damit erhalten wir folgende Definition:

Definition 2.2. Seien D ∈ DL/F2
und a ∈ DF2/K . Ist D ein Primdivisor,

so heißt die oben definierte Abbildung a 7−→ D(a) Primkorrespondenz von
F2 nach F1, und für einen beliebigen Divisor D nennen wir die Abbildung
a 7−→ D(a) eine Korrespondenz von F2 nach F1. Die durch einen Divisor
D gegebene Korrespondenz wollen wir ebenfalls mit D bezeichnen.

Es gilt die Gradformel

degF1/K D(a) =
(
degL/F2

D
)
·
(
degF2/K a

)
, (2.4)

und, wenn keine Missverständnisse zu erwarten sind, schreiben wir kurz

degD(a) = degD · deg a. (2.5)

Der Begriff Divisor für ein Element D ∈ DL/F2
ist also doppeldeutig.

Zum Einem beschreibt D ein Element der freien abelschen Gruppe DL/F2
,

zum Anderen eine Korrespondenz von F2 nach F1 oder einfach nur kurz eine
Korrespondenz von L/F2. Wir wollen aber auf diesen Unterschied nicht jedes
Mal eingehen, wenn aus dem Zusammenhang hervorgeht, was gemeint ist.

Da sowohl die Conorm als auch die Norm additiv sind, d.h. die Reihen-
folge von Addition und Abbildung unerheblich ist, sind die Korresponden-
zen von L/F2 Homomorphismen. Zuerst folgt nämlich aus eben Gesagtem
und aus der Definition der Korrespondenzen D(a + b) = D(a) + D(b) für
a, b ∈ DF2/K . Die wichtigsten weiteren Eigenschaften der Korrespondenzen
enthält der folgende Satz [Deu37, S. 173, Satz 4 bis Satz 8].

Satz 2.3. Sei D ∈ DL/F2
eine Korrespondenz. Dann gilt:

i) Ist a ∈ PF2/K , so gilt D(a) ∈ PF1/K .

ii) Es ist D = 0 genau dann, wenn D(a) = 0 für fast alle a ∈ DF2/K gilt.

iii) D ist genau dann konstant, wenn D(a) = 0 für fast alle a ∈ D0
F2/K

gilt.

iv) Es ist D ∈ PL/F2
genau dann, wenn D(a) ∈ PF1/K für fast alle a ∈

DF2/K gilt.
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v) D ist genau dann zu einem konstanten Divisor äquivalent, wenn D(a) ∈
PF1/K für fast alle a ∈ D0

F2/K
gilt.

Die Aussage i) von Satz 2.3 nennt man auch den Homomorphiesatz
und Aussage iv) das Additionstheorem für Korrespondenzen. Nun treffen
wir noch eine Verabredung.

Definition 2.4. Mit G ≤ DL/F2
wollen wir die Untergruppe von DL/F2

bezeichnen, welche von den Klassen der Gruppen CL/F2
und PL/F2

erzeugt
wird. Für eine Korrespondenz D ∈ DL/F2

bezeichne [D]C die Nebenklasse
von D in DL/F2

/G und wir nennen [D]C die Korrespondenzklasse von
D.

Aus dem Homomorphiesatz für Korrespondenzen und der Gradformel
(2.4) folgt nun

Korollar und Definition 2.5. Die Korrespondenzen von L/F2 liefern Ho-
momorphismen zwischen den Klassengruppen C0

F2
und C0

F1
. Auf den Korre-

spondenzklassen der Korrespondenzen ist in natürlicher Weise eine Addition
mittels Divisoraddition definiert, d.h. die Korrespondenzklassen bilden eine
abelsche Gruppe. Diese wollen wir mit

Cor (F2, F1) :=
{
[D]C | D ∈ DL/F2

}

bezeichnen.

Bemerkung 2.6. Haben wir einen Funktionenkörper F/K gegeben, so kön-
nen wir mit dem Satz von Riemann-Roch eine nicht-konstante Funktion
x ∈ F\K so finden, dass die Stelle im Unendlichen in F/K(x) genau eine
Fortsetzung besitzt. Ist nämlich P ∈ PF/K Primdivisor und n ∈ N genü-
gend groß, so gibt es ein x ∈ F und einen effektiven Divisor B ∈ DF/K mit
(x) = B−nP . Als Folge ergibt sich, dass in F/K(x) ein Divisor genau dann
Hauptdivisor ist, wenn sein endlicher Anteil ein gebrochenes Hauptideal in
OF ist. Besitzt die unendliche Stelle in L/F2 genau eine Fortsetzung, so las-
sen sich die Aussagen von Satz 2.3 von Divisoren auf gebrochene Ideale der
endlichen Maximalordnung übertragen.

Bemerkung 2.7. Die Repräsentanten der Divisorklassen von L/F2 stellen
die sämtlichen Homomorphismen zwischen den Jacobischen von F2/K und
F1/K dar, wie wir später sehen werden. Für Deurings Theorie der Korre-
spondenzen spielen die konstanten Divisoren keine Rolle. Als Homomorphis-
men zwischen den Divisorenklassen vom Grad Null sind sie nach Aussage iii)
in Satz 2.3 trivial. Sie werden hier nur deshalb eingeführt, weil wir sie später
im algorithmischen Teil dieser Arbeit benötigen. Diejenigen Primdivisoren
von L/F2, welche sich in OL/F2

nicht als Ideale darstellen lassen, sind kon-
stant. Ist 0 6= D ∈ Cor (F2, F1), so können wir uns also statt der Divisoren



2.1. ALGEBRAISCHE SICHT DER KORRESPONDENZEN 45

auf die gebrochenen Ideale der endlichen Maximalordnung beschränken. Im
Diagramm (2.2) zur Definition der Korrespondenzen muss dann OP durch
OL/F2

[K[x1]−1] ersetzt werden.

2.1.2 Multiplikation der Korrespondenzen

Seien Fi = K(xi, yi) (i = 1, 2, 3) drei paarweise algebraisch unabhängige
separable Funktionenkörper über K und P ∈ PF3F2/F3

eine nicht-konstante
Primkorrespondenz. Wir wollen nun eine weitere Verknüpfung, eine Multi-
plikation, für Korrespondenzen einführen. Dazu halten wir uns an [Eic63,
Kapitel V]. Wir gehen in mehreren Schritten vor.

1.) Für Primdivisoren P ∈ PF3F2/F3
vom Grad eins betrachten wir den

Isomorphismus
τ := π

P |F2
: F2 −→ F3.

Ist nun Q ∈ PF2F1/F2
, so definieren wir das Produkt Q · P := τ(Q) wie

in (1.14), welches ein Divisor in DF3F1/F3
ist. Besteht der Divisor D =∑n

i=1 niQi ∈ DF2F1/F2
nur aus nicht-konstanten Primkorrespondenzen, so

definieren wir

D · P :=

(
n∑

i=1

niQi

)
· P :=

n∑

i=1

ni (Qi · P ) ∈ DF3F1/F3
.

2.) Sei P eine rein inseparable Primkorrespondenz, d.h. FP /F3 ist eine
rein inseparable Erweiterung. Dann ist degF2F3/F3

(P ) = pn mit n ≥ 0. Er-
weitern wir F3 durch eine rein inseparable Erweiterung vom Grad pn zu F3

′,
so gibt es genau ein P ′ ∈ DF3

′F2/F3
′ mit degF3

′F2/F3
′(P ′) = 1 und P = pnP ′.

Wir setzen dann
D · P := pn

(
D · P ′) ∈ DF3F1/F3

.

3.) Sei P eine separable Primkorrespondenz, d.h. FP /F3 ist eine endlich
separable Erweiterung der Charakteristik p. Wir können eine endliche Erwei-
terung E/F3 so finden, dass ConE/F3

(P ) komplett zerfällt in
∑n

i=1Q
′
i mit

lauter Primkorrespondenzen Q′i ∈ DEF2/E vom Grad degEF2/F ′3(Q
′
i) = 1.

Wir dürfen sogar o.B.d.A. annehmen, dass E/F3 galoissch ist. In diesem Fall
setzen wir

D · P :=
n∑

i=1

(D ·Q′i) ∈ DF3F1/F3
.

4.) Ist P eine beliebige nicht-konstante Primkorrespondenz aus PF3F2/F3
,

so bilden wir zuerst den separablen Abschluss E von F3 in FP und betrachten
die ganze Situation zuerst in der Konstantenkörpererweiterung EF2/E von
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F3F2/F3. Dann zerfällt wie in 3.)

ConEF2/F3F2
(P ) =

n∑

i=1

Q′i (Q′i ∈ DEF2/E)

in lauter rein inseparable KorrespondenzenQ′i = pnPi
′, wobei Pi′ ∈ DFPi

F2/FPi

vom Grad degFPi
F2/FPi

(Pi′) = 1 ist. Wir berechnen dann

D · ConEF2/F3F2
(P ) =

n∑

i=1

pn(D · Pi′) =
n∑

i=1

Di, (2.6)

wobei jeder Summand Di aus DEF2/E kommt. Schließlich setzen wir

C :=
n∑

i=1

(D ·Di)
(
C ∈ DF3F1/F3

)

wie in 3.) und D · P := C.

5.) Ist C ∈ DF2F1/F2
oder D ∈ DF3F2/F3

konstant, so definieren wir
D · C = 0. Für C =

∑m
i=1miCi ∈ DF3F2/F3

und D =
∑n

i=1 niQi ∈ DF2F1/F2

beliebig definieren wir schließlich

D · C :=
m∑

i=1

mi(D · Ci)

mit 1.) bis 4.) und der Definition für konstante Divisoren. Das Produkt zweier
Korrespondenzen C ∈ HF2F1/F2

und D ∈ HF3F2/F3
hat den Grad

degF3F1/F3
C ·D = degF2F1/F2

C · degF3F2/F3
D.

Die Verknüpfungen + und · von Korrespondenzen sind assoziativ und dis-
tributiv. Definieren wir die Verknüpfung · zwischen den Korrespondenzklas-
sen von Cor (F2, F1), so ist diese unabhängig vom Repräsentanten. Deshalb
können wir die Multiplikation, genauso wie die Addition, auf den Korrespon-
denzklassen definieren.

Sind die Funktionenkörper Fi/K (i = 1, 2, 3) nun zusätzlich alle K-
isomorph zueinander mittels τi : Fi −→ F3 (i = 1, 2) und τ : F1 −→ F2,
so definieren wir für D,C ∈ DL/F2

eine innere Verknüpfung durch

D · C := τ2(D) · τ1(C) ∈ DL/F2
,

wobei τ2(D) und τ1(C) wie in (1.14) definiert sind. Damit bilden die Korres-
pondenzen einen Ring. Für eine Korrespondenz D ∈ DL/F2

definieren wir
nun

D : DF2/K −→ DF2/K , a 7−→ τ(D(a)) (2.7)

als Vorschrift für die Divisoren von DF2/K .
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Definition und Satz 2.8. Seien F1/K und F2/K wie in (2.1) und K-
isomorph. Ferner sei

Cor (F2) :=
{
[D]C | D ∈ DL/F2

}
.

Dann wird durch die inneren Verknüpfungen

+ : Cor (F2)× Cor (F2) −→ Cor (F2) , ([A]C , [B]C) 7−→ [A+B]C

und

· : Cor (F2)× Cor (F2) −→ Cor (F2) , ([A]C , [B]C) 7−→ [A ·B]C

die Menge Cor (F2) zu einem Ring (Cor (F2) ,+, ·), dem Ring der Korres-
pondenzen von F2. Wir wollen für (Cor (F2) ,+, ·) einfach nur Cor (F2)
schreiben. Für Korrespondenzklassen [A]C , [B]C ∈ Cor (F2) gilt dann mit
(2.7)

([A]C · [B]C)(a) = [A]C([B]C(a)) für alle a ∈ DF2/K .

Der Rosati

Durch das Vertauschen des Konstantenkörpers von L/F2 mit F1 erhalten wir
zusätzlich einen Homomorphismus

? : L/F2 −→ L/F1, α 7→ α?.

Wenden wir diesen auf die Korrespondenzklassen an, so erhalten wir einen in-
volutorischen Isomorphismus zwischen den Korrespondenzklassen von L/F2

und L/F1. Das Bild für ein [A]C mit A ∈ DL/F2
bezeichnen wir dann mit

[A?]C? , wobei C?L/F1
≤ DL/F1

die Untergruppe ist, welche von den Hauptdi-
visoren und konstanten Divisoren von L/F1 erzeugt wird. Für A,B ∈ DL/F2

definieren wir dann A? · B := τ2(A?) · B und A · B? := τ1(A) · B?. Für den
Grad von A ∈ HL/F2

und A? ∈ HL/F1
gelten

degL/F2
(A?) = degL/F1

(A) und degL/F1
(A?) = degL/F2

(A).

Wir setzen nun F1 und F2 als K-isomorph mittels τ : F1 −→ F2 voraus.
Ferner sei

φ : F1 ⊗K F2 −→ F1 ⊗K F2, a⊗K b 7−→ τ−1(b)⊗K τ(a).

Für ein nicht-konstantes P ∈ PL/F2
ist Q0 := Φ̂(φ(Φ̂−1(P0))) ein Primideal

aus OL/F2
[K[x1]−1]. Hierbei ist Φ̂ der Algebrenisomorphismus aus Lemma

1.19. Diese Abbildung setzen wir dann auf DL/F2
fort, und deren Bilder be-

zeichnen wir wieder mit A? ∈ DL/F2
für A ∈ DL/F2

. Sind A und B Divisoren
aus DL/F2

, so gelten A · B? := τ2(A) · τ1(B?), A? · B := τ2(A?) · τ1(B) und
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A? · B? := τ2(A?) · τ1(B?). Damit wird aus der Abbildung ? ein involuto-
rischer Antiautomorphismus auf den Korrespondenzklassen von L/F2, der
sogenannte Antiautomorphismus von Rosati, mit den Eigenschaften

(A ·B)? = B? ·A? und (A+B)? = A? +B?

für A,B ∈ DL/F2
.

Die Einheits- und Frobeniuskorrespondenz

Sind F1 und F2 mittels τ : F1 −→ F2, (x1, y1) 7−→ (x2, y2) dann K-
isomorph, so gilt für den Divisor D ∈ DL/F2

mit dem endlichen Primideal
D0 = 〈x1 − x2, y1 − y2〉 in Zwei-Element-Darstellung D(a) = a für alle
a ∈ DF2/K . Denn aus

F ∗1 = K(πD(x1), πD(y1)),

mit F ∗1 wie in (2.2), πD(x1) = x2 und πD(y1) = y2 folgt F ∗1 = F2. Damit
erhalten wir folgendes Korollar.

Korollar 2.9. Der Ring Cor (F2) besitzt das eindeutige Einselement [D]C .

Die Korrespondenz D wollen wir Einheitskorrespondenz nennen. Sei
nun K = Fp. Wir kommen nun zu der sogenannten Frobeniuskorrespon-
denz F . Wir nehmen an, dass die definierenden Gleichungen f(xi, yi) für
die Funktionenkörper Fi/K durch Vertauschen von x1 mit x2 und y1 mit
y2 auseinander hervorgehen und yi ganz über xi ist. Somit sind F1 und F2

dann K-isomorph. Ist n minimal mit fi ∈ Fpn(xi, yi) (i = 1, 2), so ist mit
q := pn der endliche Teil von F ∈ DL/F2

durch F0 = 〈x1−xq2, y1−yq2〉 in Zwei-
Element-Darstellung gegeben. Für den endlichen Teil des Rosati F ? ∈ DL/F2

von F gilt F0
? = 〈xq1 − x2, y

q
1 − y1〉. Zudem gilt nach [Eic63, Kapitel V, Ab-

schnitt 7, S. 262]

Fn · (F ?)n = (F ?)n · Fn = qnD. (2.8)

Inseparable Primkorrespondenzen können wir wie folgt schreiben [Eic63, Ka-
pitel V, Abschnitt 7, S. 262].

Lemma 2.10. Ist 0 6= P ∈ DL/F2
eine inseparable Primkorrespondenz, so

lässt sich P als P = (F ?)n · A mit einer Primkorrespondenz 0 6= A ∈ DL/F2

und n ∈ N geeignet schreiben. Für L/F1 und 0 6= P ∈ DL/F1
gilt dann analog

P = B ·Fn mit einer Primkorrespondenz 0 6= B ∈ DL/F1
und n ∈ N geeignet.

Bemerkung 2.11. Aus Lemma 2.10 folgt, dass alle inseparablen Korrespon-
denzen A ∈ DL/F2

in dem von F ? erzeugten Rechtsideal und analog im Falle
für ein inseparables B ∈ DL/F1

in dem von F erzeugten Linksideal liegen.
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2.1.3 Der Restidealsatz

Der Restidealsatz ist ein wichtiger Bestandteil im Beweis von Aussage (iv)
in Satz 2.3. Er ist aber auch hilfreich für eine vereinfachte Berechnung der
Bilder einer Korrespondenz A ∈ DL/F2

. In dieser Berechnung müssen bei
einer fest gewählten Idealbasis des Ideales A0 endlich viele Primdivisoren
aus DF2/K ausgeschlossen werden. Da wir aber unsere Korrespondenzen als
Homomorphismen von C0

F2
nach C0

F1
betrachten, können wir für die Repräsen-

tanten der Elemente von C0
F2

immer Zähler- und Nennerdivisoren so finden,
dass in ihren Darstellungen keiner der endlich vielen Ausnahmedivisoren von
DF2 vorkommt.

Wie im letzten Abschnitt erwähnt (Bem. 2.7), können wir uns auf die
gebrochenen Ideale der endlichen Maximalordnungen beschränken. Wir fi-
xieren nun jeweils eine Erzeugung Fi = K(xi, yi) von Fi/K (i = 1, 2) sowie
von L/F2 = F2(x1, y1) und eine Ganzheitsbasis Ω := {ω1, ..., ωn} ⊆ OF1/K

von OL/F2
. Sei b1, ..., bn eine K[x1]-Basis von OF1/K mit [F1 : K] = n. Wir

wissen bereits nach Lemma 1.19, dass dann {b1, ..., bn} ebenfalls eine F2[x1]-
Basis von OL/F2

ist. Ferner sei A ∈ DL/F2
und A0 der endliche Teil von A,

d.h. A0 ist ein gebrochenes Ideal von L/F2. Als F2[x1]-Modul betrachtet,
besitzt A0 eine Basis der Form

Bi :=
n∑

j=1

Gij
G
ωj (i = 1, ..., n)

mit Gij , G ∈ F2[x1] und G 6= 0. Das gebrochene Ideal A0 lässt sich dann als
B0/G schreiben mit einem ganzen Ideal B0, so dass G · A0 = B0 ist. Seien
p ∈ PF2/K , Op ⊆ F2 der zugehörige Bewertungsring und

Φ : OF1 ⊗K F2 → OL/F2
, a⊗ b 7−→ ab

der K-Algebrenisomorphismus von Lemma 1.19. Ein Element α ∈ OL/F2

heißt p-ganz oder ganz bezüglich p, wenn Φ−1(α) ∈ OF1 ⊗K Op gilt. Wir
wollen eine Basis B := {Bi | i = 1, ..., n} von A0 ganz bezüglich p nennen,
wenn sowohl G als auch jedes Element von G · B ganz bezüglich p sind.
Ferner wollen wir B dann p-regulär oder regulär bezüglich p nennen,
wenn B bezüglich p ganz ist und sowohl G als auch die Determinante F pΩ
der Übergangsmatrix von Ω zur Basis G · B von B0 normierte Polynome in
Op[x1] sind. Wir bezeichnen dann die Basis mit BpΩ. Besitzt das Ideal D0

eines Divisors D ∈ DL/F2
eine p-reguläre Basis bezüglich Ω, so sagen wir

auch, dass D regulär bezüglich p und Ω ist. Ist aus dem Zusammenhang
klar, was Ω ist, so sagen wir einfach, dass D regulär bezüglich p ist.

Definition 2.12. Seien B ∈ DL/F2
mit endlichem Anteil B0 ⊆ OL/F2

,
p ∈ PF2/K sowie BpΩ = {Bi | i = 1, ..., n} eine p-reguläre Basis von B0. Dann
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wollen wir das Ideal

B0,Bp
Ω

:= 〈Φ−1(Bi) | i = 1, ..., n〉OF1
⊗KOp

das p-reguläre Ideal von B0 in OF1 ⊗K Op bezüglich BpΩ nennen.

Wir definieren mittels p ∈ PF2/K und der dazugehörigen Restklassenab-
bildung π : Op −→ K einen Ringhomomorphismus

Π : OF1 ⊗K Op −→ OF1 ⊗K K, a⊗ b 7−→ a⊗ π(b). (2.9)

Ist A ∈ DL/F2
und besitzt der endliche Anteil A0 = B0/G eine p-reguläre

Basis BpΩ, so setzen wir

I :=
Π(B0,Bp

Ω
)

Π(Φ−1(G))
.

Da B0 ein Ideal und Π surjektiv ist, ist I isomorph zu einem gebrochenen
Ideal in OF1 , welches wir wieder mit I bezeichnen wollen. Der endliche An-
teil A0 besitzt den Grad degL/F2

A0 = degF2(x1)/F2
NL/F2

(A0), welcher auf
Grund der p-Regularität von BpΩ identisch mit degF1/K I = degL/F2

A0 ist.
Denn es werden alle p-ganzen Elemente von A0 durch p-ganze Linearkombi-
nationen der Basiselemente irgendeiner p-regulären Basis BpΩ von A0 erzeugt
(s. [Deu37, S. 170, Mitte]). Weil F pΩ ein normiertes Polynom aus Op[x1] ist,
lässt sich F pΩ als p-ganze Linearkombination jeder beliebigen p-regulären Ba-
sis BpΩ von A0 darstellen. Somit ist Φ−1(F pΩ) in B0,Bp

Ω
enthalten, und die

Leitkoeffizienten von F pΩ und G können modulo p nicht verschwinden. Es ist
klar, dass es zu einem gegebenen Ideal A0 nur endlich viele p ∈ PF2/K gibt,
für die A0 keine p-reguläre Basis besitzt. Hat I die Faktorisierung

∏n
i=1Q

ei
i,0

mit ι−1
Pi

(Pi) = Qi,0 (Pi ∈ PF1/K , i = 1, ..., n) , so wollen wir

A
p :=

n∑

i=1

eiPi ∈ DF1/K

schreiben. Sind F1 und F2 mittels τ : F1 −→ F2 isomorph über K, so setzen
wir noch

A
p := τ

(
n∑

i=1

eiPi

)
∈ DF2/K .

Mit Satz 2.16 zeigen wir, dass Ap von der gewählten p-regulären Basis
unabhängig ist. Für Korrespondenzen D,C,D+C ∈ DL/F2

, deren endlicher
Anteil jeweils eine p-reguläre Basis besitzt, gilt dann

D + C
p = D

p + C
p
. (2.10)
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Denn allgemein ist stets D + C
p ≤ D

p + C
p erfüllt. Auf Grund der p-

Regularität von C + D folgt die Gleichheit. Ist 0 6= P ∈ DL/F2
eine Prim-

korrespondenz, so betrachten wir folgendes Diagramm, in dem wiederum
FP

:= F2
P
ist:

FP = F ∗1F2

tttttttttt

JJJJJJJJJJ

F ∗1 F2

(2.11)
Wir können o.B.d.A. voraussetzen, dass bei den Funktionenkörpern Fi =
K(xi, yi) (i = 1, 2) jeweils yi ganz über K[xi] ist. Bezeichnet πP die Rest-
klassenabbildung von P und ist x∗1 = πP (x1) und y∗1 = πP (y1), so gilt für den
Restklassenkörper FP = F2 (x∗1, y

∗
1). Da F ∗1 = K(x∗1, y

∗
1) gilt, folgt hieraus

FP = F ∗1 (x2, y2). Ferner sehen wir, dass die Körpererweiterung FP /F ∗1 end-
lich ist.

Wir benötigen für die anstehende Definition noch zwei Lemmata:

Lemma 2.13. Seien K1/K und K2/K Zwischenkörper des Funktionenkör-
pers E = K1K2. Dann kann E nicht über K1 und K2 inseparabel sein.

Beweis. Wäre E sowohl über K1 als auch über K2 inseparabel, so erhal-
ten wir Ki ⊆ KEp ( E. Dies ergäbe eine widersprüchliche Inklusionskette
K1K2 ⊆ KEp ( E = K1K2.

Nun müssen wir noch einige Primdivisoren aus F2 herausnehmen, um
den Restidealsatz anwenden zu können. Diese werden im folgenden Lemma
charakterisiert:

Lemma 2.14. Seien die algebraischen Funktionenkörper K1/K und K2/K
Zwischenkörper des Funktionenkörpers E = K1K2 und o.B.d.A. sei E sepa-
rabel über K1. Ferner sei ∆ ⊆ K2 eine Basis von E/K1. Dann gibt es in
Abhängigkeit von ∆ eine endliche Ausnahmemenge S2 von Stellen in K2 und
eine endliche Ausnahmemenge S1 von Stellen in K1, so dass für alle p /∈ S2

und alle q /∈ S1 gilt:

(i) Sei I2 := ConE/K2
(p) und i2 := NE/K1

(I2). Ist α ∈ K1 mit νPi(α) ≥
νPi(I2) für Pi ∈ supp(I2), so gilt νpi(NE/K1

(α)) ≥ νpi(i2) für pi ∈
supp i2 und

(ii) ist I1 := ConE/K1
(q) und i1 := NE/K2

(I1). Ist α ∈ K2 mit νQi(α) ≥
νQi(I1) für Qi ∈ supp(I1), so gilt νqi(NE/K2

(α)) ≥ νqi(i1) für qi ∈
supp i1.

Beweis. S. Kapitel 5, Lemma 3.3.
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Idealtheoretisch bedeutet zum Beispiel der 1. Fall in Lemma 2.14 Folgen-
des: Wenn ein Element α ∈ K1, aufgefasst als ein Element in E, etwa im
Ideal I2 der endlichen Maximalordnung von E/K1 liegt, so soll neben αn mit
n = [E : K1] auch α selbst in der Norm i2 von I2 liegen. Zwar liegt α stets
in I2 ∩K1, aber im Allgemeinen ist i2 6= (I2 ∩K1).

Das letzte Lemma motiviert folgende Definition:

Definition 2.15. Sei P ∈ DL/F2
eine nicht-konstante Primkorrespondenz

und F ∗1 , F2 und FP wie in (2.11) gegeben.

(i) Ist FP /F2 separabel, so bezeichne ∆ ⊆ F ∗1 eine Basis von FP /F2. Mit
AP,∆ ⊆ PF2/K sei die endliche Ausnahmemenge von Divisoren aus
Lemma 2.14 im Fall (ii), angewandt auf E = FP ,K2 = F ∗1 und K1 =
F2, bezeichnet.

(ii) Anderenfalls bezeichne ∆ ⊆ F2 eine Basis von FP /F
∗
1 . Mit AP,∆ ⊆

PF2/K sei dann die endliche Ausnahmemenge von Divisoren aus Lemma
2.14 im Fall (i), angewandt auf E = FP ,K2 = F2 und K1 = F ∗1 ,
bezeichnet.

Der Restidealsatz von Deuring lautet nun in Divisorenschreibweise:

Satz 2.16. Sei 0 6= A ∈ DL/F2
eine Korrespondenz der Gestalt A =

∑n
i=1 niQi

mit nicht-konstanten Primdivisoren Qi ∈ PL/F2
. Dann gilt

A(p) = A
p =

n∑

i=1

niQi
p =

n∑

i=1

niQi(p)

für alle p ∈ PF2/K , für welche die Ideale Qi0 und A0 jeweils eine p-reguläre
Basis BipΩ bzw. ApΩ besitzen und p /∈ S :=

⋃AQi,∆ gilt. Ferner ist P p für ein
p-reguläres P ∈ PL/F2

nicht abhängig von der gewählten p-regulären Basis
von P0.

Beweis. Wir werden die Aussage zuerst für eine nicht-konstante Primkorre-
spondenz P ∈ DL/F2

zeigen. Dazu benutzen wir folgende abkürzende Nota-
tion: Für einen Funktionenkörper F/K, einen Divisor D ∈ DF/K und ein
Element α ∈ F soll α ∈ D bedeuten, dass νq(α) ≥ νq(D) für alle q ∈ suppD
gilt.

Sei p ∈ PF2/K\AP,∆, und bezeichne Bi := Bi(x1, y1) die Elemente einer
p-regulären Basis BpΩ von P0 (i = 1, ..., n). Wir benutzen wieder die Bezeich-
nungen aus (2.11). Ferner sei F pΩ die Determinante der Übergangsmatrix der
Ganzheitsbasis Ω von OL/F2

zur Basis BpΩ. Dann sind alle Koeffizienten von
F pΩ ∈ F2[x1] nach Voraussetzung p-ganz, und der Leitkoeffizient von F pΩ ist
in O∗p. Das Element x∗1 genügt in FP also einer normierten Gleichung, was
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bedeutet, dass x∗1 p-ganz ist. Da y1 ganz über x1 ist, ist auch y∗1 ganz bezüg-
lich p. Anders ausgedrückt heißt dies, dass sowohl x∗1 als auch y∗1 an allen
Q ∈ PF

P
/F2

mit Q|p nicht-negative Ordnung νQ(x∗1) ≥ 0 und νQ(y∗1) ≥ 0
besitzen.

Sei m := [FP : K∗
1 ]. Mit [Deu37, S. 170, Mitte] wissen wir, dass die

p-ganzen Elemente von P0 alle Elemente α ∈ P0 sind, welche sich als p-
ganze Linearkombination der Basiselemente Bi darstellen lassen. Ist α =∑n

i=1 fi(x1)Bi(x1, y1) mit fi(x1) ∈ Op[x1] (i = 1, ..., n) ein beliebiges p-
ganzes Element von P0, so gilt

β := πP (α) =
n∑

i=1

fi(x∗1)Bi(x
∗
1, y

∗
1) = 0 ∈ FP .

Da sämtliche Koeffizienten von den Bi(x1, y1) und fi nach Voraussetzung
p-ganz sind, können wir zu den Restklassen bezüglich p übergehen, was die
Koeffizienten der fi und Bi angeht. Wir erhalten ein Element βp ∈ FP mit

β
p =

n∑

i=1

f
p
i (x

∗
1)B

p
i (x

∗
1, y

∗
1)

sowie
β =

(
β − βp

)

︸ ︷︷ ︸
=:γ

+βp = 0,

woraus γ = −βp in FP folgt. Es gilt dafür νPi(γ) ≥ ei, wenn die Conorm
von p die Gestalt ConF

P
/F2

(p) =
∑
eiPi hat, da für die Pi, wie oben bereits

ausgeführt wurde, νPi(x
∗
1), νPi(y

∗
1) ≥ 0 gilt. Daraus folgt also

νPi(β
p) ≥ ei. (2.12)

Da K algebraisch abgeschlossen ist, ist βp sogar ein Element aus F ∗1 =
K(x∗1, y

∗
1). Wenden wir nun auf βp den Isomorphismus π−1

P|F1
an, so erhalten

wir

αp := π−1
P|F1

(βp) =
n∑

i=1

f
p
i (x1)B

p
i (x1, y1) = Π ◦ Φ−1(α) ∈ P p.

Daraus ersehen wir aber andererseits für ein Element α ∈ F1 mit α ∈ P p,
dass

πP|F1
(α) ∈ ConFP /F2

(p)

gilt. Setzen wir I := πP|F1
(P p) und J := πP|F1

(P (p)), so erhalten wir als
Erstes

ConF
P
/F2

(p) ≤ ConF
P
/F ∗1 (I). (2.13)

Wenden wir hierauf die Norm von FP /F ∗1 an, so wird aus (2.13) schließlich

J = NF
P
/F ∗1

(
ConF

P
/F2

(p)
)
≤ NF

P
/F ∗1

(
ConF

P
/F ∗1 (I)

)
= mI.
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Lässt sich der Divisor J als J =
∑
qi mit paarweise verschiedenen Primdi-

visoren qi ∈ PF ∗1 /K schreiben, so erhalten wir I ≥ J . Aus der p-Regularität
folgt, wie wir später nochmal zeigen werden, nun aber

degF ∗1 /K(I) = degF ∗1 /K(J),

d.h. es gilt also I = J und damit auch P (p) = P
p. Diese Situation entspricht

dem 1. Fall in Definition 2.15, d.h. wenn FP /F2 separabel ist. Ist FP /F2

inseparabel, so muss FP /F
∗
1 nach Lemma 2.13 separabel sein. Dies entspricht

dann dem 2. Fall in Definition 2.15. Ein anderer Extremfall ist, dass FP /F2

rein inseparabel ist: Dann ist J von der Form J = lq mit l ∈ N geeignet.
Ist dann mI = jq mit j ∈ N geeignet, so gilt wiederum J = I. In den
verbleibenden Fällen können wir nicht hoffen, dass J die Gestalt

∑
qi mit

paarweise verschiedenen Primdivisoren qi hat.

Wir behandeln im Folgendem zwei Fälle gleichzeitig, nämlich FP /F2

ist inseparabel oder FP /F
∗
1 ist inseparabel. Aus der Voraussetzung p ∈

PF2/K\AP,∆ folgt dann mit (2.12) und Lemma 2.14

β
p ∈ NF

P
/F ∗1

(
ConF

P
/F2

(p)
)
.

Schließlich wenden wir π−1
P |F1

auf βp an und erhalten

αp = π−1
P |F1

(
β
p
)

=
n∑

i=1

f
p
i (x1)B

p
i (x1, y1) ∈ P (p).

Da α ein beliebiges p-ganzes Element von P0 ist, folgt hieraus P (p) ≤ P
p.

Mit dem Gradsatz (2.4), der algebraischen Abgeschlossenheit von K und der
p-Regularität von P erhalten wir

degF1/K P (p) = degL/F2
P = degL/F2

P0 = degF1/K P
p
.

Aus 0 ≤ P (p) ≤ P
p und aus eben gesagten Gradgründen erhalten wir dann

P
p = P (p). Weil wir im Beweis eine beliebige p-reguläre Basis benutzt haben,

ist P p somit unabhängig von der gewählten p-regulären Basis.

Für eine Korrespondenz A =
∑n

i=1 niQi wenden wir für p /∈ S obige
Vorgehensweise auf jeden PrimdivisorQi an und erhalten mit Hilfe von (2.10)
die gewünschte Gleichheit A(p) = A

p =
∑n

i=1 niQi
p.

Im folgenden Spezialfall können wir wesentlich einfacher bestimmen, in
welchem Fall Ap = A(p) gilt:

Korollar 2.17. Sind P ∈ PL/F2
und p ∈ PF2/K jeweils Primdivisoren vom

Grad eins, so gilt P p = P (p), falls P regulär bezüglich p ist.
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Beweis. Ist P regulär bezüglich p, so können wir P p berechnen, und es ist
degF1/K P (p) = 1 = degF1/K(P p), d.h. P (p) und P p sind Primdivisoren. Auf
Grund von I ≥ J erhalten wir hieraus P (p) = P

p.

Bemerkung 2.18. Die Fixierung einer festen Ganzheitsbasis aus OF1/K ist
notwendig, da ansonsten der Begriff der p-Regulärität nicht wohldefiniert ist.
Da wir später den Restidealsatz benutzen werden, um Bilder von Elementen
[a] = [a0 − a∞] ∈ C0

F2
zu berechnen und wir, wie bereits erwähnt, die Reprä-

sentanten immer so abändern können, dass keine der Ausnahmedivisoren in
a0 oder a∞ vorkommen, spielt diese Abhängigkeit von den gewählten Basen
Ω und ∆ keine Rolle. Denn eine Korrespondenz bildet Hauptdivisoren auf
Hauptdivisoren ab, und somit ist das Bild in C0

F1
unabhängig vom gewählten

Repräsentanten in [a] ∈ C0
F2
.

2.2 Geometrische Sicht der Korrespondenzen

In diesem Abschnitt wollen wir eine kurze Einführung in die geometrische
Sichtweise der Korrespondenzen geben und die wichtigsten Entsprechungen
sowohl in der algebraischen als auch in der geometrischen Sichtweise aufzei-
gen. Sämtliche Aussagen sind, wenn sie nicht bewiesen werden, aus [Har77],
[Mil05], [Hin91], [Coh06], [Tat66] oder [Smi05] entnommen.

2.2.1 Grundlagen

Wenn nichts anderes gesagt wird, so bezeichnen X1, X2 und X3 immer redu-
zierte, irreduzible und nicht-singuläre projektive Kurven über einem gemein-
samen algebraisch abgeschlossenen Grundkörper K. Zu den Kurven X1 und
X2 betrachten wir das Produkt X := X1 ×X2, welches eine nicht-singuläre
projektive Fläche über K ist. Die Weil-Divisorengruppe von X, welche eine
freie abelsche Gruppe ist die von den Primdivisoren erzeugt wird, bezeichnen
wir mit Div(X). Mit π1 und π2 bezeichnen wir die jeweiligen Projektionen
πi : X −→ Xi. Einem Morphismus φ : X1 −→ X2 können wir eine Fortset-
zung (engl.: Pushforward) φ∗ : Div(X1) −→ Div(X2) mittels

φ∗
(∑

niPi

)
:=

∑
niφ(Pi)

und eine Zurückziehung (engl.: Pullback) mittels φ∗ : Div(X2) −→ Div(X1)
durch

φ∗
(∑

niQi

)
:=

∑
ni

∑

P∈φ−1(Qi)

ordP (tQi
)P

zuordnen. Hierbei soll tQi
eine lokale Uniformisierende bezüglich P sein. Für

einen Morphismus φ : X1 −→ X2 ist deg φ := [K(X1) : K(X2)], wobei
K(Xi) den Funktionenkörper von Xi bezeichnet.
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Eine Korrespondenz der Kurven X1 und X2 ist ein Divisor D von X
und heißt prim, wenn D ein Primdivisor ist, d.h. eine reduzierte und irre-
duzible Kurve in X. Ist P ∈ Div(X) eine Primkorrespondenz, so definieren
die Projektionen πi eingeschränkt auf P jeweils Morphismen

πi|P
: P → Xi (i = 1, 2) .

Ist pi ∈ Xi, so ist π−1
i (pi) eine Primkorrespondenz von X. Korresponden-

zen, die Urbilder von Punkten sind, heißen fibral und ihre Gesamtheit wird
mit Fib(X) bezeichnet. Die fibralen Divisoren bilden eine Untergruppe von
Div(X), und es gilt die Isomorphie Fib(X) ∼= Div(X1)× Div(X2). Bezeich-
net Div(X)nonFib die von den nicht-fibralen Divisoren und dem Nulldivisor
erzeugte Untergruppe von Div(X), so gilt

Div(X) = Div(X)nonFib
⊕

Fib(X) .

Jede Korrespondenz D lässt sich dann eindeutig als Summe D = C+C ′ von
Divisoren schreiben mit C ∈ Div(X)nonFib und C ′ ∈ Fib(X).

Für eine Primkorrespondenz P ∈ Div(X) gibt es zwei Grade

di(P ) :=

{
0 falls P fibral ist,
deg πi|P

sonst,

welche sich jeweils dann Z-linear auf Div(X) fortsetzen lassen. Die Flächen
X1 ×X2 und X2 ×X1 sind in natürlicher Weise isomorph zueinander. Das
Bild einer Korrespondenz C ∈ X1 ×X2 unter diesem Isomorphismus wollen
wir mit Ct bezeichnen und Transponierte von C nennen. Ist X1 = X2, so
heißt eine Korrespondenz C ∈ X1 ×X2 symmetrisch, wenn C = Ct gilt.

Jedem Morphismus φ : X1 −→ X2 können wir eine Korrespondenz

Γφ := (IdX1 × φ)(X1) ⊆ X

zuordnen, wobei IdX1
: X1 −→ X1 der Identitätsmorphismus ist. Die Korre-

spondenz

∆X1
:= ΓIdX1

:= (IdX1 × IdX1)(X1) ⊆ X1 ×X1

heißt Diagonalkorrespondenz. Ist Fq mit q = pn der kleinste Körper, über
dem X1 definiert ist, so erhalten wir für r ≥ 1 den Frobeniusmorphismus
F (r) : X1 −→ X1, [x1 : ... : xl] 7−→ [xq

r

1 : ... : xq
r

l ] und die Frobeniuskorre-
spondenz FrX1

= ΓF(r) := (IdX1 ×F (r))(X1).

Sei P ∈ Div(X) eine Primkorrespondenz und τi := πi|P die auf P einge-
schränkten Projektionen. Wir erhalten dann einen Homomorphismus

φP : Div(X1) −→ Div(X2), (2.14)
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d 7−→
{

(τ2∗ ◦ τ1∗) (d) falls P ∈ Div(X)nonFib,
(deg d)τ2(P ) sonst (2.15)

und durch Z-lineare Fortsetzung einen Homomorphismus

Ψ : Div(X) −→ Hom(Div(X1),Div(X2)) .

Diesem können wir einen Homomorphismus

Φ : Div(X) −→ Hom(JX1 , JX2) (2.16)

zuordnen, wobei JX1 und JX2 jeweils die Jacobischen von X1 und X2 sind.
Bezeichnet GX1X2

die von Fib(X) und den Hauptdivisoren Prin(X) von X
erzeugte Untergruppe von Div(X), d.h. ist

GX1X2
:= 〈Fib(X),Prin(X)〉, (2.17)

so gilt die Isomorphie

Div(X)/GX1X2

∼= Hom(JX1 , JX2).

Gilt für zwei Korrespondenzen Φ(D1) = Φ(D2), so nennen wir diese ho-
momorph äquivalent. Ist Φ(D) = 0 für eine Korrespondenz D ∈ Div(X),
so heißt D homomorph trivial. Zwei Korrespondenzen D1 und D2 sind
genau dann homomorph äquivalent, wenn sie sich um einen Divisor unter-
scheiden, der die Summe von Hauptdivisoren und fibralen Divisoren ist.

Haben wir zwei KorrespondenzenD1 ∈ Div(X1×X2) undD2 ∈ Div(X2×
X3), so können wir mittels der Homomorphismen Φ(D1) und Φ(D2) einen
Homomorphismus φ : JX1 −→ JX3 konstruieren. Dem Homomorphismus φ
entspricht eindeutig eine Korrespondenzklasse [D] ∈ Div(X1 ×X3)/GX1X3

.
Betrachten wir nun den Spezialfall X = X1 × X1, so lässt sich auf
Div(X)/GX1X1

eine Multiplikation mittels [D1] · [D2] := [D] einführen. Las-
sen sich D1, D2 und D durch Divisoren D1 = C1 + C ′1, D2 = C2 + C ′2 und
D = C3+C ′3 zerlegen, wobei keiner der Primdivisoren der Ci =

∑
j nj

(i)Pj(i)

in G liegt und die C ′i in G sind, so definieren wir D1 ·D2 := C1 ·C2 := C3. So-
mit wird (Div(X),+, ·) zu einem Ring mit Einselement ∆X1 , dem Ring der
Korrespondenzen. Für eine Korrespondenz D ∈ Div(X) ist dann Φ(D)
ein Endomorphismus von JX1 .

2.2.2 Die Schnitt- und Korrespondenzpaarung

Auf den Korrespondenzen lässt sich nun eine eindeutige und bilineare Paa-
rung definieren. Sind C,D ∈ Div(X) Korrespondenzen und ist P ∈ C ∩ D
Schnittpunkt von C und D, so sagen wir C und D schneiden sich transversal
an P , wenn die lokalen Gleichungen f von D und g von C an P das ma-
ximale Ideal mP von OX,P erzeugen. Damit können wir die Schnittpaarung
definieren:
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Satz 2.19. Es gibt eine eindeutige bilineare Paarung

Div(X)2 −→ Z, (C,D) 7−→ C.D ,

so dass gilt:

(i) Sind C und D nicht-singuläre Kurven und transversal zueinander, so
ist C.D = #(C ∩D),

(ii) C.D = D.C,

(iii) (C1 + C2) ·D = C1.D + C2.D und

(iv) sind C1 und C2 linear äquivalent, d.h. ist C1 ∼ C2, so gilt C1.D =
C2.D.

Sind C,C ′ ∈ Div(X), so dass C.D = C ′.D für alle D ∈ Div(X) gilt, so
nennen wir C und C ′ numerisch äquivalent. Sei C eine irreduzible nicht-
singuläre Kurve von X und sei D eine Kurve von X, welche C transversal
schneidet. Dann ist [Har77, Lemma 1.3, p. 358]

#(C ∩D) = degC(L(D)⊗OC),

wobei L(D) die zu D zugehörige invertierbare Garbe von X ist und degC
den Grad von L(D) ⊗ OC bezeichnet, aufgefasst als Divisor von C. Jedoch
können wir auf die Eigenschaft von D, die Kurve C transversal zu schnei-
den, verzichten: Haben die Korrespondenzen C und D keine gemeinsame
irreduzible Komponente, so können wir den Schnitt C.D mittels

C.D =
∑

P∈C∩D
(C.D)P (2.18)

definieren. Hierbei bezeichnet (C.D)P = dimkOX,P /(f, g) die Schnittmul-
tiplizität von C und D an P , wobei f und g lokale Gleichungen für C
und D an P sein sollen. Wir können für eine Korrespondenz C immer eine
linear äquivalente Korrespondenz C ′ so finden, dass C und C ′ keine gemein-
same Komponente haben, wie in [Sha72, Lemma 1, p. 194] gezeigt wird.
Für eine Korrespondenz C definieren wir dann den Selbstschnitt durch
C.C := C.C ′.

Bis zum Ende dieses Abschnitts soll, wenn nichts Anderes gesagt wird,
i ∈ {1, 2} gelten. Im Folgendem fassen wir X1 und X2 als abstrakte Va-
rietäten der Dimension eins auf (s. [Har77, Definition , p. 105]), d.h. wir
identifizieren insbesondere die Punkte der Kurven Xi mit Bewertungsringen,
und die zu den Kurven zugehörigen regulären und algebraisch unabhängigen
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Funktionenkörper seien von der Gestalt Fi = K(xi, yi) mit [Fi : K(xi)] = ni.
Damit erhalten wir jeweils als offene Überdeckungen

Xi = Specmax
(
Cl(K[xi], Fi)

)

︸ ︷︷ ︸
=:U1i

∪ Specmax
(
Cl(K[x−1

i ], Fi)
)

︸ ︷︷ ︸
=:U2i

.

Bezeichnen OXi die jeweiligen Garben der Varietät Xi, so gilt OXi(U1i) =
Cl(K[xi], Fi) = OFi =: A1i und OXi(U2i) = Cl(K[x−1

i ], Fi) = OFi,∞ =: A2i.
Ist X = X1 ×X2, so können wir nach [Har77, Theorem 3.3, p. 87],

⋃

1≤j,k≤2

Spec(Aj1 ⊗K Ak2) (2.19)

als offene Überdeckung von X = X1 ×X2 wählen.

Sei Ωi
0 := {ωi1, ..., ωini} eine Basis der endlichen Maximalordnung OFi

von Fi/K und Ωi∞ := {µi1, ..., µini} eine Basis der unendlichen Maximalord-
nung OFi,∞ von Fi/K. Dann lassen sich genau die Polstellen von (xi) nicht
als Ideale in OFi darstellen, und umgekehrt sind es genau die Nullstellen von
(xi), welche sich nicht als Ideale in OFi,∞ darstellen lassen. Jeder Divisor
von Fi besitzt dann eine Darstellung mit gebrochenen Idealen aus OFi und
OFi,∞ . Mit [Hes02, Corollary 4.3 and Corollary 4.4, p. 6] wissen wir, dass wir
spezielle Basen Ωi

0 und Ωi∞ so wählen können, dass die Übergangsmatrizen
Mi ∈ K(xi)ni×ni zwischen diesen beiden Basen jeweils Diagonalmatrizen und
die Diagonalelemente von der Form x

mij

i mit mij ∈ Z sind. Zwar wird hier
als unendliche Maximalordnung ein semi-lokaler Ring betrachtet, da aber
solch eine Übergangsmatrix in Diagonalform die Ganzheit der Basiselemente
nur für die Null- und Polstellen des Hauptdivisors (xi) abändert, könnnen
wir die Aussagen leicht modifiziert auf unseren Fall anwenden.

Insgesamt erhalten wir vier Ringe S1 := OF1 ⊗K OF2 , S2 := OF1 ⊗K
OF2,∞ , S3 := OF1,∞ ⊗K OF2 und S4 := OF1,∞ ⊗K OF2,∞ . Um diese Ringe als
affine Varietäten zu erzeugen, konstruieren wir uns spezielle Ideale IΩi

0
und

IΩi∞ . Für die Basis von OFi erzeugen wir das Ideal

IΩi
0

:= 〈ωijωik −
ni∑

l=1

λjkωil
ωil | k, j = 1, ..., ni〉, (2.20)

mit dem die Isomorphie OFi
∼= K[xi, ωi1, ..., ωini ]/IΩi

0
folgt, wobei hier mit

Ri,0 := K[xi, ω11, ..., ω1n1 ] ein Polynomring in xi, ωi1, ..., ωini gemeint ist.
Analog erhalten wir

IΩi∞ := 〈µijµik −
ni∑

l=1

νjkµil
µil | k, j = 1, ..., ni〉 (2.21)
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und die Isomorphie OFi,∞ ∼= K[ 1
xi
, µi1, ..., µini ]/IΩi∞ sowie Ri,∞. Für den

Ring S1 betrachten wir nun die Isomorphie

S1
∼= K[x1, ω11, ..., ω1n1 , x2, ω21, ..., ω2n2 ]/〈IΩ1

0
, IΩ2

0
〉 , (2.22)

und Analoges gilt für die verbleibenden Ringe S2, S3 und S4.

Wir fassen nun die IΩi
0
als Ideale der Polynomringe Ri,0 und die IΩi∞ als

Ideale der Polynomringe Ri,∞ auf (i = 1, 2). Die affinen Kurven

C̃i,0 := V (IΩi
0
) und C̃i,∞ := V (IΩi∞)

sind jeweils nicht-singulär, da per Konstruktion die lokalen affinen Koordi-
natenringe jeweils diskrete Bewertungsringe sind. Mittels [Har77, Theorem
6.9, p. 44] können wir zeigen, dass es jeweils eine nicht-singuläre projektive
Kurve X̃i gibt, welche C̃i,0 und C̃i,∞ als offene Überdeckung besitzt. Mit
[Har77, Corollary 4.5, p. 26] erhalten wir, dass die projektiven Kurven Xi

und X̃i birational äquivalent sind, woraus folgt, dass die projektiven Flächen
X1 ×X2 und X̃1 × X̃2 birational äquivalent sind.

Sei nun C ∈ Div(X1 × X2) eine Korrespondenz. Wir nutzen die Über-
deckung (2.19) von X1 × X2, mit deren Hilfe folgt, dass wir eine Korre-
spondenz C in allen vier Ringen Sj (j = 1, 2, 3, 4) als Verschwindungsmenge
CSj

:= V (ICj ) jeweils geeigneter Ideale ICj ⊆ Sj darstellen können. Um die
Ideale ICj mit j = 1, 2, 3, 4 zu bestimmen, genügt es z.B. eine Darstellung IC1

von C im Ring S1 zu kennen. Wollen wir dann IC2 berechnen, so betrachten
wir den Oberring S1,2

:= S1[U−1
2 ] von S1 und S2, wenn U2 := {xj2 | j ∈ Z≥0}

die von x2 erzeugte multiplikative Halbgruppe ist. In diesem Ring ist auf
Grund unserer speziellen Wahl der jeweiligen Ganzheitsbasen sowohl das
Ideal IC1 als auch das Ideal IC2 enthalten. Wir berechnen dann IC2 , indem
wir IC1 als Ideal in S1[U−1

2 ] auffassen und dann mit S2 schneiden. Völlig ana-
log können wir Oberringe Sj [U−1

1 ] mit U1 := {xj1 | j ∈ Z≥0} oder Sj [U−1
1,2 ]

mit U1,2 := {xj1xl2 | j, l ∈ Z≥0} betrachten. Ist z.B. j gleich eins, so ist
S1[U−1

1 ] ein gemeinsamer Oberring von S1 und S3 und S1[U−1
1,2 ] ein Ober-

ring von S1, S2, S3 und S4. Ist J ⊆ {1, 2, 3, 4}, so bezeichnen wir mit SJ

einen gemeinsamen Oberring der Ringe Sj mit j ∈ J . Um den Schnitt zweier
Korrespondenzen zu berechnen, benötigen wir noch ein Korollar aus [Cox05,
Corollary 2.5, p. 150].

Korollar 2.20. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und I ein
nulldimensionales Ideal von R := K[x1, ..., xn]. Sind P1, ..., Pm ∈ V (I) paar-
weise verschieden und bezeichnen die Oi die Lokalisierungen von R nach den
maximalen Idealen I(Pi), so gilt

dimK[x1, ..., xn]/I =
m∑

i=1

dimOi/IOi.
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Seien nun C,D ∈ Div(X1 × X2) ohne gemeinsamen Träger und j ∈ J .
Wir wollen dann die K-Dimension von C ∩D im Ring SJ , als affine Varietät
des Rings SJ aufgefasst, mit

sJ
:= dimSJ

(C ∩D) := dimK SJ/
(
ICj

+ IDj

)
(j ∈ J)

bezeichnen. Nun können wir den Schnitt zweier Korrespondenzen wie im
folgendem Lemma berechnen:

Lemma 2.21. Sei X := X1×X2 eine nicht-singuläre projektive Fläche und
C,D ∈ Div(X) zwei Korrespondenzen ohne gemeinsamen Träger. Dann gilt

C.D =
4∑

i=1

s{i} −
(
s{1,2} + s{2,3} + s{3,4} + s{4,1}

)
+ s{1,2,3,4}. (2.23)

Beweis. Wir machen zuerst die Annahme, dass C und D Primdivisoren
sind. Da C und D keine gemeinsame Komponente besitzen, sind alle Di-
mensionen sI ( I ⊆ {1, 2, 3, 4}) endlich. Berechnen wir s{1} + s{2}, so zählen
wir die Schnittmultiplizität der Punkte in s{1,2} doppelt. Wir müssen also
s{1} + s{2} − s{1,2} berechnen, um die Schnittmultiplizität von C und D in
V (S1) ∪ V (S2) zu erhalten. Als Nächstes addieren wir s{3} hinzu. Um nicht
wieder doppelt zu zählen, müssen wir s{2,3}+ s{1,3} subtrahieren und s{1,2,3}
wieder addieren und erhalten die Schnittmultiplizität in

⋃3
j=1 V (Sj). Schließ-

lich addieren wir s{4}, ziehen s{3,4} + s{4,1} ab und addieren wieder s{1,3,4}.
Damit erhalten wir unter der Beachtung, dass s{1,2,3} + s{1,3,4} − s{1,3} =
s{1,2,3,4} ist, die Schnittmultiplizität von C und D auf

⋃4
j=1 V (S)j wie in

(2.23). Sind nun C und D beliebige Divisoren ohne gemeinsame Komponen-
ten, so berechnen wir C.D durch Z-lineare Fortsetzung in beiden Eingängen
der Paarung.

Ist mindestens einer der beiden Korrespondenzen C und D in G, so wen-
den wir folgendes Lemma aus ([Smi05, Proposition 4.1.7]) an:

Lemma 2.22. Seien C,D ∈ Div(X) Korrespondenzen. Ist C ∈ G, wobei G
wie in 2.17 definiert ist, so gilt

C.D = d1(C)d2(D) + d2(C)d1(D). (2.24)

Mit Hilfe der Schnittpaarung können wir eine weitere Paarung einführen,
die Korrespondenzpaarung, mittels

Div(X1 ×X2)2 −→ Z, (2.25)

(C,D) 7−→ 〈C,D〉 := ( d1(C)d2(D) + d2(C)d1(D) )− C.D ,

für die Folgendes gilt ([Smi05, Theorem 5.1.2]):
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Satz 2.23. Die Korrespondenzpaarung in (2.25) ist symmetrisch, bilinear
und invariant auf den homomorphen Äquivalenzklassen. Ferner wird durch
die Paarung auf der Menge der numerisch äquivalenten Korrespondenzklas-
sen eine positiv-definite Paarung definiert.

Für die Einheitskorrespondenz ∆X1 und die Frobeniuskorrespondenz FrX
auf der Fläche X = X1 ×X1 hat der Selbstschnitt und die Korrespondenz-
paarung nun folgende Werte (s. [Smi05, p. 54 and p. 59-60]):

Lemma 2.24. Für die Korrespondenzen ∆X1 und FrX1
mit r ∈ Z≥0 erhalten

wir folgende Werte für die Schnitt- und Korrespondenzpaarung, wobei g =
gX1 das Geschlecht von X1 bezeichnet:

(i) ∆X1 .∆X1 = 2− 2g,

(ii) 〈∆X1 ,∆X1〉 = 2g,

(iii) FrX1
.∆X1 = #X1(Fqr),

(iv) 〈FrX1
,FrX1

〉 = 2gqr,

(v) 〈FsX1
,FrX1

〉 = qr + qs − qr#X(Fqs−r), wobei s > r gilt und

(vi) 〈FrX1
,∆X1〉 = 1 + qr −#X(Fqr),

wobei #X1(Fqr) die Anzahl der Fqr -rationalen Punkte von X1/Fq bezeichnet.

Als Nächstes wollen wir zeigen, wie wir nun eine Schnittpaarung auf
DL/F2

einführen können. Sei P ∈ PL/F2
und Ui := 1⊗K[xi]×. Dann erhalten

wir mittels der Einbettung

ι : S1 −→ OF1 ⊗ F2

die Isomorphie S1[U−1
2 ] ∼= OF1 ⊗ F2 von K-Algebren. Analog erhalten wir

mittels der Einbettung

ι∞ : S3 −→ OF1,∞ ⊗ F2

die Isomorphie S3[U−1
2 ] ∼= OF1,∞ ⊗ F2. Seien die K-Algebrenisomorphismen

Φ : OF1 ⊗K F2 −→ OL/F2
und Φ̃ : OF1,∞ ⊗K F2 −→ OL/F2,∞ wie in Lemma

1.19 gegeben. Ist P0 ∈ OL/F2
ein nicht-triviales Ideal, so definieren wir

IP1
:= ι−1(Φ−1(P0)) ∈ S1, (2.26)

wobei mit ι−1 das Urbild von ι gemeint ist. Ansonsten sei P0 ∈ OL/F2,∞ ein
nicht-triviales Ideal, und wir definieren

IP3
:= ι−1

∞ (Φ̃−1(P0)) ∈ S3.
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Damit können wir, wie bereits erläutert wurde, die jeweils restlichen Ideale
IPj mit j = 1, 2, 3, 4 berechnen. Bei beliebigen effektiven Divisoren vonDL/F2

wenden wir die Vorschrift auf jeden Primdivisor an. Sind nun A,B ∈ DL/F2

effektive Divisoren, so berechnen wir jeweils die Ideale IAj und IBj . Damit
können wir auf DL/F2

eine bilineare Paarung durch

A.B :=
4∑

i=1

s{i} −
(
s{1,2} + s{2,3} + s{3,4} + s{4,1}

)
+ s{1,2,3,4}

wie in Lemma 2.21 definieren, wenn wir zusätzlich noch A.(−B) := −(A.B)
und (−B).A := −(A.B) setzen.

Damit allerdings Hauptdivisoren (F ) von L/F2 auf Hauptdivisoren von
X1×X2 abgebildet werden müssen wir noch einiges tun. Als erstes brauchen
wir noch einige weitere Einbettungen wie

κ : S1 −→ F1 ⊗OF2

und
κ∞ : S2 −→ F1 ⊗OF2,∞ ,

welche die Isomorphien S1[U−1
1 ] ∼= F1 ⊗ OF2 und S2[U−1

1 ] ∼= F1 ⊗ OF2,∞
von K-Algebren nach sich ziehen. Ausserdem benötigen wir noch die K-
Algebrenisomorphismen

Γ : F1 ⊗K OF2 −→ OL/F1
und Γ̃ : F1 ⊗K OF2,∞ −→ OL/F1,∞ .

Sei F ∈ L/F2 von der Form F = f
s mit f ∈ OL/F2

und s ∈ F2[x1] geeignet.
Wir betrachten nun den allgemeinen Fall, dass F1 und F2 nicht isomorph
sind. Im Falle, dass F1 und F2 isomorph sind, verläuft die Argumentation
ähnlich. Auf Grund der Isomorphie zwischen den Divisorengruppen

Div(X)nonFib ⊕Div(Xt)nonFib ⊕Div(X1)⊕Div(X2)

und
HL/F1

⊕HL/F2
⊕ CL/F2

⊕ CL/F1

ist sind die Divisoren A ∈ DL/F2
und A? genau dann Hautdivisoren von L/F2

und L/F1, wenn der zu auf der FlächeX zugehörige Divisor ein Hauptdivisor
ist. Besitzt also der Hauptdivisor (F ) in L/F2 bzw. in L/F1 die Darstellung

(F ) =
∑

eiPi −
∑

fiQi bzw. (F ?) =
∑

eiP
?
i −

∑
fiQ

?
i

mit lauter effektiven Primdivisoren, so erhalten wir also auf der Fläche X
die Darstellung

(F ) =
(∑

eiPi −
∑

fiQi

)
+ (F ?)′ .
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Wir haben hier der Einfachheit wegen die Bezeichnungen für die Divisoren
der Fläche X beibehalten. Hierbei soll (F ?)′ nur den fibralen Anteil des
Divisors (F ?) vonXt bezeichnen, welcher in Div(X2) liegt. Für ein gegebenes
F ∈ L/F2 betrachten wir also jeweils (F )0 und (F )∞ bzw. in L/F1 dann (F )?0
und (F )∞? und machen (F )0 und F∞ wie oben gezeigt zu Idealen in S1 und
S3. Analog benutzen wir die oben definierten Einbettungen κ und κ∞ um
aus (F )?0 und (F )∞? dann Ideale in S1 und S2 zu erhalten. Damit können wir
dann (F ) als Hauptdivisor auf X darstellen. Jedem Hauptdivisor (F ) von
L/F2 wird so ein Hauptdivisor auf X zugeordnet, welcher bis auf Isomorphie
aus den selben Primdivisoren besteht. Insgesamt folgt nun mit Lemma 2.22,
dass die so definierte bilineare Abbildung auf DL/F2

eine bilineare Abbildung
der Divisorenklassen [A] und [B] ist (aber nicht der Korrespondenzklassen
[A]C und [B]C).

Wir wollen nun zeigen, wie wir für eine Korrespondenz A ∈ DL/F2
den

Selbstschnitt A.A berechnen können. Wir nehmen o.B.d.A. dazu an, dass
A effektiv ist. Mittels des schwachen Approximationssatzes für den Funktio-
nenkörper L/F2 können wir ein Element F ∈ L/F2 so finden, dass νP (F ) =
−νP (A) ist für P ∈ suppA. Damit ist dann supp(A + (F )) ∩ suppA = ∅,
und wir können A.A mittels (A+ (F )).A berechnen. Vorher müssen wir uns
aber noch überlegen, warum der Schnitt zweier verschiedener Primkorrespon-
denzen nur endlich viele Punkte enthält. Sind P und Q zwei verschiedene
nicht-konstante Primkorrespondenzen aus PL/F2

, so sind die Ideale IPj und
IQj ebenfalls prim zueinander. Wir können nun V (IPj ) und V (IQj ) als affi-
ne Kurven in V (Sj) auffassen. Als Varietäten sind dann V (IPj ) und V (IQj )
jeweils irreduzibel. Sei U := V (IPj ) ∩ V (IQj ). Die Schnittmenge U muss
echt in V (IPj ) und V (IQj ) enthalten sein, ansonsten erhalten wir einen Wi-
derspruch. Damit ist aber U eine echte algebraische Teilmenge von jeweils
V (IPj ) und V (IQj ), was bedeutet, dass 1 = dimV (IPj ) > dimU = 0 ist
([Mil05, Proposition 2.26, p. 41]). Damit kann U nur endlich viele Punkte
besitzen.

Mit Hilfe des letzten Satzes und den vorangegangenen Aussagen können
wir nun eine Korrespondenzpaarung auf den Korrespondenzklassen DL/F2

definieren:

Korollar 2.25. Auf der Menge der Korrespondenzklassen von DL/F2
lässt

sich eine positiv definite bilineare Korrespondenzpaarung einführen.

Beweis. Ist P ∈ PL/F2
nicht konstant, so berechnen wir das Ideal IP1 ⊆ S1

und bezeichnen mit CP ∈ Div(X1 × X2) den projektiven Abschluss von
V (IP1) in X. Für die Grade d1 und d2 auf der Fläche X1 ×X2 gilt dann

d2(CP ) = degL/F2
P und d1(CP ) = degL/F1

P ?.

Für eine beliebige Korrespondenz A ∈ DL/F2
mit Primdivisorzerlegung A =∑k

j=1 njPj ist dann d2(CA) = degL/F2
A und d1(CA) = degL/F1

A?. Damit
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ist für A,B ∈ DL/F2
durch

〈A,B〉 := degA? degB + degA+ degB? −A.B

auf Grund von Lemma 2.22 und Satz 2.23 eine bilineare positiv definite
Paarung auf den Korrespondenzklassen [A]C und [B]C gegeben.

2.3 Vergleich der Korrespondenzen

Jede Primkorrespondenz C ∈ Div(X)\Fib(X) lässt sich in S1 mit einem
Ideal IC1

⊆ S1 als irreduzible und reduzierte Varietät V (IC1
) beschreiben.

Wenden wir darauf Φ ◦ ι an, so erhalten wir ein nicht-konstantes Primideal
P0 := Φ ◦ ι(IC1

) ⊆ OL/F2
mit P ∈ PL/F2

. Ist andererseits P ∈ PL/F2
ei-

ne nicht-konstante Primkorrespondenz, so können wir das Ideal IP1
bilden.

Das Ideal IP1
ist dann ein Primideal in S1 und der Abschluss C ∈ Div(X)

von V (IP1
) ist dann eine nicht-fibrale Primkorrespondenz. Damit haben wir

folgende einfache Aussage, welche wir ohne Beweis im folgendem Lemma
festhalten wollen.

Lemma 2.26. Die nicht-konstanten und nicht-fibralen Primkorresponden-
zen entsprechen einander, d.h. ist P ∈ PL/F2

nicht konstant, so ist der pro-
jektive Abschluss C von V (IP1) eine nicht-fibrale Primkorrespondenz. Ist an-
dererseits C eine nicht-fibrale Primkorrespondenz und V (IC1) ⊆ S1 eine af-
fine Darstellung von C in S1, so ist Φ(ι(IC1)) ∈ DL/F2

eine nicht-konstante
Primkorrespondenz.

Ist P ∈ PL/F2
eine nicht-konstante Primkorrespondenz, so betrachten wir

wieder das Diagramm

FP = F ∗1F2

tttttttttt

JJJJJJJJJJ

F ∗1 F2

(2.27)
in dem FP

:= F2
P
ist. Sei τpi die Restklassenabbildung des Primdivisors pi ∈

PFi/K . Der Einfachheit wegen nehmen wir an, dass yi jeweils ganz ist über xi
und die Xi ebene nicht-singuläre Kurven sind, d.h. es istXi ⊆ P2 mit affinem
Teil Ci : fi(xi, yi) = 0, wobei fi ∈ K[xi, yi] irreduzibel ist. Im Allgemeinen
darf die Kurve Xi aber durchaus singulär sein. Der singuläre Fall würde aber
nur ein Mehraufwand an Notation bedeuten. Ist pi ∈ PFi/K mit νpi(xi) ≥ 0
und endlichem Primideal pi,0 = 〈xi−αi, yi−βi〉 in Zwei-Element Darstellung,
so können wir pi durch pi 7−→ (xi(pi), yi(pi))) = (αi, βi) ∈ K2 in eindeutiger
Weise einen Punkt aus K2 mit fi(αi, βi) = 0 zuordnen. Die endlich vielen
Polstellen von xi lassen wir hier jeweils außer Acht. Ist C ∈ Div(X) eine
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nicht-fibrale Primkorrespondenz, so betrachten wir die dazugehörige nicht-
konstante Primkorrespondenz P ∈ PL/F2

mit P0 = Φ ◦ ι(IC1
). Nun gilt für

ein p2 ∈ PF2/K mit νp2(x) ≥ 0

n∑

i=1

(α1i, β1i) := π1|C∗ ◦ π2|C∗ (x2(p2), y2(p2))

und weiter mit
n∑

i=1

p1i := P (p2) = πP |F1

−1
(
NF

P
/F ∗1 (ConF

P
/F2

(p2))
) (

p1i ∈ PF1/K

)

schließlich
n∑

i=1

(x1(p1i), y1(p1i)) =
n∑

i=1

(α1i, β1i).

Die Zurückziehung π2|C∗ entspricht hier der Hochhebung ConF
P
/F2

, und die
Fortsetzung π1|C∗ ist nichts anderes als die Norm πP |F1

−1 ◦ NF
P
/F ∗1 . Dass

jeweils für die Bilder νp1i(xi) ≥ 0 gilt, können wir erreichen, indem wir den
Restidealsatz anwenden. Dabei müssen wir wieder endlich viele Primdivi-
soren aus jeweils PFi/K ausschließen. Per Definition sind dann die Bilder
Summen von Vielfachen von Primdivisoren aus F1, die sämtlich keine Poldi-
visoren von x1 sind. Wir können nun folgendes einfaches Lemma ohne Beweis
formulieren:

Lemma 2.27. Eine nicht-konstante Primkorrespondenz von L/F2 induziert
denselben Homomorphismus zwischen JX2 und JX1 wie die dazugehörige
nicht-fibrale Primkorrespondenz auf X.

Dabei spielt es keine Rolle, dass wir jeweils endlich viele Primdiviso-
ren außer Acht gelassen haben, denn wir können einen Repräsentanten von
C0
Fi/K

immer so abändern, dass keiner der endlich vielen Ausnahmedivisoren
vorkommt. Jede Korrespondenz C ∈ Div(X1 ×X2) induziert also einen Ho-
momorphismus JX2 −→ JX1 von Jacobischen. Das Umgekehrte ist ebenfalls
der Fall ([Smi05, Lemma 3.3.11, p. 40]):

Lemma 2.28. Sei φ ∈ Hom(JX2 , JX1), dann existiert eine Korrespondenz
Γφ aus Div(X1 ×X2), so dass π1|Γφ∗ ◦ π2|Γφ

∗ = φ ist.

Damit wissen wir auch, dass jeder Homomorphismus von JX2 nach JX1

durch eine Korrespondenz [A]C ∈ Cor (F2, F1) induziert wird. Wir können
damit also sämtliche Homomorphismen von JX2 nach JX1 mittels Korre-
spondenzklassen Cor (F2, F1) beschreiben, wobei anzumerken ist, dass sich
die fibralen und die konstanten Divisoren entsprechen. Wir halten diese ein-
fache Feststellung im folgendem Lemma ohne Beweis fest.
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Lemma 2.29. Jeder Homomorphismus φ ∈ Hom(JX2 , JX1) wird durch eine
Korrespondenzklasse [A]C aus Cor (F2, F1) induziert, d.h. es gilt φ(p) = A(p)
für alle p ∈ JX2.

Sei k := Fq ein endlicher Körper. MitXi(k) bezeichnen wir die k-rationalen
Punkte der Kurven Xi und mit JXi(k) die k-rationalen Punkte von JXi . Sei
X1 = X2, X2/k Kurve über k, F2/k der Funktionenkörper von X2/k und
K/k eine endliche Erweiterung. Mit

EndK(JX2) := Cor (F2K/K)

bezeichnen wir die K-Endomorphismen der Jacobischen JX2 .

Prinzipale Polarisierung

Mit K sei wieder der algebraishe Abschluss eines endlichen Körpers bezeich-
net.Im Folgenden wollen wir kurz auf den Begriff der prinzipalen Polarisie-
rung eingehen. Seien A und B abelsche Varietäten. Für a ∈ A definieren wir
die Abbildung ιa : B −→ A×B, b 7−→ (a, b) und analog definieren wir für b ∈
B eine Abbildung ιb : A −→ A×B, a 7−→ (a, b). Wir nennen A und B dual
zueinander, wenn es eine Divisorenklasse P ∈ Pic(A × B) gibt, so dass die
Abbildungen A −→ Pic(B), a 7−→ ι∗a(P) und B −→ Pic0(A), b 7−→ ι∗b(P)
Bijektionen sind. Für die Existenz solcher dualen Varietäten und Divisoren-
klassen P siehe [Hin91]. Die zu A duale abelsche Varietät bezeichnen wir mit
Â. Bezeichnen wir mit ta : A −→ A, x 7−→ x + a die Translation um a, so
definiert die Abbildung Φc : A −→ Pic0(A), a 7−→ t∗a(c) − c mit c ∈ Pic(A)
einen Gruppenhomomorphismus. Wenn der Kern K(c) von Φc endlich ist, so
induziert dies sogar eine Isogenie Φc : A −→ Â. Solch eine Isogenie wollen
wir Polarisierung nennen. Gilt K(c) = 0, so sprechen wir von einer prin-
zipalen Polarisierung. Somit ist durch c ∈ Pic(A) mit Φc : A −→ Â eine
prinzipale Polarisierung gegeben, wenn Φc ein Isomorphismus ist ([Hin91, p.
130]).

Die Jacobische JX einer Kurve X ist ein Beispiel für eine prinzipal po-
larisierte abelsche Varietät. Eine Kurve X vom Geschlecht ≥ 1 kann immer
in ihre Jacobische JX eingebettet werden, wenn es eine Stelle vom Grad eins
gibt, und zusätzlich gilt die Isomorphie JX ∼= Pic0(X). Die Jacobische JX ei-
ner Kurve X hat die Dimension dimJX

= gX , d.h. das Geschlecht der Kurve
ist die Dimension der zugehörigen Jacobischen.

Für einen gegebenen Homomorphismus φ : A −→ B gibt es einen dualen
Homomorphismus φ̂ : B̂ −→ Â. Sind λi : JXi −→ ĴXi die prinzipalen
Polarisierungen der Jacobischen JXi und φ ∈ Hom(JX1 , JX2), so wollen wir
λ−1
X1
◦ φ̂ ◦ λX2

: JX2 −→ JX1 den Rosati von φ nennen. Die Abbildung

† : Hom(JX1 , JX2) −→ Hom(JX2 , JX1), φ 7−→ λ−1
X1
◦ φ̂ ◦ λX2
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nennen wir Rosati-Involution. Durch die Transponierte Ct einer Korre-
spondenz C ∈ Div(X1 ×X2) können wir eine Involution

t : Hom(JX1 , JX2) −→ Hom(JX2 , JX1)

definieren, und es lässt sich zeigen, dass φt = †(φ) ist für φ ∈ Hom(JX1 , JX2)
(s. [Smi05, Proposition 3.3.17., p.42]).

Seien C,D ∈ Div(X1 × X1) und A,B ∈ DL/F2
die C bzw. B entspre-

chenden algebraischen Korrespondenzen. Es ist nun möglich, die Werte der
Korrespondenzpaarung direkt zu berechnen durch

〈C,∆X1
〉 = TrEnd(J

X1
)⊗Q/Q (Φ(C)) ,

der sogenannten Spurformel von C, wobei hier Φ wie in (2.16) ist. Für die
Korrespondenzen C und D lässt sich der Wert 〈C,D〉 mit Hilfe der Spurfor-
mel durch

〈C,D〉 = TrEnd(J
X1

)⊗Q/Q
(
Φ(C) ◦ Φ(D)t

)
, (2.28)

berechnen, wie z.B. in [Smi05, Theorem 5.4.4., p. 60] zu finden ist. Damit
erhalten wir dann

〈A,B〉 = TrEnd(J
X

)⊗Q/Q (α ◦ β?) ,

wobei wir die den Korrespondenzen A und B entsprechenden Endomorphis-
men mit α und β bezeichnet haben und β? der Endomorphismus ist, welcher
der Korresponenz B? entspricht.



Kapitel 3

Algorithmen für
Korrespondenzen

In diesem Kapitel werden die gesamten Aussagen, Bezeichnungen und No-
tationen der vorangegangenen Kapitel benutzt. Für die meisten Aussagen
die algebraische Geometrie und abelschen Varietäten betreffend stützen wir
uns auf [Har77], [Mum70] ,[Gee07], [Mil98], [Mil05], [Mil86], [Coh06] und
[Oor07]. Für die Algebrentheorie verweisen wir auf [Pie82] und [Deu35]. Für
die Idealtheorie in beliebigen Algebren verweisen wir auf [Irv03] und [Deu35].
Eine gute Einführung in die Theorie der Quaternionenalgebren gibt [Kir05].
In dieser Arbeit benötigen wir aber insbesondere die Idealtheorie in zentral
einfachen F -Algebren A, wobei F/Q eine endliche Erweiterung von Q ist.

In diesem Kapitel sind C1 und C2 die zu den regulären und algebraisch
unabhängigen Funktionenkörpern F1/K und F2/K dazugehörigen affinen
Kurven, die durchaus singulär sein können und K = Fq mit q = pn. Wir
halten noch einmal die wichtigsten Eigenschaften der hier vorkommenden
Funktionenkörper fest und treffen, solange nichts Anderes festgelegt wird,
folgende Verabredung:

1. K bezeichne immer einen endlichen Körper Fpn , K ′/K eine endliche
Erweiterung von K, und mit K bezeichnen wir den algebraischen Ab-
schluss von K.

2. Die definierenden Gleichungen f1(x1, y1) und f2(x2, y2) der Funktio-
nenkörper F1 und F2 sollen durch Vertauschen von x1 mit x2 und y1

mit y2 auseinander hervorgehen. Insbesondere sind F1 und F2 damit
K-isomorph mittels τ : F1 −→ F2, (x1, y1) 7−→ (x2, y2).

3. Es sei immer y1 ganz über x1 und y2 ganz über x2.

4. Wir fixieren immer Erzeugungen Fi = K(xi, yi) (i = 1, 2) sowie L/F2 =
F2(x1, y1) und eine Ganzheitsbasis Ω := {ω1, ..., ωn} ⊆ OF1/K von

69
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OL/F2
. Wir definieren dann ausserdem NL/F2

:= NL/F2(x1) und genau-
so NL/F1

:= NL/F1(x2).

5. Für die Geschlechter gilt g
L/F2

= g
F1/K

= g
F2/K

.

6. Für einen Divisor a aus DF1/K gilt immer

degL/F2
ConL/F1

(a) = degF1/K a

7. Die unendlichen Stellen p∞,i ∈ Fi/K und ConL/Fj
(p∞,i) = P∞,i ∈

L/Fj sollen jeweils total verzweigt sein. Daraus folgt dann für die Grade
degFi/K p∞,i = 1 = degL/Fj

P∞,i (i, j ∈ {1, 2}, i 6= j).

8. Insbesondere folgt aus 7: Ist A ∈ D0
L/F2

, so gilt: A ist genau dann
Hauptdivisor, wenn der endliche Teil A0 ein gebrochenes Hauptideal
in OL/F2

ist.

9. Sämtiche Ideale werden, wenn nichts anderes festgelegt wird, in Zwei-
Element-Darstellung angegeben.

3.1 Multiplikation der Korrespondenzen

In diesem Abschnitt widmen wir uns der Arithmetik der Korrespondenzen.
Für Korrespondenzen A,B ∈ DL/F2

ist die Addition nichts weiter als die
Addition von Divisoren. Nehmen wir an, dass F1/K und F2/K nun mittels
τ wie oben isomorph sind, so erhalten wir die definierende Gleichung für
F2 durch Austauschen von x1 mit x2 und y1 mit y2 in der definierenden
Gleichung für F1. In diesem Falle ist der Rosati, angewandt auf ein Element
aus L/F2, nichts weiter als das Vertauschen von x1 mit x2 und y1 mit y2.
Der Rosati, angewandt auf eine Korrespondenz A, ist dann nichts weiter als
der zugehörige Divisor des gebrochenen Ideales (A?)0 von OL/F2

, das wir
erhalten, wenn wir den Rosati auf die Erzeuger von A0 anwenden. Aller-
dings müssen wir hier erst A0 als ein gebrochenes Ideal in OL/F2

[K[x1]×
−1]

auffassen, dann die Vertauschung der Variablen bei den Basiselementen von
A0 vornehmen und schließlich Urbilder berechnen, so dass wir wieder ein
gebrochenes Ideal in OL/F2

haben. Das Produkt von A ·B berechnen wir wie
folgt:

Sei (F ) ein Hauptdivisor von L/F2. Aus Satz 2.3 wissen wir, dass für die
Korrespondenzen A ∈ DL/F2

nun [A · (F )]C = [0]C und [(F ) · A]C = [0]C
gilt. Ist nun P ∈ DL/F2

eine nicht-konstante separable Primkorrespondenz,
d.h. also FP /F2 ist separabel, so betrachten wir den Zerfällungskörper E von
FP /F2 und bezeichnen mit L′ den Körper F1E/E. Nun zerfällt ConL′/L(P ) =∑

iQi in lauter Primkorrespondenzen vom Grad 1 in L′. Sei nun Q := Qi
eine der in ConL′/L(P ) auftretenden Primkorrespondenzen. Wir wenden nun
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τQ|F1
◦τ−1 auf die Koeffizienten der Erzeuger des Ideales A0 an und erhalten

ein Ideal Ai von OL′/L. Hierbeit ist τQ wie in (1.14). Schließlich bilden wir
das Produkt von Idealen I :=

∏
Ai und erhalten ein Ideal I ⊆ OL/F2

.

Ist P ∈ DL/F2
eine nicht-konstante inseparable Primkorrespondenz, so ist

nach Lemma 2.10 P = F ?n · B mit einer Primkorrespondenz B und einem
geeigneten n ∈ N. Hierbei ist F ? der Rosati der Frobeniuskorrespondenz. Da
aber degL/F2

(F ?n · B) = qn degL/F2
(B) ist und P und B effektiv sind, gibt

es ein maximales m ∈ N so, dass dann P = F ?m · B̃ ist mit B̃ ∈ DL/F2
effek-

tiv und separabel. Da sämtliche nicht-konstante Primkorrespondenzen nach
Lemma 1.18 keine Differententeiler sein können, ist für eine nicht-konstante
inseparable Primkorrespondenz P der Restklassenkörper FP := OP /P nicht
inseparabel über F2[x1]/(G), wenn Gf := NL/F2

(P0) ist und f der Trägheits-
grad von P ist. Sei z2 := qm√x2. Zerlegt sich G in F2(z2)[x1] in das Produkt
G = Hqm mit einem separablen Primpolynom H ∈ F2(z2)[x1], so berechnen
wir den Zerfällungskörper E/F2(z2) von H. In L′ := F1E/E zerlegt sich
dann P in ConL′/L(P ) = qm

∑l
i=1Qi mit Grad degL′/E(Qi) = 1, wenn l der

Separabilitätsgrad von E/F2 und L = F1F2 ist. Wir erhalten dann A · B
durch die Berechnung von qm(

∑
iA ·Qi), wobei die Berechnung von A ·Qi

der separable Fall ist.

Sind nun B =
∑n

i=1 eiPi mit Pi und A gegeben, so berechnen wir dann
A ·B =

∑
ei(A ·Pi). Hierbei reicht es, sich auf effektive Korrespondenzen A

und B zu beschränken, da z.B. in der Klasse [A]C ein effektiver Repräsentant
Ã so gefunden werden kann, das A = Ã+ lP∞,1 + (F ) mit einem geeigneten
l ∈ Z und Hauptdivisor (F ) von L/F2. Wir können nun unseren Algorithmus
formulieren:
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Algorithmus 1: Produkt von Korrespondenzen

Input: Effektive Korrespondenzen A,B ∈ DL/F2
ohne konstante Kompo-

nenten

Output: D ∈ [A ·B]C mit D ≥ 0

1.) (Initialisierung)

(i) Es sei A0 = 〈Gi | i = 1, ..., [L : F2]〉, wobei Gi =
∑
gijx

i
1y
j
1 eine

F2[x1]-Basis von A0 aus K(x2, y2)[x1, y1] ist.

(ii) Mit F bezeichnen wir die Frobeniuskorrespondenz von L/F2, mit
J0 das Einsideal von OL/F2

und mit p die Charakteristik von K =
Fq mit q = pn.

2.) Berechne Zerlegung B =
∑
eiPi in L/F2.

3.) (Schleife über i): Berechne Primpolynom Hi ∈ F2(z
(i)
2 )[x1] und die

Norm NL/F2
(Pi,0) = (Hi

qmi )fi ∈ F2(z
(i)
2 )[x1] mit mi maximal. Ist

mi = 0, so gehe zu 4.), ansonsten gehe zu 5.).

4.) (Separabler Teil): Berechne Zerfällungskörper E/F2 von H und Zer-
legung Pi =

∑
Q

(i)
j in L′ := F1E/E. Bestimme für jedes j Restklas-

senabbildung τ
Q

(i)
j

und Ideal

I
(i)
j,0 :=

〈(
τ
Q

(i)
j

◦ τ−1(gij)
)
xi1y

j
1 | i ∈ {1, ..., [L : F2]}

〉

in OL′/E und dann die Produkte von Idealen I(i)
0 :=

∏
j I

(i)
j,0 ⊆ OL/F2

und setze J0 ←− J0 · I0(i)ei . Gehe dann wieder zu 3.).

5.) (Inseparabler Teil) Berechne Zerfällungskörper E/F2(z
(i)
2 ) von H. Be-

stimme die Zerlegung ConL′/L(Pi) = qmi
∑

j Q
(i)
j und berechne dann

für alle j jeweils I(i)
j,0 := A·Qj wie in 4.) und setze J0 ←− J0(

∏
j I

(i)
j,0)

qmiei .

6.) (Ende Schleife über i)

7.) Gib das Ideal J0 als Divisor von L/F2 zurück und terminiere.
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3.2 Korrespondenzen als Homomorphismen

Wie zum Anfang des Kapitels erwähnt, fixieren wir jeweils Erzeugungen der
Funktionenkörper F1,F2 und L/F2 und eine Ganzheitsbasis Ω von OL/F2

.
Für einen Repräsentanten a von [a] ∈ C0

F2
schreiben wir a = a0 − a∞ mit

effektiven Divisoren a0, a∞. In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, wie eine
Korrespondenz als Homomorphismus zwischen den Klassengruppen C0

F2
und

C0
F1

operiert. Dazu verwenden wir den Restidealsatz 2.16. Haben wir eine
Korrespondenz A gegeben, welche nur aus nicht-konstanten Primdivisoren
besteht, so betrachten wir den endlichen Teil A0 = D0

G mit einem ganzen
Ideal D0 ⊆ OL/F2

und G ∈ F2[x1] geeignet. Als Divisor in L/F2 geschrieben
bedeutet das A = D+degL/F2

(G)0P∞,1− (G) mit D ≥ 0 und einem Haupt-
divisor (G) und daher [A]C = [D]C . Mit Satz 2.3 wissen wir, dass sich A und
D als Homomorphismen von C0

F2
nach C0

F1
nicht unterscheiden. Wir können

uns also immer auf effektive Korrespondenzen ohne konstante Komponenten
beschränken. Konstante Korrespondenzen sind nämlich per Definition trivi-
al auf den Klassengruppen vom Grad null, und eine Korrespondenz, welche
ein Hauptdivisor ist, bildet jeden Divisor auf einen Hauptdivisor ab und ist
somit trivial auf C0

F2
.

Sei nun P ∈ PL/F2
ein nicht-konstanter Primdivisor. Nun betrachten

wir den endlichen Teil P0 von P , welcher ein ganzes nicht-konstantes Prim-
ideal von OL/F2

ist. Sei n := [L : F2]. Wir wählen eine Basis von P0 so,
dass die Übergangsmatrix M ∈ F2[x1]n×n von Ω zur Basis von P0 Hermite-
Normalform hat. Zusätzlich setzen wir noch voraus, dass die Diagonalelemen-
te von M normierte Polynome in F2[x1] sind. Die so erhaltene Basis von P0

wollen wir mit B := {Bk | k = 1, ..., n} bezeichnen, wobei Bk =
∑
Gkijx

i
1y
j
1

mit Gkij ∈ F2 ist. Die Elemente Gkij können wir dann als Gkij = Hk
ij/h

k
ij schrei-

ben mit hkij ∈ K[x2] und Hk
ij ∈ OF2 . Ist die Basis B dann p-ganz für einen

Primdivisor aus DF2/K , so ist det(M) ein normiertes Polynom aus Op[x1]
und B ist damit p-regulär.

In einer geeigneten endlichen Erweiterung K ′/K zerfallen dann die sämt-
lichen Elemente hkij von jedem Basiselement Bk in K ′[x2] in Primfaktoren
vom Grad 1. Der Divisor c̃ ∈ DF2K′/K′ soll nun die Summe aller Primdivi-
soren von F2K

′/K ′ sein, die über einem solchen Primfaktor liegen. Schließ-
lich definieren wir dann C̃ := c̃ + ConF2K′/F2

(p∞,2). Bei den Elementen
der Gestalt a = a0 − a∞ ∈ C0

F2
können wir uns auf effektive Divisoren

a0, a∞ ∈ DF2/K beschränken mit

degF2/K a0, degF2/K a∞ ≤ gF2/K
.

Nun machen wir noch gegebenenfalls eine (deg a0)!-Erweiterung K ′′ von K ′.
Dann zerfallen a0 und a∞ in F2K

′′/K ′′ in lauter Primdivisoren vom Grad
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eins und wir definieren

C := {ConF2K′′/F2K′(p) | p ∈ supp(C̃)} . (3.1)

Die problematischen Elemente a = a0 − a∞ ∈ C0
F2

sind dann diejenigen, bei
deren Zerlegungen ConF2K′′/F2

(a0) =
∑
pi und ConF2K′′/F2

(a∞) =
∑
qi in

Stellen vom Grad eins ein Primdivisor aus C auftaucht. Wir können aber
dann immer einen Repräsentanten b0− b∞ ∈ [a0−a∞] so finden, dass weder
in b0 noch in b∞ ein Primdivisor von c auftaucht:

Lemma 3.1. Sei K = Fpn und F/K ein Funktionenkörper vom Geschlecht
g ≥ 1 mit F = K(x, y). Sei C eine endliche Menge von Stellen in F/K.
Ferner sei [a0−a∞] ∈ C0

F und a := a0−a∞. Dann existiert ein b0− b∞ ∈ [a]
so, dass (supp(b0) ∪ supp(b∞)) ∩ C = ∅ ist.

Beweis. Taucht weder in a0 noch in a∞ ein Primdivisor von C auf, so ist
nichts zu zeigen. Andernfalls sei S := (supp(a0) ∪ supp(a∞)). Nun können
wir mit Hilfe des schwachen Approximationssatzes ein Element f ∈ F so
berechnen, dass νpi(f) = 0 ist für pi ∈ C\S und νpi(f) = −ni, wenn νpi(a) =
ni ist für pi ∈ S. Damit ist a + (f) = b0 − b∞ mit effektiven Divisoren b0
und b∞ aus F/K so, dass (supp(b0) ∪ supp(b∞)) ∩ C = ∅ ist.

Ist A =
∑

j ejPj ∈ DL/F2
ein effektiver Divisor ohne konstante Kompo-

nente, so wenden wir eben Gesagtes auf jeden Primdivisor Pj von A ein-
zeln an. Zu der berechneten endlichen Menge C von Ausnahmedivisoren aus
K ′/K kommen nun noch diejenigen aus Lemma 2.14 hinzu. Dazu müssen wir
das folgende Lemma beweisen, damit wir wissen, wie wir diese Ausnahme-
divisoren berechnen können. Wir setzen vorerst voraus, dass der Kon-
stantenkörper K der Charakteristik p > 0 algebraisch abgeschlossen
ist. Wir betrachten nun wieder einen algebraischen Funktionenkörper E/K
und Zwischenkörper K1/K und K2/K mit E = K1K2 und E/K1 separa-
bel. Ferner sei ∆ := {δi | i = 1, ...,m} ⊆ K2 eine Basis von E/K1 mit
m := [E : K1] und D bezeichne die Diskriminante D := det TrE/K1

(δiδj)
von ∆. Dann gilt:

Lemma 3.2. Sei P ∈ PE/K , p1 ∈ PK1/K und p2 ∈ PK2/K mit P |p1 und
P |p2. Ferner C :=

⋃
i supp(δi)∞ ∪ supp (D) und

I1 := ConE/K1
(p1) =

∑
eiQi und I2 := ConE/K2

(p2) =
∑

fiRi.

Wir definieren S := supp I2 ∩ supp I1 mit S := {P1, ..., Pr}, wobei P1 := P
sein soll, und einen Divisor

(p1, p2) :=
∑

Pi∈S
min(νPi

(I1), νPi
(I2))Pi

in E. Sind dann p1, p2 /∈ C, so gilt (p1, p2) = P .
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Beweis. Seien p1, p2 /∈ C. Als erstes erhalten wir, dass die Hochhebung I1 :=
ConE/K1

(p1) =
∑
Qi mit paarweise verschiedenen Qi, da p1 in E/K1 nicht

verzweigt. Damit ist (p1, p2) von der Form (p1, p2) =
∑

Pi∈S Pi. Wir wollen
nun zeigen, dass für ein P -ganzes Element z =

∑
ajδj ∈ E mit aj ∈ K1

folgt, dass die aj stets p1-ganz sind. Daraus erhalten wir nämlich, dass für
ein z ∈ E dann νPi(z) ≥ 0 für ∀Pi ∈ S gilt, sobald νP (z) ≥ 0 ist und
umgekehrt. Dies wiederum bedeutet

OP =
⋂
OPi ,

woraus dann Pi = P für i = 1, ..., r folgt, also (p1, p2) = P .

Wir zeigen nun, dass aus νP (z) ≥ 0 dann νp1(aj) ≥ 0 folgt. Da die δi
nach Voraussetzung p2-ganz und damit P -ganz sind, ist zδi und δiδj stets
P -ganz. Damit sind TrE/K1

(zδ1) und TrE/K1
(δiδj) ebenfalls p1-ganz. Mittels

der Matrix M := (TrE/K1
(δiδj) und den Vektoren

b := (TrE/K1
(zδ1), ...,TrE/K1

(zδm))t und a = (a1, ..., am)t

erhalten wir ein Gleichungssystem b = Ma mit detM = D 6= 0. Ist M−1 =
M]

D mit einer geeigneten m × m-Matrix M ] und p1-ganzen Einträgen, so
erhalten wir, dass die Ausdrücke Dai (i = 1, ...,m) p1-ganz sind. Da p1 nicht
in (D) aufgehen kann nach Voraussetzung, sind auch die ai stets p1-ganz.

Lemma 3.2 dient als technisches Hilfsmittel für das folgende Lemma 3.3.
Angenommen, wir haben P1, P2 ∈ PE/K mit P1 6= P2, und es gilt sowohl
P1|p1, P1|p2, P2|p1 und P2|p̃2 mit p1 ∈ PK1/K\C und p2, p̃2 ∈ PK2/K\C,
wobei C wie in Lemma 3.2 ist. Dann folgt mit Lemma 3.2, dass p2 6= p̃2

gelten muss.

Nun können wir unser eigentliches Lemma formulieren und beweisen:

Lemma 3.3. Seien die algebraischen Funktionenkörper K1/K und K2/K
Zwischenkörper des Funktionenkörpers E = K1K2 und o.B.d.A. sei E sepa-
rabel über K1. Ferner sei ∆ ⊆ K2 eine Basis von E/K1, [E : K1] = n und
[E : K2] = m. Dann gibt es in Abhängigkeit von ∆ eine endliche Ausnah-
memenge S2 von Stellen in K2 und eine endliche Ausnahmemenge S1 von
Stellen in K1, so dass für alle p /∈ S2 und alle q /∈ S1 gilt:

(i) Sei I2 := ConE/K2
(p) und i2 := NE/K1

(I2). Ist α ∈ K1 mit νPi
(α) ≥

νPi
(I2) für Pi ∈ supp(I2), so gilt νpi(α) ≥ νpi(i2) für pi ∈ supp i2 und

(ii) ist I1 := ConE/K1
(q) und i1 := NE/K2

(I1). Ist α ∈ K2 mit νQi
(α) ≥

νQi
(I1) für Qi ∈ supp(I1), so gilt νqi(α) ≥ νqi(i1) für qi ∈ supp i1.
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Beweis. Zum Beweis der ersten Aussage definieren wir

S2 := NE/K2
(ConE/K1

(supp(D))) ∪
⋃

i

supp(δi)∞

und betrachten dann ein p ∈ PK2/K\S2. Für I2 = ConE/K2
(p) =

∑l
i=1 eiQi

mit paarweise verschiedenen Qi und ein p1i ∈ PK1/K mit Qi|p1i liegt die
Situation von Lemma 3.2 vor, da p1i ∈ supp i2 gilt und supp i2∩supp(D) = ∅
ist. Damit ist p1i unverzweigt in E/K1 und wir erhalten (p1i, p) = Qi mit
paarweise verschieden p1i. Außerdem erhalten wir i2 =

∑l
i=1 eip1i. Für ein

α ∈ K1 mit obigen Eigenschaften erhalten wir zuerst νpi(α
n) ≥ νpi(i2) für

pi ∈ supp i2 = {p1i : i = 1, ..., l}. Wir wollen jetzt zeigen, dass unter den
gemachten Voraussetzungen auch νpi(α) ≥ νpi(i2) gilt. Es reicht, die Aussage
für ein Qi und p1i mit Qi|pi1 zu zeigen. Wir betrachten die unverzweigte
Zerlegung ConE/K1

(p1i) =
∑l

j=1Rj mit R1 := Qi. Nach Voraussetzung ist
α ∈ eiR1. Betrachten wir die Galoissche Hülle H von E/K1, so gilt ebenfalls
α ∈ σ(eiR1) = eiRj mit σ ∈ G(H/K1) und j ∈ {1, ..., l} geeignet. Da in
der rechten Seite der letzten Gleichung alle Rj (j ∈ {1, ..., l}) vorkommen
müssen, folgt also

α ∈ ei




l∑

j=1

Rj


 = eiConE/K1

(p1i)

und νRj (α) ≥ ei. Damit folgt dann νp1i(α) ≥ ei = νp1i(i2) und somit die
Behauptung. Nun sei

S1 := supp(D) ∪
⋃

i

suppNE/K1
(ConE/K2

(δi)∞)

und q ∈ PF1/K\S1. Nach Voraussetzung ist dann I1 := ConE/K1
(q) =

∑
Qi

unverzweigt, und mit Lemma 3.2 folgt dann, dass (q, p2i) = Qi ist mit p2i ∈
PF2/K und Qi|p2i. Somit sind also die p2i paarweise verschieden und es gilt
i1 =

∑
p2i. Daraus ergibt sich die Behauptung.

Idealtheoretisch gesprochen soll z.B. der erste Fall in Lemma 3.3 einfach
nur Folgendes bedeuten: Wenn ein Element α ∈ K1, aufgefasst als ein Ele-
ment in E, z.B. im Ideal I2 der endlichen Maximalordnung OE/K1

liegt, so
soll neben αn, wobei n = [E : K1] ist, auch α selbst in der Norm i2 von
I2 liegen. Zwar wissen wir, dass α ∈ I2 ∩ K1 ist. Aber im Allgemeinen ist
i2 6= (I2 ∩K1). Wenn aber i2 =

∏t
i=1 qi mit paarweise verschiedenen Idealen

qi aus OK1/K ist, so gilt α ∈ qi (i = 1, ..., t) und damit α ∈ i2. Um solch eine
Zerlegung in paarweise verschiedene Ideale von K1 zu erhalten, benutzen wir
Lemma 3.2.

Jetzt sei K wieder K = Fpn . Die Aussagen von Lemma 3.3 lassen sich
auch im nicht algebraisch abgeschlossenen Fall anwenden, da wir die gan-
ze Situation stets in K einbetten können. Dies bedeutet aber, dass wir bei
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unseren Berechnungen für die Ausnahmedivisoren geeignete endliche Erwei-
terungen K ′ von K machen müssen, damit diese in Grad 1 Primdivisoren
zerfallen. Haben wir eine Primkorrespondenz P ∈ DL/F2

vorliegen, so be-
trachten wir wieder die folgende Situation wie in 2.11

FP = F ∗1F2

tttttttttt

JJJJJJJJJJ

F ∗1 F2

(3.2)
Ferner sei τP (x1) =: x∗1 und τP (y1) =: y∗1. Dann ist FP = F2 (x∗1, y

∗
1) =

F ∗1 (x2, y2) und F ∗1 = K(x∗1, y
∗
1). Somit haben wir als Erzeugendensystem von

FP /F2 eine Menge von eventuell gemischten Potenzen von x∗1 und y∗1, aus der
wir eine Basis ∆ ⊆ F ∗1 für FP /F2 erhalten können. Ist FP /F2 nicht separabel,
so betrachten wir als Erzeugermenge die eventuell gemischten Potenzen von
x2 und y2 und erhalten daraus eine Basis ∆ ⊆ F2 für FP /F ∗1 . Nun könnnen
wir unseren Algorithmus formulieren:

Algorithmus 2: Korrespondenz als Homomorphismus

Input: 1) Ein A ∈ DL/F2
≥ 0 frei von konstanten Komponenten

2) a = a0 − a∞ ∈ C0
F2

3) Eine Basis Ω von OL/F2

Output: Ein Repräsentant in [A(a0 − a∞)] ∈ C0
F1

1.) (Initialisierung) Setze C := ∅.

2.) Faktorisiere A0 zu A0 =
∏
i P

ei
i,0.

3.) (Schleife über i) Berechne für Pi,0 eine Basis Bi ⊆ OL/F2
bzgl. Ω , so

dass die Übergangsmatrix von Ω zu Bi eine untere Dreiecksmatrix ist
und normiere ggf. die Diagonalelemente.

4.) Berechne für Bi wie in (3.1) eine geeignete endliche Erweiterung Ki/K
und Menge Ci, so dass Ci aus Primdivisoren vom Grad 1 aus F2Ki

besteht.

5.) Berechne gemeinsamen endlichen Oberkörper K ′/K mit Ki ⊆ K ′ für
alle Ki und C̃ ←− C ∪

⋃{ConF2K′/F2Ki
(pi) | pi ∈ Ci}.

6.) Sei Pi mit P bezeichnet. Ist FP /F2 separabel, so bestimme Basis

∆ := {1, x∗1, ..., x∗1m, ..., y∗1 l, ..., x∗1my∗1 l} ⊆ F ∗1
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von FP /F2 mit m, l ∈ N≥0 geeignet. Berechne Diskriminante D ∈ F2

von ∆ und (x∗1)∞ und (y∗1)∞. Bestimme

S2 := supp (D) ∪ suppNFP /F2

(
ConFP /F

∗
1
((x∗1)∞ + (y∗1)∞)

)
.

Berechne gegebenenfalls endliche Erweiterung K ′′ von K ′, so dass alle
Divisoren von S2 in Primdivisoren vom Grad eins zerfallen. Mache
Divisoren in S2 und C̃ zu Divisoren S̃2 und ˜̃C von F2K

′′/K ′′ und
bilde Vereinigung C ←− C ∪ S̃ ∪ ˜̃C.

7.) Anderenfalls sei FP /F2 nicht separabel. Bestimme Basis

∆ := {1, x2, ..., x
m
2 , ..., y

l
2, ..., x

m
2 y

l
2} ⊆ F2 von FP /F ∗1

mit m, l ∈ N≥0 geeignet. Berechne Diskriminante D ∈ F ∗1 von ∆.
Bestimme

S2 := supp NFP /F2
(ConFP /F

∗
1
((D))) ∪ supp ((x2)∞ + (y2)∞) .

Berechne gegebenenfalls endliche Erweiterung K ′′ von K ′, so dass alle
Divisoren von S2 in Primdivisoren vom Grad eins zerfallen. Mache
Divisoren in S2 und C̃ zu Divisoren S̃2 und ˜̃C von F2K

′′/K ′′ und
bilde Vereinigung C ←− C ∪ S̃ ∪ ˜̃C.

8.) (Ende Schleife über i)

9.) Berechne wie in Lemma 3.1 mit Hilfe des schwachen Approximati-
onssatzes ein b̃ := b̃0 − b̃∞ ∈ [a] mit effektiven Divisoren b̃0, b̃∞ aus
F2K

′′/K ′′, so dass supp(b̃0) ∪ supp(b̃∞) ∩ C = ∅ gilt. Setze anschlies-
send b0 := NF2K′′/F2

(b̃0) und b∞ := NF2K′′/F2
(b̃∞).

10.) (Schleife über i) Berechne endliche Erweiterung K ′′′/K, so dass sich
ConF2K′′′/F2

(b0) =
∑
pi und ConF2K′′′/F2

(b∞) =
∑
qi in F2K

′′′ in
Primdivisoren vom Grad eins zerlegen.

11.) Bette Basis Bi in F1F
′
2/F

′
2 ein mit F ′2 := F2K

′′′ und berechne Di :=∑
j Pi

pj − Piqj wie beim Abschnitt über den Restidealsatz.

12.) (Ende Schleife über i)

13.) Gib
∑
eiDi ∈ DF1/K zurück und terminiere.

Die Berechnung der Ausnahmemenge S2 im obigen Algorithmus wird
mit größer werdendem Grad einer Primkorrespondenz P komplizierter. Im
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Fall, dass F1 und F2 isomorph über K sind, können wir eine algorithmisch
einfachere Variante der Operation der Korrespondenzen als Endomorphis-
men auf der Jacobischen angeben. Wir betrachten dazu eine nicht-konstante
Primkorrespondenz P ∈ DL/F2

. Ist P0 regulär bezüglich einem p ∈ PF2/K

mit degF2/K p = 1 und zudem P separabel, so können wir P p berech-
nen. Sei nun P

p =
∑r

i=1 qi ≥ 0 mit paarweise verschiedenen qi ∈ PF1/K

und p /∈ supp disc(FP /F2). Da p /∈ supp disc(FP /F2) gilt und P0 be-
züglich p regulär ist, können wir im Restidealsatz Satz 2.16 folgern, dass
P
p ≥ P (p) ≥ 0 gilt, da dann in der Zerlegung von P (p) jeder Primdivi-

sor nur einfach vorkommt. Auf Grund der p-Regularität von P0 gilt dann
degF1/K P

p = degF1/K P (p), und somit wissen wir bereits, dass P (p) = P
p

gelten muss. Wir können dann in der Klasse [a] einen geeigneten Reprä-
sentanten b0 − b∞ ∈ [a] so suchen, dass in Pi

pj und Pi
qj wie in 10) von

Algorithmus 2 jeweils sämtliche Primdivisoren nur einmal vorkommen und
die pj und qj nicht im Träger von disc(FP /F2) sind.

Ist schließlich P inseparabel, so folgt durch mehrmalige Anwendung von
Lemma 2.10, dass P die Gestalt P = (F ?)mB mit einer separablen Primkor-
respondenz B ∈ PL/F2

besitzt. Sei a ∈ PF2/K vom Grad eins und P regulär
bezüglich a. Wir berechnen dann zuerst b := B(a). Für P (a) = (F ?)m(b)
erhalten wir dann die Darstellung (F ?)m(b) = (pnm)c mit einem geeigne-
ten Divisor c ∈ DF2 , wobei p die Charakteristik von K = Fpn ist. Besteht
für c eine Darstellung der Gestalt c =

∑r
i=1 qi mit paarweise verschiedenen

Primdivisoren qi und ist a /∈ supp disc(FB/F2), so gilt wieder P (a) = P
a.

Algorithmus 3: Korrespondenz als Endomorphismus

Input: 1) Ein A ∈ DL/F2
≥ 0 frei von konstanten Komponenten

2) a = a0 − a∞ ∈ C0
F2

3) Eine Basis Ω von OL/F2

Output: Ein Repräsentant in [A(a0 − a∞)] ∈ C0
F1

1.) Sei I := 0 der Nulldivisor von F2/K. Berechne ähnlich wie in Al-
gorithmus 2 Faktorisierung von A0 =

∏
P ei
i,0 und die Menge C der

Ausnahmedivisoren für das Ideal A0 wie in (3.1).

2.) (Schleife über i) Berechne (Gi)q
mif = NL/F2

(Pi,0) mitmi ≥ 0 maximal
mit dieser Eigenschaft, f bezeichne den Trägheitsgrad von Pi und q =
pn mit p = charK. Setze Ci ←− C ∪ supp discFBi

/F2, wobei Pi =
(F ?)miBi ist.

3.) Berechne einen zufälligen Repräsentanten b von [a] ∈ C0
F2
, so dass

supp b ∩ Ci = ∅ ist. Mache gegebenenfalls eine geeignete endliche Er-
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weiterung K ′ von K, so dass b0, b∞ und sämtliche Divisoren von Ci
in Divisoren vom Grad eins zerfallen.

4.) Sei b0 =
∑

i eipi und b∞ =
∑

i riqi mit jeweils deg pi = 1 = deg qi.
Sind sämtiche Exponenten in der von jedem Summanden von

∑
i Pi

pi

und
∑

i Pi
qi vorkommenden Zerlegung in Primdivisoren identisch mit

pnmi , so setze

I ←− I + ei

(∑

i

Pi
pi −

∑

i

Pi
qi

)
.

Ansonsten gehe zu 3.).

5.) (Ende Schleife über i)

6.) Gib I zurück und terminiere.

Bemerkung 3.4. Die Anzahl der Primdivisoren p von F2, für die P (p) nicht
von der Gestalt P (p) =

∑
qi mit paarweise verschiedenen Primdivisoren

qi ist, ist endlich. Ist P0 regulär bezüglich p, so reicht es sogar aus sich
darauf zu beschränken, dass p nicht im Träger der Diskriminante von FP

vorkommt. Da wir immer geeignete Erweiterungen K ′/K so machen können,
gibt es beliebig viele Stellen p vom Grad eins, die geeignet sind, bis auf die
endlich vielen Stellen, die im Träger der Diskriminante FP /F2 vorkommen.
Die Wahrscheinlichkeit, dass wir eine Stelle vom Grad eins zufällig wählen
und diese im Träger der Diskriminante FP /F2 ist, ist verschwindend gering.

3.3 Die Schnitt- und Korrespondenzpaarung

Die Funktionenkörper F1 und F2 müssen in diesem Abschnitt nicht isomorph
sein. Wir wollen nun zeigen, wie wir den Schnitt zweier Korrespondenzen
berechnen können. Dazu gehen wir in zwei Schritten vor. Im ersten Schritt
zeigen wir, wie man den Schnitt zweier Korrespondenzen ohne gemeinsamen
Träger berechnen kann. Im zweiten Schritt werden wir dann zeigen, wie wir
die Korrespondenzklasse so geschickt abändern können, dass wir den Selbst-
schnitt berechnen können. Im letzten Teil dieses Abschnitts widmen wir uns
dann der Schnittpaarung. Für den Index i gilt, wenn nichts anderes festgelegt
wird, im gesamten Abschnitt i ∈ {1, 2}.

Wir stützen uns hier u.A. auf die Bezeichnungen wie sie im zweiten Ka-
pitel gemacht wurden. Insgesamt benötigen wir vier Ringe, wie im Lemma
2.21 bereits erwähnt wurde. Die beiden Funktionenkörper Fi = K(xi, yi) sei-
en jeweils durch Gleichungen fi(xi, yi) = 0 mit fi ∈ K(x1)[T ] erzeugt. Mit
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Ci ⊆ K2 bezeichnen wir dann die durch fi gegebene affine Kurve und mit
Xi jeweils den projektiven Abschluss der Ci.

Nun betrachten wir jeweils eine Basis Ωi
0 := {ωi1, ..., ωini} der endlichen

Maximalordnung OFi von Fi/K und eine Basis der Ωi∞ := {µi1, ..., µini} der
unendlichen Maximalordnung OFi,∞ von Fi/K. Dann lassen sich genau die
Polstellen von xi nicht als Ideale in OFi darstellen, und umgekehrt sind es
genau die Nullstellen von xi, welche sich nicht als Ideale in OFi darstellen
lassen. Jeder Divisor von Fi besitzt dann eine Darstellung mit Idealen aus
OFi und OFi,∞ . Dies ist auch der Grund, warum wir die Wechselsumme aus
Lemma 2.21 berechnen müssen. Mit [Hes02, Corollary 4.4 und Corollary 4.4
] wissen wir, dass wir die Basen Ωi

0 und Ωi∞ so wählen können, dass die
Übergangsmatrizen Mi ∈ K(xi)ni×ni zwischen diesen beiden Basen jeweils
Diagonalmatrizen und die Diagonalelemente von der Form x

mij

i mit mij ∈ Z
sind.

Insgesamt erhalten wir vier Ringe, mit deren Hilfe wir, wie in Lemma
2.21 ausgeführt, den Schnitt berechnen können: S1 := OF1 ⊗K OF2 , S2 :=
OF1 ⊗K OF2,∞ , S3 := OF1,∞ ⊗K OF2 und S4 := OF1,∞ ⊗K OF2,∞ . Um diese
Ringe als affine Varietäten zu erzeugen, konstruieren wir uns spezielle Ideale
IΩi

0
und IΩi∞ . Für die Basen Ωi

0 und Ωi∞ von OFi bzw. OFi,∞ betrachten wir
die IΩi

0
bzw. IΩi∞ wieder als Ideale der Ringe Ri,0 bzw. Ri,∞ wie in (2.20)

und (2.21).

Wir betrachten nun zwei nicht-konstante Primkorrespondenzen A,B ∈
PL/F2

ohne gemeinsamen Träger. Die dazugehörigen Ideale A0 und B0 be-
sitzen jeweils F2[x1]-Basen

A := {a1, ..., an} und B := {b1, ..., bn}
in OL/F2

. Für die ak und bk schreiben wir

ak =
ak0
rk

und bk =
bk0
sk

(3.3)

mit jeweils rk, sk ∈ K[x2] für k = 1, ..., n2. Nun nutzen wir die Isomorphie

S1
∼= K[x1, ω11, ..., ω1n1 , x2, ω21, ..., ω2n2 ]/〈IΩ0

1
, IΩ0

2
〉 (3.4)

aus und schreiben wieder S1 für den rechten Ring in (3.4). Für ein Element
ak0 schreiben wir nun

ak0 =
n1∑

j=1

Gkjω1j und bk0 =
n1∑

j=1

Hkjω1j

mit Gkj ,Hkj ∈ F2[x1]. Die Gkj und Hkj lassen sich wiederum als

Gkj =
n2∑

l=1

g
(kj)
l ω2l und Hkj =

n2∑

l=1

h
(kj)
l ω2l
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mit g(kj)
l , h

(kj)
l ∈ K[x2] schreiben. Sei U := K[x2]×. Wir betrachten nun die

K-Algebrenisomorphie Ψ : OF1 ⊗ F2 −→ S1[U−1] und die Einbettung

ι1,0
: S1 −→ S1[U−1], α 7−→ α

1
.

Sei dann Φ wie in Lemma 1.19. Behalten wir für die eingebetteten Basisele-
mente Ψ◦Φ−1(ak) und Ψ◦Φ−1(bk) die Bezeichnungen bei, so berechnen wir
für die Ideale 〈ak | k = 1, ..., n1〉 ⊂ S1[U−1] und 〈bk | k = 1, ..., n1〉 ⊆ S1[U−1]
dann jeweils die Urbilder

IA1
:= ι−1

1,0
(〈ak | k = 1, ..., n1〉) ⊆ S1

und
IB1

:= ι−1
1,0

(〈bk | k = 1, ..., n1〉) ⊆ S1.

Dazu machen wir einen Zwischenschritt: Erst betrachten wir die Einbettung
von S1[V −1] in S1[U−1] mit einer geeigneten multiplikativen Untergruppe
V ⊆ K[x2] und dann von S1 in S1[V −1]. Dazu definieren wir V als die
von den Elementen {ak, bj | j ∈ {1, ..., n}} in 3.3 erzeugte multiplikative
Halbgruppe von K[x1], machen die Ideale A und B zu Idealen von S1[V −1]
und bezeichnen diese mit IA1 bzw. IB1 . Schließlich berechnen wir Ideale

IA1 ∩K[x1, ω11, ..., ω1n1 , x2, ω21, ..., ω2n2 ] = IA1

und
IB1 ∩K[x1, ω11, ..., ω1n1 , x2, ω21, ..., ω2n2 ] = IB1

mittels Eliminationsidealen und definieren dann

dimS1(A,B) := dimS1(IA1 + IB1) = dimK S1/(IA1 + IB1).

Um die affine Darstellung von IA1 und IB1 in den restlichen Ringen S2, S3

und S4 zu erhalten, benutzen wir die Übergangsmatrizen Mi ∈ k(xi)ni×ni in
Diagonalform. Diese seien so gewählt, dass (ωi1, ..., ωini)Mi = (µi1, ..., µini)
gilt, d.h. also ωijx

rij
i = µij mit rij ∈ Z≤0 geeignet. Wir zeigen nun, wie wir

die Darstellung von A und B in S4 berechnen können. Für die Ringe S2

und S3 verläuft der Vorgang dann ähnlich. Besitzen die Ideale IA1 und IB1

jeweils Erzeuger {αi | i ∈ {1, ..., t1}} ⊆ S1 und {βi | i ∈ {1, ..., t2}} ⊆ S1, so
betrachten wir die Lokalisierung

ι2 : S1 −→ S1[U−1
12 ] = S{1,4},

wobei U12 die von der Menge {x1, x2} erzeugte multiplikative Halbgrup-
pe in K[x1, x2] sein soll. Ferner bezeichnen wir mit Ui die von der Men-
ge {xi} erzeugte multiplikative Halbgruppe in K[x1, x2]. Da die Erzeuger
αi und βi in S1 liegen, können wir sie in S1[U−1

12 ] wieder als K[x1, x2]-
Linearkombinationen der Basen Ωi

0 darstellen. Der Ring S1[U−1
12 ] enthält nun
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sowohl eine Darstellung von A bzw. B in S1 als auch in S4, da beide Basen in
ihm enthalten sind. Deshalb können wir bei den Erzeugern der Ideale ι2(IA1)
und ι2(IB1) jeweils die Basiselemente ωij durch µijx

−rij
i ersetzen, da sich in

S1[U−1
12 ] die Basiselemente ωij und µij nur um eine Einheit unterscheiden.

Schließlich berechnen wir die Schnittideale

ι2(IA1) ∩ S4 =: IA4 und ι2(IB1) ∩ S4 =: IB4

der so modifizierten Ideale und erhalten so Darstellungen von A und B
in S4. Dazu benutzen wir wieder die Eliminationsideale, die wir mit Hilfe
von Gröbnerbasen berechnen können. Die restlichen Oberringe sind dann
S{1,2} = S1[U−1

2 ], S{1,3} = S1[U−1
1 ] und S{1,2,3,4} = S{2,3} = S{1,4} sowie

S{3,4} = S{1,2}.

Nun berechnen wir wie in Lemma 2.21 die Schnittmultiplizität von A und
B, wobei wir bei der jeweiligen Bestimmung der Dimensionen noch geeignete
endliche ErweiterungenK ′ von K so machen müssen, dass Komponenten der
endlichen vielen Punkte eines jeweiligen Schnittes in K ′ liegen.

Für den Selbstschnitt einer Primkorrespondenz P ∈ PL/F2
wenden wir,

wie bereits im zweiten Kapitel erläutert, den schwachen Approximationssatz
an. Sind nun A,B ∈ DL/F2

Korrespondenzen mit A =
∑m

j=1 ejPj und B =∑n
k=1 fkQk, wobei die Primdivisoren Pj , Qk ∈ PL/F2

jeweils nicht-konstant
sein sollen, so berechnen wir die Schnittpaarung durch

(A.B) =
∑

j

∑

k

(Pj , Qk) .

Auf Grund der Eigenschaften A.(−B) = −(A.B) und 〈A,−B〉 = −〈A,B〉
der Schnitt- und Korrespondenzpaarung für effektive DivisorenA,B ∈ DL/F2

reicht es aus, den Algorithmus nur für effektive Korrespondenzen zu formu-
lieren:

Algorithmus 4: Schnitt- und Korrespondenzpaarung

Input: Zwei effektive Korrespondenzen A,B ∈ DL/F2

Output: Der Schnitt A.B ∈ Z und die Korrespondenzpaarung 〈A,B〉 ∈ Z

1.) Berechne Darstellungen A = AH +AC und B = BH +BC . Dann ist

A.B = AH .BH +AH .BC +AC .BH +AC .BC

und mit Lemma 2.22 erhalten wir dann

AC .BC = 0, AC .BH = degL/F2
AC · degL/F1

B?
H =: s1
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und
AH .BC = degL/F2

BC · degL/F1
A?H =: s2.

Bezeichne mit S := s1 + s2 und setze A := AH und B := BH .

2.) Bestimme Ganzheitsbasen Ωi
0 und Ωi∞ mit jeweils Übergangsmatrix

Mi = (m(i)
kj ) ∈ k(xi)ni×ni von Ωi

0 nach Ωi∞ in Diagonalform, so dass

m
(i)
jj = x

mij

i ist mit mij ∈ Z≤0.

3.) Bestimme

fA,B := Res(NL/F2(x1)(A0), NL/F2(x1)(B0)).

Ist fA,B 6= 0, so gehe zu 5), ansonsten zu 8).

4.) Berechne Basen A0 = 〈ak | k = 1, ..., n1}〉 und B0 = 〈bk | k = 1, ..., n1〉
und Ideale

IA1
:= ι−1

1,0

(〈Ψ ◦ Φ−1(ak) | k = 1, ..., n1〉
)

und
IB1

:= ι−1
1,0

(〈Ψ ◦ Φ−1(bk) | k = 1, ..., n1}〉
)

mittels Eliminationsidealen und V1 := V (IA1 , IB1).

5.) Konstruiere Oberringe S{1,2} = S1[U−1
2 ], S{1,3} = S1[U−1

1 ] und S{1,4} =
S1[U−1

12 ].

6.) (Schleife über j) Mache IA1 und IB1 zu Idealen von S1,j . Berech-
ne mittels Eliminationsidealen IAj und IBj und schließlich Vj :=
V (IAj , IBj ), wobei j = 2, 3, 4 ist.

7.) Berechne gemeinsamen Oberkörper K ′/K, so dass alle Komponenten
der Punkte der Varietäten V1, V2, V3, V4 in K ′ liegen. Schließlich be-
rechne

dimK′ SJ/ (IAi + IBi) (i ∈ J)

mit J ∈ {{1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {4, 1}, {1, 2, 3, 4}} und
dann Wechselsumme Σ wie in Lemma 2.23. Gib Wechselsumme Σ+S
und

degL/F2
AdegL/F1

B? + degL/F2
B degL/F1

A? − (Σ + S)

zurück und terminiere.

8.) (Selbstschnitt) Bestimme A =
∑
eiPi und B =

∑
fiQi und dann

mittels schwachen Approximationssatz ein F ∈ L/F2 mit νPi(F ) =
−ei und νQi(F ) = 0. Berechne Ã := A + (F ) und setze A := Ã.
Schreibe A = A1 −A2 mit effektiven Divisoren A1, A2 ∈ DL/F2

, führe
Berechnungen für A1.B und A2.B wie in den Schritten 4.) - 7.) aus
und terminiere.
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Wenn gewisse Voraussetzungen erfüllt sind, können wir die Schnittzahl
wesentlich effizienter berechnen. Die Hauptdivisoren (xi) von Fi/K schreiben
wir in der Form (xi) = xi,0 − xi,∞. Ist p ∈ PF2/K\ suppx2,∞ vom Grad 1
und P ∈ PL/F2

effektiv, so sei

P (p) =
∑

ejqj +
∑

fkrk ≥ 0

mit qj ∈ PF1/K\ suppx1,∞ und ri ∈ suppx1,∞. Für die endlichen und un-
endlichen Anteile der Primdivisoren können wir

p0 = 〈x2 − β0, ω21 − β1, ..., ω2n2 − βn2〉,

qj,0 = 〈x1 − δj0, ω11 − δj1, ..., ω1n1 − δjn1〉
und

rk,∞ = 〈z1 − ηk0, µ11 − ηk1, ..., µ1n1 − ηkn1〉
mit βi, ηkj , δjl aus K und 1

x1
= z1 schreiben. Bildet die Korrespondenz P den

Primdivisor p auf P (p) ab, so können wir dies auch mit geeigneten Elementen
aus den Varietäten V (IA1) bzw. V (IA3) ausdrücken. Sei p ∈ PF2/K und
q ∈ PF1/K mit degF1/K p = 1. Ist p /∈ AP,∆ und P regulär bezüglich p, so
gilt

qj ∈ suppP (p) = P
p ⇐⇒ (δj0, δj1, ..., δjn1 , β0, ..., βn2) ∈ V (IA1)

und

rk ∈ suppP (p) = P
p ⇐⇒ (ηk0, ηk1, ..., ηkn1 , β0, ..., βn2) ∈ V (IA3).

Ist Ω := {1, ..., ωn} ⊆ F1 eine Ganzheitsbasis vonOF2/K und Ω∞ := {1, ..., γn}
mit rj ∈ Z≥0 und γjz

−rj
i = ωj eine Ganzheitsbasis von OL/F2,∞ , so betrach-

ten wir den Isomorphismus

µ : L/F2 −→ L/F2, (1, ..., ωn) 7−→ (1, ..., γnz−rni )

und dann die Ideale µ(P )0. Analog könnnen wir dann obigen Sachverhalt
auch für einen Primdivisor p mit νp(x2) < 0 ausdrücken. Nun gilt folgendes
Lemma:

Lemma 3.5. Sei A eine effektive und nicht-konstante Korrespondenz von
DL/F2

. Gilt

A
p = A(p) und suppA(p) ∩ suppx1,∞ = ∅ ∀p ∈ suppx2,0
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als auch

µ(A)
p

= A(p) und suppA(p) ∩ suppx1,0 = ∅ ∀p ∈ suppx2,∞,

d.h. insbesondere, dass A bzw. µ(A) jeweils regulär bezüglich p ist, so ist
A.B = s1 + s4 − s14 für alle effektiven B ∈ DL/F2

. Anders ausgedrückt:
Bildet A Polstellen nicht auf Nullstellen und Nullstellen nicht auf Polstellen
ab, so reicht es, die Schnittmultiplizität nur in S1 ∪ S4 zu berechnen.

Beweis. Die Bedingungen sagen nichts Anderes, als dass die zu den Primdi-
visoren qj des Bildes A(p) =

∑
ejqj gehörigen Punkte alle schon in V (IA1)∪

V (IA4) liegen. Damit liegen aber erst recht die Punkte von V (IAj +IBj ) mit
j = 1, 2, 3, 4 in V (IA1)∪V (IA4). Deshalb genügt es, die Schnittmultiplizität
in S1 ∪ S4 zu berechnen, und dies bedeutet dann A.B = s1 + s4 − s14.

3.4 Bemerkungen zu den Laufzeiten

Wir wollen noch einige Bemerkungen zu den Laufzeiten der Algorithmen
dieses Kapitels machen und beginnen mit einigen Aussagen zur Arithmetik
der Korrespondenzen. Bezeichne B = {B1, ..., Bn} eine F2[x1]-Basis einer
Korrespondenz B ∈ DL/F2

, wobei [L : F2] = n ist. Mit größer werden-
der Charakteristik werden in der Regel die Grade der Polynome in x2 der
Koeffizienten der Erzeuger Bi größer, wodurch die Idealarithmetik schwer-
fälliger wird. Allerdings können wir wie in (4.8) mit Hilfe der Spurformel
versuchen, Elemente in der Endomorphismenalgebra zu finden, für die der
Wert in (4.8) minimal wird. Dadurch können wir die auftretenden Grade
der Koeffizienten überblicken. In Algorithmus 1 zur Berechnung des Pro-
duktes zweier Korrespondenzen müssen wir den Zerfällungskörper eines Po-
lynoms F ∈ F2[x1] berechnen. Bevor wir das Produkt A · B zweier effek-
tiver Korrespondenzen A und B aus DL/F2

berechnen, empfiehlt es sich,
die Korrespondenz B bezüglich dem Primdivisor P∞,1 zu einem effektiven
Divisor B̃ zu reduzieren, um ein Ideal B̃0 mit deg B̃0 ≤ gF/K zu erhalten.
Um ein Polynom F ∈ F2[x1] zu faktorisieren, reicht es aus, die Polynom-
norm f := N(F ) ∈ K(x2)[x2] in Fq(x2)[x1] faktorisieren zu können. Aus
[Bel07] entnehmen wir zum bivariaten Faktorisieren in Fq[x2][x1] die Lauf-
zeitabschätzung (qmin(n, p)nω+1) log(qmin(n, p)nω+1)O(1), wobei n der To-
talgrad von f ist, für die Resultante bezüglich x2 dann Res(f, f ′)x2(0) 6= 0
gilt und 2 ≤ ω ≤ 3 ist. Sei K = Fq und K ′/K eine endliche Erweiterung
von K. In Algorithmus 2 und 3, welche die Operation einer Korrespondenz
auf der Klassengruppe vom Grad null von F2/K als Homomorphismus bzw.
Endomorphismus berechnen, ist der aufwendigste Teil die Bestimmung der
Hochhebung von Divisoren von F2/K nach F2/K

′, was auf das Faktorisieren
von Polynomen in K[x1] zurückgeht. Der Aufwand hierfür wird in [Gat99]
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mit O(nM(n) log(qn)) angegeben, wobei hier M(n) die Multiplikationszeit
für Polynome in K[x1] und n der Grad des zu faktorisierenden Polynoms
ist. In Algorithmus 4 zur Berechnung der Werte der Korresponenzpaarung
sind vor allem die Berechnung der Eliminationsideale und die Berechnung
der Dimensionen von Varietäten am aufwendigsten, da dies mittels Gröbner-
basen geschieht. Die Berechnung von Gröbnerbasen hat im schlimmsten Fall
exponentielle Laufzeit, siehe dazu auch [Gat99].
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Kapitel 4

Berechnung von
Endomorphismenringen

In diesem Kapitel gelten wieder, wenn nichts anderes festgelegt wird, sämt-
liche Bezeichnungen und Aussagen aus den vorherigen Kapiteln. Wir wollen
in diesem Abschnitt eine kleine Änderung der Notation einführen: mit k be-
zeichnen wir einen Körper k = Fq und K/k soll eine endliche Erweiterung
sein. Die Funktionenkörper Fi und die dazugehörigen affinen Kurven Ci sollen
dann über k definiert sein.

4.1 Einführung

In diesem Abschnitt wollen wir uns dem Hauptanliegen dieser Arbeit wid-
men: Der Berechnung des Endomorphismenringes EndK(JX2) der Jacobi-
schen JX2 . Ist JX2 nun K-isogen zu dem Produkt

∏
Arii von Potenzen einfa-

cher abelscher Varietäten über K, so wissen wir bereits aus Kapitel 1, dass
für EK

:= End0
K(JX2) die Isomorphie

EK
∼=

t∏

i=1

End0
K(Arii )

gilt. Wir wollen nun annehmen, dass JX2 ∼K Ar mit einer einfachen abel-
schen Varietät A über K gilt. Das bedeutet, dass JX2 elementar und EK

eine zentral einfache F -Algebra ist, wenn F = Z(EK ) das Zentrum von EK

bezeichnet. Haben wir umgekehrt das charakteristische Polynom f := fπK

des Frobeniusendomorphismuses einer abelschen Varietät A gegeben und ist
f := gn mit g ∈ Z[t] irreduzibel, so können wir mit Hilfe von [Tat66, Theorem
2, p. 140] schließen, dass A ∼K Br mit einer einfachen abelschen Varietät
B über K ist (r ∈ Z>0). Zudem wissen wir dann auch, dass End0

K(A) eine
zentral einfache F -Algebra mit F = Q(πK ) ist. Aus der Einfachheit von B

89
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folgt, dass D := End0
K(B) ein Schiefkörper ist. Letztlich ist End0

K(A) ∼=
Mr(D) eine Matrixalgebra vom Grad Deg(EndK(A)) = r · Deg(D) mit
Deg(End0

K(A)) · [F : Q] = deg fπK = 2g, wenn g die Dimension von A
ist. Im Falle r = 1 ist End0

K(A) also ein Schiefkörper. Aus Satz 1.25 wis-
sen wir, dass End0

K(A) eine zyklische Algebra (E, σ, a) ist, und mit Lemma
1.27 folgt r = 1 genau dann, wenn ein a ∈ F×/NE/F (E×) mit der Ordnung
Deg(End0

K(A)) existiert.

Bezeichnet Endk(A) den Endomorphismenring einer abelschen Varietät
A über k, so können wir den Endomorphismenring EndK(A) betrachten,
wobei K/k eine endliche Erweiterung ist. Die Endomorphismen entsprechen
dann wieder den Korrespondenzklassen in L/F2K, und wir können Endk(A)
in EndK(A) einbetten. Jetzt kann aber durchaus der Fall eintreten, dass
Endk(A) ( EndK(A) ist, wie wir später an einem Beispiel sehen werden. Es
gilt nämlich das folgende Lemma (s. [Oor07, Proposition 5.11], proposition
5.11):

Lemma 4.1. Sei K/k eine endliche Erweiterung von k mit [K : k] = n
und A eine abelsche Varietät über k. Bezeichnet πK den Frobeniusendo-
morphismus von A ⊗ K, so gilt πK = πnk und die Äquivalenz Endk(A) (
Endk(A⊗K)⇔ Q(πn

k
) ( Q(π

k
).

Mit Lemma aus [Oor07, Lemma 5.10] können wir sogar den Endomor-
phismenring über dem algebraischen Abschluss K bestimmen:

Lemma 4.2. Sei F = Q(π) endliche Erweiterung und F ′ = Q′(π) die ga-
loissche Hülle von F . Bezeichnen {π(i) | i = 1, ..., e} die verschiedenen Kon-
jugierten von π in F ′ mit π(1) := π, so gilt (mit 1 6= z ∈ Q′(π)):

Q(πn) ( Q(π)⇔ ∃z, i, j : 1 ≤ i < j ≤ e, zn = 1, π(j)/π(i) = z.

Indem wir also F ′ wie im Lemma und die Torsionseinheiten von F ′ be-
rechnen, können wir leicht feststellen, ob wir bereits den vollen Endomor-
phismenring über K berechnet haben.

4.2 Der Divisor C(A) der Korrespondenzklasse [A]C

Als Nächstes benötigen wir einige Aussagen über die Korrespondenzen. Wir
schreiben für den Divisor p∞,2 kurz p∞ und wollen nun zeigen, dass es in jeder
Korrespondenzklasse [A]C mit A ∈ DL/F2

eine Korrespondenz A′ ∈ [A]C so
gibt, dass A′(p∞) = lp∞ + (f) ist mit 1 ≤ l ≤ g

L/F2
, einem geeignetem

Hauptdivisor (f) ∈ PF2/K und außerdem A′ ≥ 0 ist mit degL/F2
A′ = l. Mit

g bezeichnen wir das Geschlecht g
L/F2

= g
F1/K

von L/F2.
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Satz 4.3. Sei A ∈ DL/F2
. Dann gibt es in [A]C eine eindeutige effektive

Korrespondenz A′ vom Grad l mit 1 ≤ l ≤ g so, dass A′(p∞) = lp∞ + (f)
ist mit (f) ∈ PF2/K .

Beweis. Ist A ∈ DL/F2
eine Korrespondenz, so sei A(p∞) = b ∈ DF2/K . Sei

B := ConL/F1
(τ−1(b)). Dann ist B ein konstanter Divisor von L/F2 mit

B ∩ F1 = τ−1(b), und wir definieren Ã := A − B mit effektiven Divisoren
A und B. Da nach der Gradformel 2.4 nun degF2/K p∞ = 1 und damit
degF2/K b = degL/F2

A gilt, erhalten wir mit Satz 1.10

degL/F2
B = degF1/K τ

−1(b) = degF2/K b = degL/F2
A .

Denn nach Voraussetzung sind F1 und F2 algebraisch unabhängig über K,
und K ist der genaue Konstantenkörper von F1/K. Da zudem F1/K als
separabel vorausgesetzt ist, folgt dann, dass F1 und F2 auch linear disjunkt
über K sind. Nun gilt Ã(p∞) = b − degF2/K p∞ · τ(B ∩ F1) = b − B(b) =
b − b = 0. Als Nächstes können wir den Divisor Ã maximal entlang P∞,1

reduzieren und erhalten einen effektiven Divisor A′ ∈ DL/F2
mit

Ã = A′ − lP∞,1 + (F ), (4.1)

wobei 1 ≤ l ≤ g und (F ) ein geeigneter Hauptdivisor von L/F2 ist. Dadurch
erhalten wir mit [Hes02, Proposition 8.2, S.14] dann [A′ − lP∞,1] = [Ã] mit
einem eindeutigen und effektiven Divisor A′ ∈ DL/F2

vom Grad 1 ≤ l ≤ g.
Schließlich gilt A′(p∞) = lp∞ + (f) mit (f) ∈ PF2/K geeignet.

Wir müssen nun noch zeigen, dass A′ in seiner Korrespondenzklasse [A′]C
eindeutig ist. Ist B ∈ [A′]C mit B̃ = B′ − rP∞,1 + (G) wie in (4.1), so
erhalten wir als Erstes B̃ = Ã+C+(H) mit einer konstanten Korrespondenz
C vom Grad null. Wir reduzieren C entlang P∞,1 maximal und erhalten
dann B̃ = Ã + C̃ − sP∞,1 + (H̃) mit einer effektiven Korrespondenz C̃
und 1 ≤ s ≤ g. Bilden wir p∞ bezügliche B̃ ab, so erhalten wir schließlich
C̃(p∞) − sp∞ + (h) = 0, d.h. also C̃(p∞) = sp∞ und somit C̃ = sP∞,1.
Ingesamt erhalten wir nun B̃ = Ã+(H̃) und können mit [Hes02, Proposition
8.2, S.14] dann auf A′ = B′ schließen.

Ist A ∈ DL/F2
und A′ wie in Lemma 4.3 mit mindestens einem insepara-

blen P ∈ supp(A′), so folgt mit Hilfe von Lemma 2.10, dass A′ = F ?m ·B mit
m ∈ N maximal und einer separablen effektiven Korrespondenz B ∈ DL/F2

ist. Für ein inseparables A′ ersetzen wir dann A′ durch B.

Definition 4.4. Sei A ∈ DL/F2
. Dann wollen wir den wie in Lemma 4.3

bezeichneten effektiven Divisor A′ mit C(A) := A′ bezeichnen, wenn A′ se-
parabel ist. Ansonsten setzen wir A′ = B und und C(A) := B.
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Betrachten wir Elemente [a0 − a∞] ∈ C0
F2/K

, so können wir uns immer
auf effektive Divisoren a0, a∞ ∈ DF2/K mit

degF2/K a0, degF2/K a∞ ≤ g

beschränken. Wenn nichts Anderes festgelegt wird, so wollen wir dann für
ein [a] ∈ C0

F2/K
immer solch einen Repräsentanten in der Form a = a0 − a∞

wählen. Das folgende Lemma ist später für die Interpolation der Norm einer
Korrespondenz wichtig.

Lemma 4.5. Sei A ∈ DL/F2
und p ∈ PF2 mit p 6= p∞ vom Grad eins und

C(A)(p − p∞) = C(A)(p) − lp∞ + (f), wobei g
F2/K

≥ l = degC(A) und
(f) ∈ PF2 ist. Ferner sei für den entlang p∞ maximal reduzierten Divisor
C(A)(p) dann C(A)(p)−lp∞ = b0−l̃p∞+(f) mit g

F2/K
≥ l̃ und (f) ∈ PF2/K .

Ist l = l̃, so gilt C(A)(p) = b0.

Beweis. Als Erstes sehen wir, dass [p− p∞] ∈ C0
F2/K

ist. Daraus folgt zuerst
[C(A)(p− p∞)] = [C(A)(p)− lp∞] ∈ C0

F2/K
mit l = degL/F2

C(A). In dieser
Klasse können wir nach [Hes02, Proposition 8.2, S.14] und Bemerkung kurz
vorher, einen eindeutigen effektiven Divisor b0 ∈ DF2/K so finden, dass

C(A)(p)− lp∞ = b0 − l̃p∞ + (f)

mit degF2/K b0 = l̃ ≤ l ≤ g und dimK L(b0) ≤ 1 ist. Gilt nun l̃ = l, so ist
C(A)(p) = b0 + (f), und da b0 effektiv ist und dimK L(b0) ≤ 1 gilt, erhalten
wir C(A)(p) = b0.

4.3 Nachweis der Existenz einer geeigneten p-re-
gulären Basis

Sei C(A) =
∑

i eiPi mit Pi ∈ PL/F2
. Wir wollen nun die Frage klären, welche

Anforderungen wir an p ∈ PF2/K stellen müssen, so dass wir jeweils eine
p-reguläre Basis von Pi,0 finden können. Dazu sei P ∈ PL/F2

eine separable
Primkorrespondenz. Dann erhalten wir folgendes Diagramm:

OP πP // FP = F2F
∗
1

degP

GGGGGGGGGGGGGGGGGGG

F1

π
P|F1 // F ∗1 F2

(4.2)
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Bezeichnet πP wieder die Restklassenabbildung von P , so soll F ∗1 :=
πP (F1), x∗1 := πP (x1) und y∗1 := πP (y1) bezeichnen. Damit ist F ∗1 dann K-
isomorph zu F1 und die definierenden Gleichungen für F1 und F ∗1 gehen durch
Vertauschen von x1 mit x∗1 und y1 mit y∗1 auseinander hervor. Auf Grund
unserer Annahmen für F1/K ist dann (x∗1) = r− np∗∞ mit einem geeigneten
effektiven Divisor r ∈ DF ∗1 /K und n := [F ∗1 : K(x∗1)] = [F1 : K(x1)], d.h. die
unendliche Stelle p∗∞ ist in F ∗1 wieder total verzweigt. Seien (x∗1) = x∗1,0−x∗1,∞
und (y∗1) = y∗1,0 − y∗1,∞. Sei

C1 := suppNFP /F2
(ConFP /F

∗
1
(x∗1,∞)) ∪NFP /F2

(ConFP /F
∗
1
(y∗1,∞))

und C2 := supp disc(FP /F2). Wir definieren nun C := C1∪C2 ⊆ DF2/K und
zeigen nun, dass die p-Regularität von P für ein p ∈ PF2/K vom Grad eins
bereits aus p /∈ C folgt:

Satz 4.6. Sei P ∈ PL/F2
separabel und nicht-konstant sowie p ∈ PF2/K vom

Grad eins. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) Es gilt p∞ /∈ suppP (p) und P (p) =
∑r

i=1 qi mit paarweise verschiede-
nen qi ∈ PF2/K (i = 1, .., r).

(ii) Es gilt p /∈ C, P ist p-regulär und P p = P (p).

Beweis. Gelte p∞ /∈ suppP (p) und P (p) =
∑r

i=1 qi mit paarweise verschie-
denen qi ∈ PF2/K (i = 1, .., r). Wäre p ∈ C, so folgte entweder, dass p
Diskriminantenteiler von FP /F2 ist oder es gilt

suppConF
P
/F2

(p) ∩ supp(x∗1,∞ + y∗1 ,∞) 6= ∅.

Im ersteren Falle könnten dann aber die qi nicht paarweise verschieden sein,
und im zweiten Falle würde dann im Widerspruch zur Voraussetzung p∞ ∈
suppP (p) gelten. Das zeigt p /∈ C. Nun ist x∗1 ganz bezüglich p genau dann,
wenn

νQ

(
ConFP /F

∗
1
((x∗1)

)
≥ 0 ∀Q ∈ PFP /F2

mit Q|p

gilt, was wiederum genau dann der Fall ist, wenn p∞ /∈ P (p) ist. Dies be-
deutet also, dass x∗1 ganz bezüglich p ist. Ist NL/F2

(P0) = f r mit f ∈ F2[x1]
Primpolynom, so haben wir mit f das Minimalpolynom von x∗1 in FP ge-
funden, wenn wir f noch normieren. Bezeichnen wir das eventuell normierte
Primpolynom wieder mit f , so muss f ∈ Op[x1] gelten, da wir ansonsten
einen Widerspruch zur Ganzheit von x∗1 bezüglich p erhalten.

Sei nun B = {B1, ..., Bn} ⊆ P0 eine Basis von P0 mit ΩM = B und
Ω := {ω1, ..., ωn} ⊆ F1 Ganzheitsbasis mit n = [F2 : K(x2)]. Ferner sei
r̃ = [FP

: F2(x∗1)] ≤ n. Wir schreiben πP (yj1) = y∗1
j und πP (ωj) = ω∗j und
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erhalten dann

FP =
r̃−1⊕

i=0

deg f−1⊕

j=0

y∗1
ix∗1

jF2 =
r̃−1⊕

i=0

deg f−1⊕

j=0

ω∗i x
∗
1
jF2. (4.3)

Auf Grund von (4.3) ist es nicht schwer einzusehen, dass r̃ = r mitNL/F2
(P0) =

f r gilt. Ferner sei M ∈ F2[x1]n×n obere Dreiecksmatrix in zeilenreduzier-
ter Hermitenormalform und Ω o.B.d.A., so dass mit J ⊆ {1, ..., n} dann
{πP (ωj) | j ∈ J} genau dann unabhängig über F2(x∗1) ist, wenn es {y∗1j | j ∈
J} ist. Gegebenenfalls normieren wir die Diagonalelemente von M und be-
zeichnen die so erhaltene Matrix wieder mit M und die Basis wieder mit
B.

Unsere Matrix M hat nun die Eigenschaft, dass die Einträge von M von
der Form mii = f und mji = 0 sind, wenn i = 1, ..., r und j = 1, ..., i − 1
für i > 1 ist. Dies bedeutet also für unsere Basis B0, dass die Elemente Bi
mit i = 1, ..., r von der Form fωi sind. Die restlichen Elemente sind dann
von der Gestalt Bi = ωi +

∑i−1
j=1mjiωj für i = (r + 1), ..., n, wobei mji = 0

für j > r ist, ansonsten ist mji ∈ F2[x1] mit degmij < deg f . Das bedeutet
also, dass die Elemente Bi mit i ≥ r von der Form Bi = ωi +

∑r
j=1mjiωj

sind, wobei degmji < deg f ist. Wenden wir nun auf diejenigen Bi mit i ≥ r
die Restklassenabbildung πP an, so erhalten wir mit m∗

ji = πP (mji) und
πP (Bi) = 0 schließlich

−ω∗i =
r∑

j=1

m∗
jiω

∗
j =

r∑

j=1

deg f−1∑

k=1

λji,kx
∗
1
kω∗j . (λji,k ∈ F2)

Jetzt argumentieren wir wie folgt: Zuerst ist −ω∗i ganz bezüglich p wegen
p∞ /∈ P (p), und die Elemente x∗1

kω∗j bilden eine Basis von FP . Nun ist aber
nach Voraussetzung p /∈ C, was die Tatsache nach sich zieht, dass p kein
Diskriminantenteiler von disc(FP /F2) ist. Damit können wir wie in Lemma
3.2 argumentieren, dass die Koeffizienten λji,k ganz bezüglich p sind, d.h.
wir haben λji,k ∈ Op. Aus πP (λji,k) = λji,k erhalten wir schließlich, dass
auch die mji ∈ Op[x1] sind. Damit ist B dann p-regulär, und es ist p /∈ AP,∆,
wenn ∆ := {y∗1 ix∗1j | j = 0, ...,deg f − 1, i = 0, .., r − 1} ist, woraus aus Satz
2.16 schließlich P p = P (p) folgt.

Ist umgekehrt p /∈ C und P regulär bezüglich p, so ist per Definition
p∞ /∈ suppP (p) wegen P

p = P (p) und P
p
0 ∈ OF2/K . Außerdem sind die

auftretenden Primdivisoren qi ∈ PF2/K in P (p) =
∑r

i=1 qi paarweise ver-
schiedenen, da p /∈ AP,∆ mit ∆ ⊆ {x∗1jy∗1 i | i, j ∈ {0, ..., [FP : F ∗2 ] − 1}}
ist.

Sei A ∈ DL/F2
, p ∈ PF2/K vom Grad eins und C(A) =

∑
eiPi mit

separablen Pi ∈ PL/F2
. Gilt C(A)(p) =

∑
eiPi(p), wobei Pi(p) =

∑
j qij
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sein soll mit paarweise verschiedenen Primdivisoren qij aus F2, und p∞ /∈
suppC(A)(p), so folgt aus Satz 4.6 die Gleichheit C(A)(p) =

∑
eiP

p
i . Außer-

dem ist NL/F2
(C(A)0) =

∏
iNL/F2

(Pi,0)ei ∈ Op[x1] normiert, wenn wir für
die Primideale Pi,0 jeweils die Basen aus Satz 4.6 nehmen. Daraus erhalten
wir dann aber

NF2/K((C(A)(p))0) =
∏

i

NF2/K(P pi,0)
ei = τ(NL/F2

(C(A)0)
p
), (4.4)

wobei wir mit NL/F2
(C(A)0)

p
dasjenige normierte Polynom inK[x1] meinen,

dass wir erhalten, wenn wir auf die Koeffizienten des normierten Polynoms
NL/F2

(C(A)0) ∈ Op[x1] die Restklassenabbildung π : Op −→ K anwenden.
Außerdem können wir o.B.d.A. annehmen, dass NF2/K(C(A)(p)0) ∈ K[x2]
normiert ist. Haben wir also genügend geeignete Stellen p ∈ DF2/K′ vom
Grad eins in einer geeigneten endlichen Erweiterung K ′/K, so können wir
die Korrespondenz C(A) rekonstruieren, indem wir seine Norm durch eine
Interpolation rekonstruieren und dann die Hochhebung nach OL/F2

berech-
nen.

4.4 Die obere Schranke für die Anzahl der Stellen
vom Grad eins

Als Nächstes brauchen wir eine Aussage über eine obere Schranke s ∈ N
für die benötigte Anzahl der Stellen vom Grad 1 in F2/K

′. Dazu dient das
folgende Lemma:

Lemma 4.7. Sei A ∈ DL/F2
ohne konstanten Träger und effektiv und weiter

NL/F2
(A0) = xr1 +

r−1∑

i=0

xi1
fi
gi

(r ∈ N)

mit gi ∈ K[x2] und fi ∈ K[x2, y2]. Dann gilt:

|νp∞(gi)|, |νp∞(fi)| ≤ n2 degL/F2
A? (fi 6= 0)

wobei n = [F1 : K(x1)] ist.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung zuerst für einen nicht-konstanten Prim-
divisor P ∈ PL/F2

. Seien f̃ := P0 ∩ F2[x1] und g̃ := P ?
0
∩ F2[x1]. Dann sind

f̃ und g̃ irreduzibel in F2[x1]. Seien nun h1, h2 ∈ K[x2] so, dass f̃h1, g̃h2 ∈
K[x1, x2, y2] gilt. Wir setzen dann f := h1f̃ und g := h2g̃ . Auf Grund unse-
rer Voraussetzung an die Funktionenkörper F1/K und F2/K ist der Rosati,
angewandt auf f und g, nichts weiter als das Vertauschen von x1 mit x2 und
y1 mit y2.
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Sei Ei die normale Hülle von Fi/K(xi). Für f =
∑m

l=0 flx
l
j ∈ Fi[xj ]

definieren wir dann σ(f) :=
∑m

l=0 σ(fl)xlj für ein σ ∈ GK(Ei/K(xi)). Wir
bezeichnen dann mit ni jeweils die Polynomnorm

ni : Fi[xj ] −→ K(xi)[xj ], f 7−→
∏

σ∈GK(Ei/K(xi))

σ(f) ,

wobei i, j ∈ {1, 2} mit i 6= j ist. Für ein α ∈ L/F2 setzen wir noch

degα := −νP∞,1(α) (4.5)

und den Grad in F2[x1] bezeichnen wir mit degF2[x1]. Nach Voraussetzung
sind f und g irreduzibel in F2[x1]. Wir unterscheiden nun zwei Fälle: Sind
f und g beide in K[x1, x2] ⊆ F2[x1], so erhalten wir aus f? ∈ P ?0 als erstes
f? = gs mit einem geeigneten s ∈ K[x1, x2]. Da f irreduzibel ist, muss s in
K liegen, woraus dann deg f? = deg g folgt.

Im anderen Fall, wo mindestens f oder g nicht in K[x1, x2] aber in F2[x1]
liegt, betrachten wir die Polynomnorm n2(f) = f · f (2) · ... · f (n) = h1 · r und
n2(g) = g · g(2) · ... · g(n) = h2 · t, wobei h1, h2, r, t ∈ K[x1, x2] und h1, h2

irreduzibel mit f |h1 und g|h2 sind und wir noch f (1) := f und g(1) := g
gesetzt haben.

Aus h?1 ∈ P ?0 erhalten wir dann g|h?1 und daraus folgt n2(g) · s = h?n1
mit s ∈ K[x1, x2] geeignet. Schließlich erhalten wir h?1|h2 und dann h?1 =
h2. Wollen wir nun den Grad von f? bestimmen, so benötigen wir die in
(4.5) definierte Gradfunktion, da durchaus f? /∈ F2[x1] gelten kann. Damit
erhalten wir wegen f |h1 und h?1 = h2 die folgende Abschätzung

deg f? ≤ deg h?1 = deg h2 ≤ degn2(g) = n · deg g .

Insgesamt erhalten wir nun deg f? ≤ n · deg g, woraus dann

deg
(
h?1
l ·NL/F2

(P0)
?
)

= deg f?l ≤ n2 · degL/F2
P ? (4.6)

mit l ≤ n folgt, wobei l der Relativgrad von LP ist. Ist nun

f̃ = xr1 +
r−1∑

i=0

xi1
f̃i
gi
,

so wählen wir als h1 := kgV({g1, ..., gr}) und erhalten dann ein f = h1x
r
1 +∑r−1

i=1 x
i
1fi ∈ K[x1, y2, x2], d.h. es ist fi ∈ K[x2, y2]. Aus (4.6) folgt nun,

dass max{deg h?1, deg f?1 , ...,deg f?r−1} ≤ n2 degL/F2
P ? ist, woraus wir dann

wiederum |νp∞(f̃i)|, |νp∞(gi)| ≤ n2 degL/F2
P ? erhalten (fi 6= 0). Für ein

effektives A ∈ DL/F2
mit A =

∑
eiPi wenden wir die Aussage dann auf

jedes Pi an und erhalten somit die Behauptung.
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Bemerkung 4.8. Ist [Fi : K(xi)] = 2, so vereinfacht sich (4.6) zu

deg
(
h?1
l ·NL/F2

(P0)
?
)
≤ n · degL/F2

P ? ,

da im Falle, dass der Trägheitsgrad gleich 2 ist, der Primdivisor P ein Haupt-
divisor ist und somit eine triviale Korrespondenz darstellt. Damit werden in
diesem Falle die Grade degF2[x1] gi und degF2[x1] fi nur durch degL/F2

A? be-
stimmt.

Um den Grad des Rosati C(A)? abschätzen zu können, bedienen wir uns
folgendem Lemma:

Lemma 4.9. Sei g ≥ 1, A ∈ DL/F2K effektiv, ohne konstanten Träger und
vom Grad degL/F2K A = g. Ferner sei α ∈ EndK(JX2) der zur Korrespon-
denzklasse [A]C entsprechende Endomorphismus und EK

:= End0
K(JX2).

Dann gilt

degL/F2K A
? ≤

TrE
K
/Q(αα?)

2
,

wobei TrE
K
/Q die Spur von EK bezeichnet und ? der Rosati von EK ist.

Beweis. Mit der Spurformel (2.28) wissen wir, dass

TrE
K
/Q(αα?) = 〈A,A〉 = 2 degL/F2

AdegL/F2
A? −A.A > 0

gilt. Aus [Eic63, Kapitel 5, S. 310 ff.] folgt 〈A,A〉 ≥ 2 degL/F2
A?, wenn A

den Voraussetzungen des Lemmas genügt und g ≥ 1 ist. Daraus erhalten wir
dann die gewünschte Abschätzung.

4.5 Algorithmus zum Interpolieren der Norm einer
Korrespondenz

In diesem Abschnitt soll D die Einheitskorrepondenz und F die Frobeni-
uskorrespondenz in DL/F2

bezeichnen. Sei nun JX2 ∼K Br mit einer über
K einfachen abelschen Varietät. Wir betrachten die zentral einfache Alge-
bra EK

:= End0
K(JX2) mit Zentrum F := Z(EK ), wobei F = Q(πK ) mit

[F : Q] = l, d := Deg(EK ) und e := d2l ist. Sei O ⊆ EK eine Ordnung,
β1, ..., βe ⊆ EK eine Z-Basis von O und α =

∑e
i=1 λiβi ∈ O mit λi ∈ Z so,

dass die den Elementen βi entsprechenden Korrespondenzen Bi ∈ DL/F2K

bereits berechnet wurden. Mit Γ =
∑e

i=1 λiBi bezeichnen wir dann die dem
Element α entsprechende Korrespondenz. Wir nehmen nun an, wir haben ein
m ∈ N so, dass α

m ganz über Z ist. Wir wollen nun testen, ob α
m ∈ EndK(JX2)

liegt.
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Ist α
m ∈ EndK(JX2) und bezeichnet [A]C die zu α

m gehörige Korrespon-
denzklasse, so ist C(A) effektiv und vom Grad ≤ g. Sei A′ ∈ [A]C wie in
Lemma 4.3 mit A′ =

∑
eiPi und Pi ∈ PL/F2K . Ist Pi inseparabel, so erhalten

wir aus Lemma 2.10, dass es ein maximales si ∈ N so gibt, dass Pi = (F ?)siAi
mit einer separablen Primkorrespondenz Ai ist. Insgesamt erhalten wir dann
ein maximales s ∈ N, so dass A′ = F ?s ·B vom Grad qst mit effektivem und
separablem B ∈ DL/F2K vom Grad t ist (q - t). Wir haben dann in Defi-
nition 4.4 C(A) = B gesetzt. Für das der Korrespondenz A′ entsprechende
Element α

m gilt dann α
m = π?sβ mit einem geeigneten β ∈ EndK(JX2), wenn

π ∈ EndK(JX2) das der Frobeniuskorrespondenz F ∈ DL/F2
entsprechende

Element ist. Aus (2.8) folgt aber, dass F s · F ?s = qs mit q = pn ist, was
gleichbedeutend ist mit πs · π?s = qs in EndK(JX2). Der Korrespondenz
C(A) entspricht also das Element β = (πsα)/(mqs) und ist g = qrt mit p - t,
so haben wir s ≤ r.

Im inseparablen Fall testen wir dann also, ob (πsα)/(mqs) ∈ EndK(JX2)
ist, und wir setzen dazu Γ′ := F s · Γ und m′ := mqs mit s ≤ r. Der Test,
ob β ∈ EndK(JX2) liegt, verläuft dann genauso wie im separablen Fall. Der
Einfachheit halber wollen wir deshalb annehmen, dass A′ separabel ist.

Um die Notation zu vereinfachen, setzen wir o.B.d.A. voraus, dass die
Korrespondenz C(A) den Grad g besitzt und bezeichnen mit φ ∈ EK den
von Γ induzierten Endomorphismus. Ferner sei n := [F2 : K(x2)]. Zudem
soll C(A) noch eine Primkorrespondenz sein. Später werden wir sehen, wie
wir den allgemeinen Fall behandeln. Bezeichne

f = xg1 +
g−1∑

i=0

xi1
fi
gi

die Norm von C(A)0 mit fi ∈ K[x2, y2] und gi ∈ K[x2].

Auffinden von geeigneten Stellen

Mit P1
K bezeichnen wir die Stellen p ∈ PF2/K vom Grad 1. Ist p ∈ P1

K , so
betten wir mittels

Φ : P1
K −→ C0

F2
, p 7−→ p− p∞

die Stellen von P1
K in C0

F2
ein. Sei nun pi ∈ P1

K und P := Φ(pi) mit
ggT(ord(P ),m) = 1. Als erstes erhalten wir

m · C(A)(P ) = φ(P ) und ggT(ord(C(A)(P )),m) = 1, (4.7)

da die Ordnung des Bildes C(A)(P ) des von der Korrespondenz C(A) indu-
zierten Endomorphismuses auf C0

F2/K
ein Teiler von ord(P ) ist. Nun be-

rechnen wir ein t ∈ N mit t · m ≡ 1 mod ord(P ). Daraus folgt dann
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t·m ≡ 1 mod ord(φ(P )), da φ ein Endomorphismus von C0
F2/K

ist und somit
ord(φ(P ))|ord(P ) gilt, und schließlich erhalten wir C(A)(P ) = t ·φ(P ) =: Q
mit eindeutigem Q auf Grund von ggT(ord(P ),m) = 1. Dann reduzieren wir
Q bezüglich p∞ zu einem Q̃ ∈ C0

F2/K
, wobei Q̃ = a− rp∞ mit 0 ≤ r ≤ g und

a ∈ DF2/K effektiv ist. Ist r = g und a =
∑
qi mit paarweise verschiedenen

qi ∈ PF2/K , so bedeutet das C(A)(p) = a wegen Lemma 4.5 und p∞ /∈ supp a.
Also können wir auf die Pi von C(A) =

∑
eiPi Satz 4.6 anwenden.

Bezeichnen wir für solch ein p mit πp die Restklassenabbildung Op −→ K
und mit α := πp(x2), β := πp(y2), so erhalten wir mit

NF2/K((C(A)(p))0) = xg2 +
g−1∑

j=0

cjix
j
2 = τ

(
NL/F2

(C(A)0)
p
)
∈ K[x2]

wie in (4.4) schließlich

xg2 +
g−1∑

j=0

cjix
j
2 = xg2 +

g−1∑

j=0

fj(α, β)
gj(α)

xj2.

Dabei ist zu beachten, dass gj(α) 6= 0 gilt, da C(A)0 nach Voraussetzung
p-regulär ist.

Abschätzung der Grade der Polynome in x2

Mit Lemma 4.7 und Lemma 4.9 erhalten wir die Abschätzung

|νp∞(fi)|, |νp∞(gi)| ≤ n2
TrE

K
/Q(αα?)

2m2
=: s , (fi 6= 0) (4.8)

wobei hier n = [F2 : K(x2)] ist. Nach [Hes02] existieren Ganzheitsbasen
Ω := {ω1, ..., ωn} und Ω∞ := {ω∞1, ..., ω∞n} von OF2/K und OF2/K,∞ , so
dass ωj = x

−dj

2 ω∞j mit ganzen Zahlen d1 ≥ ... ≥ dn gilt und die Basis Ω∞
bezüglich p∞ reduziert ist. Dies bedeutet, dass für fi ∈ K[x2, y2] ⊆ OF2/K

eine Darstellung

fi =
∑

µjiωj =
∑

(µjix
−dj

2 )xdj

2 ωj =
∑

(µjix
−dj

2 )ω∞j

mit µji ∈ K[x2] existiert und unter der Voraussetzung dj ≤ 0 erhalten wir

|νp∞(fi)| = max
j
|νp∞(µjix

−dj

2 ω∞j)| (fi 6= 0). (4.9)

Anderenfalls müssen wir beide Seiten in (4.9) mit einer geeigneten Potenz
xr2 so multiplizieren, dass jeweils die Ausdrücke µjix

−dj

2 xr2 in K[x2] liegen.
Daraus erhalten wir aber in jedem Fall eine obere Schranke für die Grade der
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Polynome µji und damit eine obere Schranke T ∈ Z>0 für die auftretenden
Polynome in der folgenden Darstellung von fi durch

fi =
n−1∑

j=0

yj2h
(i)
j mit h(i)

j =
T∑

l=0

λ
(i)
lj x

l
2 , (4.10)

wobei λlj ∈ K. Die Nenner gi ∈ K[x2] besitzen die Gestalt

gi =
s/n∑

l=0

µlix
l
2 . (4.11)

Aufstellen des Gleichungssystemes

Auf Grund unserer Voraussetzungen ist |νp∞(x2)| = n und |νp∞(y2)| := γ >
0. Für jedes fj benötigen wir also höchstens S1 und für jedes gj maximal S2

Koeffizienten, insgesamt also S := S1 + S2, wobei

S1 :=
n−1∑

j=0

|b(T − jγ)/nc+ 1| =
n−1∑

j=0

sj , und S2 := (s̃+ 1) (4.12)

ist mit s̃ := s/n ist. Um fj und gj zu berechnen, müssen wir schließlich das
GleichungssystemMjvj = 0 mitMj :=

(
1 α1 ... α

s0
1 ... βn−1

1 ... βn−1
1 α

sn−1
1 −cji −cjiα1 ... −cjiαs̃+1

1
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

1 αr ... α
s0
r ... βn−1

r ... βn−1
r α

sn−1
r −cji −cjiαr ... −cjiαs̃+1

r

)

(4.13)
und

vj := ( λ
(j)
00 . . . λ

(j)
s00 . . . λ

(j)
0n−1 . . . λ

(j)
sn−1n−1 µ0i . . . µs̃j )t (4.14)

lösen, wobei 0 ≤ j ≤ g− 1 und die Einträge λ(j)
ij , µkl wie in (4.10) und (4.11)

sind. Da getestet werden soll, ob α
m ein Endomorphismus aus EndK(JX2) ist,

können wir uns auf Lösungen aus KS beschränken.

Um aber genügend Elemente P ∈ C0
F2

mit der Eigenschaften wie in (4.7)
zu erhalten, müssen wir eventuell eine endliche Erweiterung von K vorneh-
men. Da die zugehörigen Ideale zu den Korrespondenzen allesamt durch Ter-
me aus K(x2, y2, x1, y1) beschrieben sind, können wir diese auch als Korre-
spondenzen von F1F

′
2/F

′
2 auffassen, wenn F ′2 = F2K

′ mit einer endlichen
Erweiterung K ′/K ist.

Auffinden geeigneter Erweiterungsgrade von K ′/K

Sei C(A) =
∑t

i=1 eiPi, M1 :=
⋃APi und

M2 :=
{
p ∈ PF2/K | Pi ist nicht p-ganz für ein i ∈ {1, ..., t}} .
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Dann istM := M1∪M2 endlich. Da die Untergruppe dermqs-Torsionspunkte
in C0

F2K/K
endlich ist, können wir genügend Punkte p − p∞ ∈ C0

F2K/K
mit

p ∈ P1
K

finden, so dass sowohl

p /∈M als auch ggT(ord(p− p∞),mq) = 1 (4.15)

gilt. Daraus folgt, dass wir stets eine geeignete endliche Körpererweiterung
K ′/K bestimmen können, so dass wir genügend viele geeignete Elemente
P ∈ C0

F ′2/K′
mit der Eigenschaft (4.15) vorliegen haben. Um eine Aussage

über das Verhalten der Ordnung von Elementen in C0
F ′2

im Vergleich zu C0
F2

zu machen, benötigen wir eine Definition:

Definition 4.10. Sei l eine Primzahl und l 6= p = char(K). Dann ist d(l) :=
kgV (l−1, ..., l2g−1). Ist l = p, so definieren wir l(p) := kgV (l−1, ..., lg−1).

Mit h(K ′) wollen wir die Klassenzahl von C0
F2K′/K′ bezeichnen. Ist LK(t)

das L-Polynom von F2/K, so erhalten wir h(K ′) = LK′(1) = fπK′ (1),
wenn fπK′ das charakteristische Polynom des Frobeniusendomorphismus von
EndK′(JX2) bezeichnet. Wir wollen bei Bedarf endliche Konstantenkörperer-
weiterungen F2K

′/K ′ von F2/K bilden, so dass in der Klassenzahl hK′ mög-
lichst wenig Primteiler von mqs vorkommen. Dafür sind folgende Aussagen
von Nutzen ( [Ros73, Corollary 1, Proposition 3 und Proposition 4, p. 289
]):

Satz 4.11. 1. Sei l eine Primzahl. Gilt l|h(K) und l|n mit n = [K ′ : K],
so folgt l| (h(K ′)/h(K)).

2. Angenommen l ist eine Primzahl mit l - h(K) und ggT (d(l), n) = 1.
Dann gilt l - h(K ′), wobei [K ′ : K] = n ist.

3. Sei l eine Primzahl. Ferner sei n minimal mit l|h(K ′) und [K ′ : K] =
n. Dann gilt n|d(l).

Um möglichst zu vermeiden, dass Teiler von mqs =
∏
pei
i in hK′ auftre-

ten, wählen wir dann n ∈ N minimal mit ggT(n,mq) = 1 = ggT(n,
∏
l(pi)).

Wir wissen aber, dass nur endlich viele solcher Erweiterungen nötig sind.

Eindeutigkeit der Lösung

Da die Norm f von C(A)0 bezüglich unserer Ganzheitsbasis Ω als normiertes
Polynom eindeutig ist, müssen je zwei Lösungen ausKS denselben rationalen
Ausdruck fi/gi ergeben, wenn α

m ∈ EndK(JX2) ist. Sind etwa v, w ∈ kerMi,
dann ergibt sich fi,v = fi · hv und gi,v = gi · hv bzw. fi,w = fi · hw und
gi,w = gi · hw also jeweilige Lösungen für fi und gi durch die Koeffizienten
von v bzw. w, wobei hier noch hv, hw ∈ K ′[x2, y2] sind und K ′ eine endliche



102 KAPITEL 4. BERECHNUNG VON ENDOMORPHISMENRINGEN

Erweiterung vonK ist. Damit erhalten wir fi,v+w = fi(hv+hw) und gi,v+w =
gi(hv + hw), d.h. also fi,v/gi,v = fi,w/gi,w = fi,w+v/gi,w+v. Es reicht also ein
nicht-triviales Element aus kerMi zu bestimmen.

Haben wir nun das Polynom f = xg1 +
∑g−1

j=0(fi/gi)x
j
1 bestimmt, so

berechnen wir die Hochhebung fOL/F2
=

∏n
i=1 P

ei
i,0 mit Pi ∈ PL/F2

und
ei ≥ 0. Ist fOL/F2

kein Hauptideal, so können wir mit Hilfe der Korre-
spondenzpaarung eine effektive Korrespondenz B berechnen, welche dem
Element πsα

mqs entspricht: Ist etwa Pi =
∑n

k=1 qkiBk mit qki ∈ Q, so er-
halten wir 〈Pi, Bj〉 = µij =

∑n
k=1 qki〈Bk, Bi〉 und lösen dann das Glei-

chungssystem Nqi = mi mit N := (〈Bi, Bj〉)1≤i,j≤n, qi := (qi1, . . . , qni)
t und

mi := (µ1i, . . . , µni) für i = 1, ..., n. Damit können wir den Korrespondenzen
Pi Elemente aus EndK(JX2) zuordnen und eine Darstellung B :=

∏n
i=1 P

e′i
i,0

mit e′i ∈ Z≥0 geeignet und ei ≥ e′i > 0 bezüglich πsα
mqs berechnen.

Der Grad von C(A)

Im Allgemeinen wissen wir nur, dass 1 ≤ degC(A) ≤ g
F2/K

gilt. Des-
halb beginnen wir mit der Annahme, dass 1 ≤ degC(A) = l ≤ g

F2/K

ist. Sei die Stelle p eine geeignete Stelle vom Grad eins. Wir reduzieren
dann C(A)(p) maximal entlang p∞ zum effektiven Divisor b0. Gilt nun
C(A)(p − lp∞) = C(A) − lp∞ = b0 − l̃p∞ + (f) und ist l̃ > l, so haben wir
einen Widerspruch erhalten und wissen, dass die Korrespondenz C(A), so-
fern sie überhaupt existiert, mindestens den Grad l̃ haben muss. Im weiteren
Verlauf des Algorithmus können wir uns dann auf degC(A) ≥ l̃ beschränken.
Anderenfalls versuchen wir, genügend viele geeignete Stellen vom Grad eins
zu finden. War die Berechnung erfolglos, so gehen wir zum nächsthöheren
möglichen Grad über.

Das Zerlegungsverhalten von C(A)(p)

Zudem kommt noch, dass wir keine genaue Aussage über das Zerlegungsver-
halten von C(A) machen können. Ist C(A) =

∑
eiPi, so können wir aber

o.B.d.A. p ∈ P1
K so wählen, dass suppPi(p) ∩ suppPj(p) = ∅(i 6= j) und

p∞ /∈ suppPj(p) gilt sowie dass die Primdivisoren qij in der Darstellung
Pi(p) =

∑
j qij paarweise verschieden sind. Wenn mindestens für einen der

Exponenten ei > 1 gilt, so müssen wir dies im Bild C(A)(p) berücksich-
tigen, da wir in diesem Fall niemals erreichen können, dass C(A)(p) von
der Form C(A)(p) =

∑
i qi ist mit paarweise verschieden qi. Unter den ge-

machten Voraussetzungen gehen wir nun folgendermaßen vor: Wir machen
eine Fallunterscheidung für die endlich vielen Möglichkeiten der Zerlegung
von C(A) in Primdivisoren. Auf Grund unserer speziellen Wahl von p läßt
sich das Zerlegungsverhalten im Bild C(A)(p) wiederfinden, d.h. also aus
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C(A) =
∑
eiPi folgt C(A)(p) =

∑
eiPi(p), wobei

∑
Pi(p) =

∑
qi aus

paarweise verschiedenen Primdivisoren besteht. Wir müssen hier aber noch
darauf achten, dass eventuell auch Diskriminantenteiler der FPi

auftreten
können. Insgesamt müssen also die endlich vielen Möglichkeiten einer Zer-
legung von C(A) in Primdivisoren durchtesten. Wir können nun unseren
Algorithmus formulieren:

Algorithmus 5: Approximation

Input: 1.) OL/F2
und g,

2.) d := Deg(EK ) und l := [F : Q]
3.) eine Z-Basis {β1, ..., βd2l} ⊆ EK einer Ordnung O ⊆ EK ,
4.) α =

∑n
i=1 λiβi ∈ O mit λi ∈ Z,

5.) Korrespondenzen B1, ..., Bn ⊆ DL/F2
, die jeweils β1, ..., βd2l entspre-

chen,
6.) ein m ∈ N so, dass α

m ganz über Z ist

Output: Das Tupel 〈B, πkα
mqk 〉, wobei B eine effektive Korrespondenz B ∈

DL/F2
ohne Konstanten Träger ist, welche πkα

mqk entspricht, falls πkα
mqk ∈

EndK(JX2) ist, anderenfalls false

1.) (Initialisierung) Setze l := g − 1, i := 0, j := 1, k := 0 und φ sei
der durch Γ :=

∑n
i=1 λiBi induzierte Endomorphismus auf JX2 . Setze

K(0) := K, S := ∅ und T := ∅. Setze

f := NL/F2
(C(A)0) = xg−l1 +

g−l−1∑

i=0

xi1
fi
gi

(fi ∈ K[x2, y2], gi ∈ K[x2]),

berechne r ∈ Z≥0 mit g = qrt und p - t und d(mqs) :=
∏
d(pi)

mit mqs =
∏
pei
i und d(pi) wie in Definition 4.10. Berechne z ∈ Z≥2

minimal mit ggT(z, d(mqs)) = 1 = ggT(z,mqs).

2.) (Schleife über k) Setze m′ := mqk, Γ′ := F kΓ und φ′ = πkφ ∈
EndK(JX2) bezeichne den durch Γ′ induzierten Endomorphismus.

3.) (Schleife über l) Berechne

s := n2
TrE

K
/Q(φ′ + l) ◦ (φ′ + l)?

2m′2

und S wie in (4.12)

4.) Bezeichne Z Menge aller unterschiedlicen Möglichkeiten der Zerlegun-
gen von C(A) in Primdivisoren, wobei hier degC(A) = g − l ist.
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5.) (Schleife über δ ∈ Z)
6.) (Schleife über j) Für pj ∈ P1

K(i) berechne oj := ord(Φ(i)(pj)) und teste
pj auf folgende Eigenschaft:

(i) Prüfe, ob ggT(oj ,m′) = 1 ist. Wenn ja, berechne φ(Φ(i)(pj)) =
aj− rp∞+(f) mit 1 ≤ r ≤ g und aj ∈ DF2/K(i) effektiv vom Grad
r,

(ii) berechne tj ∈ N mit tj · n ≡ 1 mod oj sowie tj(aj − rp∞) =
bj − (g − l)p∞ + (f) und teste dann, ob die Zerlgegung von bj in
Primdivisoren der Zerlegung δ entspricht und ob p∞ /∈ supp(bj)
gilt. Überprüfe, ob 〈pj , bj〉 /∈ S und deg bj = g − l gilt.

War der Test erfolgreich, so setze S ←− S ∪ {〈pj , bj〉}. Ist |S| = S, so
gehe zu 8.). Ist j < |P1

K(i) |, so setze j ←− j + 1 und gehe zu 6.).

7.) Ist deg bj > g− l, so gehe zu 14.). Entspricht Zerlegung von Primdivi-
soren von bj nicht der Zerlegung δ, so gehe zu 12.). Anderenfalls setze
i ←− i + 1 und berechne K(i)/K(i−1) mit [K(i) : K(i−1)] = z. Bette
Divisoren von S in K(i) ein und gehe zu 6.).

8.) (Ende Schleife über j)

9.) Sei S = {〈pj , bj〉 | j ∈ {1, ..., |S|}}. Berechne für alle j ∈ {1, ..., |S|}
dann

NF2/K(bj0) = xg−l2 +
g−l−1∑

i=0

cijx
i
2 ∈ K[x2]

und αj := πpj (x2) und βj := πpj (y2). Setze

T := {〈〈cg−1−l,i, ..., c0i〉, 〈αi, βi〉〉 | i = 1, ..., |S|} .

10.) Berechne für jedes j ∈ {0, ..., g−l−1}MatrixMj wie in (4.13) mit Hilfe
von T und jeweils eine nicht-triviale Lösung wj ∈ KS von Mjvj = 0,
wobei vj wie in (4.14) ist. Berechne für wj jeweils fj und gj . Ist gj 6= 0,
so gehe zu 11.). Anderenfalls gehe zu 14.)

11.) Setze f := xg−l1 +
∑g−l−1

j=0 fj/gj . Ist fOL/F2
Hauptideal, so gehe zu 9.).

Anderenfalls berechne fOL/F2
=

∏n
i=1 P

ei
i,0 mit Pi ∈ PL/F2

. Berechne
mit Hilfe der Korrespondenzpaarung und Basiselementen {β1, ..., βd2l}
Elemente αi ∈ EndK(JX2), die jeweils den Korrespondenzen Pi ent-
sprechen. Entspricht πkα

m′ der Korrespondenz B0 :=
∏n
i=1 P

e′i
i,0 mit e′i ∈

Z≥0 geeignet und ei ≥ e′i > 0 , so gib 〈B, πkα
m′ 〉 zurück und terminiere.

12.) Ist Z 6= ∅, so setze Z ← Z\δ und δ ∈ Z beliebig und gehe zu 5.).
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13.) (Ende Schleife über δ)

14.) Ist l ≥ 0, so setze l←− l − 1 und gehe zu 3.).

15.) (Ende Schleife über l)

16.) Ist k < r so, k ←− k + 1 und gehe zu 1.)

17.) Gib false zurück und terminiere.

Bemerkung 4.12. Es hat sich in der Praxis gezeigt, dass bei Geschlecht
g ≤ 4 die C(A)(p) fast immer von der Gestalt C(A)(p) =

∑
i qi mit paar-

weise verschiedenen Primdivisoren qi sind. Dies bedeutet, dass in der Zerle-
gung C(A) =

∑n
i=1 eiPi die Primdivisoren Pi alle nur einfach vorkommen,

d.h. also es gilt ei = 1. Meistens waren die Divisoren C(A) sogar Primkor-
respondenzen. Das Auffinden geeigneter Stellen vom Grad eins hat sich in
der Praxis als unproblematisch erwiesen, wenn die Klassenzahl teilerfremd
zu m′ war. Allerdings war es oft unmöglich, die Hochhebung der Norm zu
brechnen. Der Algorithmus zur Berechnung der Hochhebung hat nicht termi-
niert, wenn die in der Norm auftretenden Grade der Polynome in x2 oder
der Körpergrad [F2 : K(x2)] zu groß wurden.

4.6 Berechnung von Orthogonalen Korresponden-
zen

Für die Jacobische JX2 betrachten wir eine isogene Zerlegung in paarweise
nicht-isogene und einfache abelsche Varietäten Ai über K mit

JX2 ∼K
t∏

i=1

Arii (ri ≥ 1),

woraus dann, wie wir bereits wissen, die Isomorphie

End0
K(JX2) ∼=

t∏

i=1

End0
K(Arii )

folgt (s. (1.15) und (1.16)). Da wir nun die Korrespondenzen aus DL/F2
als

K-Endomorphismen von C0
F2K/K

auffassen, schreiben wir für Korrespondenz-

klasse [D]C einfach nurD mitD ∈ DL/F2
. Die MatrixalgebrenMri(End0

K(Ai))
sind jeweils einfach, da die Algebren End0

K(Ai) Schiefkörper sind (s. [Pie82,
Section 1.4, Lemma, p. 9]).
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Nach [Zar05, Remark 1.4, p. 192] können wir in End0
K(JX2) eine ortho-

gonale idempotente Zerlegung der Eins bestimmen, d.h. es gibt Elemente
Di ∈ End0

K(JX2), so dass D =
∑t

i=1Di mit D2
i = 1 und DiDj = δij gilt,

wobei mit δij das Kroneckersymbol gemeint ist. Mit Fi ∈ End0
K(Arii ) be-

zeichnen wir dann das Element DiF ∈ End0
K(Arii ). Damit ordnen wir jeder

abelschen Varietät Arii ein Endomorphismenpaar (Di, Fi) aus End0
K(Arii ) zu.

Im Allgemeinen entsprechen die Elemente Di und Fi keinen Korrespon-
denzen, jedoch ist leicht zu sehen, dass es jeweils ein ni ∈ N geeignet gibt,
so dass niDi und niFi sogar Endomorphismen sind und somit durch Korre-
spondenzen dargestellt werden können. Allerdings können wir dann nicht den
vollen Endomorphismenring von EndK(JX2) berechnen, sondern diesen nur
von R := EndJ(JX2)⊗Z[1/

∏
ni]. Die Berechnung von R erfolgt dann durch

die einzelnen Berechnungen der Endomorphismenringe EndK(Arii )⊗Z[1/ni]
mit dem jeweiligen Frobeniusendomorphismus niFi und Einselement niDi.

Algorithmus 6: Orthogonale Korrespondenzen

Input: 1.) Das charakteristische Polynom f =
∏r
i=1 g

ei
i ∈ Z[t] des Frobeni-

usendomorphismus
2.) Die Frobeniuskorrespondenz F

Output: Ein Tupel (D1, , ..., Dr) von orthogonalen Korrespondenzen

1.) (Initialisierung): Setze i := 1

2.) (Schleife über i) Berechne mittels chinesischen Restsatzes Elemente
di ∈ Q[t] mit di ≡ 0 mod gej

j für j 6= i und di ≡ 1 mod gej

j für j = i
und j = 1, ..., r.

3.) Berechne ni ∈ Z, so dass nidi in Z[t] normiert ist

4.) Berechne (nidi)(F ) =: niDi mit Hilfe von Algorithmus 1

5.) (Ende Schleife über i)

6.) Gib (niD1, ..., nrDr) zurück und terminiere.
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4.7 Die Berechnung des kommutativen Teils eines
Endomorphismenringes

Im Folgendem wollen wir den Endomorphismenring End0
K(JX2) der ele-

mentaren Jacobischen JX2 ∼K Ar berechnen, wobei A eine einfache abel-
sche Varietät über K ist (r ≥ 0). Um EndK(Ar) zu berechnen, bestim-
men wir zuerst das Zentrum der Q-Algebra EK = End0

K(Ar), d.h. also
Z(EK ) = Q[πK ], wenn πK den Frobenius von Ar bezeichnet. Ist fπ

K
= grmπ

K
,

so gilt F := Z(EK ) = Q(πK ), wobei gπ
K

das Minimalpolynom von πK ist.

Für eine abelsche Varietät Ar mit zugehöriger Endomorphismenalgebra
EK = End0

K(Ar) gehen wir nun in zwei Schritten vor, um EndK(Ar) zu
berechnen: Zuerst müssen wir eine Ordnung O in der Maximalordnung OF
so berechnen, dass EndK(Ar) ∩ F = O gilt und O maximal mit dieser Ei-
genschaft ist. Aus [Deu35, Satz 7, S. 71], folgt nämlich, dass OF und damit
auch O in jeder Maximalordnung von EK enthalten ist.

Wir wollen nun zuerst den Algorithmus zu Berechnung von O formulie-
ren. Dazu fassen wir die für uns wichtigsten Gegebenheiten und Definitionen
zusammen, wobei π := πK sein soll:

(1) Vorgegeben ist ein Zahlkörper F = Q(π) vom Grad [F : Q] = l, die
Gleichungsordnung Z[π] ⊆ O und die Maximalordung OF von F . Es gilt
also Z[π] ⊆ O ⊆ OF .

(2) Sei O(i) ⊆ OF (i ≥ 0) eine Teilordnung von OF mit O(i) ⊆ O. Dann gibt
es Basen ∆(i) := {δ(i)1 , ..., δ

(i)
n } von O(i) und Basen Ω(i) := {ω(i)

1 , ..., ω
(i)
n }

von OF , so dass δ(i)j = m
(i)
jj ω

(i)
j mit m(i)

jj ∈ Z>0 und

m
(i)
11 |m(i)

22 |...|m(i)
nn

gilt (j = 1, ..., n). Die Existenz einer solchen Basis folgt aus Lemma 1.6,
[Poh93, Lemma 1.1, p 34].

(3) Sei Λ(i) :=
∏n
j=1[−(m(i)

jj − 1)...(m(i)
jj − 1)]. Ein Element von Λ(i) bezeich-

nen wir mit λ(i), und mit 0 bezeichnen wir das Element (0, ..., 0) ∈ Λ(i).

Wir gehen nun folgendermaßen vor, um den vollen Endomorphismenring
zu berechnen: Wir gehen davon aus, dass wir einen Algorithmus A haben,
welcher bei Eingabe eines Elementes h(π) mit h ∈ Z[t] vom Grad ≤ l und
m ∈ Z≥2 bestimmen kann, ob h(π)/m ein Endomorphismus ist und gege-
benenfalls die zugehörige Korrespondenz berechnet. Ist α ∈ O, so besitzt α
eine Darstellung

α =
l∑

j=1

λjω
(i)
j =

n∑

j=1

λj

m
(i)
jj

δ
(i)
j =

∑n
j=1 λ

′
jδ

(i)
j

m
(i)
nn
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mit λj , λ′j ∈ Z. Aus δ(i)j ∈ O(i) folgt, dass ord([α])|m(i)
nn in O/O(i) gilt, wenn

[α] die Nebenklasse von α in O/O(i) bezeichnet. Nun durchläuft λ(i) nach-
einander alle Elemente aus Λ(i)\{0} und für jedes solche λ(i) = (λ(i)

1 , ..., λ
(i)
n )

bilden wir das Element α :=
∑
λ

(i)
j ω

(i)
j ∈ OF und testen mit dem gegebenen

Algorithmus A, ob α ∈ O gilt. Ist dies der Fall, so gibt der Algorithmus
A eine Korrespondenz B ∈ DL/F2

zurück, für welche [B]C dem Element α
entspricht. Dann berechnen wir O(i+1) := O(i)[α], Basen Ω(i) und ∆(i) wie
in (2) und Λ(i+1). Schließlich speichern wir das Tupel 〈α,B〉 in einer Liste
L und verfahren dann weiter wie oben. Am Ende gibt der Algorithmus die
Liste L aus, welche zusammen mit der Menge {D,F, ..., Fn−1} ein Erzeu-
gendensystem von O ist. Nun können wir unseren Algorithmus formulieren:

Algorithmus 7: Kommutativer Endomorphismenring

Input: 1.) Einen Zahlkörper F : Q mit [F : Q] = l und F = Q(π), die
Maximalordnung OF
2.) OL/F2

und das Geschlecht g von L/F2

3.) Die Frobeniuskorrespondenz F und EinheitskorrespondenzD von L/F2

Output: Den vollen Endomorphismenring EndK(JX2) = O ⊆ OF und die
Liste L

1.) (Initialisierung): Setze O(0) := Z[π], berechne Basen Ω(0) und ∆(0)

sowie m(0)
jj wie in (2). Setze i := 0 und L := ∅.

2.) Berechne Λ(i) wie in (3)

3.) (Schleife über Λ(i)) Für 0 6= λ(i) ∈ Λ(i) berechne

α =
l∑

j=1

λ
(i)
j ω

(i)
j =

l∑

j=1

λ
(i)
j

m
(i)
jj

δ
(i)
j =

∑l−1
j=0 µ

(i)
j π

j

m
(µ(i)
j ∈ Z)

4.) Rufe Algorithmus Approximation mit Parametern

(i) OL/F2
und g,

(ii) d = 1 und l,

(iii) {1, π, ..., πl−1},

(iv)
∑l−1

j=0 µ
(i)
j π

j ,

(v) {D,F, ..., F l−1},
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(vi) m

auf. Gibt der Algorithmus ein Tupel 〈B,α〉 mit B ∈ DL/F2
zurück, so

setze L←− L ∪ {〈B,α〉}, O(i+1) := O(i)[α] und i←− i+ 1.

5.) Teste dann, ob [OF : O(i)] = 1 ist. Wenn ja, gib L und OF zurück und
terminiere. Andernfalls berechne Ω(i),∆(i) undm(i)

jj wie in (2), Λ(i) wie
in (3) und gehe zu 3.)

6.) (Ende Schleife über Λ(i))

7.) Gib L und O(i) zurück und terminiere.

4.8 Berechnung eines nicht-kommutativen Endomor-
phismenringes

Sei nun End0
K(JX2) ∼= End0

K(Ar) = EK . Da das charakteristische Polynom
von fπ

K
von der Form fπ

K
= grmπ

K
ist, wissen wir nach [Tat66, Theorem

2, p. 140], dass EK
∼= Mr(D) eine zentral einfache F = Q(πK )-Algebra

ist mit n = Deg(EK ) = rm, wobei D = EndK(A) ein Schiefkörper und
m = Deg(D) = Ind(EK ) ist. Da D ebenfalls in S(F ) liegt, erhalten wir
das Zentrum von Mr(D), in dem wir F = Z(D) mittels Diagonalmatrizen
isomorph in End0

K(Ar) einbetten. Mit Satz 1.25 und Lemma 1.26 folgt nun,
dass EK einen strikt maximalen und zyklischen Teilkörper E/F vom Grad
n = [E : F ] = Deg(EK ) enthält. Damit bekommen wir eine Darstellung von
EK in der Form

(i) EK =
⊕

0≤j<n u
jE,

(ii) u−1du = σ(d) für alle d ∈ E und

(iii) un = a ∈ F×,

wobei G(E/F ) = 〈σ〉 und a ∈ F×/NE/F (E×) mit ord(a) = m ist (s. Lemma
1.27). Wir müssen also sowohl E als auch a finden, um eine Darstellung von
EK zu bekommen. Den Index m = kgV(mvj ) = Ind(EK ) bestimmen wir
mit Hilfe von Satz 1.30. Schließlich berechnen wir mit Hilfe eines geeigneten
Strahlklassenkörpers ein Körpererweiterung E/F , so dass E/F galoissch und
zyklisch ist und zuletzt ein Element a ∈ F× mit ord(aF×/NE/F (E×)) = m.
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Sei E = F (β) mit E =
∑n−1

i=0 Fβ
i. Wir können o.B.d.A. voraussetzen,

dass β und a ganz über Z sind mit σ(β) ∈ OF [β]. Somit erhalten wir einen
OF -Modul O vom Rang m2, erzeugt durch die Elemente

B := {ujβi | i, j = 0, ...,m− 1}. (4.16)

Mittels Induktion erhalten wir uiβuj = ui+jσj(β) für i, j ∈ {0, ...,m−1}.
Daraus und aus σ(β) ∈ OF [β] folgt dann für zwei Elemente β, α ∈ O mit
β =

∑
i u

iλi und α =
∑

j u
jµj (λi, µj ∈ OF [β]) dann β ·α, α·β ∈ O. Somit ist

O eine OF -Ordnung von EK . Insbesondere können wir aber auch O als eine
Ordnung vom vollen Rang [F : Q]m2 über Z auffassen. Damit ist die Z-Basis
von O auch eine Q-Basis von End0

K(Ar). Dies bedeutet insbesondere, dass für
jedes α ∈ End0

K(Ar) ein minimales n ∈ N existiert, so dass nα ∈ EndK(Ar)
gilt, denn EndK(Ar) ist ebenfalls eine Ordnung in End0

K(Ar).

Als Erstes berechnen wir mit Algorithmus 7 den kommutativen Teil O =
EndK(Ar) ∩ F des Endomorphismenrings. Gegebenenfalls ändern wir a mit
einem geeigneten Element n aus Z ∩ NE/F (E×) so ab, dass na ∈ O liegt,
bezeichnen aber na wieder mit a. Sei nun fβ =

∑
i bit

i ∈ Z[t] irreduzibel mit
fβ(β) = 0. Ziel ist es, Korrespondenzen B,U ∈ DL/F2

so zu bestimmen, dass
[fβ(B)]C = [0]C und [Un−A]C = [0]C gilt, wobei A eine Korrespondenz ist,
die dem Element a entspricht. Dazu berechnen wir zuerst die Klassengruppe
G := C0

F2/K
vom Grad Null. Ist etwa

GK
∼=

t∏

i=1

Z/pei
i Z

und B ∈ DF2/K , so induziert B einen Endomorphismus B : GK −→ GK ,
da per Definition B(GK ) ⊆ GK gilt. Wir können nun B auf GK durch
eine geeignete Matrix M ∈ Zt×t darstellen, wobei die Einträge der Spalten
zwischen 0 und pei

i sind und fβ(M) = 0 ist. Von solchen Matrizen, die wir
als Endomorphismen von GK auffassen, gibt es nur endlich viele und diese
wollen wir mit

M(B) := {M = (mij) ∈ Zt×t, M 6= 0 | 0 ≤ mij < p
ej

i und fβ(M) = 0},
(4.17)

bezeichnen. Nun berechnen wir für β den Wert

s = n2TrE
K
/Q(ββ?)

wie in (4.8) und S wie in (4.12). Bezeichnet Φ : P1
K −→ GK wieder die

Einbettung der Stellen vom Grad eins von F2/K in GK , so bestimmen wir
den Wert

TK
:= min

i

{ |{Φ(P1
K)}\ kerMi}|

}
. (4.18)
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Ist TK < S, so nehmen wir eine endliche geeignete ErweiterungK ′/K so vor,
dass dann S ≤ T

K′ ist, bezeichnen diese aber wieder mit K. Insbesondere
müssen wir eventuell noch durch geeignete Erweiterungen K ′/K sicherstel-
len, dass die Multiplikation mit b0, wobei b0 ∈ Z der konstante Koeffizient
von fβ ist, und A nicht auf G

K′ verschwinden. Wir setzen also voraus, dass
wir genügend Stellen vom Grad eins in P1

K haben um die Norm der den
Matrizen eventuell entsprechenden Korrespondenzen zu interpolieren. Mit
Hilfe der Matrizen Mi ∈ M(B) können wir nun alle in Frage kommenden
Endomorphismen φ ∈ EndK(Ar), d.h. diejenigen mit fβ(φ) = 0, eindeu-
tig beschreiben. Denn wir wissen, dass φ eine Korrespondenz in DF2/K ist
und somit einem Ideal A0 in OL/F2

entspricht, welches als Korrespondenz
aufgefasst φ induziert. Auf Grund unserer Voraussetzungen haben wir aber
genügend Stellen in P1

K , so dass die Norm NL/F2
(C(A)0) dann eindeutig be-

stimmt ist. Gibt es also einen solchen nicht-trivialen Endomorphismus φ in
EndK(Ar), so muss er sich eingeschränkt auf GK durch eine der Matrizen
Mi ∈ B(M) beschreiben lassen. Gibt es keinen, so wissen wir, dass einm ∈ N
mit mφ ∈ EndK(Ar) existieren muss, d.h. also, dass wir im erfolglosen Fall
ein minimales m ∈ N so bestimmen müssen, das mφ ein Endomorphismus
ist. Analog gehen wir vor, um ein U mit Un = A ∈ O zu bestimmen.

Die zu den so berechneten Korrespondenzen B und U dazugehörigen
Elemente von EK bezeichnen wir mit β bzw. mit u. Wir erhalten somit eine
Ordnung

D :=
n−1⊕

i=1

O[β]ui = 〈b1, ..., bn〉 ,

wobei b1, ..., bn ⊆ EndK(Ar) eine Z-Basis von D, aufgefasst als Z-Ordnung,
ist. Nun berechnen wir die Diskriminante d := disc(D) =

∏
i p
ei
i ∈ Z. Aus

[Mum70, Corollary 1, p. 178] wissen wir, dass EndK(Ar) eine endlich er-
zeugte Z-Ordnung ist. Deshalb kommen für einen eventuellen Aufstieg nur
die quadratischen Diskriminantenteiler von disc(D) in Frage. Wir berechnen
zuerst die endlich vielen Konjugationsklassen von Maximalordnungen und
dann die Diskriminante d̃ := discO1. Dabei merken wir an, dass sämtliche
Maximalordnungen von EK die selbe Diskriminante besitzen. Ist dann D eine
Maximalordnung, so muss d = d̃ gelten. Nun gilt mit [Deu35, Satz 6, S.70],
dass D ⊆ γOiγ−1 mit γ ∈ E×

K
und i ∈ {1, ..., t} geeignet ist. Daraus folgt,

dass D genau dann maximal ist, wenn d = d̃ gilt. In diesem Fall haben wir
bereits den vollen Endomorphismenring berechnet. Um zu testen, ob d = d̃
ist, benötigen wir außerdem nur eine Maximalordnung. Nun müssen wir al-
le Möglichkeiten eines eventuellen Aufstiegs, ähnlich wie im kommutativen
Fall, durchprobieren.

Algorithmus 8: Nicht-kommutativer Endomorphismenring
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Input: 1.) Das Zentrum F = Q(πK ) = Z(End0
K(Ar)) mit [F : Q] = l, OF

und fπ
K

2.) OL/F2
und das Geschlecht g von L/F2

3.) Die Frobeniuskorrespondenz F und EinheitskorrespondenzD von L/F2

Output: Der Endomorphismenring EndK(Ar)

1.) Bestimme mittels Algorithmus 7 den kommutativen Teilring O := F ∩
EndK(Ar

K
), d.h. Liste L = {〈Ai, αi〉 | i = 1, ..., l} mit Ai ∈ DL/F2

und
αi ∈ F .

2.) Berechne fπ
K

= gsπ
K

mit 2g = rmdeg gπ
K
, s = rm und gπ

K
irreduzi-

bel.

3.) Bestimme die endlich vielen Invarianten

invvj
(Fvj ⊗D) =

avj

mvj

(
ggT(avj ,mvj ) = 1

)

von EndK(Ar) ∼= Mr(D) wie in Satz 1.30 und setze m := kgV(mvj )
sowie r := s/m.

4.) Berechne zyklische GaloiserweiterungE/F mit [E : F ] = m, E = F (β)
und β ganz, so dass e(pj)f(pj) = mvj ist, wenn pj ⊆ OE Primideal zu
vj ist mit pj |p und [Evj

: Fvj ] = 2, wenn vj eine reelle Stelle von F ist.
(s. dazu Abschnitt 1.5)

5.) Berechne a ∈ O× mit ord(aNE/F (E×)) = m in F×/NE/F (E×) so,
dass u mit un = a die Bedingungen in Lemma 1.26 erfüllt. Bezeichne
mit A ∈ DL/F2

eine a entsprechende Korrespondenz.

6.) Bezeichne fβ =
∑

i bit
i ∈ Z[t] das Minimalpolynom von β in E. Be-

rechneK ′/K und G := C0
F2/K′ , so dass die Multiplikation mit b0 und A

auf G nicht verschwinden. Berechne dannM(B) wie in (4.17) und TK

wie in (4.18) und mache eventuell wieder eine geeignete Erweiterung
K ′′ von K ′ und setze K := K ′′.

7.) Berechne B und U durch jeweils Interpolation der Norm und Hochhe-
bung, und seien β bzw. u die B und U in EK entsprechenden Elemente.
Definiere

D :=
s2l⊕

i=1

O[β]ui

mit Z-Basis 〈b1, ..., bs2l〉 und berechne d := discD.
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8.) Berechne eine Maximalordnung O1 von EK , d̃ := discO1 und m :=
d/d̃ = a2b mit a, b ∈ Z und b quadratfrei.

9.) Ist m = 1, so gib {〈Bi, bi〉 | i = 1, ..., s2l} zurück, wobei Bi ∈ DL/F2

die dem Element bi ∈ EndK(Ar) entsprechende Korrespondenz ist.

10.) Anderenfalls berechne mit Algorithmus 5 den maximalen Aufstieg R
⊆ EndK(Ar) von D in EndK(Ar) für alle Teiler von a, d.h. also eine
Ordnung R := 〈c1, ..., cs2l〉, und gib {〈Ci, ci〉 | i = 1, ..., s2l} zurück,
wobei Ci ∈ DL/F2

die dem Element ci ∈ EndK(Ar) entsprechende
Korrespondenz ist.

4.9 Bemerkungen zu den Laufzeiten

Wir wollen in diesem Abschnitt noch einige Bemerkungen zu den Laufzeiten
der in diesem Kapitel vorgestellten Algorithmen machen. Dazu zählen wir
zunächst die wichtigsten Berechnungen auf.

(i) Die Berechnung der Klassengruppe vom Grad null von F2/K,

(ii) die Reduktion von Divisoren entlang eines Divisors vom Grad eins,

(iii) die Berechnung des L-Polynoms von F2/K,

(iv) die Bestimmung der Ordnung eines Elements aus C0
F2
,

(v) die Berechnung der Stellen vom Grad eins von F2/K,

(vi) die Berechnung des Kerns von Matrizen mit Einträgen aus Fq,

(vii) die Berechnung der Operation der Korrespondenzen auf C0
F2

mittels
Algorithmus 3,

(viii) die Berechnung einer Maximalordnung eines Zahlkörpers oder einer Al-
gebra

(ix) die Berechnung der Endomorphismenalgebra im nicht-kommutativen
Fall und

(x) die Berechnung einer Q-Basis der Endomorphismenalgebra im nicht-
kommutativen Fall.
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Sei Ln[u, v] = exp(v(logn)u(log logn)1−u) und g = gF2/K mit K = Fq
mit q = pn. Der Aufwand für die Arithmetik in der Klassengruppe vom Grad
null eines Funktionenkörpers F2/K ist bei geeigneter Darstellung von F2/K
polynomiell in g log q. Die Laufzeit zur Berechnung der Klassengruppe CF2

sowie zur Reduktion verhält sich für festes q und g →∞ nach [Hes99] unter
bestimmten Annahmen wie Lqg

(
1
2 , c

)
mit einer Konstanten c ∈ R≥0. Für

festes g und q → ∞ hat nach [Coh93] das Berechnen der Klassengruppe
den Aufwand O(q

g
2 ). Die Berechnung des L-Polynoms von F2/K ist nach

[Lau02] polynomiell in p2d4n2, wobei d den Totalgrad des definierenden Po-
lynoms von F2/K bezeichnet. Der Aufwand zur Bestimmung der Ordnung
eines Elementes von C0

F2
ist im Wesentlichen durch die Arithmetik in CF2/K

bestimmt. Der Aufwand für die Berechnung von Stellen vom Grad eins lässt
sich auf den Aufwand zum Faktorisieren von univariaten Polynomen über
endlichen Körpern zurückführen, siehe dazu Abschnitt 3.4. Dasselbe gilt für
den Aufwand zur Berechnung der Operation der Korrespondenzen auf C0

F2

mittels Algorithmus 3. Der Aufwand für die Berechnung des Kerns einer
Matrix M ∈ Fn×mq ist O(nm2), wie wir aus [Coh93] entnehmen können.
Die Komplexität für die Berechnung von Maximalordnungen in Zahlkörpern
oder Algebren wird im Wesentlichen von der Faktorisierung der Diskrimi-
nante beeinflusst, siehe dazu [Fri00] und [Poh93].

Für die Berechnung der zyklischen Erweiterung in Korollar 1.31 gibt es in
der Literatur keine Aufwandsabschätzung. Im wesentlichen müssen wir die
Maximalordung des Zentrums F = Z(EK) der vorgegebenen Algebra EK
berechnen, dann Strahlklassengruppen, deren Strahlklassenkörper und von
diesen den Führer berechnen. Der Grad von F/Q ist nach oben durch das Ge-
schlecht g beschränkt. Zudem kommt nocht die Berechnung der Normgruppe
F×/NE/F (E×), welche isomorph zu G(E/F ) ist nach dem Artinschen Rezi-
prozitätsgesetz (s. [Pie82, Chapter 18, Section 7, p. 362]).

Die Berechnung einer Q-Basis der Endomorphismenalgebra im nicht-
kommutativen Fall hätte im schlimmsten Fall exponentiellen Aufwand, da
dann alle in Frage kommenden Matrizen, welche einen Endomorphismus von
C0
F2

darstellen könnten, getestet werden müssten.

4.10 Vergleich mit anderen Verfahren

Wir wollen das in dieser Arbeit entwickelte Verfahren zur Brechnung des En-
domorphismenringes EndFq(JX2) vergleichen mit denen, die in [Fre07] und
[Koh96] angegeben werden. In [Fre07] geht es um die Bestimmung des vollen
Endomorphismenringes von Kurven X2/Fp vom Geschlecht zwei mit pro-
babilistischen Methoden. Dabei wird noch vorausgesetzt, dass die Jacobi-
sche JX2 der Kurve über Fp einfach ist. In diesem Fall wissen wir, dass der
Endomorphismenring in einem CM-Körper F/Q mit [F : Q] = 4 enthal-
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ten ist. Bezeichnet Z[π] die vom Frobenius von EndFp(JX2) erzeugte Glei-
chungsordnung, so sind es die Primteiler l des Index [OF : Z[π]], die als
Nenner in einem Endomorphismus von der Form α = f(π)/ld /∈ Z[π] mit
f ∈ Z[x] vom Grad deg f ≤ 3 vorkommen können, wobei hier l 6= p sein
muss. In [Fre07] wird gezeigt, dass solch ein Endomorphismus genau dann
existiert, wenn f(π) auf der ld-Torsionsuntergruppe JX2 [l

d] der Jacobischen
JX2 verschwindet. Das bedeutet, dass wir in einer geeigneten Erweiterung
k′ := Fpn von k := Fp so, dass JX2 [l

d] ⊆ JX2(k
′) ist, testen, ob φ(p) = 0

für alle p ∈ JX2 [l
d] gilt. Der Aufwand für solch einen Test wird dort mit

O(n3 logn(log3 p)ls−4d(− log ε)) angegeben, wobei ε ∈ (0, 1) und s ∈ Z≥0

der maximale Exponent mit lsm = #JX2(k
′) ist. Der Test ist dann mit der

Wahrscheinlichkeit 1− ε erfolgreich. Die Schwierigkeit hier ist also vor allem
die Berechnung eines minimalen n, so dass JX2 [l

d] ⊆ JX2(Fpn) gilt, was bei
grossen Indexteilern l erwartungsgemäß sehr aufwendig ist.

In dem in dieser Arbeit vorgstellten Verfahren zur Berechnung des En-
domorphismenrings im kommutativen Fall ist ein großes l mit α = f(π)/l
von Vorteil, weil dadurch der Ausdruck TrF/Q(αα?)/l2 wie in (4.8) mini-
miert wird. Bezeichne C(A) ∈ DL/F2

die eindeutige Korrespondenz zur dem
Element α entsprechenden Korrespondenzklasse, wobei hier der Funktionen-
körper K(X2) = F2 von der Form F2 = Fp(x2, y2) ist. Mit der positiven
ganzen Zahl s := TrF/Q(αα?)/l2 können wir die in der Norm der Korrespon-
denz C(A) vorkommenden Grade der Polyome in x2 nach oben beschränken.
Ist s klein, so benötigen wir wenig Stellen zur Interpolation der Norm von
C(A). Allerdings müssen die Punkte der Klassengruppe vom Grad null von
der Form p−p∞ ∈ C0

F2
mit deg p = 1 eine zu l teilerfremde Ordnung besitzen,

wodurch eventuell eine geeignete Erweiterung Fpn betrachtet werden muss,
so dass in der Jacobischen JX2(Fpn) genügend Punkte vorkommen.

Bezeichne S die benötigte Anzahl der Stellen vom Grad eins. Im Fall, dass
l - hF2k′/k und für die Anzahl N der Stellen vom Grad eins nach der Hasse-
Weil Schranke ([Sti93, Theorem V.2.3., p. 170]) noch N ≥ −2g

√
q+q−1 ≥ S

mit q = pn gilt, ist der Aufwand im Wesentlichen nur durch die Reduktion
bestimmt. Im kommutativen Fall hat der Algorithmus dann, abgesehen von
der Berechnung der Maximalordnung und des L-Polynoms, einen Aufwand
von O(qg/2 +Sg+1)+poly(p2d4n2)+poly(g log q), wobei poly(r) polynomiell
in r im Aufwand bedeuten soll.

In [Koh96] wird ein Verfahren vorgestellt, um den Endomorphismenring
einer elliptischen Kurve X2/Fq zu berechnen. Vom Prinzip her ist die Vorge-
hensweise ähnli ch wie oben, da auch hier versucht wird mittels Indexteiler
von [OF : Z[π]] einen eventuellen Aufstieg der Gleichungsordnung Z[π] zu be-
rechnen. Hier ist F/Q eine imaginär-quadratische Erweiterung. Im kommuta-
tiven Fall werden dabei geeignete Isogenien konstruiert, welche isogene ellip-
tische Kurven als Bild und Urbild mit demselben Endomorphismenring und
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Frobeniusendomorphismus besitzen. Die Isogenien werden nach bestimmten
Vorschriften solange konstruiert, bis kein Aufstieg des Endomorphismenrings
mehr möglich ist. Der wesentliche Aufwand ist hier das Faktorisieren von an
einer Variable ausgewerteten Modulpolynomen, d.h. das Faktorisieren von
Polynomen über endlichen Körpern. Insgesamt ist dieser unter gewissen Vor-
aussetzungen in O(q1/3+ε) für beliebiges ε > 0. Allerdings bereitet hier die
Berechnung des l-ten Modulpolynomes bei großer Primzahl l Probleme, da
die Koeffizienten sehr groß werden. Im Falle, dass das Geschlecht der Kurve
X2/Fq eins und F2 wie oben ist, lassen sich alle Elemente p− p∞ ∈ C0

F2
mit

einem Primdivisor p ∈ DF2/Fq
vom Grad deg p = 1 darstellen. Damit ste-

hen uns wesentlich mehr Punkte zur Interpolation der Norm der gesuchten
Korrespondenz zur Verfügung. Ansonsten verhält sich der Aufwand wie im
obigen Fall beschrieben.

Im nicht-kommutativen Fall wird in [Koh96] ein Algorithmus vorgestellt,
mit dem es möglich ist, eine Q-Basis der Endomorphismenalgebra, bestehend
aus Endomorphismen, zu berechnen. Anschließend wird gezeigt, dass unter
bestimmten Voraussetzungen die von der Q-Basis erzeugte Ordnung in der
Endomorphismenalgebra bereits der gesuchte Endomorphismenring ist. Der
Aufwand zur Berechnung dieser Q-Basis wird in [Koh96] mit O(p2/3+ε) an-
gebeben, wobei ε > 0 ist. Bei dem in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmus
zur Berechnung des Endomorphismenrings im nicht-kommutativen Fall ist
der Aufwand zur Berechnung einer Q-Basis im schlimmsten Fall exponenti-
ell, wie bereits erwähnt. Haben wir aber eine Q-Basis berechnet, so können
wir mit unserem Algorithmus den vollen Endomorphismenring berechnen.

Das in [Koh96] vorgestellte Verfahren lässt sich nur mit großem Aufwand
auf ein höheres Geschlecht übertragen, da hierfür die Verallgemeinerung der
j-Invariante nötig ist. Der in dieser Arbeit vorgestellte Algorithmus ist auf
beliebige Kurven mit beliebigem Geschlecht anwendbar.



Kapitel 5

Beispiele

In diesem Kapitel wollen wir Beispiele angeben, um zu zeigen, wie die im
vorherigen Kapitel entwickelten Algorithmen angewendet werden. Es gel-
ten die Voraussetzungen und Bezeichnungen der vorangegangenen Kapitel.
Wir betrachten Funktionenkörper F/K über einem endlichen Konstanten-
körper K = Fq sowie deren zugehörigen projektiven Abschluss Xi/K der
affinen Kurven C(Fi/K) = Ci/K. Ein Ideal in OL/F2

bzw. OFi/K schreiben
wir als F2[x1]- bzw. K[xj ]-Modul mit jeweils einer F2[x1]- bzw. K[xj ]-Basis
(j = 1, 2). Punkte von affinen Kurven C/K mit definierendem Polynom
f(x, y) ∈ K(x)[y] schreiben wir in der Form (α, β) ∈ K2 mit f(α, β) = 0.
Für eine Korrespondenz A ∈ DL/F2

bezeichnen wir den auf C0
F2K

induzierten
Endomorphismus wieder mit A. Mit P1

K bezeichnen wir wieder die Stellen
vom Grad eins in F2/K. Alle hier vorkommenden Funktionenkörper sind se-
parabel. Der Polstellendivisor des Hauptdivisors (x) des Funktionenkörpers
F ist stets total verzweigt und damit vom Grad eins. Somit wissen wir zu-
dem, dass die Funktionenkörper F/K regulär sind. Mit Hilfe von Lemma 4.2
können wir leicht zeigen, dass in den Fällen, in denen das Geschlecht eins
ist, die vollen Endomorphismenringe berechnet wurden. Dies gilt auch in den
Fällen, in denen das Geschlecht drei ist. Im Beispiel für das Geschlecht zwei
läßt sich dann ebenfalls zeigen, dass der nicht-kommutative Endomorphis-
menring der Endomorphismenring über dem algebraischen Abschluss ist.

5.1 Geschlecht g = 1

5.1.1 Ein Analogon zu Vélu

In diesem Abschnitt wollen wir uns zusätzlich an [Sil86] halten, sofern die
dortige Notation mit unserer verträglich ist. Wir beginnen bei Geschlecht
gF/K = 1. Die Darstellung von Endomorphismen der Jacobischen einer el-
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liptischen Kurve als Isogenien war schon Vélu bekannt, siehe [Vél71]. Wir
werden sehen, dass die entlang dem Divisor P∞,1 maximal reduzierten Prim-
divisoren P ∈ PL/F2

der Darstellung von Vélu entsprechen. Die meisten der
hier im elliptischen Fall gemachten Berechnungen sind schon bekannt mittels
Isogenien. Allerdings eignet sich der elliptsiche Fall besonders gut, um die
grundlegenden Eigenschaften der Korrespondenzen aufzuzeigen.

Mit Lemma 4.3 wissen wir, dass in jeder Korrespondenzklassse [A]C 6=
[0]C mit A ∈ DL/F2

ein eindeutiger effektiver Divisor C(A) vom Grad g = 1
liegt. Das heißt insbesondere, dass C(A) eine Primkorrespondenz ist. Da die
Endomorphismen von EndK′(JX2) mit [K ′ : K] ≤ n eindeutig den Kor-
respondenzklassen von L/F2K

′ entsprechen, können wir uns also im Falle
nicht-trivialer Endomorphismen auf effektive Divisoren vom Grad eins be-
schränken, welche nicht konstant sind. Nun gilt folgendes Lemma:

Lemma 5.1. Sei A ∈ DL/F2
mit [A]C 6= [0]C , C(A) = P ∈ PL/F2

und
degL/F2

(P ) = 1. Ferner sei p ∈ P1
K . Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) P (p) = p∞,

(ii) P (p− p∞) = 0, d.h. also p− p∞ ∈ kerP und

(iii) P ist nicht p-regulär.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt P (p∞) = p∞, d.h. also P (p) = p∞ ⇐⇒
P (p − p∞) = 0. Das zeigt (i) ⇐⇒ (ii). Die Äquivalenz (iii) ⇔ (i) folgt aus
Satz 4.6 und Korollar 2.17: Denn wenn P regulär bezüglich p ist, so folgt
P (p) = P

p nach Korollar 2.17, und per Definition ist dann P (p) 6= p∞. Gilt
andererseits P (p) 6= p∞, so wissen wir mit Satz 4.6, dass P regulär bezüglich
p ist und P p = P (p) 6= p∞ gilt.

Um festzustellen, ob P für ein p ∈ PF2/K nicht p-regulär ist, benutzen
wir das folgende Lemma:

Lemma 5.2. Sei [L : F2(x1)] = 2, P ∈ PL/F2
nicht konstant vom Grad

degL/F2
P = 1 und B0 ⊆ P0 ⊆ OL/F2

eine F2[x1]−Basis von P0, so dass die
Übergangsmatrix M ∈ F2[x1]2×2 mit ΩM = B0 in zeilenreduzierter Hermite-
Normalform mit normierten Diagonalelementen ist. Ferner sei p ∈ PF2/K

vom Grad eins. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) P ist p-regulär,

(ii) B0 ist p-regulär,

(iii) detM ∈ Op[x1].
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Beweis. Sei P regulär bezüglich p. Dann gibt es insbesondere eine p-ganze
Basis B0,Ω von P0 und eine ÜbergangsmatrixN ∈ F2[x1]n×n mitNΩ = B0,Ω,
so dass f := detN ∈ Op[x1] normiert ist. Nach Voraussetzung ist auch
g := detM ein normiertes Polynom in Op[x1], und somit gilt f = g. Sei nun
Ω := {1, ω1} und B0 = {f0, f1 + f2ω1} mit fi ∈ F2[x1] (i = 0, 1, 2). Nach
Voraussetzung sind f0 und f2 normierte Polynome in Op[x1], da M von der
Form

M =
(
f0 f1

0 f2

)

ist. Aus degL/F2
P = 1 folgt, dass f irreduzibel in F2[x1] ist, und somit

erhalten wir f0 = f und f2 = 1 mit deg f0 = 1.

Ist nun f1 = 0, so ist B0 regulär bezüglich p, da die Elemente von Ω ⊆ F1

immer p-ganz sind. Ansonsten ist f1 6= 0 mod f0 mit deg f1 < deg f0, also
f1 ∈ F2. Genauso können wir voraussetzen, dass ω1 /∈ P0 ist. Das bedeutet
aber, dass πP (ω1) Nullstelle des normierten Polynomes F (T ) := T−πP (f1) ∈
F2[T ] ist. Da nach Voraussetzung ω1 ganz bezüglich p ist, muss πP (f1) in
Op liegen, d.h. also f1 ist p-ganz. Damit ist B0 ganz bezüglich p und somit
p-regulär, d.h. wir haben (i)⇒ (ii) und (iii)⇒ (ii) gezeigt. Die Richtung (ii)
⇒ (i) ist trivial, ebenso (ii) ⇒ (iii).

5.1.2 Der kommutative Fall

Die zu den Funktionenkörpern Fi vom Geschlecht eins dazugehörigen affinen
Kurven Ei seien durch

Ei : y2
i + a1xiyi + a3yi = x3

i + a2x
2
i + a4xi + a6

(ai ∈ K, i = 1, 2) in Weierstraßnormalform gegeben. Wären die Ei singulär,
so würden wir wie in Kapitel 4 die Normalisierungen der projektiven Ab-
schlüsse der Kurven Ei betrachten. Der Einfachheit halber aber nehmen wir
an, dass die Ei nicht-singulär sind. Ist der endliche Teil von C(A) durch

C(A)0 = 〈x1 − f, y2 − g〉 (f, g ∈ F2)

gegeben, so definieren wir mittels

φ : E2 −→ E2, [α : β : 1] 7−→ [f(α, β) : g(α, β) : 1] (5.1)

einen Morphismus auf E2. Umgekehrt ist durch einen Morphismus φ, welcher
durch (5.1) gegeben ist, eine Korrespondenz aus DL/F2

definiert. Denn ist
C(A) regulär bezüglich p mit p0 = 〈x2−α, y2−β〉, so erhalten wir C(A)(p) =
C(A)

p
mit Korollar 2.17, was [f(α, β) : g(α, β) : 1] = φ(p) entspricht und ist

P nicht p-regulär, so ist C(A)(p) = p∞, d.h [0 : 1 : 0] = φ(p).

Da wir hier [Fi : K(xi)] = 2 haben, greift also Lemma 5.2. Insbesondere
wissen wir, dass p∞ genau dann auf p∞ abgebildet wird, wenn detM mit M
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wie in Lemma 5.1 nicht p∞-ganz ist, was gleichbedeutend ist, dass [0 : 1 : 0]
auf [0 : 1 : 0] abgebildet wird. Dies bedeutet wiederum, dass wir aus einer
nicht-konstanten Primkorrespondenz C(A) für A ∈ DL/F2

dann eine Isogenie
φ : E2 −→ E2 erhalten, wenn C(A) nicht p∞-regulär ist, oder, was mit
Lemma 5.1 gleichbedeutend ist, dass C(A)(p∞) = p∞ gilt. Letzteres gilt
aber per Definition von C(A).

Sei nun q = 5, d.h. alsoK = F5, und f1(x1, y1) = y2
1−(x3

1+x1) ∈ K[x1, y1]
und f2(x2, y2) = y2

2 − (x3
2 + x2) ∈ K[x2, y2]. Für die Ganzheitsbasis von

OL/F2
wählen wir Ω := {1, y1}. Mit C2/K = E : y2

2 = x3
2 + x2 bezeichnen

wir die zu F2 dazugehörige affine Kurve. Mittels des L-Polynoms von F2

berechnen wir das charakteristische Polynom fπK (t) = t2 − 2t + 5 = (t −
(1 + 2i))(t − (1 − 2i)) ∈ Z[i][t] des Frobenius πK von EndK(JX2) mit i2 =
−1. Für die bessere Lesbarkeit wollen wir X := x1, Y := y1 und x := x2

und y := y2 setzen. Die Frobenius-Korrespondenz von L/F2 lässt sich dann
in der endlichen Maximalordnung OL/F2

als F2[x1]-Modul mit den beiden
Basiselementen

F =
〈
X − x5, Y − y5

〉

beschreiben. Der Endomorphismenring EndK(JX2) ist eine Ordnung in der
Maximalordnung von Q(πK ), da fπ

K
(t) irreduzibel und JX2 über K einfach

ist. Für die Korrespondenz F ist dann fπK (t) das charakteristische Polynom.
Die Korrespondenzklasse [A]C mit A := F − D entspricht dem Element
±2i. Dies können wir testen, indem wir das Produkt B := A · A mittels
Algorithmus 1 berechnen und überprüfen, ob [B]C = [−4D]C gilt. Dazu
berechnen wir C(A)0 =

〈
X − (x4+3x2+1)

x3+x
, Y − y(4x6+1)

x6+2x4+x2

〉
(5.2)

und mit h1(x) := (x4+3x2+1)
x3+x

∈ K(x) und h2(x, y) := y(4x6+1)
x6+2x4+x2 ∈ K(x)[y]

erhalten wir dann C(B)0 = 〈X − h1(h1(x)), Y − h2(h1(x), h2(x, y))〉 =
〈
X − x16+3x12+3x8+3x4+1

x15+x13+3x9+3x7+x3+x
,

Y − y x24+3x22+x20+4x18+4x16+3x14+4x12+3x10+4x8+4x6+x4+3x2+1
x24+2x22+x20+2x18+4x16+2x14+3x12+x10+3x8+4x6+3x4+4x2

〉
.

Für die Multiplikation mit 4, d.h. der Korrespondenz 4D, berechnen wir
C(4D)0 =

〈
X − x16+3x12+3x8+3x4+1

x15+x13+3x9+3x7+x3+x
,

Y + y x
24+3x22+x20+4x18+4x16+3x14+4x12+3x10+4x8+4x6+x4+3x2+1
x24+2x22+x20+2x18+4x16+2x14+3x12+x10+3x8+4x6+3x4+4x2

〉
,

und aus
C(4D) + C(B) =

(
X − x16+3x12+3x8+3x4+1

x15+x13+3x9+3x7+x3+x

)
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sehen wir, dass C(4D) + C(B) ein Hauptdivisor ist. Daraus folgt mit Satz
2.3, dass [4D]C + [B]C = [0]C ist, wenn wir die ganze Situation in L/F2K
betrachten. Es sei hier noch nebenbei bemerkt, dass wir die Darstellung der
Multiplikation mit n mittels Divisionspolynomen einfach dadurch erhalten,
in dem wir den Divisor nD entlang P∞,1 maximal reduzieren. Dies gilt auch
im Falle g ≥ 2.

Wir können nun in (5.2) den Kern von C(A) direkt ablesen: Für die Norm
berechnen wir

f := NL/F2
(C(A)0) = X − (x4+3x2+1)

x3+x
,

und da Y ganz über X ist, reicht es nach Lemma 5.2, diejenigen p ∈ P1
K

zu bestimmen, für die f nicht p-ganz ist. Sind p10
:= 〈x, y〉, p20

:= 〈x +
2, y〉 und p30

:= 〈x + 3, y〉 die zu den Punkten (0, 0), (3, 0) und (2, 0) ∈
K2 dazugehörigen Primideale in OF2/K , so bilden die dazugehörigen Punkte
Pi := pi−p∞ ∈ C0

F2
(i = 1, 2, 3) zusammen mit 0 ∈ C0

F2
die 2-Torsionsgruppe

in CF2/K , welche isomorph zu Z/2Z×Z/2Z ist. Aus x3 +x = x(x+2)(x+3)
ersehen wir, dass C(A) für genau die Primdivisoren p1, p2, p3 und p∞ nicht
ganz ist. Es gilt also kerA = {0,P1,P2,P3}. Der endliche Teil des Rosati A?

von A ist ein Primideal

A?0 =
〈
X4 − xX3 − 2X2 − xX − 4, (5.3)

Y − y
(

X3

x3+x
+ 3X2

x2+1
+ 4X

x3+1
+ 1

x2+1

)〉
(5.4)

mit degL/F2
C(A)? = 4 = | kerA|. Wie bereits erwähnt, können wir die

Primkorrespondenzen P ∈ PL/F2
mit P0 = 〈X−f, Y −g〉 und f, g ∈ F2 auch

als Isogenien

φ : C2(K) −→ C2(K), (x, y) 7−→ (f(x, y), g(x, y))

mit f, g ∈ F2/K interpretieren und umgekehrt. Der Grad einer Isogenie
φ : (x, y) 7−→ (f(x, y), g(x, y)) ist dann der Grad des Rosati P ?, wenn P0 =
〈X − f, Y − g〉 ist. Mit Blick auf (4.2) heißt das deg φ = [FP : F ∗1 ].

Offensichtlich haben 2D und A denselben Kern. Für C(2D) erhalten wir

C(2D)0 =
〈
X − (4x4+2x2+4)

x3+x
, Y − y(2x6+3)

x6+2x4+x2

〉
, (5.5)

und setzen wir A := 1 und B := 0, so erhalten wir für die Divisionspolynome
(s. [Sil86, p. 105])

1. ψ0 = 0, ψ1 = 1, ψ2 = 2y, ψ3 = 3x4 + 6x2 − 1, ψ4 = 4y(x6 + 5x4 −
5x2 − 1),

2. φ2 = x(2y)2 − ψ3ψ1 = x(2y)2 − (3x4 + 6x2 − 1) und

3. ω2 = ψ4ψ2
1−ψ0ψ2

3
4y = x6 + 4.
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Damit lässt sich die Multiplikation mit 2, als Isogenie geschrieben [2] :
C2/K −→ C2/K, wie folgt darstellen:

[2]P =
(
φ2(P )
ψ2(P )2

, ω2(P )
ψ2(P )3

)
, (P ∈ K2) (5.6)

wobei hier
φ2

ψ2
2 = 4x4+2x2+4

x3+x
und ω2

ψ2
3 = y(2x6+3)

x6+2x4+x2

ist, d.h. also aus (5.5) wird dann

C(2D)0 =
〈
X − φ2

ψ2
2 , Y − ω2

ψ2
3

〉
.

Betrachten wir nun C(2D) als Endomorphismus von C0
F ′2
, und ist Q ∈ C0

F ′2
kein 2-Torsionspunkt, so können wir den Restidealsatz anwenden, um das
Bild C(2D)(Q) zu berechnen. Dazu betrachten wir K ′/K mit [K ′ : K] =
2, K ′ = K(α) und Minimalpolynom t2 + 4t + 2 ∈ F5[t] von α sowie den
Primdivisor p ∈ DF2K′/K′ und das Ideal p0 := 〈x− α, y − α21〉 ⊆ OF2K′/K′ .
Das Element P := p − p′∞ ∈ C0

F2K′/K′ mit p′∞ := ConF2K′/F2
(p∞) besitzt

Ordnung 8. Ferner lässt sich die Klassengruppe C0
F2K′/K′ berechnen:

C0
F2K′/K′

∼= Z/4Z× Z/8Z.
Da P /∈ kerC(2D) ist, ist C(2D) mit Lemma 5.1 p-regulär. Das bedeutet
C(2D)(p) = C(2D)

p
=

〈
X − (4α4+2α2+4)

α3+α
, Y − α21(2α6+3)

α6+2α4+α2

〉
= 〈x− 1, y − α15〉 =: q0,

d.h. also nach Voraussetzung an C(2D) erhalten wir C(2D)(Q) = q − p′∞,
ein Element der Ordnung vier. Insbesondere entspricht die Anwendung des
Restidealsatzes auf eine Korrespondenz P vom Grad eins und einem Punkt
P dann dem Bild von P unter der P entsprechenden Isogenie.

Wir betrachten nun noch den Fall der Multiplikation mit p = charK. Der
Isogenie [p] = [5], also die Multiplikation mit 5, entspricht die Korrespondenz
C(5D) mit C(5D)0 =

〈
X − (4x25+x15+x5)

x20+x10+4
,

Y − y(2x36+4x34+2x32+2x26+4x24+2x22+3x16+x14+3x12+4x6+3x4+4x2)
x30+4x20+2x10+2

〉

mit x20 + x10 + 4 = (x2 + 3)10. Daraus können wir wiederum ablesen, dass
| ker[5]| = 5 ist.

Mit Hilfe von Algorithmus 7 berechnen wir nun den vollen Endomorphis-
menring EndK(JX2) = Z[i]. Die dem Element i entsprechende Korrespon-
denzklasse ist die Klasse [B]C mit

C(B)0 = 〈X − 4x, Y − 2y〉 .
Wir wollen hier nicht auf die Details der Berechnungen eingehen, da wir das
in den anderen Fällen, in denen g ≥ 2 ist, bereits tun werden.



5.1. GESCHLECHT G = 1 123

5.1.3 Das charakteristische Polynom

Im elliptischen Fall lässt sich das charakteristische Polynom eines Endomor-
phismus direkt berechnen: Ist P eine nicht-konstante Primkorrespondenz
vom Grad eins, so gilt P ?P (p) = (degL/F2

P ?)p für alle p ∈ P1
K , wie man

recht schnell mit Hilfe von (4.2) sehen kann. Denn P ?P (p) ist nichts Anderes
als

ConFP /F
∗
1
(NFP /F

∗
1
(p)) = [FP : F ∗1 ]p = (degL/F2

P ?)p.

Aus

(P +D)(P +D)? = (P +D)(P ? +D) = PP ? + P + P ? +D

erhalten wir

[P + P ?]C = [C(P +D)C(P +D)? − PP ? −D]C ,

d.h. mit a0 := degL/F2
P ? und a1 := degL/F2

C(P + D)? − degL/F2
P ? − 1

erhalten wir als charakteristisches Polynom fP (t) := t2−a1t+a0 von P mit
[P 2−a1P+a0D] = [0]C . Für die Korrespondenz A erhalten wir C(A+D)?0 =

〈
X5 − x5, Y − yX4

x2+1
− yX3

x3+x
− 3yX2

x2+1
+ 3y

x2+1

〉

und degL/F2
C(A + D)? = 5. Daraus berechnen wir mit (5.3) nun a0 = 4

und a1 = 5 − 4 − 1 = 0. Für das charakteristische Polynom von A erhalten
wir damit fA(t) = t2 + 4, [A]C entspricht also ±2i, was wir bereits festge-
stellt haben. Des Weiteren sehen wir, dass [AA?]C = [NQ(π

K
)/Q(α)D]C gilt,

wenn α ∈ OQ(π
K

) das der Korresponenzklasse [A]C ∈ DL/F2
entsprechende

algebraische Element ist.

Es gibt aber noch eine weitere Möglichkeit, das charakteristische Polynom
zu bestimmen: Ist A ∈ DL/F2

und α ∈ OF das der Korrespondenzklasse [A]C
entsprechende algebraische Element, so gilt α = (z0 + z1πK )/n mit n ∈ N
geeignet und z0, z1 ∈ Z. Nach [Sil86, Corollary 6.3, p. 88] ist durch

〈 , 〉 : End(E)× End(E) −→ Z,

〈φ, ψ〉 7−→ deg(φ+ ψ)− deg φ− degψ

eine positiv definite Bilinearform auf dem Produkt End(E) × End(E) von
Isogenien gegeben. Mit Korrespondenzen ausgedrückt bedeutet das:

〈 , 〉 : DL/F2
×DL/F2

−→ Z,

〈B1, B2〉 7−→ degL/F2
C(B1 +B2)? − degL/F2

C(B1)? − degL/F2
C(B2)?.
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Nun berechnen wir für unsere anfangs gewählte Korrespondenz A die Werte
〈A,D〉 = z0

n 〈D,D〉 + z1
n 〈F,D〉 = 5 − 4 − 1 = 0 und 〈A,F 〉 = z0

n 〈D,F 〉 +
z1
n 〈F, F 〉 = 17 − 4 − 5 = 8 und weiter 〈D,D〉 = 4 − 1 − 1 = 2, 〈F, F 〉 =
20 − 5 − 5 = 10 und 〈D,F 〉 = 8 − 1 − 5 = 2. Um nun x1 := z1/n und
x2 := z0/n zu berechnen, lösen wir das Gleichungssystem

(
2 2
2 10

)(
x1

x2

)
=

(
0
8

)

und erhalten x1 = −1, x2 = 1. Dies bedeutet also A = F − D, was wir ja
bereits schon festgestellt haben.

5.1.4 Verschiedene Darstellungen der Korrespondenzen

Die Tatsache, dass z.B. kerC(A) = {0, Q1, Q2, Q3} ist, können wir auch
mit Hilfe des Restidealsatzes direkt nachrechnen, wenn wir eine Darstellung
von C(A)0 in OL/F2,∞ benutzen. Wir setzen Z := 1

X und V := Y
X2 und

betrachten den F2-Isomorphismus

µ : L/F2 −→ L/F2, (X,Y ) 7−→ ( 1
Z ,

V
Z2 ),

welcher auf F1 eingschränkt einen K-Isomorphismus µ̂ := µ|F1
von F1 nach

F1 mit V 2−(Z3+Z) = 0 induziert. Die Maximalordnung OL/F2,∞ besitzt als
K[ 1

X ]-Modul die Ganzheitsbasis Ωi := {1, Y
X2 }, und für OL/F2

ist Ω = {1, Y }
eine Ganzheitsbasis. Nun vermittelt µ einen Isomorphismus zwischen den
nicht-konstanten Idealen von OL/F2

und OL/F2,∞ , da ein Primdivisor von
L/F2 genau dann in beiden Ringen eine Darstellung als Primideal besitzt,
wenn dieser weder ein Pol- noch Nullstellendivisor von X ist. Die Pol- und
Nullstellen von X ∈ L/F2 sind aber allesamt konstante Divisoren.

Wir wollen nun C(A)0 als Ideal in OL/F2,∞ darstellen. Wir setzen noch

(i) f1(x) := x4 + 3x2 + 1,

(ii) g1(x) := x3 + x,

(iii) f2 := (4x6 + 1) und

(iv) g2(x) := x6 + 2x4 + x2,

wobei die f1, g1, f2, g2 ∈ F5[x] sind. Für C(A)0 hatten wir C(A)0 =
〈
X − f1

g1
, Y − yf2

g2

〉
=

〈
X − (x4+3x2+1)

x3+x
, Y − y(4x6+1)

x6+2x4+x2

〉

berechnet. Wir behaupten nun, dass das Ideal µ(C(A))0 von der Gestalt
µ(C(A))0 =

〈
Z − g1

f1
, V − yf2

g2

(
g1
f1

)2
〉

(5.7)
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ist, d.h. also

〈
Z − x3+x

(x4+3x2+1)
, V − y(4x4+4x2+4)

x6+2x4+3x2+4

〉
⊆ OL/F2,∞

gilt. Zuerst bilden wir die Erzeuger von C(A)0 ab und erhalten ein Ideal

〈
1
Z − f1

g1
, V
Z2 − yf2

g2

〉
⊆ OL/F2,∞

[
K[Z]−1

]

per Definition von µ(C(A)) (s. (1.14)). Dies lässt sich dann weiter umformen
zu 〈

1− f1
g1
Z

Z ,
V− yf2

g2
Z2

Z2

〉
=

〈
Z − g1

f1
, V − yf2

g2
Z2

〉
,

und aus Z2 ≡ (g1/f1)2 erhalten wir dann eine Darstellung wie in (5.7), da
wir nun dieses Ideal auch als Ideal in OL/F2,∞ auffassen können.

Das Ideal µ(C(A))0 ist regulär bezüglich pi, wenn Qi = pi − p∞ ist
(i = 1, 2, 3) mit

p10
:= 〈x, y〉, p20

:= 〈x+ 2, y〉 und p30
:= 〈x+ 3, y〉,

denn es ist x6+2x4+3x2+4 = (x+1)3(x+4)3, x4+3x2+1 = (x+1)2(x+4)2,
und die Norm von µ(C(A))0 ist Z− (x3 +x)/(x4 +3x2 +1). Daraus erhalten
wir dann mit dem Restidealsatz und Korollar 2.17

µ(C(A))(pi)0 = µ(C(A))
pi

0 = 〈Z, V 〉 ∈ OF1,∞ .

Wenden wir darauf nun γ := τ ◦ µ̂−1 an, so erhalten wir γ(µ(C(A))(pi)0) =
〈 1x , yx2 〉, was nichts Anderes als die Darstellung von p∞ als Ideal in der unend-
lichen Maximalordnung von F2 ist. Das Ideal µ(C(A))0 ist aber auch regulär
bezüglich p∞: Wir können (x3 + x)/(x4 + 3x2 + 1) umformen zu

1
x

(
1+( 1

x
)3

1+3 1
x
+( 1

x
)4

)
∈ Op∞

und analog y(4x4 + 4x2 + 4)/(x6 + 2x4 + 3x2 + 4) zu

y
x2

(
4+4( 1

x
)2+4( 1

x
)4

1+2( 1
x
)4+3( 1

x
)3+4( 1

x
)6

)
∈ Op∞ .

Daraus können wir dann ersehen, dass ebenfalls γ
(
µ(C(A))0

p∞
)

= 〈 1x , yx2 〉
gilt, womit wir also mit Hilfe des Restidealsatzes direkt verifiziert haben,
dass kerC(A) = {0, Q1, Q2, Q3} ist.
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5.1.5 Der nicht-kommutative Fall

Wir wollen nun noch ein Beispiel für den nicht-kommutativen Fall bringen.
Sei dazu q = 19, d.h. also K = F19, und f1(x1, y1) = y2

1 − (x3
1 + x1) ∈

K[x1, y1] sowie f2(x2, y2) = y2
2 − (x3

2 + x2) ∈ K[x2, y2]. Dann sind F1 und
F2 wieder separable Erweiterungen mit genauem Konstantenkörper K und
der Unendlichdivisor ist jeweils total verzweigt. Für die Ganzheitsbasis von
OL/F2

wählen wir Ω := {1, y1}.
Mit C2/K = E : y2

2 = x3
2+x2 bezeichnen wir die zu F2 dazugehörige affine

Kurve. Mittels des L-Polynomes von F2 berechnen wir das charakteristische
Polynom fπK (t) = t2 + 19 ∈ Z[t] des Frobenius πK von EndK(JX2), d.h.
also Z(EK ) = Q(πK) =: F . Für die bessere Lesbarkeit schreiben wir wieder
X := x1, Y := y1 und x := x2 und y := y2.

Algorithmus 7 berechnet für EndK(JX2) = Z[πK ]. Setzen wir nun K ′ :=
F192 mit K ′× = 〈α〉 mit α Nullstelle des irreduziblen Polynoms t2 +18t+2 ∈
F19[t], so ist fπ

K′
= (x + 19)2. Damit ist mit E

K′ := End0
K′(JX2) dann

E
K′ ⊗R ∼= H. Für E können wir E = F setzen. Denn für die Invarianten von

Satz 1.30 sind invvj
(Fvj⊗D) = 1

2 für v1 = νp und v2 = |·|. Da [Ev1 : Qv1 ] = 2
und E/Q total-imaginär ist, zerfällt also E

K′ über E, und außerdem ist E/Q
zyklische Galoiserweiterung von Z(E

K′ ) = Q mit G(E/Q) = 〈σ〉. Damit
ist insbesondere Ind(E

K′ ) = 2. Als Element u ∈ Q× mit ord(u) = 2 in
Q×/NE/Q(E×) können wir u = −1 wählen.

Algorithmus 8 berechnet dann die Korrespondenzen

B :=
〈
X − x19, Y − y19

〉

und
U := 〈X + x, Y + α90y〉

mit U2 = −D und B2 = −19D, wobei hier D die Einheitskorrespondenz
D = 〈X − x, Y − y〉 bezeichnen soll. Damit haben wir bis auf Isomorphie
End0

K′(JX2) ∼= (E, σ,−1), wobei (E, σ,−1) eine Quaternionenalgebra über
Q mit der Q-Basis (1, π, u, πu) ist und den Relationen π2 = −19, u2 = −1
und πu = −uπ oder u−1πu = −π = σ(π). In E

K′ können wir zwei Kon-
jugationsklassen {[O1], [O2]} von Maximalordnungen berechnen, welche als
Z-Moduln von der Form

O1 =
〈
1, u, u+πu2 , 1+π

2

〉
und O2 =

〈
2+u+3πu

4 , 2π+u+7πu
4 , u+3πu

2 , 2πu
〉

mit jeweils Diskriminante discOi = 19 (i = 1, 2) sind. Für die Ordnung
D = 〈1, π, u, πu〉 ⊆ EndK′(JX2) berechnen wir discD = 22 · 19. Algorithmus
8 berechnet nun die Korrespondenzen

A1 :=
〈
X + 4x5+α30x4+13x3+α150x2+x+α210

x4+α350x3+9x2+α50x+7
,

Y +
y(α150x6+2x5+α190x4+4x3+α70x2+12x+α90)

x6+α230x5+3x4+α230x3+5x2+α350x+18

〉



5.2. GESCHLECHT G = 2 127

und

A2 := 〈 X + 15x5+α210x4+6x3+α330x2+18x+α30

x4+α
350x3+9x2+α50x+7

,

Y +
y(8x6+α290x5+13x4+α310x3+10x2+α210x+1)
x6+α230x5+3x4+α230x3+5x2+α350x+18

〉
,

wobei A1 dem Element π+u
2 und A2 dem Element 1+πu

2 entspricht. Die Ord-
nung O3 := 〈1, π, π+u

2 , 1+πu
2 〉 ist maximal und somit ist EndK′(JX2) ∼= O3.

Bemerkung 5.3. In [Deu41] zeigt Deuring, dass im nicht-kommutativen
Fall der Endomorphismenring einer elliptischen Kurve über einem endli-
chen Körper der Charakteristik p isomorph zu einer Maximalordnung in der
Algebra Q∞,p ist.

5.2 Geschlecht g = 2

5.2.1 Der kommutative Fall

Wir betrachten nun ein Beispiel für Geschlecht g = 2. Sei K = F3 und
Fi/K = K(xi, yi) mit y2

i − (x5
i + x4

i + x3
i + 2x2

i + xi) = 0 (i = 1, 2) mit
dazugehörigen affinen Kurven Ci.

Wir schreiben wieder X := x1, Y := y1, x := x1 und y := y1. Wir setzen
Ω := {1, Y }, und für das charakteristische Polynom des Frobenius berechnen
wir mittels des L-Polynoms von F2 nun fπK = t4 − 2t2 + 9 ∈ Z[t], wobei
fπK irreduziebel ist. Für das Zentrum erhalten wir also F = Q(πK). Mit
(1.17) wissen wir, dass mit EK := End0

K(JX2) und [EK : Q] = 4 dann
EK = F gilt, d.h. also EK ist ein Körper. Wir wollen nun die einzelnen
Schritte der Algorithmen 5 und 7 nachvollziehen und zeigen, wie wir den
vollen Endomorphismenring in EK berechnen können.

Wir bezeichnen mit π wieder πK und setzen O(0) := Z[π]. Mit den Be-
zeichnungen von Satz 1.21 erhalten wir F = Q(π), und F besitzt einen total-
reellen Teilkörper F0 = Q(β) von F, wobei f0(t) := t2−8t+8 ∈ Q[t] das Mini-
malpolynom von β ist. Schließlich ist F = F0(γ) mit g(t) := t2−(β+4)t+3 ∈
F0[t] als Minimalpolynom von γ eine imaginärquadratische Erweiterung von
F0. Damit liegt also der letze Typ von Endomorphismenring in Satz 1.21 vor,
und Spur und Norm der Endomorphismenalgebra EK sind die gewöhnliche
Spur und Norm von F . Außerdem ist unsere Involution, der Rosati, nach
Satz 1.21 die komplexe Konjugation. Wir berechnen nun Basen

Ω(0) =
{

1, π, 1+π2

2 , 9+7π+3π2+π3

12

}

von OF und
∆(0) =

{
1, π, 1 + π2, 9 + 7π + 3π2 + π3

}
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von Z[π] mit m(0)
11 = m

(0)
22 = 1, m(0)

33 = 2 und m(0)
44 = 12 und schließlich

Λ(0) = {0} × {0} × {−1, .., 1} × {−11, .., 11}.
Der Algorithmus 7 durchläuft nun alle λ(i) ∈ Λ(i) mit λ(i) 6= 0 und bildet
jedesmal ein Element

α =
∑l

j=1 λ
(i)
j ω

(i)
j =

∑l
j=1

λ
(i)
j

m
(i)
jj

δ
(i)
j =

Pl−1
j=0 µ

(i)
j πj

m (µ(i)
j ∈ Z),

das nun mit Hilfe von Algorithmus 5 daraufhin getestet werden soll, ob es
eine Korrespondenz B ∈ DL/F2

so gibt, dass [B]C dem Element α als Endo-
morphismus entspricht. Ist nun λ(i) = (0, 0, 1, 0), so erhalten wir α = 1+π2

2 .
Da hier g 6= char(K) ist, kann der inseparable Fall nicht auftreten, d.h. al-
so k = 0 mit den Bezeichnungen von Algorithmus 5, den wir nun mit den
Parametern

1. OL/F2
und g = 2,

2. d = 1 und l = 4,

3. der Basis {1, π, π2, π3} von Z[π],

4. 1 + π2,

5. D,F, F 2, F 3 und

6. m = 2

aufrufen. Der Endomorphismus φ ist der durch die Korrespondenz D + F 2

induzierte K-Endomorphismus auf C0
F ′2
, und [D+F 2]C entspricht 1+π2 = φ.

Für den Wert s erhalten wir mit l = 0, m′ = m und 2 = [F2 : K(x2)] dann

s = 2TrF/Q(φ◦φ?)

2·4 = TrF/Q(φ◦φ?)

4 = 12.

Weiter ist mit s̃ = 6 und γ = 5 dann S1 = (6 + 1) + (3 + 1) = 11 und S2 = 7
sowie S = S1 + S2 = 18. Wir benötigen also 18 Stellen p1, ..., p18 ⊆ PF2/K(i)

vom Grad eins von F2/K
(i) mit eventuell einer geeigneten Konstantenkör-

pererweiterung K(i) ( wobei dieses i das von Algorithmus 5 ist) von K, die
den folgenden Bedingungen genügen: (mit den Bezeichnungen von Algorith-
mus 5)

(i) pj 6= p∞,

(ii) ggT(oj , 2) = 1,

(iii) φ(pj − p∞) = aj − rp∞ + (f) mit aj ∈ DF2/K(i) effektiv vom Grad
1 ≤ r ≤ 2,
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(iv) tj(aj − rp∞) = bj − 2p∞ + (f) mit tjm ≡ 1 mod oj , wobei bj =
∑

t qt
ist mit qt ∈ PF2/K(i) paarweise verschieden und p∞ /∈ supp(bj).

Die Klassengruppe C0
F2/K

∼= Z/2Z×Z/2Z×Z/2Z enthält nur 2-Torsionspunkte.
Der Algorithmus findet aber in C0

F2K′/K′
∼= Z/2Z × Z/2Z × Z/14642Z mit

[K ′ : K] = 5 die gesuchten 18 Punkte. Für T erhalten wir mit K ′ = K(α)
dann T =

{ 〈〈α26, α202〉, 〈α2, α189〉〉, 〈〈α26, α202〉, 〈α2, α68〉〉, 〈〈α78, α122〉, 〈α6, α204〉〉,
〈〈α78, α122〉, 〈α6, α83〉〉, 〈〈α82, 1〉, 〈α14, 2〉〉, 〈〈α82, 1〉, 〈α14, 1〉〉,

〈〈α234, α124〉, 〈α18, α128〉〉, 〈〈α234, α124〉, 〈α18, α7〉〉, 〈〈α4, 1〉, 〈α42, 2〉〉,
〈〈α4, 1〉, 〈α42, 1〉〉, 〈〈α218, α130〉, 〈α54, α142〉〉, 〈〈α218, α130〉, 〈α54, α21〉〉,

〈〈α38, α132〉, 〈α122, α209〉〉, 〈〈α38, α132〉, 〈α122, α88〉〉, 〈〈α114, α154〉, 〈α124, α143〉〉,
〈〈α114, α154〉, 〈α124, α22〉〉 〈〈α12, 1〉, 〈α126, 2〉〉 〈〈α12, 1〉, 〈α126, 1〉〉 }

und erstellen dann die Matrizen M0 ∈ F35
18×18 und M1 ∈ F35

18×18. Der
Kern kerM0 ∩ F3 wird durch die Zeilen der folgenden Matrix N0 :=

(
2 2 1 1 2 2 0 0 0 0 0 1 0 0 2 0 0 0
0 2 2 1 1 2 2 0 0 0 0 0 1 0 0 2 0 0

)

erzeugt, und kerM1 ∩ F3 wird von den Zeilen der Matrix N1 :=



0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 2 0 0
0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 2 0
0 0 0 2 0 0 2 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 2




erzeugt. Sei
f = NL/F2

(C(B)0) = X2 +X f1
g1

+ f0
g0

mit f1, f0 ∈ K[x, y] und g1, g0 ∈ K[x] und

fk = yh
(k)
1 + h

(k)
0 mit h(k)

1 =
∑4

l=0 λ
(k)
l1 x

l und h(k)
0 =

∑6
l=0 λ

(k)
l0 x

l

sowie
gk =

∑6
l=0 µl0x

l (k = 0, 1).

Für die erste Zeile von N0 erhalten wir z.B.

h
(0)
0 = 2 + 2x+ x2 + x3 + 2x4 + 2x5 + 0x6, h

(0)
1 = 0 und g0 = 1 + 2x3.

Führen wir dasselbe mit der zweiten Zeile von N0 durch, so erhalten wir
h

(0)
0 = x(2 + 2x+ x2 + x32x4 + 2x5), h(0)

1 = 0 und g0 = x(1 + 2x3). Daraus
ersehen wir, dass der Quotient f0/g0 unabhängig von der Wahl des nicht-
trivialen Elements aus dem Kern sind. Derselbe Sachverhalt lässt sich für



130 KAPITEL 5. BEISPIELE

den Quotienten f1/g1 feststellen. Schließlich erhalten wir die eindeutigen
Lösungen

f0
g0

= x5+x4+2x3+2x2+x+1
x3+2

und f1
g1

= x3

x3+2
,

d.h. also für die Norm erhalten wir

f := NL/F2
(C(B)0) = X2 + x3

x3+2
X + x5+x4+2x3+2x2+x+1

x3+2
.

Nun können wir die Hochhebung fOL/F2
berechnen und erhalten die beiden

Primideale P0 :=
〈
X2 + x3

x3+2
X + x5+x4+2x3+2x2+x+1

x3+2
,

Y + y(2x4+x3+x+1)
x5+x4+x3+2x2+2x+2

X + y(x5+2x4+2x2+2x)
x5+x4+x3+2x2+2x+2

〉

und Q0 :=

〈
X2 + x3

x3+2
X + x5+x4+2x3+2x2+x+1

x3+2
,

Y + y(x4+2x3+2x+2)
x5+x4+x3+2x2+2x+2

X + y(2x5+x4+x2+x)
x5+x4+x3+2x2+2x+2

〉

Da weder P0 noch Q0 Hauptideale sind, haben wir also nicht-triviale Korre-
spondenzen berechnet. Um schließlich zu bestimmen, welcher der Divisoren
P und Q der gesuchten Korrespondenz B ∈ DL/F2

entspricht, benutzen wir
die Korrespondenzpaarung. Wir wissen zumindest, dass Q = −P ist, da

Q+ P =
(
X2 + x3

x3+2
X + x5+x4+2x3+2x2+x+1

x3+2

)
∈ PL/F2

gilt, d.h. also [Q + P ]C = [0]C . Somit entspricht eine der Korrespondenzen
P und Q dem Element (1 + π2)/2, die andere dann −(1 + π2)/2.

Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass die Kurve C2/K an der unendlichen
Stelle eine Singularität besitzt. Da wir aber die jeweiligen affinen Kurven mit
Hilfe der endlichen bzw. unendlichen Maximalordnung darstellen, handelt es
sich hier, wie in Kapitel 2 bereits ausgeführt, um normalisierte Kurven, d.h.
bei der Korrespondenzpaarung betrachten wir nicht-singuläre Kurven, die
birational äquivalent zu den Ausgangskurven sind.

Wir fassen die Korrespondenzklasse [P ]C bzw. [Q]C als Element von F/Q
auf und bezeichnen dieses mit ζ bzw. η. Beide Elemente lassen sich als Q-
Linearkombination ζ =

∑3
i=0 qiπ

i und η =
∑3

i=0 riπ
i darstellen. Mit Hilfe

der Bilinearität der Korrespondenzpaarung (s. Korollar 2.25) können wir die
Koeffizienten durch den Ansatz

〈P, F j〉 =
∑3

i=0 qi〈F i, F j〉 = sj (j = 0, 1, 2, 3) (5.8)



5.2. GESCHLECHT G = 2 131

bestimmen, indem wir mit Hilfe von Lemma 2.24 eine symmetrische Matrix
M der Gestalt M =



〈D,D〉 〈D,F 〉 〈D,F 2〉 〈D,F 3〉
〈F,D〉 〈F, F 〉 〈F, F 2〉 〈F, F 3〉
〈F 2, D〉 〈F 2, F 〉 〈F 2, F 2〉 〈F 2, F 3〉
〈F 3, D〉 〈F 3, F 〉 〈F 3, F 2〉 〈F 3, F 3〉


 =




4 0 4 0
0 12 0 12
4 0 36 0
0 12 0 108




berechnen und dann das GleichungssystemM(q0, q1, q2, q3)t = (s0, s1, s2, s3)t

lösen. Für (s0, s1, s2, s3)t berechnen wir nun (s0, s1, s2, s3)t = (−4, 0,−20, 0)
und dann (q0, q1, q2, q3)t = (−1

2 , 0,−1
2 , 0)t, d.h. also die Korrespondenzklasse

[P ]C entspricht dem Element −(1+π2)/2. Damit wissen wir bereits, dass Q
die gesuchte Korrespondenz ist.

Nun berechnen wir die Ordnung O(1) := Z[π][π
2+1
2 ] und Basen

∆(1) =
{

1, π, 1+π2

2 , 9+7π+3π2+π3

2

}

und
Ω(1) =

{
1, π, 1+π2

2 , 9+7π+3π2+π3

12

}

mit m(1)
11 = m

(1)
22 = m

(1)
33 = 1 und m(1)

44 = 6. Als Letztes berechnen wir

Λ(1) = {0} × {0} × {0} × {−5, ..., 5}.
Für das Element λ(1) = (0, 0, 0, 1)t erhalten wir α = 9+7π+3π2+π3

12 , d.h. wir
rufen den Algorithmus 5 mit den vorgenannten Parametern außer m = 12
auf. Der Algorithmus berechnet dann die Norm f = NL/F2

(C(B)0) =

X2 + x5+x4+x3+2x2+2
x5 X + x5+2x4+2x3+x2+x+2

x5 ,

und damit gilt diesmal für die Hochhebung fOL/F2
= R0S0 mit S0 :=

〈
X2 + x5+x4+x3+2x2+2

x5 X + x5+2x4+2x3+x2+x+2
x5 ,

Y + y(2x6+2x4+x2+2x+1)
x8 X + y(x6+x3+x+1)

x8

〉

und R0 :=
〈
X2 + x5+x4+x3+2x2+2

x5 X + x5+2x4+2x3+x2+x+2
x5 ,

Y + y(x6+x4+2x2+x+2)
x8 X + y(2x6+2x3+2x+2)

x8

〉
.

Wir berechnen dann für das der Klasse [R]C entsprechende Element ζ =∑3
i=0 qiπ

i den Vektor (q0, q1, q2, q3) = (3
4 ,

7
12 ,

1
4 ,

1
12), d.h. also R ist die ge-

suchte Korrespondenz gewesen. Schließlich gibt der Algorithmus die Liste

L =
〈〈
Q, 1+π2

2

〉
,
〈
R, 9+7π+3π2+π3

12

〉〉

zurück. Damit haben wir den vollen Endomorphismenring EndK(JX2) = OF
berechnet.
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5.2.2 Der nicht-kommutative Fall

Jetzt betrachten wir E
K′ = End0

K′(JX2) ∼= End0
K′(A

r) mit r ≤ 2 und K ′ =
K(α), wobei α Nullstelle des irreduziblen Polynoms t2 + 2t + 2 ∈ K[t] und
A einfache abelsche Varietät über K ′ ist. Für das charakteristische Polynom
des Frobenius π

K′ erhalten wir fπK′ (t) = (t2−2t+9)2 ∈ Z[t]. Daraus ersehen
wir, dass E

K′ nicht mehr kommutativ und Deg(E
K′ ) = 2 ist. Das Zentrum

Z(E
K′ ) = F ′ = Q(π

K′ ) ist eine imaginär-quadratische Erweiterung von Q.
Indem wir den Index d = Ind(E

K′ ) = Deg(D) berechnen, wobei hier D
ein Schiefkörper D ∈ S(F ′) mit D = End0

K′(AK′ ) sein soll, können wir
bestimmen, ob E

K′
∼= M2(F ′) oder E

K′ = D gilt. Für den Index berechnen
wir mit Satz 1.30 nun invvj

(Fvj ⊗ D) = 1 für vi ∈ S(F ) mit vi|p. Da F
total-imaginär ist, erhalten wir d = 1, d.h. also E

K′
∼= M2(F ′), r = 2 und

dimA
K′ = 1.

Nun bestimmen wir eine zyklische Galoiserweiterung E/F ′. Das Zentrum
F = Q(πK ) ⊆ E

K′ enthält F
′ als Teilkörper mit [F : F ′] = Deg(E

K′ ) = 2.
Wir erhalten F = F ′(β) mit β Nullstelle des irreduziblen Polynoms f(t) =
t2 − π

K′ ∈ F ′[t]. Damit haben wir ein geeignetes E mit G(F/F ′) = 〈σ〉
bestimmt und wir setzen E := F . Aus

NE/F ′
(

(β2−5)β+3(3−β2)
12

)
= −1

ersehen wir ord(−1) = 1 = Ind(E
K′ ) in F ′×/NE/F ′(E×). Damit wissen wir,

dass E
K′
∼= (E, σ,−1) gilt. Für die dem Element β entsprechende Korrespon-

denz B können wir B = 〈X − xp, Y − yp〉 wählen. Algorithmus 8 findet für
u ∈ (E, σ−1) mit u2 = −1 die Korrespondenz U = 〈X+x+1, Y +α6y〉. Zur
Verifikation berechnen wir mit Algorithmus 1 dann U2 = 〈X+2x, Y +y〉 =
−D und UB = −BU , wobei D = 〈X + 2x, Y + 2y〉 hier die Einheitskorre-
spondenz bezeichnen soll.

Die Algebra (E, σ,−1) ist eine Quaternionenalgebra über F ′ mit der F ′-
Basis (1, π, u, πu) und den Relationen π2 = π

K′ , u
2 = −1 und u−1πu = −π.

Wir erhalten nun folgende Z-Ordnung D ⊆ EndK′(A2
K′ ) mit der Z-Basis

〈
1, π, β

2+1
2 , 3(β2+3)+(β2+7)π

12 , u, uπ,

(β2+1)u
2 , 3(β2+3)u−(β2+7)πu

12

〉

sowie der Diskriminante discD = 4. Aus hF ′ = 1 folgt, dass es in (E, σ,−1)
nur eine Konjugationsklasse gibt. Eine Maximalordnung O von (E, σ,−1) ist
durch die Z-Basis

〈
1, β

2+1
2 , 3 + π, (3+π)(β2+7)

12 , 1 + u, (β2+3)(1+u)
4 ,

3+π+3u+πu
2 , (β2+1)(3+π+3u+πu)

12

〉



5.2. GESCHLECHT G = 2 133

mit discO = 1 gegeben. Algorithmus 8 berechnet nun für das Element

γ := β2+1+2π+(β2+1)u−2πu
4 /∈ D

die Korrespondenz
〈
X2 + α2x4+α2x3+α6x2+x+α5

x+1 X + (2x5+α6x4+α6x3+α2x2+x+α7)
(x+1) ,

Y + y(αx4+α5x2+α5x+α)
x2+2x+1

X + y(α3x5+2x4+α7x3+α6x2+αx+α5)
x2+2x+1

〉
.

Die Ordnung D′ := D[γ] ist maximal, es gilt sogar D′ = O, und somit ist D′

der volle Endomorphismenring von A2
K′ .

5.2.3 Beispiel zur Berechnung des Selbstschnittes

Wir wollen nun noch einen genaueren Blick auf die Berechnung der Schnitt-
zahlen in (5.8) werfen. In den Eingängen der Korrespondenzpaarung ist hier-
bei der Divisor im rechten Eingang immer von der Form F j mit j = 0, 1, 2, 3.
Die Divisoren D und F j genügen aber den Bedingungen von Lemma 3.5,
denn zum Einen sind diese sämtlich vom Grad eins, daher können wir nach
Lemma 2.17 den Restidealsatz anwenden, wenn die Divisoren F j regulär
bezüglich einem p ∈ PF2/K vom Grad eins sind. Andererseits besitzt der
endliche Teil jeweils eine F2[x1]-Basis

F j0 = 〈X − xpj
, Y − ypj 〉, (j = 0, 1, 2, 3) ,

weil [L : F2(x1)] = 2 ist. Daher sind die Divisoren F j regulär für jedes p 6=
p∞, also für alle Primdivisoren von F2/K, welche keine Polstellen von x2 sind,
was gleichbedeutend damit ist, dass Nullstellen von x2 auf Nullstellen von x2

abgebildet werden. Außerdem erhalten wir mittels des F2-Isomorphismuses
µ : L/F2 −→ L/F2, (X,Y ) 7−→ (Z, V ) mit Z = 1

X und V = Y
X3

µ(F j)0 =
〈
Z −

(
1
x2

)pj

, V − ( y
x3

)pj
〉
.

Daraus ersehen wir aber, dass die µ(F j)0 bezüglich p∞ ganz sind, d.h. also
Polstellen von x2 werden wieder auf Polstellen abgebildet. Somit brauchen
wir nur die Schnittmultiplizität auf S1∪S4 = OF1⊗KOF2 ∪OF1,∞⊗KOF2,∞
mittels s1 +s4−s14 zu berechnen. Insgesamt erhalten wir für Q dann Q.D =
9 + 11− 9 = 11, Q.F = 9 + 11− 9 = 11, Q.F 2 = 41 + 43− 41 = 43, und
Q.F 3 = 57+59−57 = 59. Für R erhalten wir R.D = 3+3−3 = 3, R.F =
3 + 3− 3 = 3, R.F 2 = 11 + 11− 11 = 11 und R.F 3 = 43 + 43− 43 = 43.

Wir wollen nun zuletzt noch zeigen, wie wir den Selbstschnitt anhand
eines einfachen Beispiels berechnen können. Wir wissen bereits aus Lemma
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2.24, dass D.D = 2− 2g = −2 sein muss. Mit dem schwachen Approximati-
onssatz berechnen wir ein F ∈ L/F2 mit

F = 1
X+2x

(
2yY

(x5+x4+x3+2x2+x)
+ X(x5+2x3+2x2+2x+1)+(2x5+2x4+2x+1)

(x5+x4+x3+2x2+x)+(x4+x3+x2+2x+1)

)

und νD(F ) = −1. Der Hauptdivisor (F ) ∈ PL/F2
hat dann die Gestalt

(F ) = A − (3P∞,1 + D), wobei A effektiv mit D /∈ supp(A) ist. Für die
Grade von A erhalten wir Grad degL/F2

(A) = 4 und degL/F2
(A?) = 10. Die

den auf der Fläche entsprechenden Divisoren bezeichnen wir wieder gleich,
außer dass D = ∆X1 ist. Auf der Fläche besitzt nun (F ) die Gestalt (F ) =
A − (3P∞,1 + 9P∞,2 + ∆X1), da ja (F ) als Hauptdivisor der Fläche sowohl
bezüglich d1 als auch d2 den Grad null haben muss. Aus d1(F ) = 10− (9 +
1) = 0 und d2(F ) = 4 − (3 + 1) = 0 sehen wir, dass unser so definiertes
(F ) ein Hauptdivisor ist. Den Schnitt ∆X1 .A können wir aber mit unserem
Algorithmus 4 berechnen, da ∆X1 und A keine gemeinsame Komponente
haben und dieser nichts Anderes ist alsD.A. Wir erhalten dann ∆X1 .A = 10.
Schließlich haben wir ∆X1 + (F ) = A− (3P∞,1 − 9P∞,2), und mit Hilfe von
Lemma 2.22 erhalten wir

∆X1 .(∆X1 + (F )) = ∆X1 .A−∆X1 .3P∞,1 −∆X1 .9P∞,2 = 10− 3− 9 = −2,

d.h. also ∆X1 .∆X1 = −2, was ja auch, wie wir bereits wissen, das Ergebnis
sein soll.

5.3 Geschlecht g = 3

5.3.1 Ein hyperelliptischer Fall

Wir betrachten die Funktionenkörper Fi/K mit Fi = K(xi, yi) und fi(xi, yi) =
y2
i − (x7

i + 5x4 + x + 4) mit K = F7. Für das irreduzible charakteristische
Polynom des Frobenius berechnen wir

fπK (t) = t6 + 4t5 + 17t4 + 48t3 + 119t2 + 196t+ 343 ∈ Z[t]

und F = Q(πK ). Mit (1.17) wissen wir, dass mit EK := End0
K(JX2) und

[EK : Q] = 6 dann EK = F gilt, d.h. also EK ist ein Körper. Wir wollen
wieder πK = π und X := x1, Y := y1, x := x2 und y := y2 schreiben.
Als Erstes berechnen wir Ω(0) = {ω(0)

i | i = 1, ..., 6} mit (in der selben
Reihenfolge)

Ω(0) =
{

1, π, 1+π2

2 , π+π3

2 , 21+20π+10π2+4π3+π4

28 , 21π+48π2+66π3+4π4+π5

196

}

und ∆(0) := {δ(0)
i | i = 1, .., 6} mit ∆(0) = {1, π, 2ω(0)

3 , 2ω(0)
4 , 28ω(0)

5 , 196ω(0)
6 }

(wieder in der selben Reihenfolge) sowie m11 = m22 = 1,m33 = m44 =
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2,m55 = 28,m66 = 196. Dann berechnen wir

Λ(0) = {0}×{0}×{−1, ...,−1}×{−1, ...,−1}×{−27, ..., 27}×{−195, ..., 195}.

Für das Element λ = (0, 0, 0, 0, 1, 0)t erhalten wir die Korrespondenz
A := D +B mit B =

〈
X2 +X(5x+ 3) + (x2 + 3x+ 4), Y + 6y

〉
,

und es gilt Z[π][α] = OF , d.h. der Endomorphismenring ist isomorph zur
Maximalordnung von F .

5.3.2 Ein nicht-hyperelliptischer Fall

Wir betrachten nun noch ein nicht-hyperelliptisches Beispiel. Die Funktio-
nenkörper Fi/K mit Fi = K(xi, yi) und fi(xi, yi) = y4

i + (xi + 1)yi + x3
i + 2

mit K = F3 haben das Geschlecht gKi
= 3, sind aber nicht hyperelliptisch.

Für das irreduzible charakteristische Polynom des Frobenius berechnen wir

fπK (t) = t6 − t5 − 9t+ 27 ∈ Z[t]

und F = Q(πK ). Mit (1.17) wissen wir, dass mit EK := End0
K(JX2) und

[EK : Q] = 6 dann EK = F gilt, d.h. also EK ist ein Körper. Wir wollen
wieder πK = π und X := x1, Y := y1, x := x2 und y := y2 schreiben. Als
Erstes berechnen wir

Ω(0) =
{

1, π, π2, 2π2+π3

3 , π
4+2π2

3 , 6π2+2π4+π5

9

}

und

∆(0) =
{
1, π, π2, 2π2 + π3, π4 + 2π2, 6π2 + 2π4 + π5

}

mit m11 = m22 = m33 = 1,m44 = m55 = 3,m66 = 9. Dann berechnen wir

∆(0) = {0} × {0} × {0} × {−2, ..., 2} × {−2, ..., 2} × {−8, ..., 8}.

Für das Element λ = (0, 0, 0, 0,−1, 1)t berechnet Algorithmus 7 einen Auf-
stieg, d.h. also dass α := −ω(0)

5 + ω
(0)
6 = π5−π4

9 einer Korrespondenz ent-
spricht. Aus Darstellungsgründen berechnen wir die dem Element β := α−1



136 KAPITEL 5. BEISPIELE

entsprechende Korrespondenz B ∈ DL/F2
, nämlich B0 =

〈
X3 + 2y2

x2+x+1
X2 +

(
y3

x2+x+1
+ y2

x2+x+1
+ y(2x+2)

x4+2x3+2x+1
+ 2

x+2

)
X+

+ y3

x2+x+1
+ y2(2x2+x+1)

x4+2x3+2x+1
+ y(x3+2x2+x)

x4+2x3+2x+1
+ 2x2+x+2

x+2 ,

Y +
(

y3

x6+x3+2
+ y2(2x2+2x+2)

x6+x3+2
+ y(x4+2x3+2x+1)

x6+x3+2
+ x+2

x6+x3+2

)
X2 +

(
2y3

x4+2x3+2x2+x+1
+ y2(2x4+x3+2x2+2)

x6+2x4+2x3+x2+2x+1
+

+ y(2x2+2x)
x4+2x3+2x2+x+1

+ 2x+1
x4+2x3+2x2+x+1

)
X +

(
y3(x6+2x4+2x3+x2+2x+2)

x8+x7+x6+x5+x4+x3+2x2+2x+2
+ y2(2x6+2x4+x+2)

x8+x7+x6+x5+x4+x3+2x2+2x+2
+

y(x4+2x3+2x+2)
x6+x3+2

+ 2x3+x
x6+x3+2

)〉

in 2-Element-Darstellung. Dann berechnen wir

∆(1) =
{

1, π, π2, 2π2 + π3, 2π2 + π4, 6π3+2π4+π5

3

}

Ω(1) =
{

1, π, π2, 2π2+π3

3 , 2π2+π4

3 , 6π3+2π4+π5

9

}
.

Algorithmus 7 findet keinen weiteren Aufstieg, und damit ist EndK(JX2) ∼=
O := 〈∆(1)〉, wobei [OF : O] = 3 ist.
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5.4 Tabelle mit Beispielen

In diesem Abschnitt wollen wir Berechnungen von Endomorphismenringen
samt Laufzeit aufführen. Wir wollen für den Funktionenkörper F2 einfach
nur F schreiben, und der Konstantenkörper sei mit K bezeichnet. Dabei soll
maxS die während der Berechnung des Endomorphismenringes maximal auf-
getretene Anzahl der notwendigen Stellen vom Grad eins sein. Mit max s ist
die größte obere Schranke für die Grade der in der Norm der berechneten
Korrespondenzen auftretenden Polynome in x2 bezeichnet. Analog dazu ist
maxx2 der maximale Grad der Polynome in x2, welche bei den Normen der
berechneten Korrespondenzen auftreten. Die benötigte Laufzeit T ist in Se-
kunden angegeben. Zusätzlich werden noch unter Anderem die berechneten
Korrespondenzen als algebraische Elemente angegeben. Mit O haben wir
den Endomorphismenring bezeichnet. Der Algorithmus für den kommuta-
tiven Fall wurde noch dahingehend optimiert, dass für die positiv definite
Form

φ : End0
Fq

(JX2)× End0
Fq

(JX2) −→ Q>0,

(α, α?) 7−→ TrEnd0
Fq (JX2

)/Q(αα?)

eine geeignete positive definiete Matrix M berechnet wurde mit der Eigen-
schaft

φ(α, α?) = xtMx,

wenn α =
∑n

i=1 xibi, x = (x1, ..., xn) ∈ Qn und bi eine fest gewählte Q-
Basis von End0

Fq
(JX2) ist. Mittels einer LLL-Reduktion suchen wir dann

diejenigen ganzen Elemente α aus EndFq(JX2) und geeignete Vielfache von
diesen, für die φ(α, α?) minimal ist, und testen zuerst diese Elemente durch.
Dann geht der Algorithmus den in dieser Arbeit beschriebenen Rechenweg
durch. Die Berechnungen wurden mit dem Computeralgebrasystem Magma
V2.14-14 auf einem Rechner mit einem Core-Duo-Prozessor mit 1998 MHz
durchgeführt.

1.) [OF : O] = 3
K = F271 gF/K = 1
F = y2 − (x3 + 70x+ 137) [K ′ : K] = 3

hF/K′ = 22 · 34 · 7 · 8779 ±π−13
2

maxS = 1652 max s = 90 max deg x2 = 45 T = 153.9
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2.) OF = O
K = F53 gF/K = 1
F = y2 − (x3 + x+ 2) [K ′ : K] = 3

hF/K′ = 24 · 32 · 1039 ±π−1
4

maxS = 20 max s = 6 maxdeg x2 = 3 T = 0.13

3.) O = Z[π]
K = F31 gF/K = 1
F = y2 − (x3 + x+ 2) [K ′ : K] = 3

hF/K′ = 23 · 33 · 139

maxS = 62 T = 0.54

4.) OF = O
K = F11 gF/K = 1
F = y2 − (x3 + x+ 2) [K ′ : K] = 3

hF/K′ = 24 · 79 ±π+1
2

maxS = 14 max s = 4 maxdeg x2 = 2 T = 0.10

5.) OF = O
K = F31 gF/K = 2
F = y2 − (x5 + 1) [K ′ : K] = 3

hF/K′ = 24 · 71 · 778201 ±3π3+43π2−327π−279
2728

maxS = 19 max s = 6 maxdeg x2 = 1 T = 0.48

6.) OF = O
K = F11 gF/K = 2
F = y2 + (x5 + x2 + x+ 1) [K ′ : K] = 5

hF/K′ = 25 · 3 · 41 · 6654971 ±π3+8π2−12π+33
22 ,±−π3+3π2−10π+22

11

maxS = 295 max s = 90 max deg x2 = 44 T = 21.49
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7.) OF = O
K = F61 gF/K = 2
F = y2 − (x5 + x4 + x3 + 2x2 + x) [K ′ : K] = 3

hF/K′ = 24 · 132 · 19 · 937 · 1069 ±π3+2π2+45π
122 , ±π3−59π2+45π−3111

244

maxS = 751 max s = 250 max deg x2 = 122 T = 1121.81

8.) OF = O
K = F23 gF/K = 2
F = y2 − (x5 + x4 + x3 + 2x2 + x) [K ′ : K] = 3

hF/K′ = 23 · 47 · 691 · 159544531 ±−π3+8π2−45π+92
46 ,

±3π3−π2+45π−207
92

maxS = 121 max s = 40 max deg x2 = 19 T = 6.3

9.) OF = O
K = F11 gF/K = 3
F = y2 − (x7 + 1) [K ′ : K] = 5

hF/K′ = 23 · 7 · 23 · 71 · 45678945211 ±π3−11
22 , ±−π5+44π2

121

maxS = 198 max s = 66 max deg x2 = 23 T = 11.9

10.) OF = O
K = F29 gF/K = 3
F = y2 − (x7 + 1) [K ′ : K] = 5

hF/K′ = 26 · 7 · 43 · 17875327 ±7π5−129π4−410π3+2502π2+1827π−91669
53824

maxS = 102 max s = 34 max deg x2 = 1 T = 27.59

11.) [OF : O] = 3
K = F3 gF/K = 3
F = y4 + (x+ 1)y + x3 + 2 [K ′ : K] = 11

hF/K′ = 2 · 32 · 312304602522287 ±π5−π4−9
9

maxS = 460 max s = 36 max deg x2 = 4 T = 320.31

Es folgen nun einige nicht-kommutative Beispiele für Geschlecht eins und
zwei. Der Algorithmus geht hier davon aus, dass bereits eine Q-Basis der
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Endomorphismenalgebra berechnet wurde, welche aus Endomorphismen be-
steht. Die Kurven sind so gewählt, dass wir neben dem Frobenius π von
EndFp(JX2) noch mindestens einen nicht-trivialen Automorphismus des Funk-
tionenkörpers F/Fp2 erhalten. Dieser induziert eine nicht-triviale Korrespon-
denz, die nicht mit π kommutiert. Bezeichnet u das zu dieser Korrespondenz
dazugehörige Element in der Endomorphismenalgebra, so wird π so gewählt,
dass πu = −uπ ist. Im Fall, dass das Geschlecht zwei ist, haben wir zuerst
den Endomorphismenring über Fp berechnet. Die Basis des Endomorphis-
menrings haben wir benutzt, um eine Z-Basis einer Ordnung des Endomor-
phismenrings mit möglichst kleiner Diskriminante zu erhalten. Von dieser
Ordnung aus starten wir unsere Suche nach einem möglichen Aufstieg des
bereits berechneten Endomorphismenrings.

12.) Q3,∞
K = F32 gF/K = 1
F = y2 − (x3 + x) [K ′ : K] = 3

hF/K′ = 24 · 72 O = 〈1, 1+π
2 , u, u+πu2 〉

(π, u) = (−3,−1)
maxS = 26 max s = 8 maxdeg x2 = 2 T = 6.63

13.) Q19,∞
K = F192 gF/K = 1
F = y2 − (x3 + x) [K ′ : K] = 3

hF/K′ = 24 · 52 · 76 O = 〈1, u,−1+π
2 ,−u+πu

2 〉
(π, u) = (−19,−1)

maxS = 122 max s = 40 max deg x2 = 10 T = 62.67

14.) Q11,∞
K = F112 gF/K = 1
F = y2 + y − x3 [K ′ : K] = 3

hF/K′ = 24 · 34 · 372 O = 〈1, −u+πu6 , u,−1+π
2 〉Z

(π, u) = (−11,−3)
maxS = 290 max s = 96 max deg x2 = 48 T = 166.23
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15.) End0
K(JX2) ∼= M2(Q(πK ))

K = F32 gF/K = 2
F = y2 + 2x5 + 2x4 + 2x3 + x2 + 2x [K ′ : K] = 5

O ist eine Maximalordnung
hF/K′ = 26 · 73212 −1+π+u−πu

2 ,− (π2+3)+(pi2+3)u
4

(π2
F3
,−1)

maxS = 37 max s = 12 maxdeg x2 = 3 T = 29.54

16.) End0
K(JX2) ∼= M2(Q(πK ))

K = F52 gF/K = 2
F = y2 + (x5 + x4 + x3 + 4x+ 2) [K ′ : K] = 5

O ist eine Maximalordnung
hF/K′ = 26 · 32 · 114 · 33612 π2+1+4π+2πu

4
(π2
F3
, 1)

maxS = 163 max s = 32 max deg x2 = 10 T = ca.3600
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Zusammenfassung

Seien F1/K und F2/K zwei algebraisch unabhängige und reguläre Funk-
tionenkörper über dem endlichen Körper K. Ferner bezeichne Xi/K je-
weils die dazugehörige projektive, irreduzible und reduzierte Kurve vom
Geschlecht gXi

. Wir konstruieren wichtige Algorithmen für die Arithmetik
von Korrespondenzen aus L/F2 zwischen den Funktionenkörpern F1/K und
F2/K, deren Wirkung auf den Jacobischen JXi der Kurven Xi/K sowie eine
Schnitt- und Korrespondenzpaarung. Mit Hilfe dieser grundlegenden Algo-
rithmen können wir die Korrespondenzen als Homomorphismen zwischen den
Jacobischen JX2 und JX1 operieren lassen. Außerdem lässt sich im Fall, dass
die Korrespondenzen Endomorphismen auf der Jacobischen JX2 induzieren,
das charakteristische Polynom des der Korrespondenz entsprechenden Endo-
morphismus mit der Korrespondenzpaarung bestimmen.

Im Falle, dass die Funktionenkörper F1 und F2 isomorph über K sind,
induzieren die Korrespondenzen Endomorphismen von JX2 . Das Hauptergeb-
nis ist ein Verfahren, mit dem wir den Endomorphismenring einer beliebigen
Kurve über einem endlichen Körper mit irreduzibler Jacobischen berechnen
können. Wir beweisen, dass unter gewissen Annahmen in jeder Korrespon-
denzklasse [A]C eine effektive Korrespondenz C(A) vom Grad ≤ gX2

mit
der Eigenschaft C(A)(p∞) = lp∞ + (f) existiert, welche innerhalb der Kor-
respondenzklasse mit diesen Eigenschaften eindeutig ist. Bezeichne EK :=
End0

K(JX2) die Endomorphismenalgebra von JX2 über K und α ∈ EK das
der Korrespondenz C(A) entsprechende Element. Wir beweisen, dass sich
die Grade der in der Norm von C(A)0 auftretenden Polynome in x2 durch
die Spur mittels der Größe TrEK/Q(αα?)(n/2) beschränken lassen, wobei α?

der Rosati von α und n = [F2 : K(x2)] ist. Haben wir mit Hilfe dieser obe-
ren Schranke genügend viele geeignete Stellen vom Grad eins bestimmt, so
können wir die Norm von C(A)0 interpolieren. Dazu beweisen wir ein Kri-
terium mit dem wir feststellen können, ob für eine Stelle p ∈ DF2/K vom
Grad und eine Zerlegung C(A) =

∑
eiPi mit Pi ∈ PF2/K jeweils p-reguläre

Basen von Pi,0 existieren, so dass C(A)(p) =
∑
eiPi

p gilt. Ist das Element
α kein Endomorphismus, so existiert keine Lösung beim Versuch, die Norm
zu interpolieren. Damit sind wir in der Lage, den Endomorphismenring zu
bestimmen.

Den Abschluss bilden einige Beispiele. Wir zeigen, wie wir mit Hilfe der in
dieser Arbeit entwickelten Algorithmen sowohl im Fall eines kommutativen
Endomorphismenrings wie auch im nicht-kommutativen Fall den Endomor-
phismenring berechnen können.



Index

Abelsche Varietät
einfache, 31
elementare, 31
polarisierte, 66
prinzipal polarisierte, 66

Abelsche Varietäten
-duale, 66
isogene, 30

Additionstheorem
für Korrespondenzen, 44

Algebra
einfache, 35
zentrale, 35

algebraisch
unabhangig, 22

Algorithmus 5, 102
Algorithmus ??, 105
Algorithmus 7, 107
Algorithmus 3, 79
Algorithmus 2, 77
Algorithmus 8, 111
Algorithmus 1, 72
Algorithmus 4, 83

Bewertung
diskrete, 14
Exponenten-, 14
triviale, 14

Bewertungsring, 13
Brauer-Gruppe, 35

Conorm
einer Stelle, 17

Darstellung

Zwei-Element-, 28
Diagonalkorrespondenz, 56
Differente, 21

eines Dedekindrings, 24
Differentensatz

verallgemeinerter, 20
Dimension

des Riemann-Roch-Raumes, 16
Diskriminante, 21

eines Dedekindrings, 24
Divisor

-enklassengruppe, 15
effektiver, 15
endlicher Teil eines, 25
Haupt-, 15
kanonischer, 16
p-regulärer, 49
positiver, 15
primer, 14
unendlicher Teil eines, 25
vom Grad Null, 15

Divisoren, 14
äquivalente, 15
einer Fläche, 55
fibrale, 55
konstante, 28

Divisorengruppe, 14
Divisorenklasse, 15

Eichlerbedingungen, 39
Element

p-ganzes, 49
Endomorphismen

einer abelschen Varietät, 31

143



144 INDEX

Erweiterung
algebraische, 17
des Konstantenkörpers, 19
eines Funktionenkörpers, 16
endliche, 17

Exponent
einer Algebra, 35

Fortsetzung
eines Morphismus, 55

Frobeniuskorrespondenz, 48
einer Fläche, 56

Frobeniusmorphismus, 56
Funktionenkörper

Definition des, 13
Funktionenkorper

rationaler, 14

Geschlecht, 16
Geschlechtsformel

Riemann-Hurwitzsche, 21
Grad

einer Korrespondenz auf der Flä-
che, 56

eines Hauptdivisors, 15
eines Primideales, 25

Grad
einer Stelle, 14
einer zentral einfachen Algebra,

35
eines Divisors, 15

Gruppen-Varietät, 30

Hauptdivisor, 15
Hochhebung

eines Ideals, 25
Homomorphiesatz

fur Korrespondenzen, 44
Homomorphismus

dualer, 66

Ideal
konstantes, 28
p-ganzes, 49
regulares, 49

Index
einer Algebra, 35

Isogenie
einer abelschen Varietät, 30

Klassengruppe
von Divisoren, 15

Klassenzahl
eines Funktionenkörpers, 15

Konstantenkörper, 13
Konstantenkörper

genauer, 13
Konstantenkörpererweiterung, 19
Korrespondenz

einer Fläche, 55
homomorph trivial, 57
symmetrische, 56
transponierte, 56

Korrespondenz
allgemeine , 43
Prim-, 43

Korrespondenzen
homomorph äquivalente, 57
numerisch äquivalente, 57

Korrespondenzklasse, 44
Korrespondenzpaarung, 61

maximaler Teilkörper, 35
Maximalordnung

endliche, 24
unendliche, 24

Multiplikation mit n, 31

Norm
eines Divisors, 18

Nullstellendivisor, 15

Paarung
Korrespondenz-, 61

Polstellendivisor, 15
Primdivisor, 14
Primdivisoren

konstante, 28
Primelement, 13
Primideal



INDEX 145

konstantes, 28
Primideale

Menge aller Primideale eines Rin-
ges, 28

reguläre Erweiterung, 13
relativ

inseparable Stelle, 21
Relativgrad

einer Stelle, 16
Riemann-Roch-Raum

Definition des , 16
Dimension des , 16

Ring
Bewertungs-, 13
der Korrespondenzen, 47

Ringe
der Korrespondenzen auf einer Flä-

che, 57
Rosati

Automorphismus von, 47
Involution, 66

Schnittmultiplizität
von Korrespondenzen, 58

Selbstschnitt
von Korrespondenzen, 58

Spurformel
für Korrespondenzen, 66

Stelle, 13
konstante, 16
relativ inseparable, 21
unverzweigte, 21
verzweigte, 21

Teilkörper
maximaler, 35
strikt maximaler, 35

Träger, 15
Transponierte

einer Korrespondenz, 56
Typ

einer Maximalordnung, 40

Varietät

Abelsche, 30
Verzweigung, 21

totale, 21

Wedderburn
Struktursatz von, 35

Weil-Zahl, 32

Zerfällungskörper
einer Algebra, 36

Zurückziehung
eines Morphismus, 55

Zwei-Element-Darstellung, 28



146 INDEX



Literaturverzeichnis

[Art67] Artin, E.: Algebraic Numbers and Algebraic Functions. Gordon
and Breach, 1967.

[Bel07] Belabas, van Hoej et al.: Factoring Polynomials Over Global
Fields. to appear in Journal de Théorie des Nombres de Bordeaux,
2007.

[Coh93] Cohen, H.: A Course in Computational Algebraic Number Theory.
Springer-Verlag, 1993.

[Coh06] Cohen,H., Frey,G.: Handbook of Elliptic And Hyperelliptic Curve
Cryptography. Chapman and Hall, 2006.

[Cox05] Cox, D. A., Little, J., O’Shea, D.: Using Algebraic Geometry.
Springer, 2005.

[Deu35] Deuring, M.: Algebren, Zweite Auflage. Springer Verlag, 1935.

[Deu37] Deuring, M.: Arithmetische Theorie der Korrespondenzen alge-
braischer Funktionenkörper I. Crelle Journal, 177:161–191, 1937.

[Deu40] Deuring, M.: Arithmetische Theorie der Korrespondenzen alge-
braischer Funktionenkörper II. Crelle Journal, 182:25–36, 1940.

[Deu41] Deuring, M.: Die Typen der Multiplikatorenringe elliptischer
Funktionenkörper. Abh. Math. Semin. Hansische Univ., 14:197–272,
1941.

[Deu73] Deuring, M.: Lectures on the Theory of Algebraic Functions of
One Variable. Springer Verlag, 1973.

[Die05] Diem, C.: Index Calculus in Class Groups of Plane Curves of Small
Degree. Preprint, 2005.

[Eic37] Eichler, M.: Bestimmung der Idealklassen in gewissen normalen
einfachen Algebren. Journal f. die reine angewandte Mathematik,
176:192–202, 1937.

147



148 LITERATURVERZEICHNIS

[Eic55] Eichler, M.: Zur Theorie der Quaternionen-Algebren. Journal f.
die reine angewandte Mathematik, 195:127–151, 1955.

[Eic63] Eichler, M.: Einführung in die Theorie der algebraischen Zahlen
und Funktionen. Birkhäuser Verlag Basel und Stuttgart, 1963.

[Fre07] Freeman, D., Lauter, K.: Computing Endomorphism Rings of
Jacobians of Genus 2 Curves Over Finite Fields. Preprint, 2007.

[Fri00] Friedrichs, C.: Berechnung von Maximalordnungen über
Dedekind-ringen. Doktorarbeit, TU Berlin, 2000.

[Gat99] Gathen, J. von zur, Gerhard, J.: Modern Computer Algebra.
Cambridge University Press, 1999.

[Gee07] Geer, G. van der, Moonen, B.: Abelian Varieties. To appear,
2007.

[Har77] Hartshorne, R.: Algebraic Geometry. Springer Verlag, 1977.

[Has32] Hasse, H.: Theory of Cyclic Algebras Over An Algebraic Number
Field. Transactions of the American Mathematical Society, No.1,
34:171–214, 1932.

[Hes99] Hess, F.: Zur Divisorenklassengruppenberechnung in globalen Funk-
tionenkörpern. Doktorarbeit, TU Berlin, 1999.

[Hes02] Hess, F.: Computing Riemann-Roch spaces in algebraic function
fields and related topics. J. Symbolic Comp., 33:425–445, 2002.

[Hes06] Hess, F.: Algebra I + II, Vorlesungsskript. TU-Berlin, 2006.

[Hin91] Hindry, M., Silvermann, J.H: Diophantine Geometry. Springer,
1991.

[Irv03] Irving, R.: Maximal Orders. Oxford Science Publications, 2003.

[Kir05] Kirschmer, M.: Konstruktive Idealtheorie in Quaternionenalge-
bren. Diplomarbeit, Universität Ulm, 2005.

[Koh96] Kohel, D.: Endomorphism rings of elliptic curves over finite fields.
Phd, University of California, Berkley, 1996.

[Kux04] Kux, G.: Construction of algebraic correspondences between hyper-
elliptic function fields using Deuring’s theory. Doktorarbeit, Uni-
versität Kaiserslautern, 2004.

[Lau02] Lauder, A.G.B, Wan, D.: Counting Points On Varieties Over
Finite Fields Of Small Characteristic. Preprint, 2002.



LITERATURVERZEICHNIS 149

[Mil86] Milne, J.S.: Jacobian Varieties. Springer, 1986.

[Mil91] Milne, J.S.: Abelian Varieties. Univeristy of Michigan, 1991.

[Mil98] Milne, J.S.: Abelian Varieties. Lecture notes, 1998.

[Mil05] Milne, J.S.: Algebraic Geometry. Taiaroa Publishing, 2005.

[Mil08] Milne, J.S.: Class Field Theory. Univeristy of Michigan, 2008.

[Mum70] Mumford, D.: Abelian Varieties. Oxford Univeristy Press VIII,
1970.

[Oor07] Oort, F.: Abelian Varieties over Finite Fields. Summer school in
Göttingen, 2007.

[Pie82] Pierce, R.S.: Associative Algebras. Springer Verlag, 1982.

[Poh89] Pohst, M.E., Zassenhaus, H.: Algorithmic Algebraic Number
Theory. Encyclopaedia of mathematics and its applications. Cam-
bridge University Press, 1989.

[Poh93] Pohst, M.E.: Computational Algebraic Number Theory. Birkauser,
DMV Seminar, Band 21, 1993.

[Ros73] Rosen, M.: The Asymptotic Behaviour of the Class Group of a
Function Field over a Finite Field. Archiv der Mathematik, 24:287–
296, 1973.

[Sal06] Salvador, G.D.V.: Topics in the theory of algebraic function
fields. Birkhäuser, 2006.

[Sha72] Shafarevich, I.R.: Basic Alegbraic Geometry. Springer, 1972.

[Sil86] Silverman, J.H.: The Arithmetic of Elliptic Curves. Springer Ver-
lag, 1986.

[Smi05] Smith, B.: Explicit Endomorphisms and Correspondences. Phd,
University of Sidney, 2005.

[Sti93] Stichtenoth, H.: Algebraic Function Fields and Codes. Springer
Verlag, 1993.

[Tat66] Tate, J.: Endomorphisms of Abelian Varieties over Finite Fields.
Inventiones math., 2:134–144, 1966.

[Tat69] Tate, J.: Classes d’ isogénie des variétés abéliennes sur un corps
fini. Séminaire N. Bourbaki, 352:95–110, 1968-1969.

[Ung05] Unger, A.: Structure of Endomorphism Algebras of Abelian Varie-
ties. Number Theory Seminar 2005, 2005.



150 LITERATURVERZEICHNIS

[Vél71] Vélu, J.: Isogénies entre courbes elliptiques. Comptes-Rendus de
l’ Académie des Sciences, Série I, 273:238–241, 1971.

[Ver03] Vercauteren, F.: Computing zeta functions of curves over finite
fields. Phd, Katholieke Universiteit Leuven, 2003.

[Wat69] Waterhouse, W.C.: Abelian Varieties over Finite Fields. Annales
Scientifiques de L’ É.N.S., 4:521–560, 1969.

[Zar05] Zarhin, Y.G.: Homomorphisms of abelian varieties. Séminaires et
Congrès, 11:189–215, 2005.


	Einleitung
	Grundlagen
	Bewertungen, Stellen und Divisoren
	Erweiterungen von Funktionenkörpern
	Ringe und Algebren
	Abelsche Varietäten über endlichen Körpern
	Zentral einfache Algebren

	Korrespondenzen
	Algebraische Sicht der Korrespondenzen
	Grundlagen
	Multiplikation der Korrespondenzen
	Der Restidealsatz

	Geometrische Sicht der Korrespondenzen
	Grundlagen
	Die Schnitt- und Korrespondenzpaarung

	Vergleich der Korrespondenzen

	Algorithmen für Korrespondenzen
	Multiplikation der Korrespondenzen
	Korrespondenzen als Homomorphismen
	Die Schnitt- und Korrespondenzpaarung
	Bemerkungen zu den Laufzeiten

	Berechnung von Endomorphismenringen
	Einführung
	Der Divisor C(A) der Korrespondenzklasse [A]C
	Nachweis der Existenz einer p-regulären Basis
	Die Anzahl der Stellen vom Grad eins
	Algorithmus zum Interpolieren der Norm
	Berechnung von Orthogonalen Korrespondenzen
	Kommutativer Fall
	Nicht-kommutativer Fall
	Bemerkungen zu den Laufzeiten
	Vergleich mit anderen Verfahren

	Beispiele
	Geschlecht g=1
	Ein Analogon zu Vélu
	Der kommutative Fall
	Das charakteristische Polynom
	Verschiedene Darstellungen der Korrespondenzen
	Der nicht-kommutative Fall

	Geschlecht g=2
	Der kommutative Fall
	Der nicht-kommutative Fall
	Beispiel zur Berechnung des Selbstschnittes

	Geschlecht g=3
	Ein hyperelliptischer Fall
	Ein nicht-hyperelliptischer Fall

	Tabelle mit Beispielen

	Zusammenfassung
	Index
	Literaturverzeichnis

